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Resumen
El célculo de variaciones es una herramienta matematica muy importante que
,en algunos casos,se emplea para resolver problemas en la naturaleza de con-
tenido practico e incluso tedrico.Es por ello que presentamos algunos ejemplos
sencillos resueltos completamente con la llamada teoria de Jacobi de los puntos
conjugados.

1. Introduccién
Para estudiar la segunda variacion en el calculo de variaciones una estrategia
de las mas completas es aplicar la llamada ecuaciéon de Jacobi y determinar los
puntos conjugados.Desde un punto de vista practico vamos a aplicar el
procedimiento a algunos casos que clarificardn e ilustraran la potencia de la
teoria de Jacobi y su extensién a otros campos afines. Comenzaremos con las
trayectorias parabdlicas de un cuerpo en el campo gravitatorio.

2. Trayectorias parabdlicas
El problema variacional se expresa como,

I= "/ =2gy) /(L + y?)da

La solucién es,
g

y = tag(a)e — 55 (1 + tag*(a))z*

Esta es la solucién que parte del origen de coordenadas con una velocidad |,
u , y d4ngulo « y pasa por un punto,B(xp, yp)

Aplicamos la teorfa de Jacobi, calculando la envolvente de todas las trayec-
torias,que consiste en derivar la solucién por a,y eliminar «,entre esta y la
derivada, obteniendo,
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Y= 929" 22

En general, para cada dos puntos A y B, hay dos parabolas que resuelven la
ecuacion de Euler y hay que usar la condicién de Jacobi. Esta teoria dice que
dado el punto inicial, A,tenemos que encontrar su punto conjugado. Este punto
conjugado es precisamente el punto de tangencia de cada parabola con la envol-
vente calculada. Por tanto aquella pardbola cuyo punto, B,se encuentre antes de
tocar a la envolvente cumple la condiciéon de minimo. si el punto,B, se encuentra
mas alld de la tangencia , no la cumple. En otra palabras: El punto conjugado
de uno de los extremos debe estar fuera del intervalo, AB.



3. Catenaria
El problema variacional de la catenaria se escribe como,

_r? 2

La solucién de la ecuacion de Euler correspondiente es,
z—b
y = ccosh(——)
c

En general en catenarias con la misma directrix hay dos soluciones de la ecuacién
de Euler que pasan por un mismo punto.En este caso las tangentes a las catenar-
ias en los puntos conjugados se cortan en la directrix, por lo tanto la catenaria
de mayor, ¢ , cumple la condicién de Jacobi.
Analiticamente la ecuacion de Jacobi tiene como solucién,

a- m) - (x _a)sinh(x_ b)sinh(a;b)

Sin olvidar que, u ,no debe de tener otro cero salvo en los puntos de apoyo.

u = sinh(

4. Pandeo en columnas esbeltas
En columnas esbeltas la disminucion de la energia potencial,
U= Po=Pl- fécoscpds
,que ha deIcompensarse con la energia de flexidn,
I E

do 5
Ur = Jo 5 (o) ds
Para pequenos valores de ¢
1

cos(p) =1— 5(,02, y también, ds ~ dx
Obtenemos, por tanto,

l ’
I= [(Elp?— Pp?)dx
La ecuacién de Euler se escribe,
0 +a?p=0
siendo, o = —
La solucién de esta ecuacién diferencial, como sabemos es,
» = Cy sin(az) + Cs cos(ax)
La ecuacién de Jacobi se expresa como,

’
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En nuestro caso ,F  =2EI, Fpp, = —2P,F, =0
La ecuacién de Jacobi es por tanto,
u +a?u=0
u = Asin(ax)
Ahora bien, el punto conjugado del origen es el siguiente cero de u. Para que
no haya puntos conjugados a lo largo de 1, ha de ser [ < g o lo que es lo mismo,

2 EI 2
a? < %,luego P < Tﬂ

que es la carga critica de Euler.



5. Problema isoperimétrico
;Cudl es la superficie de mayor area envuelta por una curva de longitud, 2L , y
el eje de las x entre los puntos 0 y 2a?
La funcién variacional es,
I= 2"y —\/i+ty?de
La ecuacién de Euler después de una primera integracién es.
y _x—C
Vi A
La solucién es,
(2 —c1)? + (y — c2)? = A% ,es decir un arco de circunferencia.
La ecuacién de Jacobi se escribe,

d ,
%(Fyy/u + Fy/y/u )=0

en dondefy, = 0, Fyy/ =0y, Fy, =

!
Fyyu + Fyy/u —
’

—\y
V1+y2
d
y es,(z — a)d—u =C
x
La solucién de esta ecuacién diferencial es,
T—a
u = C'In( )

En uno de los extremos, u(2a) = 0 y es un punto conjugado. sin embargo
entre 0 y 2a no hay
puntos conjugados con lo que estamos ante un maximo.

6. Lineas geodésicas

En una esfera, usando coordenadas esféricas,

x = Rcospsinf

y = Rsingsinf

z = Rcos#

la funcién variacional que da la minima distancia entre dos puntos se escribe,

I=R[,"\/1+sin?0p2d0

La solucién de la ecuacion de Euler correspondiente es,
sin? 0y’

V1 +sin? 0’2 '

an o

an9>

que es un arco de circulo maximo. La ecuacién de Jacobi es,

t
» + B = arccos( ,

) d /
pru—l—F@w/u —%(Fwwlu)—%(lew/u):O
La solucién se puede escribir como,

Op Op, Oy, Op _
aa(aﬁ)"° (aa)"oaﬂ_o



1 1
Vtan?0 —tan’a  y/tan2 6, — tan? a
que solo se cumple para ,0 = 6y + nw
Es decir, el punto conjugado del inicial se encuentra al otro lado del didmetro
del circulo maximo, por lo que la geodésica es un minimo solo si el arco es menor
que un semicirculo.

7.Conclusion

La aplicacién del calculo de variaciones en estos ejemplos no presenta ninguna
dificultad, sin embargo la comprobacién de la estabilidad de las soluciones en
su sentido més amplio es algo mas complicada porque hay que considerar la
segunda variacion. Esta segunda variacion es la que implica los puntos conju-
gados de Jacobi.
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