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Resumen

En el presente estudio, basado en la teoria cldsica de vigas, se trata el cdlculo aproximado de las deflexiones de
vigas solicitadas por una carga concentrada independiente del tiempo desplazandose con velocidad constante,
teniendo en cuenta su efecto inercial y en distintas condiciones de vinculo. 1

BEAMS OF NON UNIFORM CROSS SECTION WITH MOVING CONSTANT POINT MASS
\

Summary

The present study deals with the approximate determination of the dynamijc response of elastic beams
traversed by a concentrated load with displaces at constant speed. The inertia elﬁect of the load is taken into
account. Classical beam-theory is used and several combinations of boundary ¢onditions are considered.

INTRODUCCION

Sobre el comportamiento dindmico de vigas bajo la accién de cargas méviles se han
realizado numerosos estudios, siendo algunos de los mds recientes las referencias!=5. No
obstante, aparentemente es escasa la informacion disponible para el caso de vigas de seccién
variable. En el presente estudio se considera seccién rectangular de base fija y una deter-
minada forma de altura variable que comprende en particular el caso de seccién uniforme.
Para vigas de seccién variable se emplea el método de Galerkin-Kantorovich. Relacionado
con este trabajo, en la referencia® se consideran condiciones eldsticas de vinculo. Por otra
parte, en la referencia® se incluye una amplia bibiliografia sobre el tema.
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PLANTEAMIENTO Y RESOLUCION APROXIMADA DEL PROBLEMA

El sistema mecédnico considerado se muestra en la Figura 1. La variacién de la altura de
la seccién transversal se supone de la forma

ho (—aZ +1), 0<z< Ly, a>0

h(z) = { ho (—aZt +1), Li<Z<Ly, Ly=L-1I, (1)
ho(af5k2 —a& +1), L,<z<L
Llamando
h(Z) = ho f(Z)
A(Z) = boho f(Z) = Aof(Z)
. bhifi(z .
1(@) = WBLE) _ sy

e indicando ¢ la delta de Dirac y despreciando el amortiguamiento de la viga, la ecuacién
diferencial del movimiento es

(’)2

E'T2

0z

sujeta a las condiciones de contorno correspondientes a las de vinculo, que supondremos

SA-SA (viga simplemente apoyada), EM-SA o EM-EM (viga empotrada) y las condiciones
iniciales

(I(@)ws2 (3, 1)) + pA@)we(Z,1) + M&(Z — EJwa(E,t) = PI(E — §) @)

w(Z,0) = w,(Z,0) =0

1 P=Mg
0] O - &V r X
ho / ' Dh (3
hix) Z=vt
Y -
_—
L

Figura 1. Sistema mecénico en estudio

Llamando T al tiempo que emplea la carga en recorrer totalmente la viga, efectuemos el
cambio de variables

Z=Lz, t=Tr

Indicando L-L
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de la (1) resulta

—az + 1, 0<z < N
fle)=¢ —aM +1, X <z<X
ar—a+1, N<z<l

Por otra parte, es € = L& con € = vt = £ = 7, con lo cual

53 ~ & = 8(L(z ~ £) = 76(z —7)
Ademads llamemos

g phI D M
‘=B, T EL T M,

siendo M, la masa de la viga de altura constante &g, entonces la (2) queda

Fo@)wen (@, 7) + 6£2(2) f (@)wee (2, 7) + 3[2f (2) (&) + (@) " (@) ]wez (@, 7)+

. 3
77;51 0z — T)wy2(7,7) = Bo Pé(z — 7) ®)

La deflexién estdtica maxima de la viga de seccién uniforme de altura hy con la carga
aplicada en el punto medio es

_ PI?
(Bl

We

en la cual ¢ es una constante que depende de las condiciones de vinculo. Tal deflexién
se produce en el punto de aplicacién de la carga si la viga estd simplemente apoyada o
empotrada, o en

Z=L(1-1/V5)

si las condiciones son EM-SA y ¢ = 48 para SA-SA, ¢ = 192 para EM-EM y ¢ = 48v/5 para
EM-SA. :
Liamando
_ w(z,7)
u(w, ) = L2
y dividiendo miembro a miembro por w, en la (3), se obtiene la ecuacién diferencial del
movimiento en las deflexiones relativas

Fo(@)uer (@, 7) + 6£2(2) ' (@)uge (@, 7) + 312 (2) *(2) + (@) (@)]uaz (@, 7)+

moy 4
T’f §(z —7)ura(r,7) = (6(z — 7) (4)

+ % (Z)ur2(z,7) +

1. Sea a = 0, es decir la secci6én transversal es uniforme. La (4) queda

mpBy
T?

Uga (T, 7T) + &uTz (z,7) +

T2 0z — T)ur2(r,7) = (é(x — 7)
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Como es sabido, la solucién se propone en la forma
x® .
7) = pi(a)s(r) (5)
=1

en la cual las ¢, () son los modos normales de vibracién y las funciones 1, (7) se determinan
con

Ftnlr) + Zzen(r 2@3 )+ w2a(7) = buon(7) (6

con las condiciones iniciales ¥,(0) = ,(0) = 0, siendo las w, las frecuencias circulares
naturales y

', ¢
Ny = “(z)dz, k,=

2. Sea a > 0. Puede obtenerse una solucién aproximada del problema empleando el método
de Galerkin-Kantorovich. Adoptando la funcién aproximante

ua = (z)P(7)
en la cual se ¢lige
o(z) = z* + asz® + 2’ + a1z
con los coeficientes ¢; calculados de modo que se sé,tisfagan las condiciones de contorno que

correspondan y procediendo de acuerdo con el método para la determinacién de ¥(7), a
partir de la (4) se obtiene la ecuacién diferencial

B
T2

(T2 +m@*(1))eo(r) + Jotp(r) = Cp(7)
sujeta a las condiciones iniciales %(0) = %(0) = 0, con
1
Jl = / f@zdﬂ']

/U-B (4}+6f2f: :;:+6ff:2 H](pd.’}?
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RESULTADOS NUMERICOS

En los cédlculos efectuados para diversos casos empleando la serie (5) se tomaron los
dos primeros términos y el sistema de dos ecuaciones direrenciales resultantes de la (6)
se resolvié numéricamente utilizando un método de Runge-Kutta de cuarto orden. En la
referencia' se tomaron tres términos de la solucién exacta para el calculo de las deflexiones
w(0,5;t) suponiendo viga simplemente apoyada y. los datos E = 2,07 x 10! N/m®, I, =
1,04 x 100 m*, M =70 kg, pAg =7,04 kg/m, L=10m, P=686,7 Ny T =3s. Enla
Figura 2 se comparan valores de estas deflexiones con los obtenidos en las mismas condiciones
en el presente trabajo. Como se comenta en la referencia’, se observa que el aumento de
dos a tres términos de la solucién exacta no produce diferencias significativas. La mdxima
deflexién que se observa es menor que 7,5 cm, lo cual no llega al }1 % de la longitud de la
viga, valor admisible para la teoria basada en la hipétesis de pequefias deflexiones.

Para otras situaciones consideradas en el presente estudio, para los pardmetros 5, y m
se han supuesto los valores 8, = 0,15 y 0,45, m = 0,45 y 0,80. En cuanto a la variacién de
la seccién transversal se han considerado A\; = 0,25, « =0, 0,50 y 1.

t (seg)
1,5 3
i
0 .
W(cm) 4 :
.
8

|
Figura 2. Deflexiones en el punto z = 0, 50; viga SA-SA. { )-presente estudio; (e)-ref.!

Las Figuras 3, 4, y 5 muestran deflexiones relativas en funcién del tiempo en el punto
medio de la viga para las condiciones de vinculo SA-SA y EM-EM y en el punto z = 1—1v/5
para EM-SA. En las Figuras 6 y 7 se ha graficado la variacién de la maxima deflexién relativa
en el punto medio de la viga, supuesta SA-SA, en funcién del tiempo T de recorrido de la
carga. Llamando “tiempo critico” 7, al valor de T para el cual se produce el méximo de
estas deflexiones, en los dos casos se observa que en el rango considerado de £, y m, la
variacién del pardmetro m no influye significativamente en el valor de 7., pero para m fijo,
el cambio de f; varia sensiblemente el valor del tiempo critico.
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a=0,5 -

1 0,7 4

1,4

Figura 3. Deflexiones relativas en el punto z = 0,50; viga SA-SA; B = 0,15, m = 0,40,
AL =0,25; T =3 s. ()-Galerkin-Kantorovich; (e)-solucién exacta

t (seg)

15 k|
0 |
a=0S5
a=0
u 0,7 \
' J a=1
1,4

Figura 4. Deflexiones relativas en el puntoz = 1— 1/\/5; viga EM-SA; 1 =0, 13; m = 0, 40;
A1 =0,25; T =3 s. (-)-Galerkin-Kantorovich; (s)-solucién exacta

1.4

Figura 5. Deflexiones relativas en el punto z = 0,50; viga EM-EM; 81 = 0,15, m = 0, 40;
A1 =0,25; T = 3 s. (-)-Galerkin-Kantorovich; (e)-solucién exacta
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T (seg)
0,2 0,375 ; 0,95
1
1
m = 0,40, 0,§0
] B1=0,15
u 1,7 4
|
* m=0,40, 0,80
B1=045 ‘
24 '

\
Figura 6. Deflexiones relativas méaximas en el punto £ = 0,50 en funcién de T'; viga SA-SA;

seccién uniforme; solucién exacta
\

0,2 . 0,375 0,95
1

24

Figura 7. Deflexiones relativas maximas en el punto z = 0,50 en funcién de T'; viga SA-SA;
A =0,25a=1 ‘
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