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RESUMEN

Se aborda el calculo de un frente de llama unidimensional que se propaga en un gas
comburente que contiene una cierta cantidad de combustible. Los problemas més destacables
que aparecen en la resolucién numeérica de este tipo de sistemas se deben principalmente a
la fuerte no linealidad introducida por la ley de Arrhenius. Esta ley conduce a importantes
gradientes que se corresponden fisicamente con el hecho de que la reaccién se produce en
una franja del espacio muy estrecha. En el presente trabajo se propone un método espectral
de colocacién que permite superar esta dificultad, y estd basado en la descomposicién del
espacio en dos subdominios que se adaptan a la situacién fisica de la reaccién, aproximando
convenientemente la solucién.

SUMMARY

A one-dimensional plane flame computation is carried out. The plane flame is propagating
in a gaseous medium containing only a small amount of reacting gas. The non-linearity of
Arrhenius law introduces the main difficulty due to the presence of high-gradients in the
solution. Physicaly, this fact means that the reaction is produced in a small region. In this
work a spectral collocation method is proposed to avoid this problem. It is based in a domain
descomposition adapted to the physical situation of the flame. This allows a good profile
resolution.

DEFINICION DE VARIABLES

densidad [kg/m3]

capacidad calorifica a presién constante [J/kg °K]
coeficiente de difusién [m?/s]

coeficiente de conductividad térmica [J/ °K'ms]
tiempo [s]

temperatura [°K]|
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&

temperatura regién quemada (burned) y no quemada (unburned) [°K]
velocidad del fluido [m/s?]
calor de reaccién [J/kg]
fraccién mésica del reactivo [1]
fraccién mésica regién quemada (burned) y no quemada (unburned) [1]
niimero de Lewis [L, = \/pCpD]
constante universal de los gases [J/kg %K]
constante ecuacién de Arrhenius
factor de frecuencia [s™1]
energia de activacién [J/kg]
tiempo caracterfstico [to = A/pU2Cy)
longitud caracteristica [lp = A/pUCp)
temperatura adimensional [1]
concentracién del reactivo adimensional [¥ = (Y —Y,,)/(Y — Ya)]
pardmetro de expansién térmica (= 0.8)
nimero de Zeldovich [ = (E/R°TZ)(Ty — Tu)]
grado de reaccién segtin la ley de Arrhenius [kg/ m3s]
grado de reaccién ecuacién adimensional
velocidad de propagacién del frente de llama [m/s]
coeficiente i-ésimo de Chebychev
Dila D%l operadores derivada primera y segunda respectivamente
mé, P  punto de colocacién i-ésimo correspondiente al dominio izquierdo y
derecho
eo  grado de tolerancia en la resolucién del sistema [~ 10~°]
¢  variable independiente en el dominio de Chebychev

Y,
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INTRODUCCION

El problema a estudiar se corresponde con una situacién ideal que considera un
medio infinito compuesto por un gas a presién constante que contiene una cierta
cantidad de reactivo. Este medio infinito se divide en dos partes por un frente de
llama que se propaga en la direccién z a velocidad u, siendo ésta la tnica direcciéon
en la que aparecen variaciones, dejando tras de si los gases quemados y por delante
la mezcla fresca. Dado que el medio es infinito no existe transporte neto de calor ni
difusién quimica en direcciones perpendiculares a z.

Teniendo en cuenta estas consideraciones y tomando la densidad constante a través
del frente de llama, las ecuaciones que rigen el comportamiento del sistema son la
ecuacién del calor y la ecuacién de conservacién de las especies quimicas

or ar 0°T
pcpa + pCpV% = AW + Qw (1)
o L _ A Y
Pt TP r T CyLeds®

donde las variables han sido definidas anteriormente con sus correspondientes unidades.
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Por dltimo se considera que el grado de reaccién w sigue la ley de Arrhenius
expresada como

E
w = pBY exp (— RUT) (2)

ADIMENSIONALIZACION

Por conveniencia y para mayor generalidad de los resultados se adimensionalizan las
ecuaciones. Los subindices “b” y “u” corresponden a la regién quemada (burned) y no
quemada (unburned) respectivamente, pudiendo deducirse T} (temperatura adiabatica
de la llama), como Ty, = T, + (Q/Cp)Y,. Para llevar a cabo la adimensionalizacién
se toma como tiempo caracteristico tg = A/pU 2C'p y como longitud caracteristica
lo = A/pUC,. La temperatura se representara a través de la variable 6 definida como
6 = (T — Tu)/(Ty — Ty) y del mismo modo la concentracién mediante la variable ¥
definida como ¥ = (Y —Y,,)/(Y, — Y,,). El pardmetro 6 varia entre 0, temperatura de
la mezcla fresca, y 1, temperatura de los gases después de la combustién, ya que al
ser un proceso adiabatico, la temperatura final de la combustién es T}, definida antes,
mientras que ¥ varia entre 1, concentracién de la mezcla fresca, y 0, concentracién del
reactivo tras la combustién total.

Adimensionalizando las ecuaciones (1) y (2) y considerando la derivada sustancial
calculada con la velocidad del fluido V, se tiene

D_G B %0 N
Dt o022 Y
DV 1 820
by _L1o%_ 3)
Dt Le Oz
Be—1) )
= AB%T N SOV
W= 4P emp<1+a(9—1)

donde se ha tomado o = (T — Ty,) /Ty, 8 = E(Tp — T,,)/R°T? y A se define como

- A\pB e(_ROLTb>
A= (UG, 7 (4.a)

No obstante en vez de utilizar esta expresién de A, se utilizard una aproximacién de
primer orden de la forma

1

Algunos autores® han resuelto este sistema dependiente del tiempo considerando
ciertas condiciones iniciales, dejdndolo evolucionar durante un tiempo segiin un método
de integracién (Runge-Kutta p. e]j.) hasta que se estabiliza la forma de los perfiles de
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temperaturas y concentraciones, y tomando en este momento una instantdnea de la
zona desplazada una distancia ut, siendo u la velocidad de propagacién.

En nuestro caso se ha optado por expresar las ecuaciones en una referencia mévil
que se desplaza con la velocidad del frente de llama u. Expresando la derivada sustancial
en funcién de la velocidad u (con u velocidad de propagacién de derecha a izquierda),
las ecuaciones (3) pueden escribirse en la forma:

Lo
uaz - Ox? v (5)
ov 1 52T

e

3o Led®

ya que los términos 90/t y V¥ /dt son nulos en la referencia mévil tomada.
Observando las ecuaciones vemos que en el caso Le = 1 resulta ¥ = 1 — 6. Esto
implica que en este caso particular bastara resolver la ecuacién de la temperatura.
Integrando entre —co y +oo cualquiera de las dos ecuaciones tenemos u en funcién
de w a través de la relacién

u:—/+oowdm (6)

—00

Como se muestra en la Figura 1 en la que se representa la solucién para el caso
B =10, Le = 1, se comprueba que hay dos zonas. En la zona izquierda no se ha llegado
a iniciar la combustién (w = 0) ya que no se ha alcanzado todavia la temperatura
necesaria; por ello, los fendmenos que tienen mayor relevancia son los difusivos.

8 =} =
15+ -
L [0) i
N Fraccién masica 7
1 N D B e i ]
0.5 : DRSS S SO . S0 5 SN USRS ‘T ,A_:._
C Temperatura / ]
¥ T
05 —t— I

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Figura 1. Perfiles correspondientes a Le = 1, 8 = 10.

El consumo de reactivo representado por el término independiente w se produce
en una estrecha regién (la de la derecha donde w # 0) que produce una difusién
de reactivos desde la zona de mezcla fresca hacia la llama. Igualmente, la mezcla
fresca ve incrementada su temperatura por difusién desde el frente de llama, elevando
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la temperatura hasta que la mezcla supera la energfa de activacién que produce la
combustién manteniendo asi la llama.

Estas dos zonas se corresponderan con lo que serdn los dos subdominios en los
que estd descompuesto el dominio global. Sobre el dominio izquierdo se impondrdn
las condiciones de contorno correspondientes a la mezcla fresca (—o0) y en él, las
funciones que se aproximan son suaves y representan un fenémeno de difusién. Por
otra parte, sobre el subdominio derecho se definirdn las condiciones de contorno de
los gases quemados (+00) y en él, las aproximaciones requerirdn un nimero mayor de
nodos dado que w presenta mayores gradientes, y ofrece mas dificultad por su forma
puntiaguda.

APROXIMACION DE LAS FUNCIONES

Para la aproximacion de las funciones de temperatura y concentracién, se utilizaran
polinomios de Chebychev de la forma

Ty (&) = arc cos(kcost) £€Q con Q=] —1,1] (7)
pudiendo expresar una funcién ¢ definida en 2 como

0(€) =Y wTr(€) (8)
k

Dado el sistema discretizado en los puntos de colocacién & = cos(in/N) i =
0,1,..., N, existe una versién discreta del operador derivada tal que Uy, = D,lclul

(@/a) (=) (2 — ), 0<k I<N;l#k

y ) —=/20 - =), 1€k=1l<N=1 )

") 2N? 1)/, k=1=0

— (2N? +1)/8, k=l=N

siendo

_ ]2 stk=06 N 1
71 sil<k<N-1 (10)
La derivada segunda se puede calcular, o bien como Dil = D,lcmD}nl, o bien

utilizando una definicién explicita que reduce considerablemente tanto el tiempo de
cdlculo evitando el producto de matrices como los errores de redondeo, origen de
clertos problemas de sobreoscilacién en los contornos como se expone en los trabajos
de Kenneth et al.?:
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[(—0)** /&) [z} + ziz — 2/[(1 — 2k)(@x —@)?], 1<k<N-1
1<I<KN-1;1#k
0.5 [(—1)*""/a] [2} + oxzi — 2)/[(1 — 2R)(@x —21)°], k=1,.,N -1, I1=0,N

D2, ={ —[(N? - 1)(1 — z%) + 3)/[3(1 — 22)7], 1<k=I<N-1, (11)
(2/3)[(-1)'/a][(2N? + 1)(1 — =) — 6]/(1 — )%, k=0; 1<I<SN
@/3)(-1)"/alleN? + 1)1 —z) - 6]/(1 — =), k=N; 0<I<N-1
(N* —1)/15, k=1=0=,N

Tomando 0 y ¥ discretizados con N puntos en cada subdominio y expresados
vectorialmente como 6] = (03,61, ...,05)"; Wi = (T, ¢ ., )" donde i indica el
subdominio i = I, D (izquierda y derecha), se puede escribir el sistema de ecuaciones

resultante del siguiente modo

—uDybi —Dif; = [—“Dil - Diz] 6 =uw'(ax)
{ i L asd i 1 ™~ i (12)
—uDyp ¥} — 7-Djy¥ = | —ubDy, — Dy | ¥ = —w (k)
Sin embargo cada subdominio estd definido entre i yzi, i« = I,Dyno

necesariamente de -1 a 1. Para ello definimos los siguientes cambios de variable

. 1 . . . .
v = 6(6), # =7t 1 a; Feah-ah  (13)

que modifica las expresiones de las derivadas en la forma

z = ¢(¢) dz = ¢'(£)d¢
dp  d¢ df
dz ~ dédz (14)

= (@)% (%)

con ello resulta el sistema definitivo

d¢ dé i
™ m:z;'cD}” - (%> o Diu| 01 = w'(zx)
- k (15)
d¢ 1 (dg)? ; ’
" o bogo(@) | Dh| vi=—vie
_;z;k
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RESOLUCION

Debido a la no linealidad del sistema w = w(f#, ¥), el célculo se ha realizado
tomando un perfil basado en resultados asintéticos como suposicién inicial del método
iterativo a aplicar, utilizando los superindices para indicar el nimero de iteracién

0°(z) =e® siz <0

°(z) =1 cualquier otro caso (16)
T(z) =1—¢" siz <0

¥o(z)=0 cualquier otro caso

A partir de 0° y U0 se tiene w® y u°® lo que permite construir un sistema lineal
de ecuaciones para valores de 6 y ¥ considerando w® = w(6°, ¥°). Linealizando de
esta forma, 6 y ¥ quedan desacoplados. De este modo se puede resolver primero una
variable y luego la otra consumiendo aproximadamente un 25% menos de memoria
respecto a lo que supondria resolver el sistema completo.

Una vez obtenidos 8™ y U™ mejores aproximaciones que los perfiles considerados
en la iteracién anterior, se obtiene nuevamente w™ = w(6", ¥™) y u".

Este proceso iterativo se realiza hasta que el residuo bajo la norma euclidea verifica
167 — 6" +H| + [[ T — ¥ < eo.

"] condicién de continuidad en la derivada dominio derecho

PP IS S S R S T S S S SR
-+ttt

x o X Ky
dominio izquierdo

I

N
= -

Y

7 s 5 4 5 L) 1

Figura 2. Esquema de discretizacién por dos dominios.

CONSTRUCCION DE LA MATRIZ

Como ya se ha indicado, el dominio considerado se ha subdividido en 2 subdominios
con un esquema que se corresponde a la Figura 2 y cuya distribucién viene determinada
por la férmula (13) para los puntos de colocacién & = cos(in/N) i =0,1,..N. A la
hora de construir el sistema hay que tener cuidado al asignar cada variable en el lugar
que le coresponde ya que los valores de z; se distribuyen creciendo cuando &; decrecen.
Por esta razén, primero se impondran las condiciones de contorno correspondientes a
los extremos, esto es, z§, zk. Luego, se construye el operador diferencial discreto segin
la ecuacién (15) y se ensambla para z{,...,z8_; ¥ @i,...,25_;. La continuidad en la
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solucién viene impuesta a priori al considerar una sola variable. La condicién que se
impone como ecuacién numero NN es la continuidad en la derivada segin la ecuacién

Digfr|_ — Dhoi|_ =0 a7)

La matriz definitiva tendra la forma que aparece en la Figura 3 donde = representa,
bien 6 o bien V.

X 1o 0
° . Operador

X1 o . K
Diferencial
+0
XN, Xo (=10 Condicién de
X1 +o continuidad en
la derivada
+o

XN 100 D Ceros

Figura 3. Esquema de montaje de la matriz.

LOCALIZACION DE LOS EXTREMOS DE LOS SUBDOMINIOS

Queda por resolver la localizaciéon de los puntos extremos de los subdominios,
zg,xy = x(,Ty. Los extremos z§,z} que determinan los puntos donde se pueden
considerar las condiciones en el infinito basta con situarlos “suficientemente alejados”
entendiendo como tales los puntos que por el hecho de alejarlos més no modifican
la solucién ya que se situan fuera del alcance de los efectos de la llama. El mayor
problema se encuentra en la localizacién del punto de separacién de los dos subdominios.
Para este punto se ha comprobado tras varios experimentos numéricos que una buena
localizacién implica una rapida convergencia del método, y por otra parte, situado fuera
de un pequeno intervalo que contiene puntos del dominio en los que w no es nulo, el
método puede no converger, haciéndose més critico en el caso de tener 3 valores altos,
ya que ello implica reacciones mas bruscas, en definitiva, valores de w més altos y
con menos “base” (funciones mds puntiagudas). En resumen, para obtener resultados
satisfactorios, se ha comprobado que el subdominio de la derecha ha de aproximar toda
la zona de w # 0 y nada maés.

Con objeto de que el propio cédigo localice un z% apropiado se ha utilizado un
algoritmo como el que sigue

a) Proponer un z}

b) Realizar un cierto nimero de iteraciones que nos proporcionan una solucién
aproximada de w # 0.

c¢) Localizar un punto en el que w obtenida en b) empiece a ser no nulo.

d) Resolver el sistema para un €.
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Figura 4. w = f(Le) para 8 = 10. Figura 5. u = f(Le) para 8 = 10.
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Figura 6. Perfiles de temperaturas y concentraciones en funcién de Le para § = 10.

e) Comprobar si es necesario encontrar un x5 mejor y en su caso volver a c).
f) Sacar resultados numeéricos.

RESULTADOS

Se han realizado distintos cdlculos para rangos de 8 y Le amplios comprobando un
buen comportamiento del método para valores de [ bajos, y un comportamiento mas
inestable cuando  aumenta debiendo ser mas cuidadosos a la hora de seleccionar z%.

En la Figura 6 se representa una serie de perfiles de temperaturas y fracciones
mdsicas que muestran el cambio producido en la llama al variar el nimero Le. El
hecho de disminuir Le implica que los fenémenos de conduccién son menos importantes
(como se ve en la curva de temperaturas al cenirse ésta al cero), y por el contrario, los
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fenémenos difusivos son mas relevantes, como sucede con la fraccién maésica que tiende
a disminuir m4és, ya que el reactivo difunde antes hacia el nicleo de la llama. Para
valores de Le bajos, igualmente, se adquieren velocidades mas altas por tener un w
mayor (mayor area).

Se presentan a continuacién resultados en velocidades de propagacién de llama
obtenidos para distintos valores de 3 y Le por diferentes grupos de trabajo #1, #2,
#3, #4, #5, resultados asintéticos?, y por nuestro método.

Grupo # / Caso Le=2 Le=1 Le=05 Le=2 Le= Le =0.5
=10 B=10 B=10 pf=20 B=20 B=20
#1 ©0.849 0.918 0.959 Osc. 0.954 0.978
#2 0.708 0.894 | 0.968 0.569 0.903 0.968
#3 0.880 0.910 0.997 Osc. no calc. mno calc.
#4 0.867 0.907 0.956 0.975 0.961 0.975
#5 0.842 0.915 1.100 Osc. 0.951 1.200
Asintéticos #1 0.842 0.908 0.949 0.911 0.973 0.951
Asintdticos #2 0.794 0.894 0.944 0.897 0.947 0.972
Nuestros res. 0.833 0.911 1.040 0.899 0.950 1.060
CONCLUSIONES

Se presenta un método de resolucién del sistema diferencial de ecuaciones que rige
el comportamiento de una llama. Debido a los fuertes gradientes que aparecen en la
zona de la llama, frente al uso de distintas técnicas entre las que destaca el mapping con
Runge-Kutta para poder obtener dominios méviles® con distintos cambios de variable,
se ha optado por tomar una referencia mévil que se mueve solidaria con la llama como
técnica mas adecuada.

Ha sido necesario un cambio de coordenadas que permite transformar el dominio
de los polinomios de Chebychev para adaptarlos convenientemente a las variables
representadas. Por iltimo, los resultados obtenidos se han justificado fisicamente y
se han comparado éstos con los dados por otros autores.
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