Rev. Int. Mét. Num. Célc. Dis. Ing.

Vol. 24, 2, 183-193 (2008) Revista Internacional de

Métodos Numéricos para
Calculo y Diseno en Ingenieria

Relaciones entre los términos de la matriz de rigidez
de un elemento finito tridimensional hexaédrico de
ocho nodos

Juan Carlos Osorio! y Miguel Cerrolaza?

I Decanato de Ingenierfa Civil

Universidad Centroccidental Lisandro Alvarado
Av. Las Industrias 3001, Barquisimeto, Venezuela
Tel.: 58 251 259 2127

e-mail: JCOsorioQucla.edu.ve

2IMME, Facultad de Ingenierfa, Universidad Central de Venezuela
Los Chaguaramos 50.361, Caracas, Venezuela

Tel.: 58.212.650.1750

e-mail: MCerrolal23@cantv.net

Resumen

El calculo de los términos de la matriz de rigidez de un elemento finito viene dado por integrales multiples
de funciones racionales, lo cual amerita un alto costo de tiempo de CPU. En el presente trabajo analizare-
mos esta matriz para el elemento finito hexaédrico de 8 nodos con tres grados de libertad por nodo para
problemas de elasticidad tridimensional y para este elemento en particular, el denominador del integrando
es un polinomio en tres variables.

La matriz de rigidez es de orden 24 x 24, simétrica y estd particionada en 64 bloques de orden 3 X 3, co-
rrespondientes a la incidencia de los grados de libertad de cada par de nodos. Asi, se presenta un conjunto
de ecuaciones, donde dado un término de la matriz de rigidez que no pertenece a la diagonal principal del
bloque que le corresponde, se puede calcular directamente el otro término del mismo bloque que esta en
posicion simétrica con la diagonal principal del bloque. Estas ecuaciones relacionan un total de 84 pares
de términos de la matriz de rigidez, lo que representa un ahorro superior al 28 % del total de 300 términos
que definen la matriz. Ademads, se mantiene la precisién con que se calculan los términos a introducir en las
ecuaciones.
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RELATIONS BETWEEN THE TERMS OF THE STIFFNESS MATRIX OF A FINITE ELEMENT
THREE-DIMENSIONAL HEXAEDRIC OF EIGHT NODES

Summary

To calculate the terms of stiffness matrix of one finite element have to resolve multiple integrals of rational
functions, this requires very large CPU time. In this paper, we will analyze that matrix for the finite hexaedric
element of nodes eight with three degrees of freedom (DOF) are assumed at each node for three-dimensional
elasticity and for this element particularly the denominator of integrating in a polynomial in three variables.
The stiffness matrix is order 24 x 24 and symmetric, only 300 elements are needed. This is divided in 63 block
of order 3 x 3 correspondent to the incident of the degrees of freedom for each par of nodes. In this article is
presented a set of equations that relates g the terms of stiffness matrix of a finite element three-dimensional
hexaedric of eight nodes correspondent to the orthogonal degrees of freedom. These equations give a saving
of 28 % of CPU time.

Keywords: hexaedric finite element, stiffness matriz.

©Universitat Politecnica de Catalunya (Espana). ISSN: 0213-1315 Recibido: Agosto 2007 Aceptado: Marzo 2008



184 J.C. Osorio y M. Cerrolaza

INTRODUCCION

El método de los elementos finitos probablemente es una de las técnicas mas utilizadas
en la ingenierfia, la cual permite la definiciéon de un gran ntimero de condiciones de contorno
y también la definicién de geometrias muy complejas. Uno de los problemas que invierte
mayor complejidad es el calculo de la matriz de rigidez, utilizando elementos finitos tri-
dimensionales, debido a la complejidad de las integrales triples a resolver. Esto se debe a
que en el integrando aparecen funciones racionales con un polinomio en tres variables como
denominador.

Al analizar las matrices de rigidez de los elementos cuadrildteros planos de 4 y 8 nodos,
se observaron que existian términos iguales en las matrices de rigidez para estos elemen-
tos finitos, cumpliéndose para cualquier valor de las coordenadas nodales. Esto motivé la
busqueda de relaciones entre los términos de la matriz de rigidez, correspondiente a estos
elementos planos; obteniendo ecuaciones lineales que relacionan estos términos, indepen-
dientemente del método utilizado para calcular la matriz de rigidez.

Este trabajo generaliza los resultados encontrados en trabajos anteriores en el plano
extendiéndolo al caso tridimensional. Especificamente en este trabajo se trabaja con el
elemento hexaédrico de 8 nodos, cuya matriz de rigidez es de orden 24 x 24 y simétrica. El
uso de estd técnica reduce el nimero de calculos a efectuar en la busqueda de la matriz de
rigidez del elemento finito fijado acd, y como consecuencia reducira los tiempos de calculo
en computadora.

FORMULACION

Se inicia la formulacién con la siguiente configuracién de nodos, en los cuales se adoptan
tres grados de libertad por cada nodo como se observa en el elemento finito hexaédrico de
ocho (8) nodos de la Figura 1.

Figura 1. Configuracién de nodos y grados de libertad por nodo

En los medios continuos, se utiliza el método de elementos finitos (MEF) para calcular la
matriz de rigidez, el cual se basa en el método de los desplazamientos. Primero se transforma
el elemento finito general definido en el espacio Cartesiano XYZ a otro espacio normalizado
llamado espacio Gaussiano £n(, relacionando ambos espacios mediante una transformacién
de coordenadas T.

Al ubicarse en el espacio Gaussiano £n(, es necesario usar funciones de forma, las cuales
definen la geometria y los campos de desplazamientos. Las funciones de forma dependen de
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las coordenadas del elemento finito hexaédrico en el espacio normalizado. Una propiedad
fundamental de estas funciones es la de tomar el valor ”1” en el nodo en estudio y ”70” en
los demads nodos y estan definidas por:

Ni=3(1-90-n0-0) Np= (-0 1=+
Ny =1+ 1= (1+0) Ni=(0+90-n(1-0 1)
No=3 (-9 1+n) -0 No=3( -0 1+n)(+
No= S+ 1+ (1+0) Ne=3(+0 1+ -0

Asi, la transformacién isoparamétrica de coordenadas que relaciona los espacios XYZ y
énC esta dada por:

8
=Y Ni(&n,¢) x
=1
8
y=> Ni(&n.0) v (2)
=1
8
2= Ni(§m.0)
=1

Los términos de la matriz de rigidez del elemento finito a trabajar se obtienen al calcular
las integrales dadas en los bloques siguientes para un par de nodos i, j con i=1..8 , j=1..8.

K = / / / B{DB;dV (3)
A%

Donde la matriz constitutiva de pardmetros elasticos (D), es como sigue:

1 By Ef 0 0 O
E,2 1 Ef 0 0 O
_ E(l - 7/) Fy Ey 1 0 0 0 (4)
C(+v)(1-2v| 0 0 0 Ey 0 0
0 0 0 0 Ey O
0 0 0 0 0 E
Y v
By —
L (5)
1—-2v
E —
2T 2(1—v) (©6)

Siendo E el modulo de Young y v el coeficiente de Poisson y con la matriz B deformacion
desplazamiento dada por:

ON; 0 ON; 9N

or ON, 88]%’7 02 ON,
t __ i i i
Bi - 0 oy 0 ox 0 0z (7)

0o o0 9N ON;  ON;
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Mediante la transformacién dada en (2) las integrales (3) son equivalentes a:

111
K= [ [ [BH€n.DBy€n.0) ldednac ©
—1-1-1
Donde, el escalar |J| es el determinante de la matriz Jacobiano J, dada por:
-\ g 8 ®
9z 0z 0z
96 I o

ON;
N =5
ON;
ON;
N;, =
‘ 0z
Si se desarrollan los integrandos dados en (8), se obtiene:
E(1-v) _
B!DB;|J| = J.K 11
i J’ ’ (1—|—l/)(1—21/)| | ( )
con
_ NixNjac+E2(Nin7'y+NizN7'z) ElNixNjy+E2Ninjac ElNixNjZ+E2NiZN7$
K= ( E1NiyNjz + E2Nig Njy NiyNjy + E2(NigzNjz + NizNj») E1NijyNj. + E2N;.Njy >
E1NizNjz + E2Niz Ny, E1N;izNjy + EaNiyNj. NizNj. + E2(NigNjz + NiyNjy)
(12)
ALCANCES
Adoptaremos la siguiente notacién para las integrales de los bloques dados en (8),
M; Mz Mg E(1 —
My M; Mg | = PU=Y) e (13)
M, Mg Mo (1+v)(1-2v)
Con K*=
IsINiwNja + E2(NiyNjy + NizNj2)] || dV H[s[E1NiaNjy + EaNiyNja] || dV
J[s{E1NiyNjz + E2Niw Ny | |7 dV M5 WNiyNjy + E>(Niw Njo + NizNj2)] || dV
TSIEANN;s + EaNooN2] || dV Js[E1Ni=Njy + EzNigNj:] |J| dV
[[[4|E1NwNj. + EsNi. Ny, |J| dV
BNy Ny + EsNi Ny 1] dV (14)

Mfs[NizNjz + E2(NigNjw + NiyNjy )] |J| dV

Donde S es el cubo unitario [-1,1]x[-1,1]x[-1,1]. Ahora, con un simple desarrollo alge-
braico y de las ecuaciones (5) y (6) se demuestra que:
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E(4v —1)
Ms — My == ix 1 x d
2 2(1+y )1 — 2v) /// Niy = NigNjw) [J| dV

41/—1
M —M === ix z 1z X 1
)My e s [ N = NN v (15)

v —1)
Mg —Ms == 2(1+1/ )1 —20) /// (i = Ny 1V

El teorema que se presenta a continuacion representa las relaciones anteriores en térmi-
nos de las coordenadas nodales multiplicadas por coeficientes obtenidos por integraciones.

Teorema. Dadas los coordenadas nodales (x1, y1, z1), (X2, y2, 22), (X3, V3, 23), (X4, V4,
z4), (X5, V5, 25), (X6, V6, 26), (X7, ¥7, 27), (X8, ¥s, zg) del elemento finito en estudio, entonces
se tiene que

Edr—1)

My — My = ok

=M= o ) ;zkc[“ﬂ( :
E(4v — 1)

Mg—M7—2(1+V ) ZYkC i) (k (16)
Edr—1) <

Mg — Mg =

6T T o1+ u)( 1—2yZ 1k

Donde

Cpj (k) = (NiyNj¢e — NieNjp) Nie = (NigNje — NigNje) Nigy + (NigNjyy — Ny N ) NiedV
- -1

Demostracion (17)
Recordemos que por la regla de la cadena, se tiene que:
aaNl g_:g g_g g_g AN, N
sl-laaa)l %) % 19
ON; oz Oy 0z ON; ON;
ac ac  aC oc oz oz
De donde
ON; ON;
_i = Ad J E%i 19)
o Rl j(J) 2 (
dz a¢
Retomando la notacion dada en (10), generalizada con
Ky — g_ﬁ (20)

Ademsds de utilizar las letras en negritas para denotar filas o columna conformada por
derivadas y | A| para denotar el determinante de la matriz A, por ejemplo

dK = (ke ky k¢ ) (21)
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Asi

1
Nix:_
||

1

Niy = —
Yo
1
Niz:_
||

Nie
ye
zg

X¢
Ni¢
Zg
X¢

Ye
Ni¢

Ni,
Yn

Yn
Njj,

Ni¢
Y¢
%

X¢
Ni¢
Z¢
X¢

Y¢
Ni¢

1 dN;

| dy (22)
I qy

1 dx

| an; (23)
U a4y

1 dx
— | dy (24)
I an,

Luego, parte del integrando de la primera ecuacién de (15), se puede expresar como:

dN;
dy
dz

1 dx

NiXNjy |J|2

— NiyNjx = W ‘ dx dN; dz ‘ ’ dN; dy dz } (25)

Es facil probar que el determinante del producto de dos matrices cuadradas es el pro-
ducto del determinante de las matrices, el determinante de la transpuesta de una matriz es
igual al determinante de la matriz y usando el punto para identificar el producto escalar
entre filas y columnas, tenemos

1 dNj.dx dN;.dNj; dNj.dz 1 dx.dN; dxdy dx.dz
NixNjy — NiyNjx = —5 dy.dx dy.dN; dy.dz - —5 dN;.dN; dN;.dy dN;.dz
| dzdx dzdN; dzdz | V7| dzdN; dzdy dzdz
1 dz.dx dz.dy dz.dz
= —5 | dNj.dx dNj.dy dN;.dz
JI” | dNj.dx dNj.dy dNj.dz
1 dz
= ‘ dx dy dz }
J2
7] an;
1 Zf Zn Z
_WU' Nie  Nip  Ni (26)
Nje Njp Njc
8 Nk& Nkn Ni¢
Z 117 Ni(j
=1 NJ£ Nj;  Ni¢
8
Z ((NipNjc — NigNjy)Nig + (NigNje = NigNje) Nigy + (NigNjy — NiyNje) Niee)
k:
Por ultimo
E(4v —1)
M —M - ix 1 X d
2 4 2(1+ 1—2V /// Jy YJ)|J| \
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. Bv-1) 1 o o N NN

T 2(1+v)(1—2v) ///Sﬁkz_:lzk((NmNJC Ni¢Njy)Nie +(NigNje —=Ni¢ Njg ) Nicy+(Nig Ny —Niy Nje )Niee ) [J| AV
 EBaw-1)
T 2(1+v)(1 - 2w) 2 G (k)

k=1
Con Cy; j(k) dado como en (17).

Andlogamente se pueden demostrar las otras dos igualdades.

Observacién. En total 224 coeficientes que acompainian a las coordenadas nodales son

calculados una tnica vez con el paquete matematico Maple V, para luego ser utilizados de
manera directa en las ecuaciones (16). A continuacién en la Tabla I, se presenta el valor
de cada Cj; ;)(k) para cada par de nodos, como se podra apreciar en su mayorifa todos son
iguales a cero o toman el valor 1/12 o -1/12.

i1 ]Cun) | Cpj(2) | Cui3) | Cppji4) | Cipji(5) | Cpiyj1(6) | Cpipi(7) | Cpiyji (8)
1[2] 0 0 112 | 12 | 112 | 12 0 0
i3] 0 /12 0 /12 0 0 0 0
14 0 1/12 1/12 0 -1/12 0 0 -1/12
1[5 0 /12 0 /12 0 /12 0 /12
16 0 -1/12 0 0 1/12 0 0 0
1|7 0 0 0 0 0 0 0 0
1|8 0 0 0 1/12 -1/12 0 0 0
23] -1/12 0 0 /12 0 12 | 1/12 0
24| -1/12 0 1/12 0 0 0 0 0
2[5 1/12 0 0 0 0 /12 0 0
216 1/12 0 1/12 0 1/12 0 /12 0
2 (7] 0 0 /12 0 0 /12 0 0
2|8 0 0 0 0 0 0 0 0
34| 1/12 | -1/12 0 0 0 0 /12 | 1/12
35 0 0 0 0 0 0 0 0
376 0 /12 0 0 0 0 /12 0
37 0 1/12 0 /12 0 /12 0 /12
3[8] 0 0 0 /12 0 0 /12 0
45| -1/12 0 0 0 0 0 0 /12
4|6 0 0 0 0 0 0 0 0
4|7 0 0 1/12 0 0 0 0 -1/12
48] -1/12 0 1/12 0 /12 0 1/12 0
516 -1/12 | -1/12 0 0 0 0 /12 | 1/12
571 0 0 0 0 0 /12 0 1/12
58] 1/12 0 0 /12 0 12 | -T2 0
67 0 /12 | -1/12 0 1/12 0 0 /12
6|8 0 0 0 0 1/12 0 -1/12 0
A 0 /12 | -1/12 | 112 1/12 0 0

Tabla I. Valores de los coeficientes

Observando las filas que son completamente nulas concluimos, que los bloques corres-
pondientes a los pares de nodos (1,7), (2,8), (3,5) y (4,6) deben ser simétricos ya que los
términos de lado derecho en las ecuaciones (16) dan cero.
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Ejemplo. Dado el elemento finito hexaédrico con nodos en la Tabla II, con E=1 y v=0,
podemos calcular los términos de la matriz de rigidez por cuadratura Guassiana de orden
2 x 2 (Tabla III), y expresarla en bloques para cada par de nodos.

Tr | Yk | 2
1)-1]-2]-1
2|-2|-2|3
3|3 |-1| 4
4| 3 |-1]-2
51-2 |3 |-1
6| -2|3 |3
75133
8| 4 3 | -2

Tabla II. Coordenadas de los nodos

Recordemos que la matriz de rigidez es simétrica, por lo que los bloques correspondientes
a nodos iguales son también simétricos.

Se puede ver también que efectivamente se cumple la observacién dada antes del ejemplo
ya que los pares de nodos (1,7), (2,8), (3,5) y (4,6) son simétricos.

Para comprobar la veracidad del teorema tomaremos el bloque correspondiente a los
nodos i=3 y j=7. Si tomamos de la tabla solo los términos

My= 0.2370207428, M7=0.1089046801, Mg=-0.2467547179

Ahora por el teorema,

M2 = —1/2(1/12 7o + (—1/12) 74 + 1/12 76 + (—1/12) Zg) —+ M4
— 1/24(3 — (=2) + 3 — (—2)) + 0,2370207428
= —0,1796459239

Mg = —1/2(1/12 yo + (—1/12) y4 4+ 1/12 ys + (=1/12) yg) + My
= —1/24(—2— (=1) 4+ 3 — (3)) + 0,1089046801
= 0,06723801343

Mg = —1/2(1/12 x5 + (=1/12) x4 + 1/12 x6 + (—1/12) xs) + Mg
= —1/24(—2 — 3 + (—2) — 4) — 0,2467547179
= 0,2115761543

Para una mayor precision de los resultados obtenidos, se puede extraer el factor comuin
1/12 y reeditar la Tabla I, de manera que la conformen solo los valores 0, 1 y -1.

La siguiente tabla muestra la matriz de rigidez del elemento finito dado, en bloques para
cada par de nodos.
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= i=3,] =6
1.101606492 0.1690629318 0.1862628091 1.4621955059 0.2320076703 —.1041420444
0.1690629318  1.142212760 0.2311750041 [ 0.2320076703 —.5727160623  0.1498560992
0.1862628091 0.2311750042  1.192208546 0.1041912889 —.1418105674 — 2413652768
i=1, j=2 i=3,j=7
—0.00930707378 0.05889225248  0.1626519858 —.1058038829 —.1796459238  0.06723801353
0.05889225249 0.05213849026  0.2047042595 0.2370207428 —.5880919676 0.2115786153
—.1706813476 —.2119624077 —.3845023494 | | 0.1089046801 —.2467547179 —0.07173950408 |
i=1,j=3 i=3,j=8
—.3509719538  —.1036810647 —.2161674093 —.1699121836 —0.08422118802 0.05765336692
0.1046522686  —.1492835334  0.1162881836 01241121453  —.3671134780  0.1841990471
| —.1745007426 —0.09204514973 —.3705860606 | | —.1090132997 0.2675323805 —.3440106706 |
i1, j=4 i=4,3=4
— 2956523186 —.1812629157 —.2199760843 1.261739691 —.2680988922 —.1905516746
0.2354037513  0.09384447225  0.1096960706 — 2680988922  1.425287980  0.2582922384
| 0.1550239158 0.06802940409 0.07970331533 | | —.1905516746  0.2582922385  1.175363278 |
i=1,j=5 i=4,3=5
0.2113179876  0.2296070118  0.1360541971 — 4404092191  0.2439960106  0.1031759833
— 1870596552 —.1992205734 —.2134385204 0.2023293441 — 4726415152 —.1010904878
| 0.09438753038  0.2448948135  0.2423793649 | | —.1051573500  0.1072428456 —.2168120984 |
i—1,j=-6 i=4,j=6
— 2174645448 0.08134639626  0.1183158842 — 3371680765  0.1185955411 0.09962539526
{ —0.08532027039 —.4216279414 —.2396072978 0.1185955412 —.3980136027 —.1296278069
—0.09001744914 — 2396072981 —.4297810528 | 0.09962539532 —.1296278070 —.3400089731 |
i=1 i=4,j=7
- .2313135997 —0.09555535988  —0.08603038009 — 2484438552 —.1183515078 —0.06745497775
—0.09555535980  —.2566354128  —.1081900785 0.1316484921 —.5289108716  —.2117729110
—0.08603038002  —.1081900785  —.2612642409 0.09921168884 —.2534395776  —.4258771124
=1, = i=4, j=8
- 2082149890 — 1584092522 —0.08111100249 —0.06627529144 —.1530205914 —0.05662215522
{ —.2000759187 —.2614282609  —.1006276210 0.2219794087 —.4997043102  —.1830053068
0.08555566416  0.1077057123 —0.06815752239 —0.09828882188  0.2753280266 —0.01319202826
i=2,j=2 i=5, j=5
09385735177  0.1201661119 —.1496713174 1.170822637 —.2407584544  0.2224208720
[ 0.1201661119  0.9871570665 —.1882522108 [.2407584544 1.155733867 —.2252129558
— 1496713174 —.1882522108  1.000891973 0.2224208720 —.2252129558  1.264014714
=2,j=3 i=5,j =6
— 2234662709  —.1449636811  0.1989010980 —0.03640240778 —0.08625941590  0.1817057474
0.2300363189 0.1209728922 —.1172162731 { — 1279260825  0.02108158710 —.2750707984
—.1760989021 —0.07554960648  0.1573604692 — 2349609194 0.2249292019 —.4951180817
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i=2,j=4 . J=7
[ —.2818667838 —0.07885927437  0.2015397333 | —2234662709 —.1449636811  0.1989010980
0.1294740589  —.1075923372 —.1116821209 0.2300363189 0.1209728922 —.1172162731
| 0.1598730664  0.05498454571 —.2715974981 | —.1760989021 —0.07554960648  0.1573604692
i=2,3J=5 ) — 2937559110 0.1004142226 —.1914460786
—.2010988927 0.09943757556 —.1318755859
—.1079191107 —0.08138890327 —.1131635032
—0.06722909114 — 3726746263  0.1976702046
— 1914460785 0.1368364967 —.3204213362
0.07645774742  0.2393368712 —.4186435961 | e i
1= , ] =
i=2,j=6 ) —0.06727621075  0.1630314613  —.1699692212
0.1069554105  0.1798377015 —.1147025649
—.2119685389  0.3032663168 —0.09882815514
—.1951622986 —.3017883268  0.2234246640
0.2050307788 —.1404948218 0.2782919797
| —0.07303589822 —.2349086695  0.1448804528 | - 6. i
1 =
i=2,3=7 1152879173 — 2537241723  —.1930114059
—.1519548763  —.1577133615  0.08620395146
— 2537241723  1.318895240  0.2767669484
—.1993800281  —.1830956493 0.1083455150
—.1930114060  0.2767669484  1.321872809
—0.08046271516 —0.09998781827 —0.00730913256 6
] . =
i=2,3J=28 003724008075 0.2131265374 0.2060134312
—.1778350308 —0.07679732432 0.08028603314
—.2035401295 0.4419282987 0.1312500210
—0.07679732426  —.1951175088 0.09967262876
—.1689865689 0.1729166877 0.3911982311
0.08028603309  0.09967262876 —.2210803187 i
1
i=3,3J=3 ) —.2438441292 0.09840307522  0.1811955573
1.247471928 —.2720290306  0.2246524424
—0.06826359141 —0.08775919310  0.1130081704
—.2720290306  1.422658118 —.2430302122
0.1811955572  —.1786584962 —.3516781080
| 0.2246524424 —.2430302123  1.191610872 | i
i=7,3 =
i=3,3 =4 . 0.9550266905 0.1591901603 0.1742589595
0.4080758526 —.1463317039  0.2135971133
0.1591901602  1.122815908 0.2174475085
—.1879983706  0.4877301837 —.2558096758
0.1742589595 0.2174475085  1.035202089
| —.2030695531  0.2441903241 0.01242111736 | s
i=7,3 =
i=3,j=5 ) [0.03900535405 0.07853523288  0.1445504140 |
— 3431979836  0.1155315885 —.1083992472
0.07853523290 0.07337859774  0.1811714996
0.1155315886 —.3541561525  0.1208008826
| —.1887829192 —.2354951671 —.3397889930 |
| —.1083992473  0.1208008826 —.3336909464 | s s
l: > J =
[ 0.8943524813  0.1324785866 —.1559829924 |
0.1324785866  1.034477836 —.1955902628
| —.1559829924 —.1955902628  1.059615662 |

Tabla III. Bloques que conforman la matriz de rigidez del elemento
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CONCLUSIONES

Como conclusién podemos resaltar que se encontré una nueva forma de célculo de
algunos de los términos que conforman la matriz de rigidez del elemento finito de forma
hexaédrica de ocho nodos, la cual puede seguir extendiéndose a otro tipo de elementos
finitos tridimensionales o planos.

Las ecuaciones obtenidas para este elemento finito nos proporciona una reduccion del
28 % de los célculos de los términos de la matriz de rigidez del elemento, la cual se transforma
en un ahorro sustancial del tiempo de CPU, cuando el continuo en estudio es discretizado
en un numero excesivamente alto de elementos finitos.

La precisién de los resultados es la misma de los términos introducidos en las ecuaciones
obtenidas.
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