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Resumen

Tanto los andlisis de optimizacién como de confiabilidad estructurales requieren la repeticién de andlisis del
modelo estructural, usando cada vez valores diferentes de las variables de diseno. Para el caso de estructuras
lineales, esta labor podria simplificarse si la informacién obtenida en un punto de referencia en el espacio de
disefio bastase para inferir los resultados correspondientes a otros puntos. Este importante objetivo ha sido
buscado por medio del uso de las series de Neumann, las cuales, no obstante, muestran una convergencia
lenta cuando la distancia con respecto al punto de referencia es moderada o grande. Recientemente, ha
sido propuesto un método para la aceleracién de las series de Neumann por medio de los aproximantes de
Padé. Esta técnica, sin embargo, requiere del cdlculo de bases ortonormales de los términos de la serie de
Neumann. En este articulo se examina la posibilidad de acelerar la convergencia de la serie de Neumann
por medio de la extrapolacién de Richardson y de la transformacién de Shanks. Por medio de un ejemplo se
demuestra que con este ultimo método se obtiene un grado de precision superior al de los métodos basados
en las técnicas de Neumann, Padé y Richardson con un célculo mucho més sencillo.

Palabras clave: optimizacion estructural, confiabilidad estructural, series de Neumann,
transformacion de Shanks, aproximantes de Padé.

REANALYSIS OF LINEAR STRUCTURES USING SHANKS TRANSFORMATION

Summary

Both structural optimization and reliability computations imply the repeated analysis of the structural
model by varying the design variables in each run. For the case of linear structures this task could be
simplified if the information derived from a single analysis performed at a convenient point in the design
space would suffice for the inference of the results corresponding to other points. This important goal has
been pursued using Neumann series which, however, exhibits slow convergence when the departure from
the reference point is moderate or large. Recently, a method for convergence acceleration of Neumann
series using Padé approximants has been proposed. This technique, however, requires the calculation of
an orthonormal basis for the Neumann series terms. In this paper the use of Richardson extrapolation
technique and Shanks transformation for accelerating the convergence of the Neumann series is explored. It
is shown that the last method features the highest degree of accuracy among the methods compared herein
with less computational labour.

Keywords: structural optimization, structural reliability, Neumann series, Shanks trans-
formation, Padé approximants.

INTRODUCCION

La necesidad de realizar multiples recalculos de estructuras surge con frecuencia en dos
clases de andlisis estructurales, cuales son los de confiabilidad y de optimizacién. En el
primer caso se trata de estimar la probabilidad de que una o varias respuestas estructurales
superen umbrales considerados como criticos para el comportamiento de la estructura;
el recélculo de ésta se hace necesario al aplicar los clasicos métodos iterativos [1, 2] de
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estimacién del indice de confiabilidad si la funcién de estado limite no se encuentra dada de
manera explicita, o cuando se recurre al método de Monte Carlo. Aunque se han desarrolla-
do técnicas para reducir el nimero de recalculos [3, 4] éste sigue siendo, en general, alto. En
el problema de optimizacion, por otra parte, se busca encontrar un conjunto de variables de
diseno que haga minimo el costo de la estructura dentro de restricciones predefinidas. Para
ello se hace necesario, en varios métodos propuestos, calcular repetidamente la estructura,
cada vez con valores diferentes de dichas variables. En ambos casos, pues, se tiene un espacio
de variables (llamadas variables basicas en confiabilidad estructural y variables de disefio en
el campo de optimizacién), de suerte que el recdlculo corresponde a asignaciones de valores
diferentes de estas variables, sea de manera determinista (como en el método de superficie
de respuesta [5], ampliamente usado en optimizacién, o los métodos de diferencias finitas
[2] para resolver el problema iterativo de confiabilidad) o aleatoria (como en el método de
Monte Carlo [6, 7] o los métodos genéticos y evolutivos para optimizacién [8, 9, 10, 11]).

En el caso de estructuras lineales, la independencia de la matriz de rigidez de la trayecto-
ria de deformacién hace viable la expresién del vector de respuestas estructurales en funcién
del vector correspondiente a un punto de referencia por medio de series de potencias. En
aras de la sencillez consideremos un problema estéatico, pues uno dindmico simplemente im-
plica la adicién del término de inercia de acuerdo con el principio de D’Alembert. Haciendo
uso del método de elementos finitos [12] el problema puede formularse entonces como

kouo = fo (1)

donde k, es la matriz de rigidez evaluada en un punto de referencia en el espacio de variables,
u, el vector de grados de libertad y f el vector de fuerzas externas. Cualquier otra solucién
evaluada en un punto diferente la expresaremos mediante la ecuacién

ku = f (2)

donde las matrices involucradas se relacionan con las correspondientes al punto de referencia
en la forma siguiente

k =k, + Ak

F=F,+erf
(3)

siendo € un pardmetro conveniente para medir la separaciéon del punto de calculo del de
referencia y Ak y Af los cambios en las matrices de rigidez y de fuerzas, respectivamente.
De acuerdo con esto, se puede plantear la siguiente expansién de MacLaurin del vector
solucién u

u=u, +eu, +u, +Su, + ... (4)
Al reemplazar esta ecuacién en (2), bajo consideracién de la ecuacién (1) resulta
uO = ko_l-fo
u, =k (Af — Aku,)
u, = —k:o_lAk:u1

u, = k' Aku, (5)
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Para el caso en que no hay cambios en el vector de fuerzas (A f = 0), se puede presentar la
solucién en forma de una serie de potencias. Al denotar por d el producto kglAk y hacer
€ = 1, resulta

u=T—-d+d*>—d>+.. )u, (6)

donde I es la matriz identidad. La ecuacion anterior se conoce con el nombre de serie de
Neumann, debido a que es un caso particular de la expresion desarrollada por John von
Neumann para resolver problemas de operadores en general [13, 14]. En el caso en que haya
variaciones en las fuerzas externas se debe hacer uso de la expresién més general (5) que, a
falta de mejor nombre, igualmente llamaremos serie de Neumann.

Las ecuaciones finales anteriores indican que se puede estimar la respuesta estructural
para variables bésicas o de diseno diferentes a las del punto de referencia sin necesidad de
ensamblar ni resolver el problema general de elementos finitos en cada caso. Sin embargo,
cuando la distancia entre el nuevo punto de célculo y el de referencia es grande (de acuerdo
con las matrices Ak y Af), la convergencia de las expansiones anteriores se hace lenta, por
lo que es conveniente utilizar técnicas de aceleracién de la misma. Una de tales ha sido
propuesta recientemente [15], con base en los aproximantes de Padé. Para la aplicacién de
este método se requiere, sin embargo, del cdlculo de una base ortonormal para los vectores
u;, i =1,2,..., paso que debe realizarse, a la vista de la ecuacién (5), para cada punto de
recalculo y, en el caso dindmico, para cada instante de tiempo, ademas.

En la seccién siguiente se resume el método de Padé, de acuerdo con la referencia
[15] v luego las técnicas de aceleracién de convergencia de series de potencias de Shanks
y Richardson, las cuales, a diferencia del método de Padé, no requieren ningtin cémputo
intermedio al ser aplicadas a la serie de Neumann. La precisién de estas tres vias de
analisis se discute por medio de un ejemplo. La comparacién muestra que, de una parte,
la extrapolacion de Richardson empeora la convergencia de la serie de Neumann en lugar
de mejorarla, mientras que la transformaciéon de Shanks rinde los mejores resultados con
menores implicaciones de computo que el método de Padé o, incluso, que la adicién de mas
términos a la expansién de Neumann. Por ese motivo se ha adoptado para el titulo de este
trabajo.

METODO DE APROXIMANTES DE PADE

Los aproximantes de Padé son ttiles para ampliar el radio de convergencia de series de

o0

potencias > cpe¥. Consisten en la sustitucién de la serie por una secuencia de funciones
k=0

racionales del tipo

3. Tie
_ J:O ' (7)

donde S, = 1 por convencién, lo cual no resta generalidad. Los P+ +1 términos restantes
se calculan de modo que igualen a los primeros P+ @+ 1 términos de la expansién de Taylor
de la funcién racional. Esto conduce a un procedimiento algebraico sencillo [16, 17, 18]

Cs=-¢ (8)
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donde Cyj = c_pii—j, s = [5,5,... 8,10 y € = [cg,1Coss---Cosp) - Una vez resuclto
este problema correspondiente al denominador, los coeficientes del numerador se hallan por
medio de la féormula

j
T;=> ¢S 9)

A continuacién resumiremos el método de Padé desarrollado en [15] para el recélculo
de estructuras lineales:
Para el vector de incrementos de desplazamiento, dado por

Au = eu, + u, +Su, + ... (10)
se forma una matriz D de columnas u;,7 = 1,2,.... Luego se calcula una base ortonormal
B para la matriz D

i
D; =) 0By (11)
k=1

Esta es la conocida ortogonalizacién de Schmidt [19, 20], en la cual

(D;By) . .
BB, S17F

O = (12)

1 sii=k
Al sustituir la expresién (11) en (10), se obtiene que el incremento de desplazamiento es

Au =Y € fi(e)B; (13)

i=1

donde
fie) =3 0y (14
Jj=t

Ahora bien, las funciones f;(¢€), por ser series de potencias, pueden ser reemplazadas por
aproximantes de Padé para ser luego sustituidas en la ecuacién (13). Al aplicar el método
resumido anteriormente de calculo de los coeficientes de Padé, se obtienen los siguientes
suceddneos de las funciones f;(€) en el caso de que la matriz D tenga tres columnas

fl (6) = 911 + 0126 + 91362 : H% = (1 + (012 - ‘913/912)6>/(1 - 013/0126)
f2(6) = 922 + 9236 : H(l) = 1/(1 - 9236)
fs (6) = 933 : H8 =1 (15)

Esto permite calcular el vector de desplazamientos como @ = u, + Au.
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TRANSFORMACION DE SHANKS Y EXTRAPOLACION DE
RICHARDSON

Expondremos en primer lugar los fundamentos de la transformacién de Shanks. Considérese
una secuencia infinita {a,,a,,a,,...}. Sea « el limite de la suma de la secuencia, es decir

a= Z a; (16)
i=0

y aj, las sumas parciales de orden k, esto es, o, = a,,, = a,+a,,.... La transformacién de
Shanks tiene una motivacién diferente de los aproximantes de Padé, a saber, la eliminacién
del término residual que presente la disminucién mas lenta hacia cero [16]. Para conseguirlo,
se escribe el limite en la forma

o=y — 7k (17)

donde |y| < 1y v son pardmetros. Se pueden calcular las tres incégnitas a,y y v con la
ayuda de tres sumas parciales ap_1 = a + vy* 1 a, = a4+ v7* y apy = a + vy* En
particular, la solucién para el limite da como resultado

2
Op+10k—1 — O
Qg1 + g1 — 20

&= (18)
En el contexto del recdlculo de estructuras lineales se puede usar esta ecuacién para cada
elemento del vector u, formando las sumas parciales ax = uy, +u; ; + ... + Ug;-

FExaminaremos ahora el método de extrapolacién de Richardson, el cual se aphca cuando
la suma parcial puede ser escrita en la forma

ap =~ By + Bk BT (19)

El procedimiento consiste en truncar la serie anterior en el término J—ésimo y ajustar por
regresién el polinomio resultante a las sumas parciales. En vista de los exponentes negativos,
es obvio que el término [, es una aproximacién del limite. Por fortuna, existe una expresion
explicita de este término, la cual puede ser entonces usada como aproximacion del limite
de la serie de potencias

Akt j k+] ( 1)j+J
= —Jj)!

Mu

(20)

En la aplicaciéon que nos ocupa en este articulo, el procedimiento de Richardson se aplica de
igual forma que en el caso de la transformacion de Shanks. Debe observarse, sin embargo,
que aquél requiere el conocimiento previo de k 4 J sumas parciales. Por ejemplo, si s6lo
se desea calcular hasta u, en la serie de Neumann, entonces k£ + J = 3, lo que deja las
posibilidades k =3,J =0, k=2, J=1yk=1,J = 2.

El ejemplo numérico que consta a continuacién muestra claramente que, de todas estas
técnicas, la que da mejores resultados es la transformacién de Shanks aplicada a la serie de
Neumann.



244 J. Hurtado

EJEMPLO NUMERICO

Con el fin de comparar los diversos métodos descritos en la seccién anterior, analizaremos
la estructura que aparece en la Figura 1. Se trata de una armadura sometida a dos fuerzas
de diferentes direccién y punto de aplicacién. El ejemplo ha sido tomado de [21], donde se
hace un tnico andlisis de la estructura con un médulo de elasticidad de 200 GPa y un area
seccional A, = 2,5 x 1073m? para todos los elementos. Se trata en este caso de calcular
otras 10 posibilidades de la estructura definidas por

A=A,(1+¢) (21)

donde € toma valores uniformemente espaciados en el rango [0,1]. Esto significa que se
analizan estructuras con elementos con hasta el doble de area seccional.

En la Figura 2 se muestran los resultados obtenidos con varios términos de la serie de
Neumann, indicados entre paréntesis, para el desplazamiento vertical del nodo 4. Con este
diagrama se ilustra la lenta convergencia de la serie, lo que justifica su aceleraciéon. En la
Figura 3 se compara el resultado real con los obtenidos con tres términos de la serie de
Neumann y el método de Padé propuesto por [15]. Puede verse que, aunque el método
de Padé da buenos resultados, su convergencia comienza a deteriorarse progresivamente a
partir de e = 0,5. Por el contrario, la transformaciéon de Shanks da excelentes resultados en
todo el rango de variacién del area seccional, como lo demuestra la Figura 4. Es evidente,
ademaés, que el método de Richardson empeora la convergencia en lugar de mejorarla y que,
por tanto, debe descartarse.

La discusién anterior deja como alternativas solamente las técnicas de Padé y de Shanks,
las cuales se comparan en la misma escala en la Figura 5. Es claro que segunda opcién
es la mejor, no sdlo por su mayor precision sino también por su mayor simplicidad para el
calculo.

Comparacion de los métodos de Padé y Shanks

200 N

600 N

Figura 1. Estructura resuelta en el ejemplo numérico
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Figura 5. Comparacién de los métodos de Padé y Shanks

CONCLUSIONES

Una necesidad corriente en los estudios de confiabilidad y optimizacién de estructuras es el
multiple recalculo de los modelos, cada vez con parametros diferentes. Se ha presentado un
método que permite realizar tales recalculos para el caso de estructuras lineales modeladas
con elementos finitos que evita ensamblar y resolver el sistema de ecuaciones algebraicas
para cada conjunto de parametros. El método utiliza la transformacién de Shanks aplicada
a la serie (o resolvente) de Neumann para acelerar su convergencia. A través de un ejemplo
se ha demostrado que el método rinde mejores resultados que el uso de més términos de
la serie de Neumann, la aplicacién de los aproximantes de Padé o la extrapolacion de
Richardson a dicha serie.
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