Principis d’acustica, d’aeroacustica
| breu introduccié a ’aeroacustica
computacional de fluixos
subsonics

O. Guasch i Fortuny

Publicacié CIMNE N2-220, Setembre 2002



Principis d’acustica, d’aeroacustica
| breu introduccio a I’aeroacustica
computacional de fluixos
subsonics

O. Guasch i Fortuny

Publicacio CIMNE N°-220, Setembre 2002

Centre Internacional de Métodes Numérics en Enginyeria
Gran Capita s/n, 08034 Barcelona, Espanya






iINDEX
1- INTRODUCCIO ... 2

2- DEFINICIONS | CONCEPTES BASICS D'ACUSTICA ... 3
2.1 Introducci6 ... 3
2.2 L’equacié d'ones ... 3
2.2.1 Les equacions fonamentals i I'equacié d'ones ... 3
2.2.2 Solucions a I'equaci6 d'ones ... 6
2.3 L’equacié d’'ones inhomogeénia ... 7
2.3.1 Fonts monopolars ... 7
2.3.2 Resposta a I'impuls, funcié de Green i integral de Kirchhoff -
Helmholtz ... 7

2.3.3 Fonts dipolars i quadrupolars ... 9
2.3.4 Desenvolupament multipolar ... 10

2.4 Analisi de Fourier ... 11
2.4.1 Introduccio ... 11
2.4.2 Funcions periodiques ... 11
2.4.3 Funcions aperiodiques que s'anul-len a l'infinit ... 12

2.4.4 Processos estocastics ... 13
2.4.5 Transformades espacials i transformades conjuntes k- ... 16

2.5 Intensitat i poténcia acustiques ... 18

2.5.1 Intensitat i poténcia instantanies ... 18
2.5.2 Intensitat i poténcia mitjanes ... 18

2.5.3 Nivells de pressio, intensitat i poténcia ... 19

3- AEROACUSTICA ... 20

3.1 Introduccio ... 20

3.2 La definici6é d’analogia acustica ... 21

3.3 L’analogia de Lighthill ... 21
3.3.1 L'equacio de Lighthill ... 21
3.3.2 La solucié temporal en camp llunya ... 23
3.3.3 La solucio al domini frequiencial en camp llunya ... 25
3.3.4 Analisi dimensional ... 27

3.4 L’analogia de Powell-Howe ... 27

3.5 L’analogia de Méhring ... 28

3.6 L’analogia de Ffowcs Williams - Hawkings (FW-H). Interaccié amb
superficies solides ... 29

3.7 Altres analogies ... 31

3.7.1 L'analogia de Legendre ... 31
3.7.2 L'analogia de Phillips ... 31
3.7.3 L'analogia de Lilley ... 31
3.7.4 L'analogia de Ribner ... 31
3.7.5 L'analogia de Howe ... 31

4- AEROACUSTICA COMPUTACIONAL DE FLUIXOS SUBSONICS ... 32

4.1 Introducci6 ... 32

4.2 Dificultats que presenta l'aeroacustica computacional de fluixos subsonics . 32
4.3 Alternatives de computacié el soroll aerodinamic ... 33

4.4 Analogies acustiques en CAA ... 34

5- CONCLUSIONS ... 36
REFERENCIES ... 38

_pég1-






1. INTRODUCCIO

En aquest escrit presentarem una breu introduccié a I'aeroacustica computacional.
L’aeroacustica és un camp sorgit de l'acistica i de la mecanica de fluids que
s’encarrega de I'estudi del soroll generat per fluixos no-estacionaris i/o turbulents i
per la seva interaccié amb superficies solides.

En primer lloc, i per a aquells lectors sense coneixements previs d’'acustica,
presentarem una recopilacié de les definicions i conceptes basics d'aquesta
ciencia. Veurem les equacions fonamentals de les ones sonores, les equacions
d'ones homogeénies i els casos més tipics d'equacions d'ones inhomogeénies
(preséncia de fonts monopolars, dipolars i quadrupolars). També farem un breu
repas de I'analisi de Fourier per a senyals deterministes i estocastiques i finalment
definirem els nivells de pressio, d'intensitat i de poténcia acustiques.

A continuacié ens endinsarem en el camp de I'aeroacustica i veurem algunes
de les diferents analogies acustiques existents, la primera de les quals fou
establerta per Lighthill. Aquest mostra com, per mitja d'un reordenament de les
equacions del moviment i continuitat del fluid, es pot excitar un camp acustic lineal
per mitja d’un procés clarament no lineal com la turbuléncia. La idea subjacent a
tota analogia acUstica és la d’establir una separacio entre la font de soroll (fluid no
periodic i\o turbulent) i la zona on es propaga el camp acustic. Tot i que aixd implica
algunes limitacions, les analogies acustiques s6n d'una gran utilitat per tal
d’entendre els mecanismes fisics de generacié de soroll aerodinamic. Per altra
banda, i pel que fa a I'aeroacustica computacional, cal assenyalar que I'Gs de les
diferents analogies acustiques ha estat i segueix essent una de les vies més
exitoses a I'hora de calcular els camps acustics generats per fluixos subsonics.

Les analogies acustiques que presentarem amb cert detall sén aquelles que,
al nostre entendre, poden ser més utils de cara a resoldre els problemes
d'enginyeria que aqui ens interessen, i que estan basicament centrats en el calcul
del soroll aerodinamic generat per la interaccié de fluixos subsonics amb
superficies solides. Alguns exemples d'aquests problemes poden ser el calcul del
soroll aerodinamic generat per la carrosseria i pels apéndixs de trens d'alta
velocitat, pels apéndixs d'automobils o per diferents models de ventiladors.

Pel que fa a l'aeroacustica computacional esmentarem quines sbén les
caracteristiques dels camps acustics aerodinamics que dificulten notablement la
seva simulacié numérica i presentarem alguns dels métodes que s’han seguit per
tal de fer calculs aeroacustics més o menys fiables. També comentarem breument
quina és l'opci6 més valida, al nostre entendre, per tal d'intentar resoldre els
problemes d'enginyeria del paragraf anterior.

Finalment, i pel que fa a la notacio, volem assenyalar que a les férmules que
apareixen al llarg del text s’ha fet Us del conveni d’Einstein sobre els indexs repetits
i que per a les derivades parcials s’ha emprat la notaci6 0a= a_i;,

2 . n . . , i
0a0p =0p0a = —axfax,, i 0f= aig . Les derivades materials s’han designat per
. D ._2o 0 .
Di=01+vidi = B =2 +vi:Z. També emprarem dy = 4.
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2. DEFINICIONS | CONCEPTES BASICS D’ACUSTICA

2.1 Introduccioé

El so es pot definir com una vibracié o pertorbacié mecanica que es propaga per un
medi elastic, bé sigui un gas, un liquid o un solid. Les caracteristiques d’aquesta
vibracié vénen donades, en cada cas, per les solucions de la corresponent “equaci6
d’ones” que presentarem més endavant.

La definici6 anterior és molt general i inclou els casos de vibracions
ultrasoniques, soniques i infrasoniques. Tanmateix, en aquest treball tan sols ens
ocuparem d'aquelles pertorbacions capaces de ser captades pel sentit de I'oida

huma, i que de forma genérica s’anomenen soroll.

El sentit de I'oida és sensible a les variacions de pressi6 respecte la pressio
atmosférica dins d’un determinat marge de freqiiéncies. A aquestes variacions de
pressio se les anomena pressié actstica. De fet, I'oida no és directament sensible a
la pressi6 acustica sin6 que varia de forma logaritmica amb el seu flux d'energia o
intensitat acustica, que definirem en els proxims apartats. Per tant, un soroll que
sigui dues vegades més intens que un altre tan sols ens produeix una sensaci6é
auditiva lleugerament superior, mentre que per doblar aquesta sensacié I'hauriem
d'intensificar cent vegades.

Una persona que gaudeixi d’'un sentit de I'oida sa és capag de percebre sons
que varien entre els 15 Hz i els 16.000 Hz. La resposta de I'oida no és igual a totes
les freqiiencies: és forga insensible a baixes freqiiéncies mentre que és
especialment sensible entre els 1000 Hz i els 4000 Hz. La corba de la resposta en
freqiiéncia de l'oida per a un soroll d'intensitat moderada, i espectre constant,
s’anomena filtre A. Per a sorolls molt intensos I'oida esdevé més sensible a baixes
freqiiéncies i la seva resposta s’ajusta amb corbes diferents (filtres C i D).

Els conceptes i definicions que presentarem als proxims apartats es poden
trobar a molts llibres d’acutstica i mecanica, alguns dels quals s’han inclos a les
referéncies [1, 2, 3,4,5,6i7].

2.2 L’equacioé d’ones homogénia
2.2.1 Les equacions fonamentals i I'equaci6 d'ones

A 2.1 hem definit la pressié aclstica com les variacions de pressié respecte la
pressié atmosférica per a un marge determinat de frequiéncies. Tanmateix, i per tal
de poder parlar de pressié acuUstica, aquestes variacions no poden ser qualssevol
sind que han de ser solucié de 'anomenada equacié d’ones. Les pertorbacions de
la pressié atmosférica que no compleixen aquest darrer requisit, perd que poden
ser captades per un microfon (p.ex les variacions de pressié degudes a la
conveccio de remolins en un fluix) s’acostumen a anomenar pseudo-so.
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Si suposem que l'aire de I'atmosfera es pot aproximar per un fluix ideal (fluix
en que s’ha negligit la viscositat i per tant no admet esforgos tallants) el moviment
d'una de les seves particules, sotmesa a una for¢ca externa f, independent del
temps, ens ve descrit per 'equacié d’Euler

pDiv+vp =Ty (2.1)

En el cas que I'atmosfera estigui en repos i que la puguem caracteritzar per

una pressié atmosférica po i per una densitat po (valors tipics: po=10° Pa i po=1.21
kg/m?®) I'equaci6 (2.1) es redueix a

Vpo =Tfo (2.2)

Si ara pertorbem lleugerament l'aire, de manera que els valors de la pressio i

de la densitat esdevinguin p=petp’ i p=potp’, amb p’<<poi p’<<py, i els substituim a

(2.1) arribem a

vp' =—podtv (2.3)

on hem negligit totes les poténcies d’'ordre superior a 1 de p’, p’, v i les seves
derivades, i a més a més hem emprat (2.2). Per tal de fer-nos una idea de l'ordre de
magnitud de les pertorbacions p.ex. p' de qué estem parlant, direm que l'oida
humana és capac de percebre variacions de pressi6 de 2.10° Pa que sén 10 ordres
de magnitud inferiors a la pressi6é atmosférica de 10° Pa.

Per altra banda, I'equacié de continuitat en un fluix on no hi ha fonts de flux
té la segiient expressio

Dip+pv-v=0 (2.4)
Substituint p per p=potp’ a (2.4) obtenim
Otp' =—po V-V-V-Vpo (2.5)

i si considerem la densitat a I'equilibri po practicament homogenia a tot I'espai,
aleshores vpo ~ 0 i el segon terme de la dreta de (2.5) es pot ignorar.

Si a continuacié suposem que I'equaci6é d’estat del fluix és tal que la densitat
només depén de la pressid, i.e p=p(p)' podrem expressar el coeficient de
compressibilitat, B, del fluix com

B:= —ydpV|,, = =5 dp(@)| ,, = —pdp(5) = —p(=72)dpp = 50pp (2.6)

essent m la massa, V el volum, p la densitat i p la pressio.

Prenent novament p=po+p’ i p=potp’ i aproximant dp per p’ i dp per p’
arribem a

! Aproximacié isentropica.
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(2.7)

W=

P

Po

expressié que podem aprofitar per eliminar p’ o p’ a partir de (2.3) o (2.5). Si
eliminem p’ de (2.5) ens queda

op' =BV v (2.8)

Les equacions (2.3) i (2.8) son les equacions fonamentals de les ones
sonores i es poden utilitzar tant per trobar una expressi6 per a p' com per a v. Les
presentem conjuntament degut a la seva importancia

I
ov=-pg VP (2.9)

6tp’ =-BV-v

Prenent la divergéncia de la primera equacio de (2.9) i permutant I'ordre de
derivacié ens queda

OV V) =—75 V2 p' (2.10)

Finalment si derivem la segona equacié de (2.9) respecte el temps i
substituim a (2.10) obtenim l'equacié d'ones homogénia per a la pressi6 acustica

op' —c3v2p'=0 (2.11)

on ¢ = /Blpo és la velocitat de propagaci6 de les ones acustiques que son soluci6
de (2.11).

Tenint en compte la definicié de I'operador d’Alambertia, O? := 0404, i prenent
X4:=icot, 'equacioé (2.11) és pot escriure com

0%p' =0 (2.12)

Ja que la relaci6 entre la pressio i la densitat és lineal, (2.7), i I'equaci6
(2.12) també ho és, aquesta es complira per a les pertorbacions de densitat. A
través de les equacions fonamentals de les ones sonores podem demostrar que la
velocitat v també compleix una equacio d'ones i també es possible demostrar que el
potencial de velocitat ¢, amb v=v¢, compleix (2.12):

02p'=0, 0%¢=0id¢v-civ(v-v)=0 (2.13)

Finalment, volem remarcar que les equacions (2.12) i (2.13) no sén siné un
cas particular deduible de les equacions dinamiques linealitzades d'un gas [5]:
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po(atV’ +Vvo-VV +V . VVo) +pIVo -VVpo = —Vp' +fo
o' +V +(poV' +p'vo) =poQ
atSI+Vo -VS’+V’ -VSO =0
C2(0ep' + Vo - Vp' +V' V po)+CEVo - Vpo=0tp' +Vo - VP + V'V Po

(2.14)

on les variables amb "prima" representen petites pertorbacions respecte el seu
valor estacionari, i.e X'=x-X, (on x representa qualsevol de les variables de (2.14)), i
p és la densitat del gas, v és la velocitat d'un element de fluix, p és la pressio, c la
velocitat de propagacié de les pertorbacions, S és I'entropia, fo una forca externa
estacionaria i Q una font de generaci6 de flux de volum?.

L'equacié (2.14) és una expressié general que descriu la propagacié de

petites pertorbacions en un fluix estacionari i per tant no és aplicable en aquelles
regions on aquestes, o els seus gradients, prenen valors elevats.

2.2.2 Solucions a I'equaci6 d'ones
En el cas que la pressio p' de I'equacié (2.11) sigui periodica, s'anul-li quan t—+ oo,

o sigui estacionaria, podem fer la transformada de Fourier de (2.11) i obtenir
I'anomenada equacié de Helmhollz.

(V2 +k¥)p' =0 (2.15)

on |kl =k:=& és el modul del vector niumero d'ones k, o és la freqiiéncia angular i

[/J\' és la transformada de Fourier de la pressi6 p'. Una solucié ben simple de (2.15)
ens ve donada per

p’ = Aelkr (2.16)

amb A=constant. Si suposem, a més a més, que p' és una funci6 harmonica del
temps aleshores

p'=pleiot (2.17)

i una solucio6 senzilla de (2.11) sera l'ona plana
p' = Ag'®r-iod (2.18)
Ja que l'equaci6 (2.11) és lineal, qualsevol combinacié lineal d'ones planes

del tipus (2.18) també en sera soluci6 (principi de superposicid). Aixi doncs una
soluci6 general a I'equacié d'ones ens vindra donada per I'expressio

p'(x, )= ﬁ A(K)e o0 i , oo (2.19)

2 Suposem que ni fo ni Q produeixen entropia.
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on k,=k/k és el vector unitari en la direccié del vector nombre d'ones.

2.3 L’equacié d’ones inhomogeénia
2.3.1 Fonts monopolars

Amb les mateixes hipotesis que ens han permés deduir 'equacié d’ones (2-12) i
(2.13) perod suposant ara, que hi pot haver una font de flux de volum Q3 en un punt
Xs del fluix, es pot demostrar a partir de les equacions linealitzades dinamiques d’un
gas (2.14) que les pertorbacions de pressié generades compliran 'equacié d’ones
inhomogenia:

0%p’ = —podtQUI(X — Xs) (2.20)
on ¢ és la delta de Dirac.

Per entendre millor el significat de (2.20) podem pensar en el camp acustic

generat per una esfera polsant de radi a(t) i centrada a xs, amb a(t)<<T,co i % <<1
on T, és el periode de pulsaci6 de l'esfera. Sota aquestes condicions, les
pertorbacions de pressio, p’, degudes a les oscil.lacions de I'esfera seran petites i
compliran I'equacié d’ones (2.12). Tenint en compte que el volum de fluix a través
d’una superficie petita, fixa i imaginaria, que engloba I'esfera polsant, ens vindra
donat per Q(t)=4za’(t)va, on v, és la velocitat radial a la superficie de I'esfera,
podem avaluar el camp acustic generat resolent (2.12) en coordenades esfériques i
imposant la condici6 que la velocitat de les particules del fluix siguin iguals a la de
la superficie de I'esfera polsant, v., quan r=a (essent r la coordenada esférica
radial). Seguint aquests passos s'obté la solucié

P'(r, ) = 401 Q- ). (2.21)

Podem comprovar, per altra banda, que (2.21) també és solucié de (2.20) si
l'operador d’Alambertia s’expressa en coordenades esfériques. Per tant, es pot
concloure que el camp acustic generat per una esfera polsant de radi petit és el
mateix que el generat per una font de flux de volum concentrada a x=xs. Aixo
justifica, en part, el fet que puguem considerar els termes inhomogénis d’equacions
semblants a (2.20) com a fonts de soroll.

El terme inhomogéni de (2.20), que representa una font puntual de soroll, s’
anomena monopol acustic de forga s(t):=(4x)" ps0/Q(t).
2.3.2 Resposta a I'impuls, funcié de Green i integral de Kirchhoff-Helmholtz

La funci6 que representa el camp acustic, al domini temporal, generat per un
monopol acustic de forga instantania d(t-t;) aplicada a l'instant t;, s’acostuma a

3 Tenint en compte que po és constant podem introduir-la dins de la derivada temporal a la dreta de
(2.20) i pensar en termes de po Q i.e de flux volimic de massa.
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anomenar resposta a I'impuls* i és solucié de I'equacio:
02G(x, t | Xs,ts) =—4nd(x—Xs)o(t—ts) (2.22)

on la notacié G(x,t|xs,ts) expressa el principi de reprocitat, i.e, font i receptor es
poden intercanviar sense modificar el resultat

G(X,t;Xs,t:)=G(Xs,-ts; X,-1). (2.23)
La resposta a I'impuls en camp lliure G°(x,t| Xs,ts) és
GO, t | Xs,ts) = +o(t—ts + &) (2.24)
on r és el modul de la distancia entre X i Xs.

La transformada de Fourier de la resposta a I'impuls G° és la funcié de Green
en camp lliure:

Go(x | xs) = Lol (2.25)

/\0 » - « 7 y e
Cal assenyalar que G, també es pot obtenir com a soluci6 de l'equaci6
inhomogénia de Helmholtz en camp lliure

(V2 +K2) B = —4m5(X—Xs). (2.26)

El coneixement de la funcié de resposta a I'impuls i de la funcié de Green
ens permet calcular, utilitzant el principi de superposicio, el camp acustic generat
per una distribuci6 arbitraria de monopols de forces s. En efecte, la pressio
resultant en un punt x de I'espai esdevé

p'o, =[] [ GOt xs,ts)s(xs, ts)aVidts = JJf +5(xs, t—rlco)dVs  (2.27)
Vs —o Vs

S

on a la segona igualtat hem utilitzat G=G° i (2.24) per tal d'obtenir el resultat en
camp lliure. De forma equivalent, al domini freqiiencial tindrem

P00 =[[[ Gt | x980x5)aVs = JI] +e% S0x)aVs (2.28)

on a la segona igualtat també hem considerat Go = /GS)

En el cas que a més a més d'una distribucié de fonts acustiques tinguem
contorns solids, S, que puguin reflectir, absorbir o fins i tot emetre so, podem
utilitzar també el formalisme de la funcié resposta a I'impuls i de la funci6é de Green

4 La terminologia que aqui emprem considerant la funcié resposta a Iimpuls com la solucié a una
excitacio unitat al domini temporal i la funcié de Green com la solucié6 a una excitacio unitat al
domini freqiiencial no s’acostuma a respectar en general a la literatura, i sovint es parla de la funcio
de Green al domini temporal i al freqliencial.
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per tal d'obtenir el camp acustic total. La pressi6 acustica al domini frequiencial en
un punt x de I'espai esdevé [3,4]:

p,00=] é [ Go(x | Xs5)8(xs)dVs +

o J1{Box 1 x0) v ') ~p0x9) ¥ Btx | x9)} - nsdStxe)
(2.29)

on n, representa la normal (dirigida cap a I'exterior) a la superficie Si xs és ara un
punt de S. L'equaci6 (2.29) ens diu per tant que el camp acustic total en un punt x
és la suma del camp directe produit per la distribucié volimica de fonts més el
camp degut a les fonts superficials de S. La condicié de radiaci6 de Sommerfeld
Ho,p'—ikp') - 0 quan r— o i r=|x| evita les contribucions d’'una integral de
superficie a linfinit.

Per altra banda, en el cas que no hi hagi fonts interiors a S el primer terme

de la dreta de (2.29) s’anul.la, i si escollim novament G, = G, lequaci6 (2.29) reb
el nom de integral de Kirchoff-Helmholtz. Tant la integral de Kirchoff-Helmholtz com
I'equaci6 (2.29) tenen una gran quantitat d’aplicacions practiques i tedriques que
tanmateix no discutirem aqui [2,3,9].

2.3.3 Fonts dipolars i quadrupolars
Un cas particular de distribucié de monopols el constitueixen els dipols. Un dipol és
un conjunt format per dos monopols de forga oposada (oscil.lant en contrafase) i

situats a molt curta distancia I'un de l'altre.

En efecte, suposem que tenim un monopol de forgca s a xs+% i un de forca
-s Xxs—49 i prenem el limit d — 0 amb kd<<1 i essent d=|d| i k el mddul del nombre
d'ones. Aleshores, la funcié6 de Green a xs+Jes pot aproximar mitjangant un
desenvolupament de Taylor a primer ordre

G(X,t | Xsi%,ts)rG(X,t I Xs,ts)i%'Vs G(X,t l XS,ts) (230)

on Vs és el gradient respecte les coordenades de la font. El camp actstic en un
punt de I'espai ens vindra donat per (2.27)

p'(x, ) =s(f)d-vs G(x,t | Xs,ts)=D-vs G(x,t | Xs, t5) (2.31)
on hem aprofitat la darrera igualtat per definir el moment dipolar D:=sd.

Finalment, I'equaci6é d’ones i I'equacié6 de Helmholtz inhomogeénies que es
compleixen en aquest cas s6n
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02p' =-D - vé(x —Xs)

, (2.32)
(V2 +k%)p, = 41D v d(x - Xs)

on hem tingut en compte que Vvs=-v per una funcié que només depén de x-x;.

En el cas que tinguem un conjunt de dipols d’idéntic moment dipolar, tals que
la distancia d entre els seus monopols constituents sigui molt inferior a la distancia
entre ells mateixos podrem parlar d’'una distribucié de dipols. Aixi doncs i de forma
- general, quan tinguem un terme inhomogéni de I'equacié d’ones (2.32) de la forma
dFi(x,t), es podra interpretar com una distribuci6 de dipols de forga Fi(x,t) per unitat
de volum.

Si ara considerem un conjunt format per dos dipols de moment dipolar oposat
D, i separats una distancia d, parlarem d’una font quadrupolar en el cas limit en que
d — 0 kd<<1. Es pot demostrar, seguint un procés analeg al que hem exposat pels
dipols, que el camp acustic en un punt de I'espai sera

p'x,H=(D-vs)d-Vs)Gx,t| X5, ts) = Qj0i0;G(x, t | Xs,ts)

R R L i,j=1+3 (2.33)
P ,00)=(D-Vs)d-Vs)Gu(X | Xs)= Q;0i0;Go(x | Xs)

on /Q,]. =Did; i Qj:= Did;. Quan D i d siguin paral-lels parlarem de quadrupols
longitudinals i quan D i d siguin perpendiculars parlarem de quadrupols laterals.

A Tligual que pels monopols i pels dipols, també és possible obtenir
distribucions de quadrupols. De fet, qualsevol terme inhomogéni de 'equacio
d’ones de la forma 8i0;F;(x,t) es pot interpretar com una distribucié de quadrupols de
forca Fj(x,t) per unitat de volum.

2.3.4 Desenvolupament multipolar

Hem vist a l'apartat 2.3.2 que el camp acustic generat per una distribucié de
monopols d’igual freqiiéncia ens ve donat per I'expressié (2.28). Si aquests
monopols es troben més o menys agrupats al voltant de I'origen de coordenades i
dins d’'un volum de radi d, de manera que kd<<1, podem desenvolupar en série de
Taylor la funci6 de Green en camp lliure r'e™ de (2.28). Aquesta convergira
rapidament en el cas que ro>>d, on r, és la distancia des del centre de coordenades
(recordem que r és la distancia des de la font situada a x, fins al punt receptor x, i.e
r=|x-xsl). D’aquesta manera obtenim [4]:

%eikr =[e XV ](710_ eikro)

[67%V]:=1~Xs - V43 (Xs - V)(Xs - V) — ... (2.34)

i substituint a (2.28) arribem a
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P’ =8kekn D v(heko)+Q;010/(56") +...
8= m 3(xs)dVs

Q=7 IH XsiX58(Xs)dVs

(2.35)

Per tant hem aconseguit escriure el camp acustic resultant de la distribucio
de monopols com una suma d’'un camp monopolar més un camp dipolar més un
camp quadrupolar, etc. Al desenvolupament (2.35) se 'anomena desenvolupament
o expansio multipolar del camp acdustic.

Si es compleix clarament la condici6 kd<<1 el camp aculstic es podra
aproximar Gnicament amb el terme monopolar S. En el cas que aquest darrer
s'anul.li per simetria, el camp acustic vindra dominat pel terme dipolar, D, i el seu
modul disminuira en un factor d'ordre ~ kd. Si tant S com D s'anul.len, el terme
quadrupolar sera el dominant i la seva amplitud disminuira ~ (kd)? vegades respecte
al monopolar. La disminuci6 de poténcia aclstica (definida més endavant a
l'apartat 2.5.1) sera respectivament de I'ordre de ~ (kd)*.

2.4 Analisi de Fourier
2.4.1 Introduccid

Als apartats anteriors hem utilitzat la transformada de Fourier d’algunes variables,
com la pressié o la densitat, sense tenir massa cura de si aquestes complien els
requisits necessaris per tal que aquesta existis.

En aquest apartat veurem quins son els tipus de senyals més habituals en
acustica i quines estratégies podem seguir per tal de poder-los aplicar el formalisme
de Fourier. També definirem algunes funcions de gran utilitat, i ampliament
utilitzades en el tractament de senyals, com les funcions d’'autocorrelacio, de
correlacié creuada, I'autoespectre o I'espectre creuat.

2.4.2 Funcions periodiques

Una senyal periddica f(t), de periode T, es pot representar com a superposicié de
funcions harméniques simples mitjangant una série de Fourier

f(f) = i Cnenot (2.36)

N=—o0

onw= % és la velocitat angular fonamental, =T~ és la freqliencia fonamental i els
termes amb n+0 s’anomenen harmonics. Cada coeficient de Fourier C, es pot
calcular a partir de
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Co=+|fhe™tdt C,eC (2.37)

Oy

i el seu modul s’anomena amplitud de I'harmonic n-€ssim mentre que el seu
argument s’anomena fase.

La funcié de correlacié creuada (cross-correlation) de dues senyals fi(t) i f,(t)
es defineix com

)
AR+ :=%g Fi(OF2(t+T)dt (2.38)

on el superindex * indica el complexe conjugat.

Si fi(t) i f2(t) son periddiques d'igual periode T podem utilitzar (2.36) i obtenir

f1(f): Z Ane—inwt
= (2.39)
fz(f)= Z Bne—ina)t

N=—o0

de manera que la correlacié creuada entre ambdues esdevé

O+ =Y AiBye-or, (2.40)

N=—o

Veiem per tant que A;B, és el coeficient de Fourier n-éssim de la funcié de
correlacié creuada. Per altra banda de (2.40) és immediat veure que la funcié de
correlacié creuada de dues senyals periodiques és invariant sota translacions
temporals, i.e.

i+ to)fa(t +to + 1) = F(OF2(t+ 7). (2.41)

En el cas particular en que f(t)=f,y(t) definim la funcié d’autocorrelacié com

T o
FOAE+) =T [ fOAHE+DdE= Y |A,2e-mr (2.42)
0

N=—c

on la darrera igualtat només és certa si fi(t) és periodica. El valor quadratic mitja
If1(H)1? de fi(t) sera per tant

FO1 = X A2 | (2.43)

N=—

2.4.3 Funcions aperiodiques que s’anul.len a I’infinit

Suposem ara que tenim una funcié f(t) que no és periodica perd que s’anul.la de
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forma prou rapida quan t—+ . Una condici6 suficient per tal que la seva
transformada de Fourier existeixi és que f(t) € L? on L? és I'espai de funcions de
quadrat integrable, i.e

L2:= {f(t) | oflf(t)lzdt< oo} (2.44)

Aleshores f(t) es pot representar mitjangant Ia integral de Fourier o
anti-transformada

f(t)= | F(w)e'dw (2.45)
| la transformada de Fourier o espectre f(w) de f(t) ens vindra donada per
)= | fheetdt (2.46)

L'equaci6 (2.45) ens diu, per tant, que qualsevol funcié de L? es pot
representar com una superposicié de funcions harmoniques de totes les
freqiéncies possibles w/2x.

La quantitat l?(co)‘z s’anomena densitat espectral de poténcia de f(t) a la
frequéncia w/2x.

La funci6 de correlaci6 creuada (2.38) de dues funcions fi(t) i f2(t) tals que

fi(t) = Ojo F1(w)e ' dew

= (2.47)
f2(f) = I ?g(w)e"w’dw
és
Fi(Of(+1) =2n T F1(@)F2(w)e " deo (2.48)

| ens mostra que l'espectre creuat de poténcia (cross-power spectrum) ?T(w)?z(co)
és la transformada de Fourier de la funci6 de correlacidé creuada. També podem
veure facilment de (2.48) que aquesta darrera és invariant sota translacions

temporals i que la densitat espectral de poténcia, ‘?(w)lz, és la transformada de
Fourier de la funci6 d’autocorrelacié f*(f)f(t+ ).

2.4.4 Processos estocastics

Considerem ara el cas d’un procés estocastic caracteritzat per una funcié f(t) d’'una
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variable continua t, en aquest cas el temps. Per tal d’obtenir valors mitjans de f(t)
podriem realitzar una seqiiéncia de N experiments sota condicions idéntiques i
obtenir N valors de f(t;) per a un valor determinat del temps, ts. Amb aquest conjunt
de realitzacions de f(t,) i repetint el procés per a qualsevol valor de t;, podem definir
un valor mitjia de conjunt de qualsevol funcié F de f(t), o de la propia f(t), de la
segiient manera

FIRD] :=Jim & ﬁvl Flfm(t)] (2.49)

=1

on f, s6n els diferents valors de f obtinguts a cada mesura. Es a dir, el valor mitja
de conjunt és el limit de la mitjana aritmética d’'un conjunt infinit de realitzacions.

En el cas que restem el valor mitja de f(t) de (2.49) tindrem f(f) =0. Podem
definir aleshores parametres estadistics de f(t) com I'autocorrelacié

P(t, t+7) =fOftt+7) =im & %_1 fn(OFn(t+7) (2.50)

o mitjanes d’'ordre superior com la correlacié6 triple, quadruple, etc.,

RORE+ T )t +T2)f(t+13)....

Direm que la funcié aleatoria f(t) és esfacionaria si es compleix que

Ot + TR+ T2t +T3)... = f(E+ORE+ 71 + D)t + 12 + Ot + 73 +7)... (2.51)

i.e els parametres estadistics es mantenen invariables sota translacions temporals.
En aquest cas, i si la correlacié de qualsevol ordre entre els valors de f(t) a temps
diferents tendeix a zero de forma prou rapida®, podem imaginar que el temps esta
dividit en diversos intervals seqiliencials sense connexié estadistica entre ells.
Aleshores, enlloc d’haver d’obtenir un conjunt de N realitzacions repetint N vegades
el mateix experiment, per tal de poder definir un valor mitja, podem promitjar una
sola realitzacié al llarg del temps:

o T
FIfD)] =Jim 27 jTF[f(t)]dt (2.52)

Aquelles funcions tals que les seves mitjanes de conjunt (2.49) coincideixen amb
les seves mitjanes temporals (2.52) s’anomenen processos ergodics. D'ara en
endavant suposarem que les funcions amb qué treballem compleixen el requisit
d’ergodicitat i per aix6 no hem utilitzat una notacié diferent per tal de distingir els
dos tipus de fer mitjanes.

Tal i com hem indicat a la introducci6 2.4.1 el nostre objectiu és el
d’aconseguir aplicar el formalisme de Fourier als diferents tipus de funcions que ens
trobarem al treballar en acustica. Suposem ara que tenim una funcié ergodica f(t) tal
que compleix

SEsadir {t+0)it+11 +0)i{l+12 +0)E+73 +7)... — 0 qUan tcreix
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- T
If)1* =Jim 57 [ If(D)|*dt < co. (2.53)
B 3
En aquest cas la transformada de Fourier Jim f(w, T) amb
. T
o, T) == | fitetdt (2.54)
=T
en general no existeix a no ser que f(t) sigui periddica o que tf(t)—»O prou

rapidament. Tanmateix, per a una parella de funcions fi(t) i f(t), 'espectre creuat de
poténcia definit per

S12(w) ::P‘_To nﬁ(‘“q{‘iﬂ
j L ; (2.55)
amb Fo(w, T)=5; | f(he™dt; n=1,2
=

si que existeix c.f [5] i és igual a la transformada de Fourier de la correlacié creuada

.
@R+ =fim 27 | O+ (2.56)
-T
de manera que
fr(Of(t+7) = T Si2(w)e " dw. (2.57)

La funcié d’autocorrelacié satisfa la relacié

fOf(t+7) = Of S11(w)e " dw (2.58)
i per 7=0 tindrem
If1(H)|? = }, S11(w)dw (2.59)

essent Sy1(w) la densitat espectral de poténcia.

Les funcions (2.55)-(2.59) ens mostren que tot i que no sigui possible definir
la transformada de Fourier de la funcié ergodica f(t), si que és possible definir la
seva autocorrelacio i la seva correlacié creuada amb una altra variable ergodica,
alhora que les seves transformades de Fourier respectives.

% i en general de cap funcié a no ser que sigui periodica o s'anul.li prou rapid quan { — oo.
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Una alternativa per tal de poder completar el procés i obtenir la transformada
de Fourier de f(t) és la d’utilitzar una funcié de tall. Ja que la integral (2.53) existeix
per a un T finit podem introduir una funcié de tall f(t, T) definida per

0 It| >T

iy Itl<T ~ (2.60)

fit, T :={

Aleshores f(t,T) i f(w, T) esdevenen parells transformats i els podem aplicar el
formalisme de Fourier. Un cop finalitzat I'analisi podem calcular la densitat espectral
de poténcia prenent el limit T—oo tal com s’indica a (2.55).

El truc d’analitzar f(t) durant un interval finit 2T esta relacionat amb el procés
fisic de mesura ja que, logicament, a la practica no es pot mesurar durant intervals
infinits de temps !. El fet que 2T sigui finit ens comportara limitacions en la resolucio6
i el rang de freqiieéncies de I'espectre de f(t). De fet, quanta més resolucio vulguem
obtenir en freqiiéncia, per tal de separar components en una banda d'amplada
Aw/2r, més temps de mesura 2T necessitarem’.

La finitud del temps d’analisi 2T no només comporta limitacions en la
resolucié de I'espectre sin6 que afecta la seva forma. Tanmateix, en aquest escrit
no aprofundirem més en aquest aspecte del tractament i analisi de senyals [2, 7].

2.4.5 Transformades espacials i transformades conjuntes k-
Els conceptes que hem presentat als apartats anteriors utilitzant funcions
dependents del temps es poden ampliar a espais N-dimensionals. En concret
estarem interessats en les transformades respecte les variables espacials i en les
transformades conjuntes respecte les variables espacio-temporals.

El parell transformada-antitransformada per una funci6 f(x) és el segient:

f(x) = Qf T(k)e™™ dk
B (2.61)

Af(k) = (2:[)3 j f(x)e—ik.xdx

essent k el vector nombre d’'ones. Fem notar que el conveni de sighes que hem

" Per exemple, amb un 2T tipic de 80 ms tindrem una resolucié de 12.5 Hz (1/T); si volguéssim
augmentar la resolucié en freqiiéncia hauriem d’augmentar el temps de mesura (160 ms — 6.25 Hz,
etc.) i si volguéssim una resolucié infinita en freqiiéncia hauriem de mesurar durant un temps 2T
infinit. Per altra banda, la maxima frequiéncia que podem mesurar (freqiiencia de tall de Nyquist)
depén del nombre de mostres (o linies) que I'aparell de mesura pugui prendre durant el temps 2T.
Seguint 'exemple anterior, en el cas que per 2T=80 ms prenguem 1024 linies, la freqiiéncia de
Nyquist sera 1/(80.10°/1024/2.56)=5000 Hz. Si mantenim 2T=80 ms i augmentem el nombre de
linies aconseguirem mesurar frequéncies superiors pero amb la mateixa resolucié de 12.5 Hz. Si en
canvi augmentem 2T mantenint constant el nombre de linies disminuira la freqiéncia de Nyquist
pero tindrem una resolucié major.
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utilitzat és el contrari a I'emprat en el cas temporal.

Les funcions de correlacié creuada, autocorrelacié, espectre creuat i
autoespectre per senyals peridodiques i aperiodiques que pertanyen a L? es
defineixen de forma analoga a com ho hem fet en el cas temporal tenint en compte
(2.61).

En el cas de senyals estocastiques ens trobem novament en la mateixa
situacié que en el cas temporal. Si els parametres estadistics d’'una funcié soén
invariants sota translacions espacials direm que aquesta és homogénia i podrem
equiparar les mitjanes de conjunt amb les mitjanes espacials (ergodicitat).

La funcié de correlacié creuada entre dues funcions f;(x) i f,(x) sera
Fi00R20c+1) =Jim ¥ JIf FC0f0¢+ n)ax (2.62)
v
i es relaciona amb la densitat espectral creuada de poténcia

Sia(k) ::\')m, (zn)am,_w\;fz(_kﬁ

amb ’fn(k, V) = (21)3 ”] fn(k)efik-xdx; n=1,2 (263)
"4
a través de la integral de Fourier
F0oR0c+ 1) = [[[ S12(k)e dk (2.64)

Finalment podem extendre tot el formalisme anterior a funcions f(x,t) que
depenen alhora de l'espai i el temps. En el cas de processos homogenis i
estacionaris podrem aplicar el principi d’ergodicitat i definir una densitat espectral
de poténcia Sk, w) a partir de la funcié d’autocorrelacié espacio-temporal

P, 7) = P(—1,~7) = P (X, DX+ 17, t+7) (2.65)

en efecte
Sk, @) = G [{IJ P, ye Er-=dydr (2.66)

i per tant
P, ) = [[I] Stk, w)e®r-9 dkdaw (2.67)
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2.5 Intensitat i poténcia acustiques
2.5.1 Intensitat i poténcia instantanies

El vector d’intensitat acustica instantania o flux d’energia ens ve donat per
I'expressio

I(t) ;= p'(Hv(D) (2.68)

i té unitats d’energia per unitat de superficie i per unitat de temps. La intensitat
acustica es relaciona amb la densitat d’energia “e” mitjangant I'equacio

ole=-v-I (2.69)
amb
e=zpov(h)? + 3Bp'(H2. (2.70)

La poténcia acustica instantania que travessa una determinada superficie S
(oberta o tancada) ens ve donada per

1) = || 1-ndS (2.71)
S

on n és la normal a la superficie S.

2.5.2 Intensitat i potencia mitjanes

La intensitat i la poténcia instantanies a la practica no tenen gaire interés i es sol
treballar amb els seus valors mitjans al llarg d'un determinat interval de temps T. La
intensitat acustica mitjiana o simplement acustica a seques és per tant

1= | p'(Ov(dat (2.72)

ob,ﬂ

En el cas d'ones planes (2.18) podem comprovar utilitzant (2.72) i (2.9) que
el modul de la intensitat acustica es directament proporcional al quadrat de la
pressi6 acustica

- pl2
[ =2 (2.73)
En el cas d'una funcié perioddica p'(x,f)= D, P,(x)e " tenim a partir de
N=—0o0
(2.73) i de (2.43)
T=7e X IPal*. (2.74)

N=—c0
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Podem interpretar la quantitat
Tn =325 |Pnl* (2.75)

com la intensitat aclstica de I'harménic n-éssim i_per tant com l'espectre de la
intensitat. A partir de (2.42) podem veure que /, es relaciona amb la funcioé
d'autocorrelacié de la pressié normalitzada

I(c) = 20 _ 3 [ geinar (2.76)

N=—c0

En el cas de funcions aperiodiques que pertanyen a L? o de funcions
ergodiques, podem definir la intensitat emprant (2.73) i (2.59)

ey, 8

S11(w)dw =T(0) (2.77)

71
/ == poCo

8

on S11(w) és la transformada de Fourier de la funci6é d'autocorrelacié de la pressié
p'(Hp'(t+7). Per tant,

- Si1(w
] =) (2.78)

es pot interpretar com el flux mitja d'energia per unitat de freqiiéncia i.e I'espectre
de la intensitat. L'equacio6 (2.58) estableix la relacié entre la funcié d'autocorrelacié
normalitzada de la pressié i I'espectre de la intensitat

r'() = Pf(t’?g;(gﬂ) _ ." T,e ™ dw (2.79)

Finalment, només ens resta definir la poténcia mitjana com

Ti=|{7-nds (2.80)
S

2.5.3 Nivells de pressio, intensitat i poténcia

Tal i com hem comentat a la introduccié 2.1, I'oida humana és sensible al logaritme
de la intensitat acustica que per (2.77) esta directament relacionada amb el valor
quadratic mitja de la pressi6. Es per aixd que en actstica s'acostuma a treballar

amb els anomenats nivells de pressi6, intensitat i poténcia que definirem a
continuacio.

El nivell de pressié acustica (sound pressure level) es defineix com

L,=SPL:= 10Iog1o(%) (2.81)
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on po és una pressio de referéncia que en el cas de l'aire val 2.10° Pa 8. La pressi6
p pot ser tant una pressi6 instantania com un valor mitja i pot estar expressada tant
al domini temporal com al freqiiencial.

Les unitats del nivell de pressio L, son els decibels®, dB, i el seu rang de
variacié per a I'oida humana varia, en terme mitja, entre els 0 dB del llindar auditiu
i els 140 dB del llindar dolorés. Tot i que normalment se sol parlar de "x" decibels
de soroll referint-se a un valor "x" de L,, el correcte es parlar de "x" decibels de
pressi6é acustica referits a po, per tal de poder fer la distincié6 amb decibels referits a
diferents valors de po (p.ex po=10° Pa en acustica subacuatica) o amb decibels
d'altres variables com la intensitat o la poténcia.

El nivell d'intensitat acustica (sound intensity level) ve definit per I'expressio
seguent

Li=SIL:=10log,,(+) (2.82)

on ara la intensitat de referéncia és 1,=10"2 W/m?. Les unitats son els decibels
d'intensitat referits a lo.

Finalment, el nivell de poténcia acustica (sound watt level) ve donat per
Lw=SWL :=10log, (&) (2.82)

on la poténcia de referéncia és I1,=10"? W. Les unitats son en aquest cas, decibels
de potencia referits a Io.

3 AEROACUSTICA

3.1 Introduccioé

Tal i com hem comentat a la introducci6 d'aquest escrit, I'aeroacustica s'encarrega
de I'estudi del soroll generat per fluixos no-estacionaris i/o turbulents i per la seva
interaccié amb contorns solids.

En contraposici6 a " l'acustica classica ", I'aeroacustica avaltia el soroll
generat per les forces aerodinamiques o moviments que s'originen dins del propi
fluix on aquest es propaga. Aixi doncs, el soroll generat per plaques vibrants,
altaveus, instruments, etc., és a dir per forces externes al fluix, sén objecte d'estudi
de l'acustica classica, mentre que el soroll generat per les forces no estacionaries
qgue actuen sobre les pales d'un ventilador o d'un helicopter, el soroll produit per
I'expansié d'un raig, o el soroll degut al flameig d'una bandera sota I'accié del vent

8 po és el valor a partir del qual I'oida humana comenca a percebre la sensacié de soroll a la
fregiéncia de 1000 Hz.

? Notem que els decibels no sén propiament unitats en el sentit fisic de la paraula siné una escala de
mesura, ja que estan definits mitjangant un quocient de pressions, intensitats o poténcies.
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son problemes propis de I'aeroacustica.

L'aeroacustica és una disciplina relativament recent, sobretot si la comparem
amb l'acustica. Els seus fonaments foren establerts per Lighthill [11] I'any 1952, en
un treball innovador sobre el soroll de raigs en expansié. Lighthill, que introdui la
terminologia encara vigent, de soroll aerodinamic per referir-se a I'aeroacustica va
idear el concepte d'analogia acustica. Les analogies acustiques han permeés, al llarg
de la segona meitat del segle XX, entendre una gran quantitat de fenomens que
romanien inexplicables i progressar notablement en el disseny d'elements
silenciosos.

3.2 La definicié d’analogia actistica

Definicié: El terme “analogia acustica” es refereix al reordenament de les
equacions del moviment d’un fluix en forma d’equacié d’ones inhomogénia (veure
apartat 2.3) i de manera que en camp llunya (i ignorant els efectes no-lineals de
distorsi6 del paquet d’ones, "steepening") les pertorbacions de pressidé es
propaguen en un medi en repos a la velocitat del so, ¢,, caracteristica d’aquest [10].
Es a dir una analogia acustica té la forma

0%2h=f(x, 1) (3.1)
on h en camp llunya és equivalent a p’=p-p, 0 a p’=p-po. f(x,t) és el terme font de h i
pot incloure tots els mecanismes de generacié i propagacié tals com el scattering
per remolins turbulents, les inhomogeneitats de temperatura, els efectes de

refraccié en els camps de temperatura i velocitat, etc. Les diferents eleccions de h i
f donen lloc a les diverses analogies que presentarem en els segiients apartats.

Per tal de clarificar la definicié d’analogia acustica seguirem els passos de
Lighthill [11] en el seu treball pioner sobre la generacié de soroll aerodinamic.
Veurem amb detall 'anomenada “analogia de Lighthill” aixi com la seva solucié

formal en el domini temporal i freqiiencial [5,9]. La resta d’analogies seran
presentades de forma breu i tant sols n'esmentarem algunes caracteristiques

3.3 L’analogia de Lighthill
3.3.1 L’equacio de Lighthill

El procés seguit per Lighthill amb I'idea d’obtenir una equacié en la forma de (3.1)
és el segient:

L'equacio de continuitat d'un fluix ens ve donada per |'expressio
Dip+pv-v=0 < 0wp+0j(pvi)=0 (3.2)

Per altra banda, sigui 7;; el tensor de tensions viscés del fluid donat per
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Tjj =,u(6jV,‘+a,'Vj—%V-V5ij) (3.3)
i g el tensor de tensions total del fluid donat per

Aplicant la segona llei de Newton i tenint en compte (3.4) i (3.2) obtenim
I'equacio de Navier-Stokes pel moviment del fluid

pDwi+0joj=0 < 0dpvi)+0i(pvivi+aj)=0 (3.5)
Si a continuaci6 fem 6,(3.2)-0i(3.5) obtenim

at(3.2) = atzp +010i(pVi) = 0

; _A 20 _AAc
843.5) = 8idipvi)+0id)(pViv; +57) = 0 }Iat(32) 0i(3.5) = 0fp = 0i0j(pVivj +aj)

(3.6)
i si restem c%v2p a banda i banda de (3.6) i tenim en compte (3.4) ens queda
0tp—c§v?p =0i0j(pvivj +(P—Cc§p)dj—1j) =0 (3.7)
A continuacié definim el tensor de components T; com
Tj = pVivj+(p~Cc§p)dj—Tj (3.8)
de manera que podem escriure (3.7) de la segiient manera
0¢p—c3v2p=0i0;T; (3.9)
o bé
02%p=0;0;Tj (3.10)

Per tant, hem aconseguit escriure les equacions de moviment del fluix en la
forma (3.1) és a dir com I'equacié de propagacié de les ones sonores en preséncia
d’una font de soroll. ‘

Cal assenyalar que per arribar a I'equacio (3.10) no hem fet cap aproximacio
i que aquesta no és sind una forma alternativa d’escriure l'equacido de
Navier-Stokes (NS) fent us de I'equacié de continuitat. Aixd vol dir que si admetem
que NS és capag¢ de descriure qualsevol tipus de fluix turbulent o no, 'equacio
(3.10) ens descriura exactament quin és el camp acustic que aquest genera. Es per
aixd que es diu que l'analogia de Lighthill és una analogia exacta. Tanmateix, una
primera aproximaci6 que se sol fer és la de negligir el terme de viscositat i suposar
que estem en el cas isentropic. Aleshores obtenim Ti=pviv;, aproximacié que
s'utilitza freqiilentment en els computs del soroll aerodinamic generat per fluixos
subsonics.

- pag 22 -



Per altra banda cal assenyalar que I'equacié (3.9), o I'equivalent (3.10),
també és valida per a les fluctuacions de densitat p’=p-po quan aquestes es
propaguen en un fluix subsonic (O%pg ~ 0). Aixi doncs tindrem

0%(p —po) = 0i0,Tj (3.11)

i comparant amb (3.1) ens queda per tant h=p’=p-po i f(x,t)=0,0;Tj.

3.3.2 La solucié temporal en camp llunya

La solucié a I'equacié de Lighthill (3.11) en camp llunya generat per un volum finit
de turbuléncia estadisticament estacionaria en un fluix no convectiu' es pot
expressar mitjancant la funci6 de Green tridimensional en camp lliure [5,9]. En
efecte, per a les fluctuacions de densitat en un fluid sense condicions de contorn
tindrem

(0= PO)X, B) = sy XK 0iD; T = g OO x> P T (3.12)
on x=|x| i x representa el producte de convolucio. Si ara tenim en compte que
oix=3%, que 0:AxB=A%d:B i que les derivades de x' sén negligibles enfront x"
quan x—oo, podem escriure per a les variacions de densitat en camp llunya

XiXj

(p=po)(x. B)= g 0RO - cd)}*T,, {Xa RO cot)}*a,ZT,, (3.13)

que escrit explicitament i integrant en el temps esdevé

XiX Ix=yl
(= po)(x. D= [ apTyp - X Xy
an C4 » o (3.14)

1 XiXj
Fr- )23/ Vj(y) o Ti(y, T XCo Co)d3y

on al darrer pas hem utilitzat I'aproximacio Ix—yl =x—%+0(¥) , d®y representa
'element de volum tridimensional dV(y), i V(y) és la regi6é on es troba la font de
soroll (i.e el fluid turbulent).

La interpretacié6 de I'equacié (3.14) és la segiient: el fluix de fluid s’ha
substituit per una distribucié equivalent de fonts acustiques 0,0;T; per unitat de
volum, presents en una determinada regi6é V(y) immersa en un medi en repos, on
les pertorbacions acustiques es propaguen a una velocitat constant, c,. Per altra
banda, i per tal que (3.14) tingui sentit hem de suposar que T; decau de forma prou

L a metodologia que veurem a continuaci6 és aplicable a una gran varietat de fluixos no
necessariament turbulents.

"En aquest escrit no presentarem les equacions pel cas convectiu. Es pot demostrar que I'efecte de
la conveccié és el de multiplicar la intensitat del so en una direccié @ per un factor (1-M.cos6)3,
essent M. el nombre de Mach convectiu, i el de provocar un efecte Doppler a I'espectre del soroll
radiat.
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rapida amb la distancia de manera que la integral a V(y) sigui finita'>. A més a més
cal fer una altra aproximacié: ja que la que la densitat p-po a (3.14) no només
apareix a l'esquerra de l'equacié siné que esta present a T; (veure (3.8)) hem de
suposar que T; es pot obtenir en bona aproximacio dels calculs d'un fluix equivalent
on s'ha negligit el camp acustic. D'aquesta manera (3.14) no esdevé una equacio
integral i p-po es pot obtenir directament un cop conegudes les fonts de soroll Tj.

Una mesura estadistica del soroll radiat en camp llunya ens ve donada per la
intensitat I(x) (veure apartat 2.5.2) que es proporcional a la fluctuacié quadratica
mitjana de la densitat (2.77):

c3(p—po)?

100 =T(0)x = 5% (3.19)

on a la darrera igualtat hem utilitzat (2.7) i ¢o := /Blpo . Per tal d’elevar (3.14) al
quadrat la multiplicarem per ella mateixa utilitzant una nova variable z amb origen a

y

(=o)X, B= ooz 3" (f)a?Tk,(y+z,t+%+%-%g)d3z (3.16)
V(z

de manera que el modul de la intensitat ens queda

100 = st | [ OBTyy, t+ 308 — )0 Ty +2, t+ 35 + 3% — &)dPzdy  (3.17)
X Viy) V@)

Per a un procés estacionari (2.51) peré6 no homogeni podem definir la funcié de
correlacioé creuada dels tensors Tj; i Ty com

Wiki(x, 57, 7) := Ti(x, ) T(x +1,t+7) , (3.18)

que en el nostre cas particular esdevé

Wiy, 2, %2) = Tiy, t + so5 — %) Tu(Y + 2, t+ 365 + % — 25) = T, O Ty + 2, t+ 3=
(3.19)

Si a més a més tenim en compte que per a un procés estacionari es compleix [5]
0t Wik = 0¢ Tjof Tw (3.20)

podrem escriure finalment el modul de la intensitat com

XXX kX1

0=z [ a:vm,-k,(y,z,r)L:%dazdi*y (3.21)

V) V(@

12 Aquest punt no és trivial en absolut i els passos per arribar a 3.14 requereixen alguns matissos.
Per una breu discussié sobre el tema veure la referéncia [5]. Una analisi detallada de la
convergeéncia i validesa de I'aproximacio de Lighthill pel métode de la mescla de desenvolupaments
assimptotics (MAE: Matched Asymptotic Expansions) es pot trobar a [33].
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L’equacio (3.21) ens dona el modul de la intensitat en un punt del camp
llunya, x, a través d’una integral sobre el volum de la regié on es troba la font de
soroll, definit per la variable y. Per tant podem interpretar I'integrand de (3.21) com
la contribuci6 a la intensitat d’'un diferencial de volum de turbuléncia centrat a y. Si
anomenem i(x) a aquesta contribucié podem escriure el modul de la intensitat com

I(x) = j i)y (3.22)
on
00 = Toes j Wi (.2,9)| g I’z (3.23)
i hem definit
W = 'X]Xle —a Wi (3.24)

per tal de compactificar la notacio.

3.3.3 La solucié al domini freqiiencial en camp llunya

Generalment, la informacié que ens és més util a I'hora de tractar amb problemes
d'actstica és el contingut espectral del soroll rebut. Es per aixd que resulta
interessant expressar els resultats de I'apartat anterior al domini freqiiencial, per tal
de coneéixer quina és la contribucié de cada un dels components espectrals al soroll
total mesurat en un punt, x, de I'espai.

L'equacié (2.79) ens relaciona l'espectre de la intensitat amb la funcio
d'autocorrelacié normalitzada. De fet, I'espectre de la intensitat /, és la seva
transformada de Fourier

e Of T(1)edt = joss j p'(Hp' (t+)e de (3.25)

i utilitzant (2.7) i co := /Blpo

=7 I (- po)(X, D(p— po)(x, E+ D)6l dr . (3.26)

A l'apartat anterior hem calculat la intensitat a partir de la funcié
d'autocorrelacié per a la densitat quan t=0. La funci6é d'autocorrelacié de la densitat
per un t+#0 sera, seguint el procés de les eqs (3.16)-(3.21) amb lleugeres
modificacions

(0= Po) D= po)X,T+7) = forae 5 5 O W (¥, 2,1+ 3Z)d3 2Py (3.27)
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Substituint (3.27) a (3.26) i fent s de les propietats de les transformades de Fourier
per a derivades i translacions arribem a

7w:—1—-— 4 j j eiw%W(x)(y,Z,w)d3Zd3y . (328)

w
3273pocax2
rere Viy) V()

A continuacié ens definim la transformada (k,w) del tensor W, (veure eq
(2.66))

Weo(y, k, ) = (2,,)4I j Wy, z, )6 729 dzde (3.29)

on hem utilitzat el doble circumflex per remarcar que es tracta d'una transformada
espacio-temporal. Fent Us de (3.29) podem obtenir el modul de la intensitat en un
punt x degut a una determinada freqiéncia « (3.28) com

lo

w* jW(x)(y —x65, 0)dy . (3.30)

2pocox2

Novament podem veure l'integrand de (3.30) com la contribuci6 a la intensitat
d’'un diferencial de volum de turbuléncia centrat a y. Si anomenem i(x, ®) a aquesta
contribucié podem escriure:

Ix,0)= | ix,w)dPy (3.31)
V(y)
on ara
i, )= 5= 0" Woo (¥, ~365, ) (3.32)

Finalment la intensitat total deguda a la contribucié de totes les freqiiéncies
es pot escriure com:

e o]

= % j i(x, w)dw=m | 0* Wy, —3, w)do (3.33)

Des del punt de vista fisic és important veure la informacié que ens aporta
I'equacio (3.32). Aquesta equacio ens diu que la intensitat que rebem a x d’'una ona
d’'una determinada freqiiéncia », només pot haver estat generada per aquells
elements de la font quadrupolar d’igual freqiiéncia w i amb el vector del nombre
d’ones, de modul w/c,, apuntant en la direccié de x. Aixd explica el fet que la
turbuléncia sigui un procés extremadament ineficient com a generador de soroll: en
efecte, del conjunt de remolins presents al fluix, molt pocs tindran les
caracteristiques necessaries per tal de generar una determinada ona sonora en una
determinada direcci6 de I'espai.
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3.3.4 Analisi dimensional

Una primera idea de la dependéncia del soroll radiat en funcié dels diferents
parametres que caracteritzen un fluix aperiddic i/o turbulent ens la pot donar un
analisi dimensional de I'equacio (3.21).

Suposem que tenim un fluix caracteritzat per remolins de grandaria L i
velocitat U. El soroll que aquests remolins generen tindra una freqiiéncia de l'ordre
de U/L i la seva longitud d’ona sera de I'ordre de 1=0(L/M), on M és el nhombre de
Mach (M=Ul/c,). Al quocient //L~M" se 'anomena “factor de compacticitat’ i per a
valors petits de M (turbuléncia subsonica) té un valor elevat. Per tant, a nombres de
Mach baixos els remolins apareixen “compactes” comparats amb l'escala de la
longitud de l'ona acustica i els retards temporals, %, de I'equaci6é (3.21) sén
aleshores negligibles. En efecte, I'escala de temps del fluix és de l'ordre de L/U
mentre que els retards temporals per un valor de |z| maxim, L, son de I'ordre de

L/co. El quocient (L/c,)/(L/U)=M i es pot negligir si M és prou petit.

Sota les hipotesis anteriors podem aproximar els parametres de 'equacio
(3.21) de la segilient manera:

(Tp)? = poU*
9 UIL (3.34)
dz-L3

La intensitat total en un punt x ens vindra donada per:

109 = L3i(x) = = (D) *p3UALE - po P M (3.35)
Si ara integrem la intensitat (3.35) per a una esfera de radi x obtindrem la
poténcia acustica total radiada:

Weac -~ X2 - poUBL2M5 = ’;—§U8L2 (3.36)

Per tant, la poténcia acustica radiada varia amb l'octava poténcia de la
velocitat (index de velocitat de Lighthill). Per altra banda, si observem que poU°L? és
la poténcia mecanica del fluix, I'equacié (3.36) ens diu que només M° d’aquesta es
converteixen en potencia acustica. Aixi doncs, a nombres de Mach baixos la
turbuléncia és un procés forca ineficag com a font de soroll.

3.4 L’analogia de Powell-Howe

L’'analogia de Powell-Howe [13,14] és valida per a nombres de Mach baixos,
nombres de Strouhal moderats i nombres de Reynolds alts. En aquest cas la font de
soroll es pot considerar incompressible i es compleix que v -v=0.
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Sigui o la vorticitat del fluid i v el camp de velocitats. Tenint en compte la
identitat vectorial

(V-VIV=0 AV+V(5V?) (3.37)

i prenent la divergéncia a banda i banda de (3.37) ens queda:
0i0(Viv)) = V (@ A V) +V2 (3V?) (3.38)
El terme de I'esquerra de I'equacio (3.38) és el terme font de I'equacio6 (3.11) i (3.1)
pel cas isentropic en qué T;=pviv;. Pel que fa al segon terme de la dreta és pot
demostrar que és insignificant enfront el primer quan es busca la solucié acustica

en camp llunya. Aixi doncs, l'equacié d'ones corresponent a [lanalogia de
Powell-Howe, i equivalent a (3.11), es pot escriure com:

02(p - po) =V (@ A V) (3.39)

La solucié a (3.39) en camp llunya ve donada per la segiient expressio
(equivalent a I'equaci6 (3.14) que hem trobat per I'analogia de Lighthill):

(P—po)x, 0= 75 380F | (¢-yx- @AWY t-3)dPy (3.40)

V)

Una avantatge que presenta (3.40) respecte (3.14) és que ara la integral només
s’ha de fer per a aquelles zones de I'espai en que la vorticitat és diferent de zero.
Tanmateix cal anar amb compte: I'equacié (3.39) ens mostra la font de soroll com
una distribucié de dipols (tenim una divergéncia enlloc d’'una doble divergéncia) i
per tant, el caracter quadrupolar que (3.11) ens diu que aquesta té s’ha de
recuperar per cancel-lacions mutues de dipols. Aixo implica que les diferéncies en
els retards temporals no es poden ignorar a I'hora d’avaluar (3.40), fet que té un
cost computacional important.

3.5 L’analogia de Méhring

L'analogia de Mohring [15] s’aplica basicament sota les mateixes condicions que la
de Powell-Howe pero no presenta els seus problemes. En efecte, a la formulaci6 de
Mohring la vorticitat hi apareix com a unica font de soroll (i per tant no cal integrar a
les regions on aquesta sigui nul.la) i a més a més aquesta té un caracter
quadrupolar. Les fluctuacions de densitat en camp llunya i lliure venen donades
per:

(P~ po)(X, D= 75,8 5 OF V(fm - Y)Y - (@ AV, t- )y (3.41)

Cal assenyalar que l'analogia de Mohring es basa en l'existéncia d'una
funcio vectorial de Green G(x,t), tal que vG=vV AG. De fet G només pot existir si
v2G=0 i aixo en general no és compleix, tot i que per a nombres de Mach baixos és
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una aproximacié acceptable [9, 15].

Computacions aeroacustiques basades en les analogies de Powell-Howe i
Meohring han estat realitzades per alguns autors [16,17,18,19] per tal de resoldre
problemes de caire més aviat académic en que s'analitzen els camps acustics
generats per la interaccié de vortexs anulars en diverses situacions.

3.6 L’analogia de Ffowcs Williams - Hawkings (FW-H). Interacci6
amb superficies solides.

L'equacio (3.14) de I'apartat 3.2 ens ha permés avaluar les fluctuacions de densitat
mitjangant la convolucié de la font de soroll amb la funcié de Green en camp lliure.
Ara bé, si volguéssim resoldre el problema de calcular el soroll generat per un fluid
interaccionant amb una superficie solida, la darrera no seria valida i hauriem
d'obtenir la funcié de Green de la geometria del nou problema per tal de seguir el
mateix plantejament de 3.2.

Trobar funcions de Green analitiques per a geometries simples és possible i
també calcular-les numéricament en alguns casos. Tanmateix aixd6 no sempre és
facil, i un procediment alternatiu per evitar-nos aquest pas previ el constitueix
I'equacié FW-H [5,9,20,21]. L'equacié FW-H ens permet seguir emprant la funcié de
Green en camp lliure a canvi de modificar el terme de les fonts de soroll.

Suposem que tenim una superficie S definida per una funcié f tal que

fx,)=0 VxeS
fix,f)>0 Vx del fluid (3.42)
fix,f)<0 Vx interiora S

i.e f és positiva a tot I'espai ocupat pel fluid, zero a la superficie S i negativa a
l'interior de S. Si la superficie S es mou amb velocitat V i tenim en compte que ve
definida per f(x,t)=0 sempre es complira que:

of(x, Oy + Vioif(x, ) =0 (3.43)

Per altra banda, la funcié de Heaviside H(f) pren per definicié el valor unitat a

tot el fluid i esdevé zero al volum englobat per la superficie S. El producte (p-po)H(f)

esta definit a tot I'espai i ens déna per tant les fluctuacions de densitat a la zona
ocupada pel fluid mentre que és nul a la resta de regions (i.e a l'interior de S).

Si a continuacié multipliquem l'equacié de continuitat (3.2) per H(f) i entrem
H(f) a l'interior del operadors diferencials obtenim

otl(p — po)HB] +0ilpuiH(f)] = po VioiH() + p(ui— V)oiH() (3.44)

Si fem el mateix amb I'equacié NS (3.5) obtenim
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otlpuiH(] +0il(pdj + puiu)HB] = [poj+ pui(u;— Vp1oiH(F) (3.45)

A partir de (3.44) i (3.45) i seguint els mateixos passos que hem fet a |'apartat 3.2
per tal d'obtenir I'equacioé de Lighthill (3.8)-(3.11) arribem a

0%[(p —po)H()] =00 TH(H] + 0 Fio(H)] + 0 QO(h)] (3.46)

amb
T = puitlj + [P~ c§(p — po)
Fi=—[pdj+pui(u;— V))]oif (3.47)
Q=[poVi+p(ui—V)loif

En el cas en que no hi hagi cap superficie present es complira que H(f)=1 i 6(f)=0 a
qualsevol punt de forma que (3.46) passa a ser I'equaci6 de Lighthill (3.11). Com
podem veure, la diferéncia entre (3.46) i (3.11) és l'aparicié de noves fonts de soroll
a part de les quadrupolars 6i0;Tj. En efecte, el segon i tercer terme de la dreta de
I'equacio (3.46) representen respectivament concentracions de dipols i monopols a
la superficie S.

A partir de (3.46) ja podem utilitzar la funcié de Green en camp lliure per tal
de trobar les fluctuacions de densitat en camp llunya tal i com hem fet a
(3.12)-(3.14). En aquest cas obtenim:

1+

(¢ -Pox, HOL -~ 25 7

x3 4
+ 5 g 000~ Col kO QIN)]
(3.48)

L'equivalent a I'equacié (3.14) en aquest cas és [9]:

(p—po)(x,t)= 4nc4 X4 52 j Ti(y, t- 254yd%y +

lip+hipui(u V)
Fneg 12 01 f[ 1, t= 2y + (3.49)

Vitp(ui-V; x
+Qxat§ = )](y t-&hdly

on M =z és el vector nombre de Mach, Vi(y) és el volum ocupat pel fluid (on f>0),
S la superficie que I'engloba i | la normal a aquesta. L'equacié (3.49) es coneix amb
el nom d’equacié de Ffwocs Williams-Hawkings i pel cas particular d’'una superficie
de control estacionaria (V=0) reb el nom d’equaci6 de Curle. L’equacio6 (3.49) és de
fet una generalitzacié de I'equaci6 de Kirchoff-Helmholtz (2.29) de I'actstica lineal i
s’ha utilitzat en diverses versions simplificades [22] per tal de calcular el soroll
aerodinamic generat per helicopters, rotors, hélixs, ventiladors, etc. (veure p.ex
[23,24]).
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3.7 Altres analogies

A més a més de les analogies que hem presentat als apartats anteriors, i que hem
considerat les més adients de cara a resoldre problemes d'enginyeria esmentats a
la introduccioé, n'existeixen d'altres alternatives, la formulaci6 de les quals
resumirem a continuacio a titol informatiu [25].

3.7.1 Analogia de Legendre

Equacié:

(Dt;—th —p® )@ = ——Dt(:—z VV: VV—-C1—2 vin thV) - é v vDiwv-2Vv: V(;_thV)

(3.50)
essent h l'entalpia i ® =V -v la dilatacié.
3.7.2 Analogia de Phillips
Equacio:
(D?-v-c?V)Inp=yvv:vVv (3.51)
on y és el quocient de calors especifics.
3.7.3 Analogia de Lilley
Equacio:
D(D? -v-c2V)Inp?’ +2vv:v(c?VINp)=—yV-VV-V:iVV (3.52)
3.7.4 Analogia de Ribner
Equacié:
25 1.52,.(0
VZD p(,;) =ca2i2;pp0Uin (3.53)
3.7.5 Analogia de Howe
Equacio:
(015Dt -v2 Yhs =05 D) —V (VA ) (3.54)

on hs=h+v?/2 és I'entalpia d'estagnacio.
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4. AEROACUSTICA COMPUTACIONAL DE FLUIXOS SUBSONICS

4.1 Introduccio

Tot i que en un principi els avengos i desenvolupaments importants en aeroactuistica
i aeroacustica computacional es van realitzar en el camp de 'aeronautica, on el
rang tipic de velocitats és proxim o superior a la velocitat del so, I'aeroacustica
computacional de fluixos subsoénics ha rebut un fort impuls els darrers anys. Aquest
fet es deu basicament als segiients motius:

En primer lloc cal assenyalar que a no ser que la velocitat mitja del fluix
analitzat sigui unes dues vegades superior a la velocitat ambient del so, la radiacié
de soroll es deu basicament a la lenta evolucié temporal dels remolins convectats.
En aquest cas, fendmens com la propia conveccié de remolins, la refraccié o
l'apantallament es poden avaluar mitjangant correccions multiplicatives de la
radiacié de remolins subsonics.

Per altra banda cal destacar I'aparicié de problemes de soroll caracteristics
del propi rang subsonic com poden ser el soroll generat per ventiladors, per
apéndixs d’automobils o per trens d’alta velocitat. En molts casos aquests fenomens
han adquirit importancia degut als avengos en altres camps de l'acustica. Aixi
doncs, el soroll aerodinamic generat per les pales d’'un ventilador pot resultar
molest “gracies” a que s’ha aconseguit disminuir notablement el soroll generat pel
motor que les mou. El mateix passa amb el retrovisor o el sistema de ventilacié d’un
automobil que no resultaven molestos fins que s’han aconseguit reduccions
considerables del soroll generat pel motor.

Finalment, l'aeroacistica computacional o CAA (CAA: Computational
AeroAcoustics) resulta interessant des d’'un punt de vista cientific ja que presenta
nombrosos problemes numeérics que no solen aparéixer en altres camps de
computacio en enginyeria. Veurem aquest punt al proxim apartat.

4.2 Dificultats que presenta l'aeroactistica computacional de fluixos
subsonics

L'aeroacustica computacional s'ha d'enfrontar amb una série de dificultats que no
son habituals en camps com la mecanica, el calcul d'estructures o I'aerodinamica,
on s'han desenvolupat una gran quantitat de técniques computacionals avancades.
Aquestes dificultats es deuen al segiient [10]:

e El gran marge d'audibilitat de I'oida humana que varia aproximadament entre
els 0 dB i els 140 dB, i correspon per tant, a unes variacions d'intensitat de
I'ordre de 10

e |'elevat rang de freqiiéncies que pot percebre I'oida i que varia entre els 20
Hz i els 20.000 Hz i.e unes 10 octaves, mentre que per exemple la vista
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només en compren una. A més a més, l'oida és especialment sensible entre
els 1000 Hz i els 4000 Hz, freqiieéncies que solen estar quatre o cinc octaves
per damunt dels pics de soroll més intensos generats per algunes fonts
aerodinamiques.

L'enorme disparitat d'escala entre I'energia del camp aerodinamic i la del
camp acustic que aquest genera. De fet aquest darrer sol ser de I'ordre de M*
(M = nombre de Mach) vegades el primer en el cas de fluixos subsonics. La
debilitat del camp acustic fa que sovint el "soroll" propi de I'algorisme
numeéric (errors de difusi6 i dispersid) sigui superior al del propi camp que
volem calcular.

El segient exemple ens pot donar una visié clara d'aquesta debilitat: Un
Boeing 767 genera la mateixa intensitat sonora en enlairar-se que la que
farien tots els habitants d'una gran ciutat cridant alhora de forma coherent.
Tanmateix, el conjunt de tota l'energia sonora que aquest radia durant els
aproximadament 45 segons que dura I'enlairament és totalment insuficient
per fregir un sol ou ferrat !

L'enorme disparitat entre lI'escala dels remolins del fluix i la longitud d'ona del
so que generen (veure punt 3.3.4).

L'analisi numeric ha de conservar el caracter multipolar del camp acustic: el
fet de substituir una font quadrupolar per una de dipolar (p.ex fer servir
I'analogia acustica de Howe enlloc de la de Lighthill) pot conduir a greus
errors en l'avaluacié de la directivitat del camp acustic, a no ser que les
integrals es calculin amb extrema precaucié, tenint en compte totes les
variacions en els retards temporals.

Un altre problema, que no tractarem aqui de forma especifica, és el de la
propagacio del so a grans distancies (p. ex ~ 300 m) on poden tenir lloc
importants efectes no-lineals com el steepening [26].

4.3 Alternatives de computacié del soroll aerodinamic

Per tal de computar el soroll aerodinamic generat per fluixos no periodics i/o
turbulents i la seva interaccié amb superficies solides s'han seguit diferents camins
[10, 23, 26, 27, 28] que resumim a continuacio:

Simulacié Directa (DNS: Direct Numerical Simulation): La simulacié directa,
tal i com el seu propi nom indica, consisteix a resoldre directament les
equacions de NS (fent servir p.ex. métodes espectrals, diferéncies finites o
elements finits) per a un fluid compressible de manera que el camp acustic
apareix de forma natural en la solucié obtinguda. Naturalment, el tipus de
problemes resolubles mitjangant aquesta técnica és certament limitat degut
als punts esmentats a l'apartat anterior i tant sols s'obtenen resultats
acceptables per nombres de Reynolds i freqiiéncies baixes [19, 29, 30]. Toti
que l'opcid DNS és (til per tal de comprovar la validesa d'algunes analogies
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acustiques, no és aplicable als problemes tipics d'enginyeria esmentats a la
introduccié.

Finalment, cal dir que el nom de DNS aplicat a I'aeroacustica computacional
condueix a algunes confusions ja que de vegades es fa referéncia a ell quan
en una analogia s'obté el terme font, f(x,t) de (3.1), mitjancant una
computacié directa per CFD (CFD: Computational Fluid Dynamics),
independentment de com es calculi posteriorment el camp acustic.

Analogies acustiques: La utilitzacié d’analogies acustiques juntament amb la
funcié de Green apropiada a la geometria del problema que intentem
resoldre és sens dubte un dels métodes més emprats per tal de computar
soroll aerodinamic. La idea és la de calcular el terme font de (3.1) mitjangant
CFD i a continuacié resoldre I'equacié inhomogeénia resultant al domini
temporal o al freqiiencial. En el proxim apartat presentarem amb més detall
aquesta opcio.

Integral de Kirchoff-Helmholtz: Una altra de les opcions per tal de computar
soroll aerodinamic és la d'utilitzar l'integral de Kirchoff-Helmholtz (2.29)
(veure p.ex. [3, 4, 31] per a superficies en moviment i [26,29,32] per alguns
resultats de simulacions aeroacustiques). Tot i que aquest enfocament no
esta exempt de nombroses dificultats (per comencar la d'escollir la posicié de
la superficie virtual S) el métode ha estat emprat per al calcul de soroll
generat per capes limit i raigs amb bons resultats.

Mescla assimptotica quan M — 0 : La idea de la mescla assimptotica és la
d'enllagar la solucié interna d'un nucli rotacional de longitud d'escala propia |,
(representant un remoli de tamany 1) amb un camp acustic extern de longitud
d'escala propia IM’. La soluci6 interna es podria calcular per CFD i després
realitzar l'enllag. Una discussi6 detallada sobre les avantatges i els
problemes d'aquest enfocament es poden trobar a [33].

4.4 Analogies acustiques en CAA

Tal i com hem comentat al llarg d'aquest escrit, I'opci6 més raonable, al nostre
entendre, per tal de realitzar computs de CAA de fluixos subsonics aplicats als
problemes d'enginyeria que ens interessen és la d'emprar les analogies acustiques.
En el cas que no hi hagi preséncia de superficies solides, les analogies de Lighthill
(3.14), Powell-Howe (3.36) i Moéhring (3.40) semblen a priori les més adients. En
cas contrari, la utilitzacié6 de l'equaci6 FW-H (3.46)-(3.47) podria resultar I'opcio
adequada tenint en compte que els termes monopolars i dipolars de (2.35) solen
dominar el camp acustic.

El procés computacional que I'is d'una analogia acustica comporta es pot

veure esquematitzat a la Fig 4.1.
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C CFD j
Calcul
LES DNS SDM
del camp Calcul de les Simulaci6 directal | Calcul de les es-
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aerodinamic | subgrid per a les dinamic ts. Model de
petites turbuléncia pel
moviment estocas-
Representacio Fluctuacions Aerodinamiques
del camp ¥
\
acustic Analogies de Lighthill, Powell-Howe i Méhring
Equacié de Ffowcs Williams - Hawkings
Calcul
del Avaluacio Avaluacié
Ue camp al domini al domini
acustic temporal frequencial (k,w)
C CAA J
Fig. 4.1. Esquema d'utilitzaci6é d'una analogia acustica en CAA.

Tal com podem veure a la Fig. 1 el procés consta de tres fases: Una primera
en que es realitza una computacié CFD del camp aerodinamic fent servir la técnica
més adient al problema amb qué ens trobem. En el cas de fluixos aperiodics i/o
turbulents es pot utilitzar tant una simulaci6 directa DNS, els problemes de la qual
ja hem comentat anteriorment, com una simulacié semideterminista, SDM (SDM:
Semi-Deterministic Modelling), en que es computen les estructures coherents del
fluid i s'utilitza un model de turbuléncia pel moviment estocastic de les escales
menors, corresponents als remolins més petits de la cascada de Kolmogorov.
També es poden utilitzar els diferents models k-¢ de clausura de les equacions o
una simulacié LES (LES: Large Eddy Simulation) en que es computen les escales
més grans del fluid i s'utilitza un submodel per tal d’avaluar la influéncia de les
petites. Aquesta darrera opci6 és certament esperangadora [27] ja que en principi
ens permet ajustar el maxim nombre d'ona computable i saber per tant el limit a
partir del qual els resultats obtinguts deixen de ser realistes. A més a més, amb un
mallat prou fi seria possible capturar part de I'estructura interna dels remolins i
calcular part de I'espectre d'alta frequéncia radiat. La caracteritzacio del soroll
radiat per les escales no resoltes del moviment ha estat objecte de diversos estudis

- pag 35 -



[34, 35].

En una segona fase es fan servir els calculs de CFD per tal d'obtenir les
fluctuacions aerodinamiques que constituiran el terme font de I'analogia acustica
(3.1) que haguem escollit pel problema particular amb qué estiguem tractant.

A la tercera i Ultima fase haurem de resoldre I'equacié d'ones inhomogeénia
(3.1). Aixd ho podrem fer tant en el domini temporal com en el frequencial, en el
qual l'equacio d'ones esdevé la coneguda equaci6é de Helmholtz. L'eleccié d’'una o
altra opcio pot ser determinant a 'hora d’obtenir resultats acceptables. En efecte,
tot i que les equacions (3.12), (3.14) i la seva transformada al domini freqiiencial
condueixen tedricament al mateix resultat (un cop feta la transformada de Fourier
de les solucions de (3.12) i (3.14)), els valors obtinguts mitjancant els diferents
algorismes numerics poden discrepar notablement. Un exemple el podem trobar a
[27]. En aquest article s'utilitza en primer lloc la formulacié (3.12), amb la doble
divergéncia del tensor de Reynolds instantani (aproximacié isentropica) com a
terme font, per tal de calcular el soroll radiat per un raig pla en expansio,
préviament simulat amb SDM. A continuaci6 s'utilitzen les formulacions basades en
(3.14) i la seva transformada per resoldre el mateix problema. Tot i que aquestes
darreres donen resultats forca semblants, la formulacié basada en (3.12) arriba a
donar resultats que superen en més de 10 dB les anteriors.

5. CONCLUSIONS

En aquest escrit hem presentat una introducci6 a I'aeroacustica seguint el
procediment de Lighthill, que fou el primer en establir el concepte d'analogia
acustica. Les analogies acustiques han permés entendre una gran quantitat de
fenomens de generacié de soroll aerodinamic que romanien inexplicables abans de
la seva formulacio.

Amb l'objectiu d'escollir una metodologia util per tal de poder realitzar
simulacions numériques del soroll generat per fluixos subsonics no periddics i/o
turbulents, i per la seva interacci6 amb contorns solids, hem presentat amb cert
detall les analogies que a priori ens han semblat més adequades a tal efecte.
Aquestes son les analogies de Lighthill, Powell-Howe, Méhring i I'equacié de
Ffowcs Williams - Hawkings.

A continuacié hem vist, de forma bastant genérica, quines sén algunes de les
dificultats amb qué hom es pot trobar en el camp de I'aeroactstica computacional i
quins son els enfocaments més importants que s'han seguit fins a l'actualitat en
CAA.

Finalment, i de cara a poder fer simulacions del soroll generat pels apéndixs
de trens d'alta velocitat, pels apéndixs d'automobils o per ventiladors hem vist que
una de les opcions més raonables fora la de realitzar una simulacié LES del camp
aerodinamic, i aixi obtenir els termes font d'una analogia acustica, possiblement la
de Lighthill o la de Ffowcs Williams-Hawkings. A continuacié caldria resoldre
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aquestes darreres equacions al domini temporal o al freqiiencial, fet que suposaria
haver de resoldre una equaci6 d'ones inhomogénia en el primer cas i una equacio
inhomogeénia de Helmholtz en el segon.
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1. INTRODUCCIO

En aquest escrit presentarem una breu introducci6 a I'aeroacustica computacional.
L’aeroacustica és un camp sorgit de lI'actstica i de la mecanica de fluids que
s’encarrega de I'estudi del soroll generat per fluixos no-estacionaris i/o turbulents i
per la seva interaccié amb superficies solides.

En primer lloc, i per a aquells lectors sense coneixements previs d'acustica,
presentarem una recopilacié6 de les definicions i conceptes basics d'aquesta
ciéncia. Veurem les equacions fonamentals de les ones sonores, les equacions
d'ones homogeénies i els casos més tipics d'equacions d'ones inhomogénies
(preséncia de fonts monopolars, dipolars i quadrupolars). També farem un breu
repas de I'analisi de Fourier per a senyals deterministes i estocastiques i finalment
definirem els nivells de pressio, d'intensitat i de poténcia acustiques.

A continuacié ens endinsarem en el camp de I'aeroacustica i veurem algunes
de les diferents analogies acustiques existents, la primera de les quals fou
establerta per Lighthill. Aquest mostra com, per mitja d’un reordenament de les
equacions del moviment i continuitat del fluid, es pot excitar un camp acustic lineal
per mitja d’'un procés clarament no lineal com la turbuléncia. La idea subjacent a
tota analogia acustica és la d’establir una separacié entre la font de soroll (fluid no
periodic i\o turbulent) i la zona on es propaga el camp acustic. Tot i que aixo implica
algunes limitacions, les analogies aculstiques sén d'una gran utilitat per tal
d’entendre els mecanismes fisics de generacié de soroll aerodinamic. Per altra
banda, i pel que fa a I'aeroacustica computacional, cal assenyalar que I'Us de les
diferents analogies acustiques ha estat i segueix essent una de les vies més
exitoses a I'hora de calcular els camps acustics generats per fluixos subsonics.

Les analogies acustiques que presentarem amb cert detall son aquelles que,
al nostre entendre, poden ser més Uutils de cara a resoldre els problemes
d'enginyeria que aqui ens interessen, i que estan basicament centrats en el calcul
del soroll aerodinamic generat per la interacci6 de fluixos subsonics amb
superficies solides. Alguns exemples d'aquests problemes poden ser el calcul del
soroll aerodinamic generat per la carrosseria i pels apéndixs de trens d'alta
velocitat, pels apéndixs d'automobils o per diferents models de ventiladors.

Pel que fa a l'aeroacustica computacional esmentarem quines son les
caracteristiques dels camps acustics aerodinamics que dificulten notablement la
seva simulacié numeérica i presentarem alguns dels metodes que s’han seguit per
tal de fer calculs aeroactistics més o menys fiables. També comentarem breument
quina és l'opci6 més valida, al nostre entendre, per tal d'intentar resoldre els
problemes d'enginyeria del paragraf anterior.

Finalment, i pel que fa a la notacid, volem assenyalar que a les formules que
apareixen al llarg del text s’ha fet Us del conveni d’Einstein sobre els indexs repetlts
i que per a les derivades parcials s’ha emprat la notaci6 0.= ax ,

52 % n
0a0p =0p0a = 7 6xb i 0g= aaXa. Les derivades materials s’han designat per
2 D .
Di:=01+Vidi = o =% +Viz . També emprarem dy = .
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2. DEFINICIONS | CONCEPTES BASICS D’ACUSTICA

2.1 Introduccio

El so es pot definir com una vibracio o pertorbacié mecanica que es propaga per un
medi elastic, bé sigui un gas, un liquid o un solid. Les caracteristiques d’aquesta
vibracié vénen donades, en cada cas, per les solucions de la corresponent “equacio
d’ones” que presentarem més endavant.

La definici6 anterior és molt general i inclou els casos de vibracions
ultrasoniques, soniques i infrasoniques. Tanmateix, en aquest treball tan sols ens
ocuparem d’aquelles pertorbacions capaces de ser captades pel sentit de I'oida

huma, i que de forma genérica s’anomenen soroll.

El sentit de I'oida és sensible a les variacions de pressi6é respecte la pressié
atmosférica dins d’'un determinat marge de freqiiencies. A aquestes variacions de
pressio se les anomena pressioé actstica. De fet, I'oida no és directament sensible a
la pressi6é acustica siné que varia de forma logaritmica amb el seu flux d'energia o
intensitat acustica, que definirem en els proxims apartats. Per tant, un soroll que
sigui dues vegades més intens que un altre tan sols ens produeix una sensacié
auditiva lleugerament superior, mentre que per doblar aquesta sensacié I'hauriem
d'intensificar cent vegades.

Una persona que gaudeixi d’'un sentit de I'oida sa és capag de percebre sons
que varien entre els 15 Hz i els 16.000 Hz. La resposta de I'oida no és igual a totes
les frequéncies: és forga insensible a baixes freqiiéncies mentre que és
especialment sensible entre els 1000 Hz i els 4000 Hz. La corba de la resposta en
frequiéncia de l'oida per a un soroll d’'intensitat moderada, i espectre constant,
s’anomena filtre A. Per a sorolls molt intensos 'oida esdevé més sensible a baixes
frequiéncies i la seva resposta s’ajusta amb corbes diferents (filtres C i D).

Els conceptes i definicions que presentarem als proxims apartats es poden
trobar a molts llibres d’aclstica i mecanica, alguns dels quals s’han incloés a les
referéncies [1, 2, 3,4, 5,61 7].

2.2 L’equacio d’ones homogeénia
2.2.1 Les equacions fonamentals i I'equacié d'ones

A 2.1 hem definit la pressié acustica com les variacions de pressio respecte la
pressioé atmosférica per a un marge determinat de frequéncies. Tanmateix, i per tal
de poder parlar de pressié acustica, aquestes variacions no poden ser qualssevol
sind que han de ser solucié de 'anomenada equacié d'ones. Les pertorbacions de
la pressié atmosférica que no compleixen aquest darrer requisit, perd que poden
ser captades per un microfon (p.ex les variacions de pressid degudes a la
conveccio de remolins en un fluix) s’acostumen a anomenar pseudo-so.
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Si suposem que l'aire de I'atmosfera es pot aproximar per un fluix ideal (fluix
en que s’ha negligit la viscositat i per tant no admet esforgos tallants) el moviment
d'una de les seves particules, sotmesa a una forgca externa f, independent del
temps, ens ve descrit per I'equacié d’Euler

pDyv+vp=Fy (2.1)

En el cas que I'atmosfera estigui en repds i que la puguem caracteritzar per

una pressié atmosférica po i per una densitat p, (valors tipics: p;=10° Pa i po=1.21
kg/m?®) I'equaci6 (2.1) es redueix a

Vpo =fo (2.2)

Si ara pertorbem lleugerament I'aire, de manera que els valors de la pressio i

de la densitat esdevinguin p=potp’ i p=potp’, amb p’<<pyi p’<<p,, i els substituim a
(2.1) arribem a

vp' =—podtv (2.3)
on hem negligit totes les poténcies d’'ordre superior a 1 de p’, p’, v i les seves
derivades, i a més a més hem emprat (2.2). Per tal de fer-nos una idea de l'ordre de
magnitud de les pertorbacions p.ex. p' de qué estem parlant, direm que l'oida
humana és capac de percebre variacions de pressié de 2.10° Pa que sén 10 ordres
de magnitud inferiors a la pressi6 atmosférica de 10° Pa.

Per altra banda, I'equacié de continuitat en un fluix on no hi ha fonts de flux
té la segiient expressio

Dip+pv-v=0 (2.4)
Substituint p per p=potp’ a (2.4) obtenim
op' =—poV-V—V-Vpo (2.5)

i si considerem la densitat a I'equilibri po practicament homogénia a tot I'espai,
aleshores vp, ~ 0 i el segon terme de la dreta de (2.5) es pot ignorar.

Si a continuaci6é suposem que I'equaci6 d’estat del fluix és tal que la densitat
només depén de la pressio, i.e p=p(p)' podrem expressar el coeficient de
compressibilitat, B, del fluix com

B:= —ydpV|,, = =5 do(m)| ,, = —pdp(3) = —=p(=77)dpp = $0pp (2.6)

essent m la massa, V el volum, p la densitat i p la pressio.

Prenent novament p=po+p’ i p=potp’ i aproximant dp per p’ i dp per p’
arribem a

! Aproximaci6 isentropica.
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expressié que podem aprofitar per eliminar p' o p’ a partir de (2.3) o (2.5). Si
eliminem p’ de (2.5) ens queda

op' =-Bv v (2.8)

Les equacions (2.3) i (2.8) sbn les equacions fonamentals de les ones
sonores i es poden utilitzar tant per trobar una expressié per a p' com per a v. Les
presentem conjuntament degut a la seva importancia

_ 1 oy
Otv=—pg VP (2.9)

op' =-Bv v

Prenent la divergéncia de la primera equacié de (2.9) i permutant I'ordre de
derivacié ens queda

UV V) =—75 V2 p' (2.10)

Finalment si derivem la segona equacié de (2.9) respecte el temps i
substituim a (2.10) obtenim /'equacié d'ones homogeénia per a la pressié acustica

otp' —c3v?p' =0 (2.11)

on ¢ := /Blpo és la velocitat de propagacié de les ones acustiques que sén solucio
de (2.11).

Tenint en compte la definicié de I'operador d’Alambertia, 02 :=0,0,, i prenent
X4:=icot, 'equacio (2.11) és pot escriure com

02p' =0 (2.12)

Ja que la relacié entre la pressié i la densitat és lineal, (2.7), i I'equacio
(2.12) també ho és, aquesta es complira per a les pertorbacions de densitat. A
través de les equacions fonamentals de les ones sonores podem demostrar que la
velocitat v també compleix una equacio6 d'ones i també es possible demostrar que el
potencial de velocitat ¢, amb v=v¢, compleix (2.12):

D2p1=0, D2¢=0 i@?V—C%V(V'V)=O (2.13)

Finalment, volem remarcar que les equacions (2.12) i (2.13) no s6n siné un
cas particular deduible de les equacions dinamiques linealitzades d'un gas [5]:
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o0V +vo -V +V' - VVo) +p'Vo - YV =—Vp' + 5
otp' +V «(poV' +p'vo) = poQ
atSI+Vo 'VSI+V’ -VSQ =0
c5(0p' + Vo - Vp' +V' V po)+CEvo - Vpo=0ap' +Vo-Vp +V' V po

(2.14)

on les variables amb "prima" representen petites pertorbacions respecte el seu
valor estacionari, i.e x'=x-Xo (on x representa qualsevol de les variables de (2.14)), i
p és la densitat del gas, v és la velocitat d'un element de fluix, p és la pressio, ¢ la
velocitat de propagaci6 de les pertorbacions, S és I'entropia, f, una forca externa
estacionaria i Q una font de generacié de flux de volum?.

L'equacié (2.14) és una expressié general que descriu la propagacié de

petites pertorbacions en un fluix estacionari i per tant no és aplicable en aquelles
regions on aquestes, o els seus gradients, prenen valors elevats.

2.2.2 Solucions a l'equacié d'ones
En el cas que la pressi6 p' de I'equacié (2.11) sigui periodica, s'anul-li quan t—z+ o,

o sigui estacionaria, podem fer la transformada de Fourier de (2.11) i obtenir
I'anomenada equacié de Helmholtz:

(V2 +k¥)p =0 (2.15)

on |kl = k:= 5 és el modul del vector nimero d'ones k, o és la freqiiéncia angular i

,57 és la transformada de Fourier de la pressi6 p'. Una solucié ben simple de (2.15)
ens ve donada per

p’ = Aekr (2.16)

amb A=constant. Si suposem, a més a més, que p' és una funcié6 harmonica del
temps aleshores

p' =pe-iot (2.17)

i una solucio6 senzilla de (2.11) sera l'ona plana
p' = Agltkr-iod (2.18)
Ja que l'equaci6 (2.11) és lineal, qualsevol combinacié lineal d'ones planes

del tipus (2.18) també en sera soluci6 (principi de superposicié). Aixi doncs una
soluci6 general a I'equacié d'ones ens vindra donada per I'expressio

p'(x, ) = ﬁ A(k)etr-d gk, dleo (2.19)

2 Suposem que ni f, ni Q produeixen entropia.
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on ky=k/k és el vector unitari en la direccié del vector nombre d'ones.

2.3 L’equacio d’ones inhomogeénia
2.3.1 Fonts monopolars

Amb les mateixes hipotesis que ens han permés deduir 'equacié d’ones (2-12) i
(2.13) pero suposant ara, que hi pot haver una font de flux de volum Q3 en un punt
X, del fluix, es pot demostrar a partir de les equacions linealitzades dinamiques d’un
gas (2.14) que les pertorbacions de pressié generades compliran l'equacié d’ones
inhomogenia:

0%p" =—po0:Q(I(X — Xs) (2.20)
on J és la delta de Dirac.

Per entendre millor el significat de (2.20) podem pensar en el camp acustic
generat per una esfera polsant de radi a(t) i centrada a xs, amb a(t)<<T,c; i % <<1
on T, és el periode de pulsaci6 de l'esfera. Sota aquestes condicions, les
pertorbacions de pressid, p’, degudes a les oscil.lacions de I'esfera seran petites i
compliran I'equaci6 d’ones (2.12). Tenint en compte que el volum de fluix a través
d’'una superficie petita, fixa i imaginaria, que engloba I'esfera polsant, ens vindra
donat per Q(t)=4zna’(t)va, on va. és la velocitat radial a la superficie de I'esfera,
podem avaluar el camp acistic generat resolent (2.12) en coordenades esfériques i
imposant la condici6 que la velocitat de les particules del fluix siguin iguals a la de
la superficie de I'esfera polsant, v., quan r=a (essent r la coordenada esférica
radial). Seguint aquests passos s'obté la solucié

P'(r, ) = 40 Q(t - &). (2.21)

Podem comprovar, per altra banda, que (2.21) també és soluci6 de (2.20) si
l'operador d’Alambertia s’expressa en coordenades esfériques. Per tant, es pot
concloure que el camp acustic generat per una esfera polsant de radi petit és el
mateix que el generat per una font de flux de volum concentrada a x=x,. Aixo
justifica, en part, el fet que puguem considerar els termes inhomogeénis d’equacions
semblants a (2.20) com a fonts de soroll.

El terme inhomogeéni de (2.20), que representa una font puntual de soroll, s’
anomena monopol acustic de forga s(t):=(4x)" pediQ(t).
2.3.2 Resposta a I'impuls, funcié de Green i integral de Kirchhoff-Helmholtz

La funcié que representa el camp acustic, al domini temporal, generat per un
monopol acustic de forga instantania é(i-t;) aplicada a linstant t,, s’acostuma a

3 Tenint en compte que po €s constant podem introduir-la dins de la derivada temporal a la dreta de
(2.20) i pensar en termes de po Q i.e de flux volimic de massa.
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anomenar resposta a l'impuls? i és solucioé de I'equacio:

on la notacié G(x,t|xs,t;) expressa el principi de reprocitat, i.e, font i receptor es
poden intercanviar sense modificar el resultat

G(X,t;Xs,t:)=G(Xs,-ts;X,-t). (2.23)
La resposta a I'impuls en camp lliure G°(x,t| xs,ts) és
GO(x, t | Xs,ts) = Fo(t—ts + &) (2.24)
on r és el modul de la distancia entre X i Xs.

La transformada de Fourier de la resposta a I'impuls G° és la funcié de Green
en camp lliure:

Bo(X | Xs) = Less. (2.25)

=0 2 " > ; 5
Cal assenyalar que G, també es pot obtenir com a soluci6 de I'equacié
inhomogénia de Helmholtz en camp lliure

(V2 + KB = —4n5(X— Xs). (2.26)
El coneixement de la funcié de resposta a lI'impuls i de la funcié de Green
ens permet calcular, utilitzant el principi de superposicid, el camp acustic generat

per una distribucié arbitraria de monopols de forces s. En efecte, la pressio
resultant en un punt x de I'espai esdevé

p'ox, 6=l T G(x,t | Xs, ts)S(Xs, ts)dVsdts = (|| +s(xs, t-rlco)dVs  (2.27)
Vs -0 Vs

on a la segona igualtat hem utilitzat G=G° i (2.24) per tal d'obtenir el resultat en
camp lliure. De forma equivalent, al domini fregiiencial tindrem

p,00= T Gotc 1 xsysxsravs = [ff Fevso soc)dvs (2.28)

on a la segona igualtat també hem considerat G, = @3,

En el cas que a més a més d’'una distribucié de fonts acustiques tinguem
contorns solids, S, que puguin reflectir, absorbir o fins i tot emetre so, podem
utilitzar també el formalisme de la funci6 resposta a I'impuls i de la funcié de Green

* La terminologia que aqui emprem considerant la funcié resposta a I'impuls com la solucié a una
excitacié unitat al domini temporal i la funcié6 de Green com la soluci® a una excitacid unitat al
domini freqiiencial no s’acostuma a respectar en general a la literatura, i sovint es parla de la funcié
de Green al domini temporal i al freqliencial.
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per tal d'obtenir el camp acustic total. La pressi6é acustica al domini freqiiencial en
un punt x de I'espai esdevé [3,4]:

P, ()= jéj Gu(x | Xs)8(xs)dVs +

+ 2 [[{Bux | Xe) 7 D)~ D' (x6) ¥ Bl | x5)} - msiS(xs)
S
(2.29)

on ns representa la normal (dirigida cap a I'exterior) a la superficie S i x és ara un
punt de S. L'equacio (2.29) ens diu per tant que el camp acustic total en un punt x
és la suma del camp directe produit per la distribucié volimica de fonts més el
camp degut a les fonts superficials de S. La condicié de radiaci6 de Sommerfeld
0,p' —ikp') — 0 quan r— o i r=I|x| evita les contribucions d'una integral de
superficie a l'infinit.

Per altra banda, en el cas que no hi hagi fonts interiors a S el primer terme

de la dreta de (2.29) s’anul.la, i si escollim novament G,, ~ ., lequaci6 (2.29) reb
el nom de integral de Kirchoff-Helmholtz. Tant la integral de Kirchoff-Helmholtz com
I'equacio (2.29) tenen una gran quantitat d’aplicacions practiques i tedriques que
tanmateix no discutirem aqui [2,3,9].

2.3.3 Fonts dipolars i quadrupolars
Un cas particular de distribucié6 de monopols el constitueixen els dipols. Un dipol és
un conjunt format per dos monopols de for¢ca oposada (oscil.lant en contrafase) i

situats a molt curta distancia I'un de l'altre.

En efecte, suposem que tenim un monopol de for¢a s a xs +% i un de forca
-s Xs—3 i prenem el limit d — 0 amb kd<<1 i essent d=|d| i k el mddul del nombre
d'ones. Aleshores, la funcid de Green a xs i%es pot aproximar mitjangcant un
desenvolupament de Taylor a primer ordre

GO, t| Xst 9 ts)=G(X,t | Xs,ts) £ 5 - Vs GX, t | Xs,1Ls5) (2.30)

on Vs és el gradient respecte les coordenades de la font. El camp acustic en un
punt de I'espai ens vindra donat per (2.27)

p’(X, t) = S(t)d' VS G(X, t | Xs, ts) = D ° VS G(X,t | Xs, ts) (231)
on hem aprofitat la darrera igualtat per definir el moment dipolar D:=sd.

Finalment, I'equacié d’ones i I'equaciéo de Helmholtz inhomogénies que es
compleixen en aquest cas son
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02p' =-D - V(X —Xs)

, (2.32)
(V2 +k%)p,, =4nD v 6(x - Xs)

on hem tingut en compte que v,=-v per una funcié que nomeés depén de X-Xs.

En el cas que tinguem un conjunt de dipols d’idéntic moment dipolar, tals que
la distancia d entre els seus monopols constituents sigui molt inferior a la distancia
entre ells mateixos podrem parlar d’'una distribucié de dipols. Aixi doncs i de forma
~ general, quan tinguem un terme inhomogeéni de I'equacié d’ones (2.32) de la forma
oiFi(x,t), es podra interpretar com una distribucié de dipols de forga Fi(x,t) per unitat
de volum.

Si ara considerem un conjunt format per dos dipols de moment dipolar oposat
D, i separats una distancia d, parlarem d’'una font quadrupolar en el cas limit en que
d — 0 i kd<<1. Es pot demostrar, seguint un procés analeg al que hem exposat pels
dipols, que el camp acustic en un punt de I'espai sera

p'x,H)=(D-Vs)d-Vs)G(X, 1| Xs,ts) = Qj0i0;G(X, t | Xs, ts)
[/)\/w(X) = (D *Vs )(d *Vs )Ga)(x | xs) = /O,]aiaj@w(x l Xs)

ij=1+3 (2.33)

on /O,j :=Did; i Qj:=Djd.. Quan D i d siguin paral-lels parlarem de quadrupols
longitudinals i quan D i d siguin perpendiculars parlarem de quadrupols laterals.

A Tligual que pels monopols i pels dipols, també és possible obtenir
distribucions de quadrupols. De fet, qualsevol terme inhomogéni de l'equacid
d’ones de la forma 80;Fij(x,t) es pot interpretar com una distribucié de quadrupols de
forca Fii(x,t) per unitat de volum.

2.3.4 Desenvolupament multipolar

Hem vist a l'apartat 2.3.2 que el camp acustic generat per una distribucié de
monopols d’igual freqiiéncia ens ve donat per I'expressié (2.28). Si aquests
monopols es troben més o menys agrupats al voltant de I'origen de coordenades i
dins d’un volum de radi d, de manera que kd<<1, podem desenvolupar en série de
Taylor la funci6 de Green en camp lliure r'e™ de (2.28). Aquesta convergira
rapidament en el cas que ro>>d, on o és la distancia des del centre de coordenades
(recordem que r és la distancia des de la font situada a x, fins al punt receptor x, i.e
r=|x-xsl). D’aquesta manera obtenim [4]:

176”“ o ](;_oeikro)

[0 7] :=1-Xs - V45 (Xs - V)(Xs * V) — .. (2.34)

i substituint a (2.28) arribem a
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p', =87 — D v ek0) + Q00 e*o) + ..
8= [ff sxs)avs
Vs
V.

Q; =3 [If xsixg80xs)aVs
Vs

(2.35)

Per tant hem aconseguit escriure el camp acustic resultant de la distribucié
de monopols com una suma d’'un camp monopolar més un camp dipolar més un
camp quadrupolar, etc. Al desenvolupament (2.35) se 'anomena desenvolupament
0 expansio multipolar del camp acdstic.

Si es compleix clarament la condicid kd<<1 el camp acustic es podra
aproximar Gnicament amb el terme monopolar 8. En el cas que aquest darrer
s'anul.li per simetria, el camp acustic vindra dominat pel terme dipolar, D, i el seu
modul disminuira en un factor d'ordre ~ kd. Si tant S com D s'anul.len, el terme
quadrupolar sera el dominant i la seva amplitud disminuira ~ (kd)? vegades respecte
al monopolar. La disminuci6 de poténcia acustica (definida més endavant a
I'apartat 2.5.1) sera respectivament de I'ordre de ~ (kd)*.

2.4 Analisi de Fourier

2.4.1 Introduccié

Als apartats anteriors hem utilitzat la transformada de Fourier d’algunes variables,
com la pressié o la densitat, sense tenir massa cura de si aquestes complien els
requisits necessaris per tal que aquesta existis.

En aquest apartat veurem quins sén els tipus de senyals més habituals en
acustica i quines estratégies podem seguir per tal de poder-los aplicar el formalisme
de Fourier. També definirem algunes funcions de gran utilitat, i ampliament
utilitzades en el tractament de senyals, com les funcions d’autocorrelacio, de
correlacio creuada, I'autoespectre o I'espectre creuat.

2.4.2 Funcions periodiques

Una senyal periddica f(t), de periode T, es pot representar com a superposicio de
funcions harmoniques simples mitjangant una série de Fourier

)= f‘. Cre ot (2.36)

N=—o0

on w= % es la velocitat angular fonamental, =T és |a freqiiéncia fonamental i els
termes amb n+#0 s’anomenen harménics. Cada coeficient de Fourier C. es pot
calcular a partir de
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Co=1|Rpertdt, C,eC (2.37)

[< L ——

i el seu modul s'anomena amplitud de I'’harmonic n-éssim mentre que el seu
argument s’anomena fase.

La funcié de correlacié creuada (cross-correlation) de dues senyals fi(t) i fa(t)
es defineix com

)
AR+ 1) :=—’T-£ FiOFf(t+7)dt (2.38)

on el superindex * indica el complexe conjugat.

Si f,(t) i f,(t) s6n periddiques d'igual periode T podem utilitzar (2.36) i obtenir

f1(f)= Z Ane—inwt
e , (2.39)
fz(t)—_- E Bne—mwt

N=—o0

de manera que la correlacié creuada entre ambdues esdeve

AOhLE+D) = Y, AiBye o, (2.40)

n=—o

Veiem per tant que A:B, és el coeficient de Fourier n-éssim de la funcié de
correlacio creuada. Per altra banda de (2.40) és immediat veure que la funcié de
correlacié creuada de dues senyals periddiques és invariant sota translacions
temporals, i.e.

fi(t+to)fa(t+to + 1) = (OF2(t+ 7). (2.41)

En el cas particular en qué f;(t)=f,(t) definim la funcié d’autocorrelacio com
- T 2
FORE+ =+ [ AOfE+)dt= X 1Ay 2 e (2.42)
0 nN=—wo

on la darrera igualtat només és certa si fi(t) és periodica. El valor quadratic mitja
If1(6)|? de f,(t) sera per tant

2= X A2 . (2.43)

N=—c

2.4.3 Funcions aperiodiques que s’anul.len a I'infinit

Suposem ara que tenim una funci6 f(t) que no és periddica perd que s’anul.la de
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forma prou rapida quan t—+ «. Una condicié suficient per tal que la seva
transformada de Fourier existeixi és que f(t) € L2, on L? és I'espai de funcions de
quadrat integrable, i.e

L%:= {f(t) | of|f(t)|2dt< oo} (2.44)

Aleshores f(f) es pot representar mitjangant la integral de Fourier o
anti-transformada

fity= | Fw)edw (2.45)
| la transformada de Fourier o espectre F(w) de f(t) ens vindra donada per
o)== [ ftyetdt (2.46)

L'equacié (2.45) ens diu, per tant, que qualsevol funcid6 de L? es pot
representar com una superposici6 de funcions harmoniques de totes les
frequiéncies possibles w/2x.

La quantitat |3’(co)|2 s'anomena densitat espectral de poténcia de f(t) a la
frequiéncia w/2x.

La funci6 de correlaci6 creuada (2.38) de dues funcions fi(t) i f,(t) tals que
fi®) = | Fi(w)e™tdw
Py ) (2.47)
() = | Fa(w)e ™ dw
és

Fi(Of(t+7) =2n Of F1(@) F2(w)e ™ deo (2.48)

I ens mostra que l'espectre creuat de poténcia (cross-power spectrum) Af:(co)Afz(co)
és la transformada de Fourier de la funcié de correlacié creuada. També podem
veure facilment de (2.48) que aquesta darrera és invariant sota translacions

temporals i que la densitat espectral de poténcia, ]?(w)lz, és la transformada de
Fourier de la funcié d’autocorrelacié *(O)f(t + 7).

2.4.4 Processos estocastics

Considerem ara el cas d’un procés estocastic caracteritzat per una funcio f(t) d'una
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variable continua t, en aquest cas el temps. Per tal d’obtenir valors mitjans de f(t)
podriem realitzar una sequéncia de N experiments sota condicions identiques i
obtenir N valors de f(t;) per a un valor determinat del temps, ts. Amb aquest conjunt
de realitzacions de f(t,) i repetint el procés per a qualsevol valor de t4, podem definir
un valor mitja de conjunt de qualsevol funcié F de f(t), o de la propia f(t), de la
segiient manera

FIRD] =fim mZIZ Flfm(®)] (2.49)

on f, soén els diferents valors de f obtinguts a cada mesura. Es a dir, el valor mitja
de conjunt és el limit de la mitjana aritmética d’un conjunt infinit de realitzacions.

En el cas que restem el valor mitja de f(t) de (2.49) tindrem f(f)=0. Podem
definir aleshores parametres estadistics de f(t) com I'autocorrelacio

P(t, t+7) = RORE+0) =lim % %1 Fon(Bfm(t+7) (2.50)

o mitianes d’ordre superior com la correlacié triple, quadruple, etc,,

fORE+ TR+ 2Rt +73)...-

Direm que la funcio aleatoria f(t) és estacionaria si es compleix que

fORE+TORE+ )t +73)... = [+ DR+ 71 +oOft+T2 +Dt+T3+7)...  (2.51)

i.e els parametres estadistics es mantenen invariables sota translacions temporals.
En aquest cas, i si la correlacio de qualsevol ordre entre els valors de f(t) a temps
diferents tendeix a zero de forma prou rapida®, podem imaginar que el temps esta
dividit en diversos intervals seqilencials sense connexio estadistica entre ells.
Aleshores, enlloc d’haver d’obtenir un conjunt de N realitzacions repetint N vegades
el mateix experiment, per tal de poder definir un valor mitja, podem promitjar una
sola realitzacioé al llarg del temps:

- T
FIfD] :=Jim 77 jT FIfldt (2.52)

Aquelles funcions tals que les seves mitjanes de conjunt (2.49) coincideixen amb
les seves mitjanes temporals (2.52) s'anomenen processos ergodics. D'ara en
endavant suposarem que les funcions amb que treballem compleixen el requisit
d’ergodicitat i per aixd no hem utilitzat una notacio diferent per tal de distingir els
dos tipus de fer mitjanes.

Tal i com hem indicat a la introduccié 2.4.1 el nostre objectiu és el
d’aconseguir aplicar el formalisme de Fourier als diferents tipus de funcions que ens
trobarem al treballar en acustica. Suposem ara que tenim una funcié ergodica f(t) tal
que compleix

S Esadir (i+ORi+11 +0ORE+12 + D +713+7)... — 0 quan tcreix
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I T
7)1 =Jim 57 [ If(t)|*dt < co. (2.53)
—00 —T
En aquest cas la transformada de Fourier Jim f(w, T) amb
) T
fo,T) =5 | fiyetdt (2.54)
=T
en general no existeix a no ser que f(t) sigui periddica o que tf(t)—»O prou

rapidament. Tanmateix, per a una parella de funcions fi(t) i fx(t), 'espectre creuat de
poténcia definit per

\ . b , (2.55)
amb Fo(w, T == | f(Detdt; n=1,2
-T

si que existeix c.f [5] i és igual a la transformada de Fourier de la correlaci6 creuada

.
F@ORE+D) =fim 27 | HORE+ (2.56)
-T
de manera que
TOR(E+0) = | Si(wedo. (2.57)

La funcié d’autocorrelacio satisfa la relacio

fi(Of (t+7) = cf S1(w)e @ dw (2.58)
i per 7=0 tindrem
11012 = | S11(w)dw (2.59)

essent Si1(w) la densitat espectral de poténcia.

Les funcions (2.55)-(2.59) ens mostren que tot i que no sigui possible definir
la transformada de Fourier de la funcié ergodica f(t)®, si que és possible definir la
seva autocorrelacio i la seva correlacié creuada amb una altra variable ergodica,
alhora que les seves transformades de Fourier respectives.

% i en general de cap funcié a no ser que sigui periddica o s'anul.li prou rapid quan f — co.
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Una alternativa per tal de poder completar el procés i obtenir la transformada
de Fourier de f(t) és la d’utilitzar una funci6 de tall. Ja que la integral (2.53) existeix
per a un T finit podem introduir una funcié de tall f(t,T) definida per

] 0 1t >T
f(t,T)._{f(t) T (2.60)

Aleshores f(t,T) i f(w, T) esdevenen parells transformats i els podem aplicar el
formalisme de Fourier. Un cop finalitzat I'analisi podem calcular la densitat espectral
de poténcia prenent el limit T—co tal com s’indica a (2.55).

El truc d’analitzar f(t) durant un interval finit 2T esta relacionat amb el procés
fisic de mesura ja que, légicament, a la practica no es pot mesurar durant intervals
infinits de temps !. El fet que 2T sigui finit ens comportara limitacions en la resolucio
i el rang de frequiéncies de I'espectre de f(t). De fet, quanta més resolucié vulguem
obtenir en freqiiéncia, per tal de separar components en una banda d’amplada
Awl27, més temps de mesura 2T necessitarem’.

La finitud del temps d’anadlisi 2T no només comporta limitacions en la
resolucio de I'espectre sin6 que afecta la seva forma. Tanmateix, en aquest escrit
no aprofundirem més en aquest aspecte del tractament i analisi de senyals [2, 7].

2.4.5 Transformades espacials i transformades conjuntes k-o

Els conceptes que hem presentat als apartats anteriors utilitzant funcions
dependents del temps es poden ampliar a espais N-dimensionals. En concret
estarem interessats en les transformades respecte les variables espacials i en les
transformades conjuntes respecte les variables espacio-temporals.

El parell transformada-antitransformada per una funci6 f(x) és el segiient:

f(x) = of F(k)e™ dk
) e (2.61)
f(k) = Gy | fpe*xdx

—00

essent k el vector nombre d’ones. Fem notar que el conveni de signes que hem

7 Per exemple, amb un 2T tipic de 80 ms tindrem una resolucié de 12.5 Hz (1/T); si volguéssim
augmentar la resoluci6 en freqiiéncia hauriem d’augmentar el temps de mesura (160 ms — 6.25 Hz,
etc.) i si volguéssim una resoluci6 infinita en freqiiéncia hauriem de mesurar durant un temps 2T
infinit. Per altra banda, la maxima freqiiéncia que podem mesurar (freqiiéncia de tall de Nyquist)
depen del nombre de mostres (o linies) que I'aparell de mesura pugui prendre durant el temps 2T.
Seguint 'exemple anterior, en el cas que per 2T=80 ms prenguem 1024 linies, la freqiiéncia de
Nyquist sera 1/(80.10°/1024/2.56)=5000 Hz. Si mantenim 2T=80 ms i augmentem el nombre de
linies aconseguirem mesurar freqiiéncies superiors perd amb la mateixa resolucié de 12.5 Hz. Si en
canvi augmentem 2T mantenint constant el nombre de linies disminuira la freqiiéncia de Nyquist
perd tindrem una resolucié major.
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utilitzat és el contrari a I'emprat en el cas temporal.

Les funcions de correlacié creuada, autocorrelacié, espectre creuat i
autoespectre per senyals peridodiques i aperiodiques que pertanyen a L es
defineixen de forma analoga a com ho hem fet en el cas temporal tenint en compte
(2.61).

En el cas de senyals estocastiques ens trobem novament en la mateixa
situacié que en el cas temporal. Si els parametres estadistics d’'una funcié sén
invariants sota translacions espacials direm que aquesta és homogénia i podrem
equiparar les mitjanes de conjunt amb les mitjanes espacials (ergodicitat).

La funci6 de correlacié creuada entre dues funcions f;(x) i f2(x) sera

Fi0oR0cn) =fim v [] ficof0c+ nydx (2.62)

i es relaciona amb la densitat espectral creuada de poténcia

3 Fik Va(k,V)
) v

Sia(k) =Jjm (2

amb 'fn(k, V)= (—2:[)—3 jjj fn(k)e‘i""‘dx; n=12 (2.63)
v
a través de la integral de Fourier
000+ 1) = [[[ S12(k)e™ dk (2.64)

Finalment podem extendre tot el formalisme anterior a funcions f(x,t) que
depenen alhora de l'espai i el temps. En el cas de processos homogenis i
estacionaris podrem aplicar el principi d’ergodicitat i definir una densitat espectral
de poténcia Sk, w) a partir de la funcié d’autocorrelacié espacio-temporal

Py, t) =P(-n,—1) =f*(x, Hf(x+n,t+71) (2.65)

en efecte
Sk, ) = g JJI P@r, vye®r-eddnde (2.66)

i per tant
PG, 7) = J[[] Stk, )9 dkd (2.67)
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2.5 Intensitat i poténcia acustiques
2.5.1 Intensitat i poténcia instantanies

El vector d’intensitat acustica instantania o flux d’energia ens ve donat per
I'expressio

I(t) = p'(Ov() (2.68)

i té unitats d’energia per unitat de superficie i per unitat de temps. La intensitat
acustica es relaciona amb la densitat d’energia “e” mitjangant I'equacié

oe=-v-I (2.69)
amb
e=zpov(h? + 5Bp'(H2. (2.70)

La poténcia acustica instantania que travessa una determinada superficie S
(oberta o tancada) ens ve donada per

1i(%) = [ 1-ndS 2.71)
S

on n és la normal a la superficie S.

2.5.2 Intensitat i poténcia mitjanes

La intensitat i la poténcia instantanies a la practica no tenen gaire interés i es sol
treballar amb els seus valors mitjans al llarg d'un determinat interval de temps T. La
intensitat acustica mitjana o simplement acistica a seques és per tant

1=1% | p'Ov(ddt (2.72)

Oy

En el cas d'ones planes (2.18) podem comprovar utilitzant (2.72) i (2.9) que
el modul de la intensitat acistica es directament proporcional al quadrat de la
pressi6 acustica

ISE

=5 (2.73)

En el cas d'una funcié periodica p'(x,f)= 2, P,(x)e" tenim a partir de
N=—c0
(2.73) i de (2.43)

I=50 X |Pal?. (2.74)

N=—o
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Podem interpretar la quantitat
In = 7ac5|Pal? (2.75)

com la intensitat acustica de I'narménic n-éssim i_per tant com /l'espectre de la
intensitat. A partir de (2.42) podem veure que /, es relaciona amb la funcié
d'autocorrelacié de la pressié normalitzada

F(T) - P (25(:((:4’1) o n:z_w I—';e—inwr (276)

En el cas de funcions aperiddiques que pertanyen a L?> o de funcions
ergodiques, podem definir la intensitat emprant (2.73) i (2.59)

7= af 811(w)dw =T(0) (2.77)

on S11(w) és la transformada de Fourier de la funci6 d'autocorrelacié de la pressié
p'(Hp'(t+7). Per tant,

T Sl (2.78)
es pot interpretar com el flux mitja d'energia per unitat de freqiiencia i.e l'espectre

de la intensitat. L'equaci6 (2.58) estableix la relacié entre la funcié d'autocorrelacio
normalitzada de la pressio i I'espectre de la intensitat

I'@) = P/(t’?g;((:ﬂ) _ j T,e ™ dw (2.79)

Finalment, només ens resta definir la poténcia mitjana com

i={[7-nds (2.80)
S

2.5.3 Nivells de pressio, intensitat i poténcia

Tal i com hem comentat a la introduccié 2.1, I'oida humana és sensible al logaritme
de la intensitat actistica que per (2.77) esta directament relacionada amb el valor
quadratic mitja de la pressi6. Es per aixd que en acustica s'acostuma a treballar

amb els anomenats nivells de pressio, intensitat i poténcia que definirem a
continuacio.

El nivell de pressié acustica (sound pressure level) es defineix com

L,=SPL:= 10Iog10(%) 2.81)
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on po €s una pressié de referéncia que en el cas de l'aire val 2.10° Pa ®. La pressio
p pot ser tant una pressio6 instantania com un valor mitja i pot estar expressada tant
al domini temporal com al freqiiencial.

Les unitats del nivell de pressi6 L, so6n els decibels®, dB, i el seu rang de
variaci6 per a l'oida humana varia, en terme mitja, entre els 0 dB del llindar auditiu
i els 140 dB del llindar dolorés. Tot i que normalment se sol parlar de "x" decibels
de soroll referint-se a un valor "x" de L,, el correcte es parlar de "x" decibels de
pressi6 acustica referits a po, per tal de poder fer la distincié amb decibels referits a
diferents valors de p, (p.ex po=10® Pa en acustica subacuatica) o amb decibels
d'altres variables com la intensitat o la poténcia.

El nivell d'intensitat actstica (sound intensity level) ve definit per I'expressié
seglent

Li=SIL :=10log,,(#) (2.82)

on ara la intensitat de referéncia és 1,=10"2 W/m? Les unitats sén els decibels
d'intensitat referits a I,.

Finalment, el nivell de poténcia acustica (sound watt level) ve donat per
Lw=SWL :=10log, (&) (2.82)

on la poténcia de referéncia és IT,=10"2 W. Les unitats sén en aquest cas, decibels
de potencia referits a IT,.

3 AEROACUSTICA

3.1 Introduccio

Tal i com hem comentat a la introducci6 d'aquest escrit, I'aeroacustica s'encarrega
de I'estudi del soroll generat per fluixos no-estacionaris i/o turbulents | per la seva
interaccié amb contorns sélids.

En contraposicié a " I'acistica classica ", I'aeroactstica avalia el soroll
generat per les forces aerodinamiques o moviments que s'originen dins del propi
fluix on aquest es propaga. Aixi doncs, el soroll generat per plaques vibrants,
altaveus, instruments, etc., és a dir per forces externes al fluix, s6n objecte d'estudi
de l'acustica classica, mentre que el soroll generat per les forces no estacionaries
que actuen sobre les pales d'un ventilador o d'un helicopter, el soroll produit per
I'expansié d'un raig, o el soroll degut al flameig d'una bandera sota I'acci6 del vent

% po és el valor a partir del qual I'oida humana comenga a percebre la sensacié de soroll a la
frequiéncia de 1000 Hz.

? Notem que els decibels no sén propiament unitats en el sentit fisic de la paraula siné una escala de
mesura, ja que estan definits mitjangant un quocient de pressions, intensitats o poténcies.
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son problemes propis de |'aeroactistica.

L'aeroacustica és una disciplina relativament recent, sobretot si la comparem
amb l'acustica. Els seus fonaments foren establerts per Lighthill [11] I'any 1952, en
un treball innovador sobre el soroll de raigs en expansi6. Lighthill, que introdui la
terminologia encara vigent, de soroll aerodinamic per referir-se a I'aeroactistica va
idear el concepte d'analogia actstica. Les analogies acustiques han permes, al llarg
de la segona meitat del segle XX, entendre una gran quantitat de fenomens que
romanien inexplicables i progressar notablement en el disseny d'elements
silenciosos.

3.2 La definicié d’analogia actstica

Definicié: El terme “analogia acustica” es refereix al reordenament de les
equacions del moviment d’'un fluix en forma d’equaci6 d’ones inhomogeénia (veure
apartat 2.3) i de manera que en camp llunya (i ignorant els efectes no-lineals de
distorsio del paquet d'ones, "steepening") les pertorbacions de pressié es
propaguen en un medi en repos a la velocitat del so, c,, caracteristica d’aquest [10].
Es a dir una analogia acustica té la forma

0%h=1f(x, ) (3.1)
on h en camp llunya és equivalent a p’=p-p, 0 a p’=p-p,. f(x,t) és el terme font de h i
pot incloure tots els mecanismes de generaci6 i propagacio tals com el scattering
per remolins turbulents, les inhomogeneitats de temperatura, els efectes de

refraccié en els camps de temperatura i velocitat, etc. Les diferents eleccions de h i
f donen lloc a les diverses analogies que presentarem en els segiients apartats.

Per tal de clarificar la definicié d’analogia acustica seguirem els passos de
Lighthill [11] en el seu treball pioner sobre la generacié de soroll aerodinamic.
Veurem amb detall 'anomenada “analogia de Lighthill” aixi com la seva solucié

formal en el domini temporal i freqliencial [5,9]. La resta d’analogies seran
presentades de forma breu i tant sols n’esmentarem algunes caracteristiques

3.3 L’analogia de Lighthill
3.3.1 L’equacioé de Lighthill

El procés seguit per Lighthill amb I'idea d’obtenir una equaci6 en la forma de (3.1)
és el segiient:

L'equacié de continuitat d'un fluix ens ve donada per I'expressio
Dip+pv-v=0 <= 0w+0i(pvi))=0 (3.2)

Per altra banda, sigui ; el tensor de tensions viscos del fluid donat per
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Tjj =y(ajvi+a;vj—%v-v5y) (3.3)
i oy el tensor de tensions total del fluid donat per
oj=Poj—Ti (3.4)

Aplicant la segona llei de Newton i tenint en compte (3.4) i (3.2) obtenim
I'equaci6 de Navier-Stokes pel moviment del fluid

thV;+ajO','j=0 = 6,(pv,-)+6,-(pv,-v,-+a,-,-)=0 (3.5)
Si a continuaci6 fem 9(3.2)-6/(3.5) obtenim

01(3.2) = a%p +010i(pVi) = 0

; _A 2 _AA
0(3.5) = 0idi(pvi) + Did (pvivi-+ai) =0 }'6'(3'2) 03.5) = 0tp = 001pvivi + i)

(3.6)
i si restem c%v?p a banda i banda de (3.6) i tenim en compte (3.4) ens queda
02p—c3v2p = 0id(pviv; +(P—Cc5p)dj— i) =0 (3.7)
A continuacié definim el tensor de components T; com
T = pvivj+(p—c8p)j—Tj (3.8)
de manera que podem escriure (3.7) de la segiient manera
0%p—c3vip=0i0;T; (3.9)
o bé
02%p = 0i0;Tjj (3.10)

Per tant, hem aconseguit escriure les equacions de moviment del fluix en la
forma (3.1) és a dir com l'equaci6 de propagaci6 de les ones sonores en presencia
d’una font de soroll. '

Cal assenyalar que per arribar a I'equaci6 (3.10) no hem fet cap aproximacio
i que aquesta no és sin6 una forma alternativa d’escriure I'equacié de
Navier-Stokes (NS) fent us de I'equacié de continuitat. Aixo vol dir que si admetem
que NS és capac de descriure qualsevol tipus de fluix turbulent o no, I'equacio
(3.10) ens descriura exactament quin és el camp acustic que aquest genera. Es per
aixd que es diu que I'analogia de Lighthill és una analogia exacta. Tanmateix, una
primera aproximacié que se sol fer és la de negligir el terme de viscositat i suposar
que estem en el cas isentropic. Aleshores obtenim Tj=pviv;, aproximacié que
s'utilitza frequientment en els computs del soroll aerodinamic generat per fluixos
subsonics.
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Per altra banda cal assenyalar que I'equaci6é (3.9), o I'equivalent (3.10),
també és valida per a les fluctuacions de densitat p’=p-po quan aquestes es
propaguen en un fluix subsonic (O2%po ~ 0). Aixi doncs tindrem

0%(p —po) = 0:0;Tj (3.11)

i comparant amb (3.1) ens queda per tant h=p’=p-po i f(x,t)=0:0;T}.

3.3.2 La solucié temporal en camp llunya

La solucié a I'equaci6é de Lighthill (3.11) en camp llunya generat per un volum finit
de turbuléncia estadisticament estacionaria en un fluix no convectiu' es pot
expressar mitjangant la funci6 de Green tridimensional en camp lliure [5,9]. En
efecte, per a les fluctuacions de densitat en un fluid sense condicions de contorn
tindrem

(0= po)(X, 1) = 75 X 0i0;Tj = 7 010} 5 e T (3.12)

4ncy

on x=|x| i x representa el producte de convolucié. Si ara tenim en compte que
X . . - “..a

dix=%, que 0iAxB=A%0:B i que les derivades de x' son negligibles enfront x"

quan x—oo, podem escriure per a les variacions de densitat en camp llunya

iXj

(0~ po)x, D= Bz 070x ol Ty = |35 rzdc—cod [%0R Ty (3.13)

que escrit explicitament i integrant en el temps esdevé

O-pogd= oz s | ATt hary

1 XiXj
= dnct 3 me ATy, t+ 3z - Sy

(3.14)

on al darrer pas hem utilitzat I'aproximacioé |x-y| =x—-%+0(}) , By representa
'element de volum tridimensional dV(y), i V(y) és la regi6 on es troba la font de
soroll (i.e el fluid turbulent).

La interpretacié de I'equacié (3.14) és la segiient: el fluix de fluid s’ha
substituit per una distribucié equivalent de fonts acustiques 00;T; per unitat de
volum, presents en una determinada regié V(y) immersa en un medi en repos, on
les pertorbacions aclstiques es propaguen a una velocitat constant, c,. Per altra
banda, i per tal que (3.14) tingui sentit hem de suposar que T; decau de forma prou

¥ a metodologia que veurem a continuacié és aplicable a una gran varietat de fluixos no
necessariament turbulents.

YEn aquest escrit no presentarem les equacions pel cas convectiu. Es pot demostrar que I'efecte de
la conveccid és el de multiplicar la intensitat del so en una direccié 6 per un factor (1-M.cos6)®,
essent M. el nombre de Mach convectiu, i el de provocar un efecte Doppler a I'espectre del soroll
radiat.
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rapida amb la distancia de manera que la integral a V(y) sigui finita'2. A més a més
cal fer una altra aproximacio: ja que la que la densitat p-po @ (3.14) no només
apareix a I'esquerra de I'equacio sind que esta present a Tij (veure (3.8)) hem de
suposar que T; es pot obtenir en bona aproximacio6 dels calculs d'un fluix equivalent
on s’ha negligit el camp acustic. D'aquesta manera (3.14) no esdevé una equacio
integral i p-po es pot obtenir directament un cop conegudes les fonts de soroll Ty

Una mesura estadistica del soroll radiat en camp llunya ens ve donada per la
intensitat /(x) (veure apartat 2.5.2) que es proporcional a la fluctuacié quadratica
mitjana de la densitat (2.77):

100 = T(0)% = B¢-r0” x (3.15)

on a la darrera igualtat hem utilitzat (2.7) i ¢ := /Blpo . Per tal d'elevar (3.14) al
quadrat la multiplicarem per ella mateixa utilitzant una nova variable z amb origen a

y

X

(P=po), = 5" | OFTu(y+2, t+ 5o + 5 - £)dz (3.16)
— 00 V(Z)

nc§ x3

de manera que el modul de la intensitat ens queda

Jo9 = 16::/,;%;6 me v(f ) OFTiY, t+ 355 — E)0F Ty +2, t+ 3e + 32 - 2)PzdPy  (3.17)
r4

Per a un procés estacionari (2.51) perd no homogeni podem definir la funcié de
correlacio creuada dels tensors Tj; i Ty com

VV,]'k/(X, n, ‘L') = Tjj(X, f)Tk/(X+t], t+ T) . (3.18)

que en el nostre cas particular esdevé

Wiy, 2,36) = Ti¥, t+ 365 — o) Ty + 2, t+ 7o + 52 — &) = Ty, DTy + 2, 1+ 22
(3.19)

Si a més a més tenim en compte que per a un procés estacionari es compleix [5]
0t Wiy =07 Tj0f Ti (3.20)

podrem escriure finalment el modul de la intensitat com

XiXjX X1

/(X) . 1672pocix6

X —'o0

| | oWy, 2,7)|_ .. d*zdy (3.21)
Viy) Via) i

12 Aquest punt no és trivial en absolut i els passos per arribar a 3.14 requereixen alguns matissos.
Per una breu discussié sobre el tema veure la referéncia [5]. Una analisi detallada de la
convergencia i validesa de I'aproximaci6 de Lighthill pel métode de la mescla de desenvolupaments
assimptotics (MAE: Matched Asymptotic Expansions) es pot trobar a [33].
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L'equacié (3.21) ens dona el modul de la intensitat en un punt del camp
llunya, x, a través d’'una integral sobre el volum de la regié on es troba la font de
soroll, definit per la variable y. Per tant podem interpretar I'integrand de (3.21) com
la contribuci6 a la intensitat d’un diferencial de volum de turbuléncia centrat a y. Si
anomenem i(x) a aquesta contribucié podem escriure el modul de la intensitat com

I(x) = f i)y (3.22)

on

160 = 16n2pocox2 5 Wy, 2,7)]| % a’z (3.23)

i hem definit

Ixjxkxl

W(x) Wykl (3 . 24)

per tal de compactificar la notacio.

3.3.3 La solucié al domini freqiiencial en camp llunya

Generalment, la informacié que ens és més util a I'hora de tractar amb problemes
d’actstica és el contingut espectral del soroll rebut. Es per aixd que resulta
interessant expressar els resultats de I'apartat anterior al domini freqiiencial, per tal
de conéixer quina és la contribuci6é de cada un dels components espectrals al soroll
total mesurat en un punt, x, de I'espai.

L'equacié (2.79) ens relaciona l'espectre de la intensitat amb la funcio
d'autocorrelacié normalitzada. De fet, I'espectre de la intensitat /, és la seva
transformada de Fourier

Ip= I T(1)e dr = g5 I p'(Op (t+1)e (3.25)

i utilitzant (2.7) i ¢o := ,/Blpo

T2 | =)0 D= po)K T+ De"dr (3.26)

A l'apartat anterior hem calculat la intensitat a partir de la funcié
d'autocorrelacié per a la densitat quan t=0. La funcié d'autocorrelacié de la densitat
per un 70 sera, seguint el procés de les eqs (3.16)-(3.21) amb lleugeres
modificacions

(=P, D= o)X, E+7) = Tomacmz (Iy ) v{ )a Wy, 2,7+ 52)dzdPy (3.27)
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Substituint (3.27) a (3.26) i fent Us de les propietats de les transformades de Fourier
per a derivades i translacions arribem a

To=o5mm0* | [ €% Wy(y,z,0)dPzd% . (3.28)

= w
o 3273poc2x2
poto Viy) Viz)

A continuacié ens definim la transformada (k,w) del tensor W, (veure eq
(2.66))

Woo v, k. 0) = ez | | Wy, 2, e **0dzdr (3.29)
7 V(2)

on hem utilitzat el doble circumflex per remarcar que es tracta d'una transformada
espacio-temporal. Fent Gs de (3.29) podem obtenir el modul de la intensitat en un
punt x degut a una determinada freqiiéncia w (3.28) com

To =3 2ez0t vj(y ) Weo(y, —2%  w)dPy . (3.30)

Novament podem veure l'integrand de (3.30) com la contribucié a la intensitat
d’'un diferencial de volum de turbuléncia centrat a y. Si anomenem i(x, w) a aquesta
contribucié podem escriure:

Ix, )= | ix,w)dPy (3.31)
V()
on ara
ix, )= mﬁ;w‘W(x)(y, —¥ W) (3.32)

Finalment la intensitat total deguda a la contribuci6 de totes les freqiiéncies
es pot escriure com:

[e¢] [oo]

Jo9:= 2+ | ix, w)dw = W | 0* Wy, ~22, w)dw (3.33)

—0

Des del punt de vista fisic és important veure la informacié que ens aporta
I'equacio (3.32). Aquesta equacio ens diu que la intensitat que rebem a x d’'una ona
d'una determinada freqiiéncia o, només pot haver estat generada per aquells
elements de la font quadrupolar d'igual freqiiéncia w i amb el vector del nombre
d’ones, de modul w/c,, apuntant en la direccié6 de x. Aixo explica el fet que la
turbuléncia sigui un procés extremadament ineficient com a generador de soroll: en
efecte, del conjunt de remolins presents al fluix, molt pocs tindran les
caracteristiques necessaries per tal de generar una determinada ona sonora en una
determinada direccié de I'espai.
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3.3.4 Analisi dimensional

Una primera idea de la dependéncia del soroll radiat en funcié dels diferents
parametres que caracteritzen un fluix aperiodic i/o turbulent ens la pot donar un
analisi dimensional de I'equaci6 (3.21).

Suposem que tenim un fluix caracteritzat per remolins de grandaria L i
velocitat U. El soroll que aquests remolins generen tindra una freqiéncia de l'ordre
de U/L i la seva longitud d’ona sera de I'ordre de 1=0(L/M), on M és el nombre de
Mach (M=U/c,). Al quocient A/L~M" se 'anomena “factor de compacticitat” i per a
valors petits de M (turbuléncia subsonica) té un valor elevat. Per tant, a nombres de
Mach baixos els remolins apareixen “compactes” comparats amb I'escala de la
longitud de I'ona acustica i els retards temporals, %=, de l'equacié (3.21) sén
aleshores negligibles. En efecte, I'escala de temps del fluix és de l'ordre de L/U
mentre que els retards temporals per un valor de |z maxim, L, s6n de l'ordre de

L/co. El quocient (L/co)/(L/U)=M i es pot negligir si M és prou petit.

Sota les hipotesis anteriors podem aproximar els parametres de I'equacio
(3.21) de la seglient manera:

(Ti)? - poU*
0. - UIL (3.34)
dz-L3

La intensitat total en un punt x ens vindra donada per:

100 - L3(X) = 72z (£)*pRUPLE - poUPz M (3.35)
Si ara integrem la intensitat (3.35) per a una esfera de radi x obtindrem la
poténcia acustica total radiada:

Was - X?1 = poUPLEMP = 2 UBL? (3.36)

Per tant, la poténcia acustica radiada varia amb l'octava poténcia de la
velocitat (index de velocitat de Lighthill). Per altra banda, si observem que poU3L? és
la poténcia mecanica del fluix, 'equaci6 (3.36) ens diu que només M° d’aquesta es
converteixen en poténcia acustica. Aixi doncs, a nombres de Mach baixos la
turbuléncia és un procés forga ineficag com a font de soroll.

3.4 L’analogia de Powell-Howe

L'analogia de Powell-Howe [13,14] és valida per a nombres de Mach baixos,
nombres de Strouhal moderats i nombres de Reynolds alts. En aquest cas la font de
soroll es pot considerar incompressible i es compleix que v-v=0.
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Sigui w la vorticitat del fluid i v el camp de velocitats. Tenint en compte la
identitat vectorial

(V-VWV=0AV+V (V) (3.37)
i prenent la divergéncia a banda i banda de (3.37) ens queda:
010,(Viv) = V (@ A V) +V2 (5V?) (3.38)

El terme de I'esquerra de I'equaci6 (3.38) és el terme font de I'equaci6 (3.11) i (3.1)
pel cas isentropic en qué Ti=pviv;. Pel que fa al segon terme de la dreta és pot
demostrar que és insignificant enfront el primer quan es busca la soluci6 acustica
en camp llunya. Aixi doncs, l'equacié dones corresponent a [analogia de
Powell-Howe, i equivalent a (3.11), es pot escriure com:

0%(p—po) =V (@ AV) (3.39)

La solucié a (3.39) en camp llunya ve donada per la seglent expressio
(equivalent a I'equacio6 (3.14) que hem trobat per I'analogia de Lighthill):

(=o)X, D= Gz 53 0F J(x Y)X- (@ AV, t-E)dy (3.40)

Una avantatge que presenta (3.40) respecte (3.14) és que ara la integral nomeés
s’ha de fer per a aquelles zones de I'espai en que la vorticitat és diferent de zero.
Tanmateix cal anar amb compte: I'equacio (3.39) ens mostra la font de soroll com
una distribucié de dipols (tenim una divergéncia enlloc d’una doble divergéncia) i
per tant, el caracter quadrupolar que (3.11) ens diu que aquesta té s’ha de
recuperar per cancel-lacions mitues de dipols. Aixo implica que les diferéncies en
els retards temporals no es poden ignorar a I'hora d’avaluar (3.40), fet que té un
cost computacional important.

3.5 L’analogia de Moéhring

L’analogia de Méhring [15] s'aplica basicament sota les mateixes condicions que la
de Powell-Howe perd no presenta els seus problemes. En efecte, a la formulacio de
Méhring la vorticitat hi apareix com a tnica font de soroll (i per tant no cal integrar a
les regions on aquesta sigui nulla) i a més a més aquesta té un caracter
quadrupolar. Les fluctuacions de densitat en camp llunya i lliure venen donades
per:

(P~ pOYX, = T3 4508 I Y)Y - (@ AX)Y, t-&)dy (3.41)

Cal assenyalar que l'analogia de Mohring es basa en l'existéncia d'una
funcio vectorial de Green G(x,t), tal que vG=V AG. De fet G només pot existir si
v2G=0 i aixd en general no és compleix, tot i que per a nombres de Mach baixos és
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una aproximacioé acceptable [9, 15].

Computacions aeroacustiques basades en les analogies de Powell-Howe i
Méhring han estat realitzades per alguns autors [16,17,18,19] per tal de resoldre
problemes de caire més aviat académic en que s'analitzen els camps acustics
generats per la interaccié de vortexs anulars en diverses situacions.

3.6 L’analogia de Ffowcs Williams - Hawkings (FW-H). Interacci6
amb superficies solides.

L'equacioé (3.14) de I'apartat 3.2 ens ha permés avaluar les fluctuacions de densitat
mitjangant la convolucié de la font de soroll amb la funcié de Green en camp lliure.
Ara bé, si volguéssim resoldre el problema de calcular el soroll generat per un fluid
interaccionant amb una superficie sodlida, la darrera no seria valida i hauriem
d'obtenir la funcié de Green de la geometria del nou problema per tal de seguir el
mateix plantejament de 3.2.

Trobar funcions de Green analitiques per a geometries simples és possible i
també calcular-les numéricament en alguns casos. Tanmateix aixd no sempre és
facil, i un procediment alternatiu per evitar-nos aquest pas previ el constitueix
I'equacié FW-H [5,9,20,21]. L'equacié FW-H ens permet seguir emprant la funcié de
Green en camp lliure a canvi de modificar el terme de les fonts de soroll.

Suposem que tenim una superficie S definida per una funcio f tal que

fix,j=0 VxeS
fix,H)>0 Vx del fluid (3.42)
fix,f)y<0 Vx interiora S

i.e f és positiva a tot I'espai ocupat pel fluid, zero a la superficie S i negativa a
l'interior de S. Si la superficie S es mou amb velocitat V i tenim en compte que ve
definida per f(x,t)=0 sempre es complira que:

6tf(x, t) + V,-a,-f(x, t) =0 (3.43)

Per altra banda, la funcié de Heaviside H(f) pren per definicié el valor unitat a

tot el fluid i esdevé zero al volum englobat per la superficie S. El producte (p-po)H(f)

esta definit a tot I'espai i ens déna per tant les fluctuacions de densitat a la zona
ocupada pel fluid mentre que és nul a la resta de regions (i.e a l'interior de S).

Si a continuacié multipliquem l'equacié de continuitat (3.2) per H(f) i entrem
H(f) a l'interior del operadors diferencials obtenim

otl(p = po)HB] +0ilpuiH®)] = po VioiH(P) + p(ui— V)oiH(F) (3.44)

Si fem el mateix amb I'equacié NS (3.5) obtenim
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OtlpuiH(N)] + 0il (PS5 + puiippHA] = [P+ pui(u; — V)]oiH P (3.45)

A partir de (3.44) i (3.45) i seguint els mateixos passos que hem fet a l'apartat 3.2
per tal d'obtenir I'equacié de Lighthill (3.8)-(3.11) arribem a

O%[(p = po)H(N] =00 TiH®] +OFO(h] +0[QI(H] (3.46)

amb
Tij=puitj+[p—c§(p—po) i
Fi=—[pd; + pui(u; — V;)1oif (3.47)
Q= [po Vi +p(Ui - V/)]a,'f

En el cas en que no hi hagi cap superficie present es complira que H(f)=1i d(H=0 a
qualsevol punt de forma que (3.46) passa a ser I'equacié de Lighthill (3.11). Com
podem veure, la diferéncia entre (3.46) i (3.11) és I'aparicioé de noves fonts de soroll
a part de les quadrupolars §i6;T;. En efecte, el segon i tercer terme de la dreta de
I'equacié (3.46) representen respectivament concentracions de dipols i monopols a
la superficie S.

A partir de (3.46) ja podem utilitzar la funcié de Green en camp lliure per tal
de trobar les fluctuacions de densitat en camp llunya tal i com hem fet a
(3.12)-(3.14). En aquest cas obtenim:

(= PO,DHO= 55" 4 L300 oot waf I TiH(O1 - 2% 3 20X~ oK OIF (N +

+ 4 5(x= coty %o Q5(h)]

471.'00
(3.48)
L'equivalent a I'equacio (3.14) en aquest cas és [9]:
(P=po)0 O= ez 55 0F [ Tiy,t-Syddy+
X — o 0 V'(y)
4 lipHipui(ui-V,) -
sz V501 i [ 21y, t- %y Py + (3.49)

Vitp(ui-V)) -
+ancg 70 U510 = PPy

on M =35 és el vector nombre de Mach, Vi(y) és el volum ocupat pel fluid (on >0),
S la superficie que I'engloba i | la normal a aquesta. L'equaci6 (3.49) es coneix amb
el nom d’equacié de Ffwocs Williams-Hawkings i pel cas particular d’'una superficie
de control estacionaria (V=0) reb el nom d’equacié de Curle. L'equacio (3.49) és de
fet una generalitzaci6 de I'equaci6 de Kirchoff-Helmholtz (2.29) de l'acustica lineal i
s’ha utilitzat en diverses versions simplificades [22] per tal de calcular el soroll
aerodinamic generat per helicopters, rotors, hélixs, ventiladors, etc. (veure p.ex
[23,24]).
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3.7 Altres analogies

A més a més de les analogies que hem presentat als apartats anteriors, i que hem
considerat les més adients de cara a resoldre problemes d'enginyeria esmentats a
la introduccid, n'existeixen d'altres alternatives, la formulaci6 de les quals
resumirem a continuacio a titol informatiu [25].

3.7.1 Analogia de Legendre

Equacio:

(DA D1~ v2)® =-Di(& Vv : vV 35 VInhD) - 5 V2 VD -2V v : V(5z Div)

(3.50)
essent h I'entalpia i ® =V -v la dilatacio.
3.7.2 Analogia de Phillips
Equacio:
(D?-v-c?V)Inp=yvv:vVv (3.51)
on y és el quocient de calors especifics.
3.7.3 Analogia de Lilley
Equacio:
D{D? -v-c2v)Inp’+2vv:v(c®VInp) ==V -vV-v:VV (3.52)
3.7.4 Analogia de Ribner
Equacio:
02p = 1 .22,,(0)
v?2 pg) =§,-g;p€)u,‘uj (3.53)
3.7.5 Analogia de Howe
Equacio:
(6¢25Dt— V2 )hs =5t($Dtv72) -V(VAw) (3.54)

on hs=h+v?/2 és |'entalpia d'estagnacio.
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4. AEROACUSTICA COMPUTACIONAL DE FLUIXOS SUBSONICS

4.1 Introduccioé

Tot i que en un principi els avencos i desenvolupaments importants en aeroacustica
i aeroacustica computacional es van realitzar en el camp de I'aeronautica, on el
rang tipic de velocitats és proxim o superior a la velocitat del so, I'aeroacustica
computacional de fluixos subsonics ha rebut un fort impuls els darrers anys. Aquest
fet es deu basicament als segilents motius:

En primer lloc cal assenyalar que a no ser que la velocitat mitja del fluix
analitzat sigui unes dues vegades superior a la velocitat ambient del so, la radiacio
de soroll es deu basicament a la lenta evolucié temporal dels remolins convectats.
En aquest cas, fendmens com la propia conveccié de remolins, la refraccio o
lapantallament es poden avaluar mitjangant correccions multiplicatives de la
radiacié de remolins subsonics.

Per altra banda cal destacar I'aparicié de problemes de soroll caracteristics
del propi rang subsonic com poden ser el soroll generat per ventiladors, per
apéndixs d’automobils o per trens d’alta velocitat. En molts casos aquests fenomens
han adquirit importancia degut als avencos en altres camps de l'acustica. Aixi
doncs, el soroll aerodinamic generat per les pales d’'un ventilador pot resultar
molest “gracies” a que s’ha aconseguit disminuir notablement el soroll generat pel
motor que les mou. El mateix passa amb el retrovisor o el sistema de ventilacié d'un
automobil que no resultaven molestos fins que s’han aconseguit reduccions
considerables del soroll generat pel motor.

Finalment, l'aeroacustica computacional o CAA (CAA: Computational
AeroAcoustics) resulta interessant des d’un punt de vista cientific ja que presenta
nombrosos problemes numeérics que no solen aparéixer en altres camps de
computacié en enginyeria. Veurem aquest punt al proxim apartat.

4.2 Dificultats que presenta l'aeroactistica computacional de fluixos
subsonics

L'aeroacustica computacional s'ha d'enfrontar amb una série de dificultats que no
son habituals en camps com la mecanica, el calcul d'estructures o I'aerodinamica,
on s'han desenvolupat una gran quantitat de técniques computacionals avangades.
Aquestes dificultats es deuen al segient [10]:

e El gran marge d'audibilitat de I'oida humana que varia aproximadament entre
els 0 dB i els 140 dB, i correspon per tant, a unes variacions d'intensitat de
l'ordre de 10™.

e |'elevat rang de freqiiéncies que pot percebre I'oida i que varia entre els 20
Hz i els 20.000 Hz i.e unes 10 octaves, mentre que per exemple la vista
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només en comprén una. A més a més, l'oida és especialment sensible entre
els 1000 Hz i els 4000 Hz, freqiiéncies que solen estar quatre o cinc octaves
per damunt dels pics de soroll més intensos generats per algunes fonts
aerodinamiques.

L'enorme disparitat d'escala entre I'energia del camp aerodinamic i la del
camp acustic que aquest genera. De fet aquest darrer sol ser de I'ordre de M*
(M = nombre de Mach) vegades el primer en el cas de fluixos subsonics. La
debilitat del camp acustic fa que sovint el "soroll" propi de I'algorisme
numeric (errors de difusié i dispersio) sigui superior al del propi camp que
volem calcular.

El segiient exemple ens pot donar una visi6é clara d’aquesta debilitat: Un
Boeing 767 genera la mateixa intensitat sonora en enlairar-se que la que
farien tots els habitants d'una gran ciutat cridant alhora de forma coherent.
Tanmateix, el conjunt de tota I'energia sonora que aquest radia durant els
aproximadament 45 segons que dura I'enlairament és totalment insuficient
per fregir un sol ou ferrat !

L'enorme disparitat entre l'escala dels remolins del fluix i la longitud d'ona del
S0 que generen (veure punt 3.3.4).

L'analisi numéric ha de conservar el caracter multipolar del camp acustic: el
fet de substituir una font quadrupolar per una de dipolar (p.ex fer servir
I'analogia acutstica de Howe enlloc de la de Lighthill) pot conduir a greus
errors en l'avaluacié de la directivitat del camp acustic, a no ser que les
integrals es calculin amb extrema precaucio, tenint en compte totes les
variacions en els retards temporals.

Un altre problema, que no tractarem aqui de forma especifica, és el de la
propagacio del so a grans distancies (p. ex ~ 300 m) on poden tenir lloc
importants efectes no-lineals com el steepening [26].

4.3 Alternatives de computacio del soroll aerodinamic

Per tal de computar el soroll aerodinamic generat per fluixos no perioddics i/o
turbulents i la seva interaccié amb superficies solides s'han seguit diferents camins
[10, 23, 26, 27, 28] que resumim a continuacio:

Simulacié Directa (DNS: Direct Numerical Simulation): La simulacio directa,
tal i com el seu propi nom indica, consisteix a resoldre directament les
equacions de NS (fent servir p.ex. metodes espectrals, diferéncies finites o
elements finits) per a un fluid compressible de manera que el camp acustic
apareix de forma natural en la solucié obtinguda. Naturalment, el tipus de
problemes resolubles mitjancant aquesta técnica és certament limitat degut
als punts esmentats a l'apartat anterior i tant sols s'obtenen resultats
acceptables per nombres de Reynolds i frequéncies baixes [19, 29, 30]. Toti
que l'opcié DNS és util per tal de comprovar la validesa d'algunes analogies
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acustiques, no és aplicable als problemes tipics d'enginyeria esmentats a la
introduccio.

Finalment, cal dir que el nom de DNS aplicat a I'aeroactstica computacional
condueix a algunes confusions ja que de vegades es fa referéncia a ell quan
en una analogia s'obté el terme font, f(x,t) de (3.1), mitjancant una
computacié directa per CFD (CFD: Computational Fluid Dynamics),
independentment de com es calculi posteriorment el camp acustic.

Analogies acustiques: La utilitzacié d’analogies acustiques juntament amb la
funci6 de Green apropiada a la geometria del problema que intentem
resoldre és sens dubte un dels métodes més emprats per tal de computar
soroll aerodinamic. La idea és la de calcular el terme font de (3.1) mitjangant
CFD i a continuaci6é resoldre I'equacié6 inhomogénia resultant al domini
temporal o al freqliencial. En el proxim apartat presentarem amb més detall
aquesta opcio.

Integral de Kirchoff-Helmholtz: Una altra de les opcions per tal de computar
soroll aerodinamic és la d'utilitzar I'integral de Kirchoff-Helmholtz (2.29)
(veure p.ex. [3, 4, 31] per a superficies en moviment i [26,29,32] per alguns
resultats de simulacions aeroacustiques). Tot i que aquest enfocament no
esta exempt de nombroses dificultats (per comencar la d'escollir la posici6 de
la superficie virtual S) el métode ha estat emprat per al calcul de soroll
generat per capes limit i raigs amb bons resultats.

Mescla assimptotica quan M — 0 : La idea de la mescla assimptotica és la
d'enllacar la soluci6 interna d'un nucli rotacional de longitud d'escala propia I,
(representant un remoli de tamany I) amb un camp acustic extern de longitud
d'escala propia IM. La soluci6 interna es podria calcular per CFD i després
realitzar I'enllag. Una discussi6 detallada sobre les avantatges i els
problemes d'aquest enfocament es poden trobar a [33].

4.4 Analogies acustiques en CAA

Tal i com hem comentat al llarg d'aquest escrit, I'opci® més raonable, al nostre
entendre, per tal de realitzar computs de CAA de fluixos subsonics aplicats als
problemes d'enginyeria que ens interessen és la d'emprar les analogies acustiques.
En el cas que no hi hagi preséncia de superficies solides, les analogies de Lighthill
(3.14), Powell-Howe (3.36) i Mohring (3.40) semblen a priori les més adients. En
cas contrari, la utilitzaci6 de I'equacié FW-H (3.46)-(3.47) podria resultar I'opci6
adequada tenint en compte que els termes monopolars i dipolars de (2.35) solen
dominar el camp acustic.

El procés computacional que I'is d'una analogia actstica comporta es pot

veure esquematitzat a la Fig 4.1.
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Fig. 4.1. Esquema d'utilitzacié d'una analogia acustica en CAA.

Tal com podem veure a la Fig. 1 el procés consta de tres fases: Una primera
en que es realitza una computacié CFD del camp aerodinamic fent servir la tecnica
més adient al problema amb qué ens trobem. En el cas de fluixos aperiodics i/o
turbulents es pot utilitzar tant una simulacié directa DNS, els problemes de la qual
ja hem comentat anteriorment, com una simulaci6 semideterminista, SDM (SDM:
Semi-Deterministic Modelling), en que es computen les estructures coherents del
fluid i s'utilitza un model de turbuléncia pel moviment estocastic de les escales
menors, corresponents als remolins més petits de la cascada de Kolmogorov.
També es poden utilitzar els diferents models k-¢ de clausura de les equacions o
una simulacié LES (LES: Large Eddy Simulation) en que es computen les escales
més grans del fluid i s'utilitza un submodel per tal d’avaluar la influéncia de les
petites. Aquesta darrera opcié és certament esperancadora [27] ja que en principi
ens permet ajustar el maxim nombre d'ona computable i saber per tant el limit a
partir del qual els resultats obtinguts deixen de ser realistes. A més a més, amb un
mallat prou fi seria possible capturar part de I'estructura interna dels remolins i
calcular part de l'espectre d'alta freqiiéncia radiat. La caracteritzacio del soroll
radiat per les escales no resoltes del moviment ha estat objecte de diversos estudis
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[34, 35].

En una segona fase es fan servir els calculs de CFD per tal d'obtenir les
fluctuacions aerodinamiques que constituiran el terme font de I'analogia acustica
(3.1) que haguem escollit pel problema particular amb que estiguem tractant.

A la tercera i ultima fase haurem de resoldre I'equaci6 d'ones inhomogénia
(3.1). Aixd ho podrem fer tant en el domini temporal com en el freqiencial, en el
qual I'equacio d'ones esdeve la coneguda equaci6 de Helmholtz. L'eleccid d’'una o
altra opci6 pot ser determinant a I'hora d’obtenir resultats acceptables. En efecte,
tot i que les equacions (3.12), (3.14) i la seva transformada al domini freqiiencial
condueixen tedricament al mateix resultat (un cop feta la transformada de Fourier
de les solucions de (3.12) i (3.14)), els valors obtinguts mitjangant els diferents
algorismes numeérics poden discrepar notablement. Un exemple el podem trobar a
[27]. En aquest article s'utilitza en primer lloc la formulacié (3.12), amb la doble
divergéncia del tensor de Reynolds instantani (aproximacié isentropica) com a
terme font, per tal de calcular el soroll radiat per un raig pla en expansio,
préviament simulat amb SDM. A continuacio s'utilitzen les formulacions basades en
(3.14) i la seva transformada per resoldre el mateix problema. Tot i que aquestes
darreres donen resultats forga semblants, la formulacié basada en (3.12) arriba a
donar resultats que superen en més de 10 dB les anteriors.

5. CONCLUSIONS

En aquest escrit hem presentat una introduccié a l'aeroacustica seguint el
procediment de Lighthill, que fou el primer en establir el concepte d'analogia
acustica. Les analogies acustiques han permés entendre una gran quantitat de
fenomens de generaci6 de soroll aerodinamic que romanien inexplicables abans de
la seva formulacio.

Amb l'objectiu d'escollir una metodologia util per tal de poder realitzar
simulacions numeériques del soroll generat per fluixos subsonics no periodics i/o
turbulents, i per la seva interacci6 amb contorns solids, hem presentat amb cert
detall les analogies que a priori ens han semblat més adequades a tal efecte.
Aquestes son les analogies de Lighthill, Powell-Howe, Mohring i l'equacié de
Ffowcs Williams - Hawkings.

A continuacid hem vist, de forma bastant genérica, quines sén algunes de les
dificultats amb qué hom es pot trobar en el camp de I'aeroacustica computacional i
quins so6n els enfocaments més importants que s'han seguit fins a I'actualitat en
CAA.

Finalment, i de cara a poder fer simulacions del soroll generat pels apendixs
de trens d'alta velocitat, pels apéndixs d'automobils o per ventiladors hem vist que
una de les opcions més raonables féra la de realitzar una simulacié LES del camp
aerodinamic, i aixi obtenir els termes font d'una analogia acustica, possiblement la
de Lighthill o la de Ffowcs Williams-Hawkings. A continuacié caldria resoldre
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aquestes darreres equacions al domini temporal o al freqtiencial, fet que suposaria
haver de resoldre una equacié d'ones inhomogénia en el primer cas i una equacio
inhomogénia de Helmholtz en el segon.
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