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RESUMEN

En este articulo se presenta la formulacién de una banda finita destinada al analisis de
céscaras cilindricas simplemente apoyadas en sus extremos basada en funciones de interpolacion
que son solucién de ecuaciones aproximadas de ciscaras. Se presentan algunos ejemplos que
muestran el buen comportamiento del elemento para el andlisis estitico de cascaras.

SUMMARY

In this paper a finite strip formulation used for the analysis of simply supported cylindrical
shells es presented. It is based on interpolation functions which are solution of approximated
equations of shells. Examples of the good perfomance of the element for static analysis of shells
are presented.

INTRODUCCION

Las cdscaras cilindricas han sido comunmente idealizadas o bien mediante elementos
finitos estandar o, mds eficientemente en el caso de extremos simplemente apoyados,
mediante elementos semianaliticos.

Dentro de este 1iltimo contexto y para el andlisis estatico de cascaras cilindricas, nos
encontramos en primer lugar con el trabajo que Scordelis® presenta en 1964 destinado
a resolver sistemas de cdscaras miltiples. En este trabajo, basado en el método de la
rigidez en forma matricial, la matriz de rigidez de cada cascara es determinada a partir
de las soluciones que Gibson? propone para la teoria de cascaras de Donnell. Durante
la década siguiente, Cheung® presenta la banda finita plana cuya formulacién esta
basada en el método de los elementos finitos en desplazamientos, y, més recientemente,
Giré* presenta un método semianalitico basado en un procedimiento de separacién de
variables e integracién numérica de las ecuaciones de cascaras cilindricas.

El objetivo de este trabajo es presentar una formulacién de bandas finitas basada
en la teoria de cdscaras de Koiter-Sanders que utilice como campo de desplazamiento
aproximado las soluciones propuestas por Gibson y en donde la matriz de rigidez y
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el vector de cargas son obtenidos a partir del principio de los trabajos virtuales. De
este modo se logra un elemento mdas confiable que el de Scordelis, que requiere menos
elementos que las bandas planas y evita la integracién numeérica del elemento de Giré.

'DESARROLLO DEL ELEMENTO

Funciones de desplazamiento

Consideremos una franja genérica de directriz cilindrica circular a la que
supondremos simplemente apoyada en ¢ = 0 y z = L (ver Figura 1) En cada linea
nodal se definiran desplazamientos en las direcciones z, y, z y un giro  alrededor del eje
z, resultando cuatro grados de libertad por linea nodal y un total de ocho grados para
la franja.

franja

lineas nodales
A\

Figura 1. (a) Cdscara cilindrica dividida en franjas finitas,
(b) Franja finita de directriz cilindrica circular, pardmetros de
desplazamientos nodales.

Los desplazamientos podran expresarse en la forma:
u = }_: fru(e —X' (z)
v = Z fn(9)Xm(2)
= (1

w = Z_: fr($)Xm(2)

o= {2 - §1f$(¢)X (2)
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donde:
Xm(z) = sen (kz) k=mnr/L

De acuerdo con las soluciones presentadas por Gibson las f,,,(¢) tendran alguna de
las dos formas siguientes:

Funciones pares:

£,.(¢) = a(B1 cos f1¢ — B, sen Pf1$)e™® — b(BycosPi¢ + By sen B1g)er®
+ c(Bscos B¢ — By sen Bi¢)e*1® — d(Bycos B¢ + By sen Big)ex1®
+ e(By cos B¢ + By sen f1p)e™**® — f(By cos frgp — By sen fig)e”*?

+ g(Bscos B1¢ + By sen ﬁ{q&)e"";d’ — h(B4cos 31¢ — Bj sen ﬂ{qﬁ)e""’ld’

Funciones impares:

fn(#) = a(B cos f1¢ — B; sen ﬁ1¢)ea1¢> — b(B3 cos B1¢ + By sen Brg)e>r¢
+ ¢(Bscos Bi¢p — By sen Bid)e*i® — d(Bycosfi¢ + By sen Bip)ex:®
— e(By cos 1 + By sen B14)e 1% + f(Bzcos f1¢ — By sen frp)e”*?

— g(Bscos B¢ + By sen B} $)e™*1* + h(Bycos B¢ — By sen fig)e™1?

donde las constantes oy, o, 1, 81, B1, B2, B3 y By dependen de las caracteristicas
de la céscara y las constantes a, b, ¢, d, e, f, g y h son constantes indeterminadas.
A fin de facilitar la escritura, llamaremos:

£n(4, By, B2, B3, Bs) = fm(¢) de funciones pares

i:m(‘j): B11 B21 B37 B4)

f,.(#) de funciones impares

reemplazando en las (1) resulta:

u = Y fu(9, 11,612, 13, €14) cOs(k2)

m=1

v =), £..(, €21, €22, €23, £24) sen (kz)

m=1

r

w = Z (9, €31, €32, €33, €34) sen (kz)

1
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=) £ (0, €41, Eaz, £a3, €a4) sen (k)
m=1

donde las §;; son las constantes By, Bz, B3 y B4 para u, v, w y 8 respectivamente y
estan dadas en la Tabla I.
Matricialmente podriamos escribir:
u/ cos(kz)
v/ sen (kz) T .
w/ sen (kz) = [®]m{a}m (2)
6/ sen (kz) |,,

donde la matriz [&]m contiene los términos correspondientes a las funciones f,,(¢), por

ejemplo:
$11 = (b11cos B¢ — £12 sen Pyg)e™?
y {a}m es el vector de incognitas:
{a¥n = {a,b,c,d,e,f,g,h}m

Evaluando (2) en las lineas nodales, esto es para ¢ = [ @, podremos expresar las
incégnitas {a}m, en funcién de los pardmetros de desplazamientos nodales:

(e = | 2| = [An{alm con (Al = H

luego:
{a}m = [A]v_nl{'&}m (3)

De este modo los desplazamientos en cualquier punto del interior de la franja

estaran dados por:



41

FRANJA FINITA DE DIRECTRIZ CILINDRICA CIRCULAR

W3] zuyey T eIqel,

twyg /1 = tu!

4 _
o rhioi =

:tm\a =Tu!

z
(A+1)+1+(L41) \/

= Tw

‘ud =g

wg = wd

Tud =g

:tnw =1

Ad/qa) =+

YIMEAN (2 -T)eN =d
T/eow =y

UOSSIOJ 9P JUIY30d = a
I0s3dss = 2

pnyiduoy = 7

olpelr =y

:apuop

/(3 + tge-)

q/(%%3 + Jog-)

q/(%23 + Yge—)

y/(ve3 + oz-)

d/{[(a + 1)t + 1]7ws + zu}

d/{l(a+ 1)t + 128 — 2w}

d/{l(a+ 1)t - 1] + Tu-}

d/{l(a+ 1)tk — 1) — -}

dy/[(a + 1)k — 1]A—

vy /r—

gy/l(a + D+ 1A—

v/~
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1l

= [ v ] 2': []m{a}m

m=1

= 3l (i (4)

> Hlnfib

donde la matriz [®],, contiene elementos del tipo:

§11 = (511 COS,B1¢ - 512 sen ,31¢)e°“¢cos(kz)

Deformaciones

Teniendo en cuenta las deformaciones y cambios de curvaturas de la teoria de
Koiter-Sanders, el vector de deformaciones generalizadas {e} resulta:

€1 'g% W
AL
v R%%Jrgg .
{e} = awl =1 8 = Y [Blm{@}m (5)
1 -gY m=1
Oz
X2 08
R3S
T _0%w +60+ 1 |0v _ Ju
| | "R3$0z T 0z T 2R | 9=z i

Haciendo las derivadas obtenemos:

€1

€2

Y (8, E11, €12, €13, £14) sen (k2)

m=1

> £n(9, &21, €22, E23, £24) sen (k)
m=1
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¥ = Zf‘m(¢,§—31,532,§-33,§_34)cos(kz)

m=1

> £, €01, a2, &3, €aa) sen (kz)

m=1

X2 = Y fn(®,851,852, 853, 54) sen (k)

m=1

T = Z i'rn(¢’€-61;€62a€637€—64)cos(kz)

m=1

X1

donde f y f son las funciones dadas anteriormente, y los ¢;; estan dados en la Tabla II.
Resulta luego claro que podemos expresar a [B],, en la forma:

(Blm = [Elm[Al

donde la matriz [E],, contiene elementos similares a los de la matriz [#],,, por ejemplo:

€1 = (5—11 cos f¢ — 5—12 sen ﬁ1¢)eal¢ sen (kz)

Esfuerzos

Aplicando la ley de Hooke resulta:

{o} = (D] [Bln{d}m (6)
m=1
donde:
Dy vD; O 0 0 0 1
’U.Dl D1 0 0 0 0 D]_ = Et/(l - 'Uz)
[D] _ 0 0 D, 0 0 0 Dy = Et/2(1 + ‘U)
- 0 0 0 D3 'UD3 0 D3 = Et3/12(1 - '()2)
0 0 0 wvDy Ds 0| Dy=Et/24(1+ )
0 0 0 0 0 Dy |

siendo E, v y t el médulo de Young, coeficiente de Poisson y espesor respectivamente.
Los convenios de signos para las tensiones resultantes pueden verse en la Figura 2.
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w(3] ey 11 ®IqEL

[d/(2u + 2w) + 93+ Yy /igze— ]y

[gd/(zu — zu) + 53 + 3y /tog—]y

[d/(u—w)+ o3+ y/gz—]y

Hd/(Pu+ Yw) — 193 4y /10—y

H/{l(a+ 1)k —alk + g2}—

/(e +2) + ,d(1 - 4)e]-

NMN\A_HAD + ,_”v»‘ + DHP + NﬁNNW|

Ak =g)+ d(k+ 1))

0 ATt 0 YT+
4/ (&) + 1) wg 4/ (& )(a + 1)=ug— 4/ (M) (a+ 1) rwg— 4/ (& )+ 1)rug
4/[(a+ 1)k = ab— y/ha— g/l(a+ Db+ aji— u/kat
g/l(a+ 1)k - i+ aJ/r+ g/l(a + Db +1)4+ u/h-
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Figura 2. Convenios de signos de los esfuerzos generalizados.

Matriz de rigidez

Dadas las propiedades de ortogonalidad de la funcién X,,(z) utilizada, se produce

el desacople de los términos de la serie.
Luego:

(Klnm = [[BIE(D][BlmdS ™
es la matriz de rigidez de la franja para el término m-ésimo de la serie. Reemplazando:

[Klmm = (A5 [S)mml Al
donde:

Slam = [IEEIDI[EIndS = Z°{(lm
con [¢}n calculada segin la Tabla ITI, siendo:
cij = Dilbibij + Eaiba; + v(Eni€aj + €15€2:)] + Dabaibsj+
+ Dsl€ais; + Esibsj + v(Eaibs; + £a65:)] + Daleibe;
parai=1,2,3,4yj=1,23,4
cij = Dil€uibys + Exiba; + v(€aibe; + €15€2:)] — Dabaibajt
+ Dal€aia; + Esils; + v(€ailis; + €aj€s:)] — Dabeile;

parat=25,6,7,8y 7 =1,2,3,4.
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[/l r12 (i = ennly + caaly — 261515
€] = %821 %822] (1 = —[erz(Dy — I2) + (€11 ~ ¢32) ]3]
] (31 = c13ly + c24l5 — cr4lg — o3l
g.u = —[6}414 - CIzsfs + 011:}-[6 — ¢34l
22 = €241 + C11d2 + 2¢1213
(a2 = —[c2aly — c14]5 — cqlg + 1314
» l'gi (3 sim Caz = caaly + 1315 + co3ls + c1417
€ = G Con Css' = [(1?2 (33 = cazliq + caalys ~ 2¢34]16
(i Ceo Cas Cas 43 = —[caa(l14 ~ I1g) + (¢33 — c44)]16]
- Caa = caalrg + cazlis ~ 2c34146
(51 = cs1ls — co2l
C61 = —csa(ds + I)
(11 = cs3lig ~ cealry + c54l1p — ce3lis
Cs1 (a1 = —[csalio + ceal1y — cs3l1p — cealys)
(P = (61 (62 sim. - (62 = ce2ls — c511y
S\ ¢n Crr (o = [ 12 = —[cg3li0 + e5al11 + cealia + c53];3)
Cs1 (a2 (sa (s (s2 = Cealio ~ csaliy — cealia + csalys
73 = C73l17 ~ cgalig
(83 = —cra(f17 + I1g)
Cea = csali7 — eq3lig
Matriz [(]
x Q
I = / cos? By pe?i%dg Tio = / cos 31 ¢ cos B! pel @1~ g
I, = / sen? B1 pe?®19dp Iy = / sen B1b sen Bl de(*1—21)¢ g
- -
o a ’
I; = / cos B1¢ sen By ¢62a1¢d¢ I = / cos 31¢ sen ﬂ{q&e(""“l )¢d¢
-a -
Iy = / cos B cos B, pela1 )84 Lz = / sen P16 cos B pe(*1 2184
—e —a

a (>3
Iy = / sen B¢ sen B pelc1tear)bgy Ly = f cos? B! pe2*1%d ¢

- _

k=/ cos f1 sen B} pel®1+21)¢ 44 LF/.“HMWM%¢

x

b=/ sen 1 cos B] pe(*1121)%4g ‘m=f

- P

x

cos B¢ sen B, pe2*1%d¢
x

o 1 o
Iz = / cos? Pr19dd = a + — sen 26, I = / cosz,@;¢d¢ =a+ % sen Zﬁ{a
—-a —a 1

26,
« 2 1 « 21 1
Iy = / sen “f1¢dd = a — —— sen 2810 Iz = / sen “f14dd = a — — sen 20]
~a 26, - 20}

Tabla III.
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siendo:

/cos yé cos zge(@ PG p — e(wtz)e { (w+z)cos(y — z)¢ + (y — 2) sen (y — z)¢

2 (w2 + (v 2

L(wra)cos(y+ )¢+ (y+2) sen (y +2)¢ }
(w+z2)?+(y+2)?

e(w+z)¢ {(w + z)cos(y — 2)¢ + (y — z) sen (y — z)¢_

/ sen y¢ sen zge("¥*)%dg = 2 (w+z)+(y—2)?

(w+tz) cos(y+z)¢ + {(y+2) sen {y + z)qé}
(w+2)?+ (y+2)?

elw+a)d { (w+ ) sen (y— z)¢ — (y — z) cos(y — z)¢+

./ sen y¢ coszgel“T)d¢ = 2 (w+2)2 + (y — 2)?

(w+x) sen {y + z)¢ — (y + z) cos(y + 2z)¢ }
(w+z) +(y+2)?

Tabla III. (cont.)

Vector de cargas

El vector de cargas de la franja para el término m-ésimo de la serie serd:

{(B}m = [(HE{s}ds ®)

siendo {f} las fuerzas de superficie, luego:

{B}m = (415" [(81%{r}ds

EJEMPLOS NUMERICOS

Ejemplo 1: Cilindro con cargas radiales concentradas (“Pinched Cylinder”). El
cilindro simplemente apoyado mostrado en la Figura 3, estd sometido a dos cargas
radiales opuestas a mitad de su longitud. Utilizando la simetria del problema solamente
es necesario descretizar un cuarto del cilindro. La Tabla IV muestra el comportamiento
del desplazamiento radial bajo la carga y a 90° de ella cuando la malla es refinada. Se
puede ver que con sélo dos franjas la respuesta es ampliamente satisfactoria.

Ejemplo 2: Béveda de caiién. Esta cdscara cilindrica simplemente apoyada en sus
extremos y libre en sus bordes longitudinales estd sometida a su peso propio. Dada la
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R = 10 pulg.

t = 0.1 pulg.

L = 31.42 pulg.

E = 107 1b./pulg.?
v=0.28

D= E£3/12{1 - v?)

Figura 3. Cilindro con cargas radiales concentradas.

MALLA NUMERO DE wy wp
ITERACIONES *
aa ERROR ap ERROR
2(8gl) 18 1.197x 1072 | 1.48% |2.00x 107% | 0.00%
10 (40 g.1.) 18 1.197x 1072 | 1.48% {2.00x 107% | 0.00%
40 (160 g.1.) 24 1.205x 1072 | 0.82% |2.00x 1073 | 0.00%

* se calculan sélo los términos impares.

TABLA IV. Desplazamiento radial bajo la carga y a 90°, comparacién con la solucién

exacta [5] as = 1.215 x 1072, ap = 2.0 x 1073, con o = 22L=,

simetria geométrica y de carga es posible analizar simplemente un medio de la misma.
En las Figuras 4 y 5 se comparan algunos resultados obtenidos con una malla de 8
franjas y la solucién tedrica®. En la referencia {7] la misma béveda fue analizada,
la Figura 6 es una reproduccién de las curvas de convergencia obtenidas con varios
elementos triangulares junto a los resultados obtenidos con la presente franja finita.
Entre paréntesis se indica el nimero de franjas y el nimero de iteraciones. Si bien
el nimero de incégnitas fue determinado como el producto del nimero de grados de
libertad por el nimero de iteraciones, se debe tener en cuenta que el orden de la
matriz de rigidez ensamblada en cada iteracién coincide con el nimero de grados de
libertad, esto es, 18 grados para el primer punto y 34 grados para el segundo. Esto
dltimo confirma que para un mismo nivel de exactitud el método de la banda finita
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R = 25 pies
t = 3 puig.
L = 50 pies
E = 3x10% 1b./pulg.?
u = 0
g = 90 Tb./pie’
(a)
analitica
° franja cilindrica
0.1 l—
O\
0.0 O —— 3
\0\
-0.1 - \\o o
F N () P’
— -
< 0.2 =z
\ -
0 = ;
03 N\ :
\ Z
-0.4
0° 10° 20° 30° 40°
¢ kY
{a)
0.5 |
RN
0.0 pmeer™
7 \ @ ?
2 o
& .05 \ (c) g —
§ \ s o -1 »,((_o _O —
~ > .
= = o /o/
-1.0 - \ =3 /|
° E 0 & l
| 0° 10° 20 30 40
-1.5 "
0° 10° 20° 30° 40° i
¢ (5)
Figura 4. (a) Bdveda de caifién.’ Figura 5. (a) My = momentos
(b) Desplazamiento vertical transversales, M, =
de la seccién central. (c) momentos longitudinales en la
Desplazamiento longitudinal seccién central. (b) M,y =

del apoyo. momento torsor en el apoyo.
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(1) Solucion teoria de iaminas rebajadas B
(2) Soiucién teoria de laminas
B Cowper, Lindberg, Olson - elemento curvo N
- Zienkiewicz - elemento plano -
m Clough, Johnson - elemerto plano
i 3 Bornes, Dhalt Aroux, Robechaud - elemento curvo ]
= O Franja cilindrica circular I
| i ! ! ] i ] | i i i
9 10C 200 300 400 500 600

I I ! i I ! I ] I ]

(1) Solucidn teoria de laminas rebajada

s Cowper y otros

(4,9) O Franja cilindrica circular

0 100 200 300 400 500 600
i ] | i : I i ! ! I
| (1) Solucién teoria de laminas rebajadas
A Cowper y otros
O Franja cilindrica circular
| 4
L \__.._.(1)
(4,9) (8,11}
] | | i i ! ! | ] 1 |
0 100 200 300 400 500 600
incdgnitas

Comparacién con elementos triangulares (ver referencia [7]).
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tiene una demanda de capacidad computacional notablemente inferior a los elementos
convencionales. Se adiciona ademds, para este caso particular de carga, el hecho de
que del nimero total de iteraciones sefialadas s6lo se debieron calcular los términos
impares.

CONCLUSIONES

La utilizacién de las soluciones de Gibson ofrece la ventaja de comservar la
misma forma general tanto en las funciones de forma de desplazamientos como de
deformaciones, a la vez que permite encontrar una forma explicita de la matriz de
rigidez. Por otro lado, los ejemplos analizados muestran el excelente comportamiento
del elemento desarrollado.
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