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Resumen

Este trabalho apresenta uma comparagao numérica de formulagoes estabilizadas Streamline-Upwind /Petrov—
Galerkin (SUPG) com operador de captura de descontinuidades aplicadas a problemas de escoamentos
bi-fasicos de fluidos imisciveis ligeiramente compressiveis em meios porosos, onde os efeitos da gravidade
e pressdo capilar sdo considerados. O conjunto acoplado de equagGes diferenciais parciais resultantes é
aproximado no espago pelo método dos elementos finitos. A integragdo no tempo do sistema semi-discreto
é feita através de um algoritmo bloco-iterativo preditor—multicorretor, onde os sistemas lineares resultantes
sdo resolvidos através de técnicas iterativas elemento-por-elemento. As diferentes formulagées sdo avaliadas
do ponto de vista de precisdo e desempenho computacional.

Summary

This work presents a numerical comparison of Streamline-Upwind/Petrov—Galerkin formulations with shock-
capturing applied to slightly compressible immiscible two-phase flows in porous media, considering gravity
and capillary pressure effects. The governing coupled system of partial differential equations is approximated
in space by the finite element method. The resulting semi-discrete nonlinear system is advanced in time by
a block-iterative predictor-multicorrector scheme, where the linear equation system are solved by iterative
element-by-element techniques. Numerical examples show the accuracy and computer performance of the
different formulations.

INTRODUCAO

A existéncia de estruturas geoldgicas com geometrias complexas, tais como falhas e
estratificacoes, e a presenca de heterogeneidades podem influenciar decisivamente o escoa-
mento dos fluidos através destas formacoes. Os simuladores de reservatorios comerciais

(©Universitat Politécnica de Catalunya (Espana). ISSN: 0213-1315 Recibido: Octubre 2001Aceptado: Octubre 2002



280 A.L.G.A. Coutinho, A.S. da Silva e P.R.B. Devloo

geralmente nao possuem grande flexibilidade para o tratamento de geometrias complexas,
devido principalmente ao emprego de métodos de diferencas finitas como a técnica princi-
pal de discretizacao espacial. Métodos de discretizacao espacial voltados para malhas nao
estruturadas por outro lado, sao extremamente atraentes para a simulacao de escoamen-
tos na presenca de cenarios complexos. Em sua grande maioria, os simuladores voltados
para malhas nao estruturadas empregam técnicas hibridas de discretizagao espacial. Por
exemplo, elementos finitos mistos para pressao e velocidade e volumes finitos, métodos de
caracteristicas ou acompanhamento de frentes para saturacio de dgua, Durlofsky®, Pereira
et al.'®, Chavent e Jaffre?, Dahle et al.®, Glimm et al.?, e métodos de volumes de cont-
role/elementos finitos, Fung et al.”. O emprego de estratégias baseadas somente na uti-
lizacio do método dos elementos finitos iniciou-se ainda na década de 70'7, mas estas
estratégias ainda nao sao populares. As maiores dificuldades estao associadas aos seguintes
fatos: (i) o campo de velocidades é determinado pela equacdo de Darcy, o que requer a
diferenciagao do campo de pressdo, (ii) a presenca de elevados gradientes de saturagao, (iii)
a existéncia de fortes nao-linearidades, provenientes de relagoes empiricas (permeabilidades
relativas, pressoes capilares, etc.).

As equagoes que governam o deslocamento imiscivel de dois fluidos (dgua e dleo, por
exemplo), em um meio poroso rigido apresentam todas as dificuldades acima'®. O modelo
matematico é geralmente expresso como duas equagoes acopladas, a equagao da pressao e a
equacao da saturacdo. A equacao da pressdo, que descreve a evolucdo do campo de pressao
no reservatério, é uma equacgao diferencial parcial nao-linear com coeficientes varidveis do
tipo parabdlica. A equacao da saturacao, que descreve a evolucdo do campo de saturacdo
do fluido injetado é uma lei de conservacao nao-linear essencialmente hiperbdlica. Lewis
et al.'? discutiram as dificuldades de solucdo encontradas por formulacdes implicitas de
elementos finitos baseadas no método de Galerkin na solugao de deslocamento imisciveis
bi-fasicos incompressiveis. Também para este modelo matematico Langtangen'! mostrou
que as dificuldades provenientes da existéncia de elevados gradientes de saturagao poderiam
ser ultrapassadas com a utilizacao de formulacao Petrov—Galerkin com operador de captura
de descontinuidades. Além disso Langtangen'! também discute esquemas de discretizacio
temporal totalmente implicitos e implicitos sequencias. Loula et al.'®> apresentam uma
técnica de pds-processamento para aumentar a qualidade da aproximagao do campo de ve-
locidades, também para deslocamentos imisciveis incompressiveis, permitindo que pressao,
velocidade e saturagao fossem aproximadas por elementos finitos Lagrangeanos de mesma
ordem. Coutinhoet al.'® discutiram a utilizacdo de métodos com implicitude varidvel para
a equacdo da saturacdo. Nos trabalhos de Louta et al.'®> e Coutinho et al.® a equacdo da
pressao era aproximada no espago pelo método de Galerkin, as velocidades avaliadas por
técnicas de pds-processamento e a equacao da saturacao aproximada no espaco através de
formulacdes estabilizadas de Petrov—Galerkin. J4 Deb et al* discutiram para o caso de
deslocamentos imisciveis bi-fasicos ligeiramente compressiveis a utilizacao de adaptativi-
dade h — p. Naquele trabalho métodos de elementos finitos de Galerkin foram empregados
para a aproximacao da equagao da pressao e formulagoes estabilizadas de Petrov-Galerkin
foram usadas para a equacao da saturacao.

Neste trabalho discutiremos o emprego de formulacoes estabilizadas do tipo Streamline-
Upwind /Petrov—Galerkin (SUPG)! com operador de captura de descontinuidade tipo CAU,
desenvolvido por Galedo e Dutra do Carmo®, para a aproximacio espacial da equacdo da
saturacao no caso de escoamentos bi-fasicos imisciveis ligeiramente compressiveis, consi-
derando-se ainda, efeitos do campo gravitacional e de pressao capilar. O restante deste
artigo é organizado como segue. A sessdo seguinte apresenta o modelo matematico para o
problema em questao. Em seguida, apresenta-se a formulacao semi-discreta de elementos
finitos, que envolve uma aproximagcao de Galerkin para a equagao da pressao e formulacoes
estabilizadas para a equacao da saturacao. Discute-se ainda um esquema implicito bloco-



Uma comparagao de esquemas de estabilizagdo para a simulacdo por elementos finitos 281

iterativo preditor-multicorretor para o avanco temporal obtido através de uma simplificacao
de uma aproximacao totalmente implicita. Mostra-se ainda a necessidade de se introduzir
um esquema de pdés-processamento do campo de velocidades. Na secao 4, apresentam-se
diversos experimentos numeéricos, onde se evidenciam os méritos relativos das formulacoes
estabilizadas discutidas anteriormente. Finalmente o artigo se encerra com uma discussao
das contribuicoes principais deste trabalho.

MODELO MATEMATICO

O modelo matematico para o deslocamento imiscivel de dois fluidos moderadamente
compressiveis, dgua e Oleo, por exemplo, através de um meio poroso rigido, pode ser descrito
considerando-se a lei de Darcy e as equacoes de conservacao de massa para cada fluido. Estas
sao dadas por

0 .
—Vpjvj) + 45 = 5. (dpjs;), j=ow 1)

onde os subscritos o e w se referem respectivamente as fases 6leo e agua, g; ¢ a vazao
volumétrica de cada fase do fluido, s; ¢ a saturacao de cada fluido e v; representa a veloci-
dade superficial dos fluidos. A velocidade superficial é dada pela lei de Darcy, ou seja,

v; = —NK(Vpj — pjgVz),j = o,w (2)

onde p; ¢ a pressao de cada fase, p; ¢ a massa especifica das fases, g ¢ a forca da gravidade
e Vz é um vetor que aponta a direcao de atuacao da gravidade. Considera-se que o tensor
de permeabilidade K depende da posi¢ao somente e que o material seja anisotrépico, ou
seja,

_ | Fka Fay
K_[ o ky} 3)

sendo ky, ky, kyy e ky, as permeabilidades absolutas em relagao aos eixos cartesianos.
Admite-se que kg, = ky,. As mobilidades de cada fase sao dadas pela relacao

k..
Aj=—2 (4)
My
onde k,; = k;; (sw) é a permeabilidade relativa e f; a viscosidade.
Apés uma manipulacio algébrica destas equacoes, conforme descrito por Peaceman'®,
chega-se a uma equacao parabdlica descrevendo a evolucao do campo de pressoes no meio
poroso e a uma equagao predominantemente convectiva descrevendo a evolucao da frente

de saturacio de dgua. Estas, para um dominio Q € R?, de contorno I' em um intervalo de
tempo [0, 7], podem ser escritas como

)
qﬁcta—erv-vT:Qt em Q x [0, 7] (5)

=V - [fwvr + hwKVsy + Ao fw (Pw — po) KgVz] — Qu = ¢68i:’ em Q x [0,T] (6)

Na equagao (5) p ¢ a pressao média das fases, vr = (v, + vy) ¢ a velocidade total do
sistema, @y = Q, +Qw é a vazao volumétrica total de injecdo, ¢ é a porosidade, ¢; é a
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compressibilidade total do sistema rocha-fluido e t € [0,7] o tempo. A funcdo de fluxo
fraciondario da agua é dada por

Aw

= 7
e a funcao h,, é definida como
AOA'LU de
hy = ————
Ao+ Ay dsy (8)

onde p. = p, — pw € a pressao capilar, dependente somente da saturacao da dgua, isto é, p.

= pe (5w)
De forma a simplificar as expressoes (5) e (6), podemos definir os tensores,

dpe
D=X\fu—K 9
fuge )
Ap =K (X + ) (10)
1
Ay = §K (Ao — Aw) (11)
e a velocidade aparente de transporte do fluido,
Va = fu [T + Ao (Pw — po) Kg] (12)

onde g = gVz. Substituindo estas expressoes em (5) e (6), o sistema resultante de equagoes
diferenciais parciais é

qbct% + V. -vp=Qtem Q x[0,7T] (13)
dpe
vp = —A,Vp — Amngw + (Poro + puwrvw) Kg (14)
w
05y
d)ﬁJrV-va%—V-[Dsz]—{-Qw:OemQx[O,T] (15)

O conjunto de equagoes acima descreve o modelo matematico para escoamentos bifasicos
ligeiramente compressiveis através de meios porosos. O Unico termo que leva em conside-
ragao os efeitos da compressibilidade é a derivada temporal da pressao na equagao (13).
Como evidenciado por Durlofsky®, este modelo mateméatico s6 é valido se ¢; < 1,0. En-
tretanto, para escoamentos de Gleo e dgua em reservatérios de petréleo, ¢; ~ 10 Opsi—!,
portanto dentro das condigoes de validade do modelo. Para completar a descricao do pro-
blema condigoes de contorno adequadas devem ser especificadas. A fronteira I' do dominio
(2 pode ser particionada de tal forma que I' =I'; @', @ I'¢ ®I',, onde I'; e I';, denotam, res-
pectivamente a fronteira nos pogos injetor e produtor, I'; denota a fronteira onde a pressao
¢é prescrita e I';, a parte da fronteira onde a condicao de escoamento nulo é especificada.
Portanto as condigoes de contorno sao:
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Para a equacao da pressao,

vp-n=@Q,emI'; x[0,T] (16)
vr-n=QpemI, x[0,T] (17)
v, -n=0 em I, x[0,T] (18)
p(x,t) =pem Iy x[0,T] (19)
e para a equacao da saturacao,
Sw(x,t) =5 em I'; x [0,7] (20)
DVs, -n=0 em I';, x [0,7] (21)

As condicoes iniciais para pressao e saturacao sdo respectivamente

p(x,0) = p em Q (22)
5(x,0) = s" em Q (23)
onde n1 = (ng,ny) é o vetor normal unitdrio externo a I'. Note que I'; pode se reduzir a

uma funcao ou um conjunto de fungdes Delta de Dirac no caso de uma ou varias fontes
pontuais.

O sistema formado pelas equacoes (13) e (15) pode ser adimensionalizado identificando-
se valores caracteristicos para cada varidvel. Segundo Durlofsky®, as equacoes adimensio-
nais resultantes dependem de dois nimeros adimensionais. O primeiro, designado por Gy,
quantifica a relagdo entre os efeitos gravitacionais e convectivos, isto é,

_ KAp|g|

G
T e (o),

(24)

onde K. ¢é a permeabilidade caracteristica do reservatorio, avaliada como a média geométri-
ca das permeabilidades do reservatdrio, v, é a velocidade caracteristica total, Ap = py, — po-
O segundo nuimero adimensional representa a relagdo entre os termos convectivos e os termos
relacionados a pressao capilar. Este ntimero, designado por Pe é dado por

—_ Mo (UT>C L

Pe
pcKe

(25)

onde L é um comprimento caracteristico do reservatorio e p,. a pressao capilar caracteristica.
O ntmero Pe pode ser entendido como um tipo de nimero de Peclet. Nas formulacoes de
elementos finitos apresentadas adiante o conjunto completo de equacoes sera considerado.
Entretanto, é instrutivo considerarmos formas simplificadas destas equagoes. Como de
forma geral os termos envolvendo a pressdao capilar na equagao (13) sao inferiores aos
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termos de pressao e, se desprezarmos ainda os efeitos gravitacionais e os termos fonte, a
equacao da pressao se simplifica para

662 4 (4 A) V- (KVp) = 0 (26)

Se desprezarmos ainda os termos relacionados & presao capilar na equagao da saturagao,
pois estes sao geralmente menos importantes que os termos convectivos, além dos termos
gravitacionais e termos fonte, temos,

6L LY - (fur) = 0 (27)

Pode-se notar que a equagao (26) é uma equagao parabdlica nao-linear, ja que A\, e A,
dependem da saturacao, enquanto que a equagao (27) é uma equagao hiperbolica também
nao-linear, pois f,, também dependede A, e A\,. As maiores dificuldades para a solugao
numérica das equagoes (26) e (27) ou (13) e (15) se originam de seu acoplamento, das nao
linearidades envolvidas e da natureza hiperbdlicia da equagao da saturagao.

FORMULAQAO DE ELEMENTOS FINITOS
Discretizagao espacial

Para a aproximacao de elementos finitos do conjunto acoplado de equagoes difenciais
parciais (13) e (15), consideramos o dominio espacial Q dividido em nel elementos €,
e = 1,2,...,nel tal que Q = Ugillfle e £, N§); = @. Sejam os conjuntos das funcoes
teste para pressao P e saturacdo S" e o espaco das variacoes admissiveis W, definidos
respectivamente por

Ph = {ph/ph e H" (), p" e PL(Q.), p"(t) =pem Fd} (28)
sh = {sh/sl € HM(Q), sh € P1(Q0), sly(t) = 5F em T} (29)
V\Vh:{wh/wheHh(Q),whEP1 (Qe) wh =0 em F} (30)

sendo H" () um espaco de dimensdo finita sobre o dominio 2, e P! (£,) representam os
polindémios de 1 ordem em €).. Portanto a formulacao semi-discreta é dada por
Ache p" € P sh c She Vw;}, wh € Wk, tal que

/ hqﬁct o -d - / V' - vpdQ = / w'QrdQ em Q x [0, 7] (31)
Q Q
Nel
/ " (st dQ+Z/ v L (sl 0k o
St ||vh|| Tuta
& ‘Lh h)’ h h
+Z/e 7'2va - Vsp,dQ2=0 em Q x [0,7] (32)



Uma comparagao de esquemas de estabilizagdo para a simulacdo por elementos finitos 285

R
L (sg,ug> = qb%}“ +V oV [Dvs{“;} + Qu (33)
onde a equacao da pressao foi aproximada pelo método de Galerkin. A primeira integral
na equagao (32) representa o termo de Galerkin, o primeiro somatério de integrais nos
elementos é o termo Streamline-Upwind/ Petrov—Galerkin (SUPG)! e o segundo somatério
o operador de captura de descontinuidades tipo CAU®. Note que sendo v, a velocidade
efetiva de transporte e considerando as simplificagoes presentes na equagao (27), podemos
admitir a utilizacao de v, na construcao da fungao peso da formulacao SUPG.
Os parametros 7 e 7o sdo avaliados através das expressoes:

0f . [ Pe°
= — 1 4
n =g (1) (34
ell3
pec — el (35)
(vg) ™ - Dug
= —22  in (Pe//e,0,7) (36)
’”a//H
3
e _ g [z
Pe//* = d5— (37)
(vs) -Dvgy,
Vsé
ve,, = (v —*= | Vs5, 38
o= (4 o) )

onde 4Y e 5 sao parametros que dependem da malha e o superindice e indica que a varidvel
foi calculada no interior dos elementos.

DESCRETIZACAO TEMPORAL

Introduzindo-se a separacgao de varidveis

nnos

p" (%) = > Napa(t) (39)
i=1

nnos

s"(x,t) = > Nasa(t) (40)
=1

onde pye s4 sdo respectivamente os valores nodais de p" e s, Ny = Ny(x), A =
1,2,...,nnos as funcoes de interpolacao, nnos o ntimero de nés da malha de elementos
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finitos e x! = (,y) o vetor posicdo, a formulacdo variacional resulta no seguinte sistema

nao-linear de equagoes semi-discretas:

[ BRI } - [ 3 } (41)

onde os termos Q, e Qg levam em conta os termos fonte e condigoes de contorno. As
derivadas em relagao ao tempo de p e s sao indicadas respectivamente por p e s.

Um algoritmo de integracio no tempo baseado no método trapezoidal generalizado'®
seréd utilizado neste trabalho para discretizar no tempo o sistema (41). A solugao no tempo
n + 1 é calculada como segue:

Dado pg e sg calcule

D, Sny, n € {0,1,2, ..., Nsteps} tal que:

Fp (pn+lapn+1a ‘?n+1a tn+1> _ Qp (42)
F, (pn—i-h Sn+1y Sn+1, tn—i—l) Qs

Pnt1 = Pn + (1 — @) Atp, + aAtpp+1

Snt1 = Sn + (1 — @) AtS, + aAts, 1

onde Nsteps é o numero de passos de tempo e At é o intervalo de tempo especificado.
Adota-se a = % o que corresponde ao método implicito de Crank—Nicolson. Eliminando-se
Dnt1 € Sp41 em Fy e Fy chega-se a uma equagao nao linear a ser resolvida a cada passo de
tempo, que pode ser escrita como

Elan i B R AR =

Para resolver o sistema nao linear (43) utiliza-se o0 método de Newton—Raphson, o que
nos leva a

[ A Ap ](i) [ Ap® ] | Q- Fy ps-)klvss-)i-l (44)
N
onde i é o contador de iteracoes do método de Newton—Raphson e as submatrizes
1 =0F) /op (45)
Ay, =0F) /0s (46)

sdo as componentes da matriz jacobiana e Ap®, A§() sdo os incrementos das varidveis
nodais das derivadas temporais da pressdo e saturacdo. A matriz jacobiana é normalmente
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ndo simétrica e esparsa. A experiéncia indica que a resolucao iterativa destes sistemas é
dominada pelos termos provenientes da equacgao da pressao. Sendo assim, observa-se na
solucao iterativa dos mesmos um comportamente tipico de problemas quasi-elipticos uma
vez que a compressibilidade é baixa. Uma forma de se tentar otimizar os procedimentos
de solucao é desprezar os termos de acoplamento, isto é, resolver o problema de forma
bloco-iterativa

Audp= QY (1)) (49)
Biky = Bt +ABLL (50)

P\l =piiy +antap® (51)
AyAs=Q, —F{) (P;ﬂa 31(11;11)> (52)
SSJ)rl = 24:11) + Aé@rl (53)

st =s7) + antast (54)

Os vetores Fg), ng) e a matriz Ass dependem da velocidade v, que depende de Vp*
e Vsﬁ). De forma a manter a ordem de aproximacdo do campo v, Malta et al.'*, Loula
et al.'® propdem diversas formas de pés-processamento. Neste trabalho adotamos o pds-

processamento global de Malta et al.':
Dado Vp", Vs! ache

2
1)1]; € {vﬁ/vg € [Hh (Q)] ,Ug e [P! (Qe)]Q,vz-n:() em I’p}

Yuwh e {wﬁ/w{f € [Hh (Q)}2 ,wh e [Pl (Qe)]2 ,wh=0 em F}

tal que
Nel d
0 = / wh . (A;lvj;+vph) dQ+> [ 6V-wh [v- (vg + A Vs,
e} o—1 Qe dSw
0

—K (poro + puruw) g8) —Qr + qbcta—f] dQ2 em Q x [0, 7] (55)
onde J. é um parametro de malha, geralmente tomado como h¢/2. Com a utilizagdo da
técnica de pés-processamento nota-se que p”, vf; e v;j sao aproximados da mesma forma.

Com isto, podemos modificar as iteracoes por bloco introduzindo-se logo apds a atua-
lizacado do campo de pressao a avaliacao do campo de velocidades pds-processado, isto é,
solucionando-se

My = F0) (56)
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(4) (@)

onde v, sdo os valores nodais de vg, a matriz M e o vetor F,\, correspondem a forma
discreta (55). O sistema de equagoes (49) correponde a equacao da pressao, agora esparso
e simétrico, é solucionado através do método dos gradientes conjugados precondiciona-
do, usando um precondicionador elemento-por-elemento Gauss—Seidel. J& o sistema (52),
correspondente a equagao da saturagao € resolvido pelo algoritmo GMRES com precondi-
cionador elemento-por-elemento Gauss—Seidel. O sistema de equagoes (56) correspondente
ao poés-processamento das velocidades é solucionado através de iteracoes de Jacobi livre de
matrizes.

EXEMPLOS NUMERICOS

Caso unidimensional

Inicialmente vamos apresentar resultados para a solucao da equagao da saturagao em um
problema unidimensional simples, para avaliarmos os diversos componentes das formulacoes
estabilizadas apresentadas na Secao 3. Neste problema nao foram considerados os efeitos
da pressao capilar e nem termos fonte. Em todos os casos a velocidade total é v =1, e a
saturacio da dgua em z = 0 é fixa em s, = 1,0. No primeiro caso adotou-se k., = s2;
kro = (1 — Sw)g; o/ = 5 € os efeitos da gravidade nao foram incluidos, isto é, Gy = 0.
Os perfis de saturagao obtidos neste caso para t = 0,5 Volumes Porosos Injetados (VPI)

1 T T T
SUPG —
SUPG+CAU W2 —-
\ SUPG+CAUh -
08 - CAUW2 —— -
\ CAUh -
0.6 - *
=
3
04 *
0.2 —
0
1 1 | |
0 0.2 0.4 0.6 08 1

Figura 1. Frente de saturacao de d4gua em t = 0,5 VPI para o problema unidi-
mensional sem gravidade

encontram-se na Figura 1, para simulacdo empregando uma malha uniforme com 80 ele-
mentos lineares. Na Figura 1, a solucdo com o método SUPG ¢ identificada simplesmente
por SUPG. Quando o operador de captura de descontinuidade é levado em consideragao
as solugoes sao identificadas por SUPG+CAU. Também na Figura 1 encontram-se duas
solugoes com a formulagdo CAU somente. Note que em algumas solugoes a contribuigao do
termo CAU foi ponderada por 05 = h®/2 enquanto que na outra solugdo o mesmo termo foi
ponderado por 05 = h¢. Em todos os casos §{ = h®/2. Observou-se na Figura 1 que a solugao
com o método SUPG ¢é menos difusiva, porém com oscilagoes espurias no pé da frente. Ja
as solucgoes com a presenca do operador de captura de descontinuidade sao mais difusivas,
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especialmente aquelas onde somente o operador foi utilizado. De acordo com Durlofsky®,
a altura tedrica para o choque neste caso é 0,41, o que estd em boa concordancia com as
solugoes numéricas obtidas com as formulagoes SUPG+CAU e CAU.

O caso seguinte considera os efeitos gravitacionais de tal forma que, neste caso G4 = 2.
Considera-se ainda que os efeitos gravitacionais agem na dire¢do oposta a v, ou seja, na
dire¢do negativa do eixo x. Os perfis de saturagao para t = 0,5 VPI para as diferentes
simulacoes encontram-se na Figura 2. Novamente a solucao SUPG apresentou oscilacoes
indesejaveis, enquanto que as solucées SUPG+CAU e CAU estao em boa concordancia com
a altura tedrica do choque (0,76) prevista neste caso. Ainda, verifica-se que as oscilagdes
espurias sao comparativamente menos acentuadas do que no caso sem gravidade.
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Figura 2. Frente de saturacao de dgua em t = 0,5 VPI para o

problema unidi-
mensional com gravidade

PROBLEMA DE CINCO-POCOS

Seja o problema da simulacao do escoamento de agua e 6leo numa configuracao do
problema de cinco pocos com dupla simetria. Neste caso, o dominio do problema é um
quadrado de lado unitario, com um pogo injetor e um poco produtor alinhados na di-
agonal principal. Consideramos o reservatério homogéneo, com permeabilidade absoluta,
constante e isotrdpica, ou seja, K = I. A porosidade do reservatdrio é constante e seu val-
or é irrelevante, pois serve apenas como escalonamento do tempo. Tomamos ¢; = 1070 e
nio consideramos os efeitos gravitacionais e de pressdo capilar. Neste exemplo k., = s2;
kro = (1 — sw)2 e lo/tw = 4. Os resultados serdo apresentados em termos de Volumes
Porosos Injetados (VPI), que é uma grandeza andloga ao tempo adimensionalizado. Adota-
se uma malha regular composta de 20 x 20 células, onde cada célula é subdividida em dois
elementos triangulares lineares, totalizando 800 elementos. Dois cenérios foram considera-
dos. O primeiro, identificado como diagonal, os pogos injetor e produtor estao na diagonal
perpendicular as linhas diagonais de disposicao dos elementos triangulares. O segundo,
identificado como paralelo, possui a orientacao das linhas diagonais dos elementos paralela
a diagonal poco injetor-poco produtor. Idealmente, os resultados para ambas configuracoes
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deveriam ser idénticos. Entretanto, devido a um maior ou menor efeito de orientagao de
malha, os resultados poderdo diferir para os dois cendrios. Além disso este exemplo per-
mite validar a solucao do problema pressao-velocidade e seu acoplamento com a equacao
da saturacao.

Os resultados para a recuperacao de 6leo normalizada pelo volume total injetado para os
dois cenarios encontram-se respectivamente nas Figuras 3 e 4. Pode-se notar nestas figuras
que para os dois cenarios as solugoes com a formulagao SUPG apresentaram oscilagoes
indesejaveis, notadamente na configuracdao diagonal. Os resultados com as formulacoes
com operador de captura de descontinuidade nao apresentam oscilacoes.

0.6 r

04t

Oleo recuperado
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i L L L L
0 0.2 0.4 0.8 0.8 1
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Figura 3. Recuperacdo de 6leo para o problema de cinco pogos na configuragao

diagonal
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Figura 4. Recuperagdo de dleo para o problema de cinco pogos na configuragao
paralela
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A Figura 5 mostra, para a formulagdo CAU ponderada por 0§ = h¢/2, uma comparagao
da recuperagao de 6leo obtida para os dois cendrios de escoamento. Verifica-se que estas
formulagoes exibem pouco efeito de orientacao de malha. Resultados semelhantes foram
observados para as formulagoes SUPG+CAU (h¢/2 e h¢) e CAU h°.

Além disso, as simulagoes SUPG+CAU e CAU estao em boa concordancia com os
resultados de Durlofsky®, que emprega uma formulacio combinando elementos finitos mistos
para a equacao da pressao e volumes finitos para a equagao da saturacao. As Figuras 6e 7
apresentam as curvas de volume de éleo recuperado (VOR) respectivamente para as duas
orientacoes de malha.
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Figura 5. Recuperagdo de dleo para o problema de cinco pogos em diferentes

cendrios
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Figura 6. Volume de éleo recuperado para o problema de cinco pogos na configu-
ragdo diagonal
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Figura 7. Volume de éleo recuperado para o problema de cinco pogos na configu-
ragao paralela

Nota-se que todas as formulagoes conduziram a uma boa recuperagao do volume de
6leo, com muito pouca diferenca entre as solugoes para as orientagoes diagonal e paralela,
conforme evidenciado na Figura 8, que apresenta uma comparagao direta para o volume
de 6leo recuperado obtido com a formulagao CAU h¢/2 em ambos cenérios de escoamento.
Resultados semelhantes também foram observados para as formulagoes SUPG+CAU.
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Figura 8. Volume de dleo recuperado para o problema de cinco pogos em difer-
entes cendrios paralela

As Tabelas I e II apresentam respectivamente o ntimero médio de iteragoes por bloco-
iteracao dos algoritmos de solugao dos sistemas de equacoes lineares empregados na solucao
da equacao da pressao, no pés-processamento das velocidades e na solucao da equacao da
saturacao, identificados respectivamente por PCG, Jacobi e GMRES. Nestas simulagoes,
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a tolerancia dos métodos iterativos foi fixada em 1074, o niimero de iteracoes por bloco
foi fixada em 3, e o passo de tempo foi At = 0,004. Adotou-se um ntmero de 10 vetores
de Krylov para o algoritmo GMRES. Com a formulacao SUPG as iteracoes por bloco
convergem em 2 iteragoes, para ambas orientacoes de malha.

Método | SUPG | SUPG+CAUAR®/2 | SUPG+CAUR® | CAUAS/2 | CAUA®

PCG 39,74 16,30 10,55 39,93 39,72
Jacobi | 4,47 3,10 3,61 1,06 1,33
GMES | 8,80 6,52 6,66 1,25 1,23

Tabela I. Resultados computacionais para o problema de cinco pogos na malha
diagonal

Método | SUPG | SUPG+CAUAR®/2 | SUPG+CAUAR® | CAUA®/2 | CAUARS

PCG 39,55 39,87 39,99 39,71 39,64
Jacobi 5,03 3,64 117 3,81 157
GMRES | 5,59 5,22 5,29 1,28 117

Tabela II. Resultados computacionais para o problema de cinco pogos na malha
paralela

Pode-se notar nas Tabelas I e II que os custos computacionais sao dominados pela
solucao da equagao da pressao. O ntimero de iteracoes GMRES ¢ ligeiramente superior na
malha diagonal para as solugoes que empregam a formulagdo SUPG, ainda que em todos
0s casos o numero de iteracoes GMRES possa ser considerado muito pequeno. Deve-se
destacar ainda o baixo ntimero de iteragoes de Jacobi em todas as simulagoes.

CONCLUSOES

Apresentou-se neste trabalho uma comparacio de formulacoes estabilizadas de elemen-
tos finitos para a equagao da saturagao presente no modelo matematico para a simulacao de
escoamentos bi-fasicos imisciveis ligeiramente compressiveis. Mostrou-se que a formulagao
SUPG nao era suficiente para evitar o surgimento de oscilagoes espurias nas frentes de
saturacao, devendo ser suplementada pelo operador de captura de descontinuidades. Além
disso, solugoes aceitaveis foram obtidas empregando-se somente o operador de captura de
descontinuidades. Foi observado que as oscilagoes esptrias sao menos acentuadas quando
os efeitos gravitacionais se opoem ao gradiente de pressao e que nos casos bi-dimensionais,
h& pouca influéncia da orientacao de malha nos resultados.
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