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Resumen

Este trabalho apresenta uma comparação numérica de formulações estabilizadas Streamline-Upwind/Petrov–
Galerkin (SUPG) com operador de captura de descontinuidades aplicadas a problemas de escoamentos
bi-fásicos de fluidos imisćıveis ligeiramente compresśıveis em meios porosos, onde os efeitos da gravidade
e pressão capilar são considerados. O conjunto acoplado de equações diferenciais parciais resultantes é
aproximado no espaço pelo método dos elementos finitos. A integração no tempo do sistema semi-discreto
é feita através de um algoritmo bloco-iterativo preditor–multicorretor, onde os sistemas lineares resultantes
são resolvidos através de técnicas iterativas elemento-por-elemento. As diferentes formulações são avaliadas
do ponto de vista de precisão e desempenho computacional.

Summary

This work presents a numerical comparison of Streamline-Upwind/Petrov–Galerkin formulations with shock-
capturing applied to slightly compressible immiscible two-phase flows in porous media, considering gravity
and capillary pressure effects. The governing coupled system of partial differential equations is approximated
in space by the finite element method. The resulting semi-discrete nonlinear system is advanced in time by
a block-iterative predictor–multicorrector scheme, where the linear equation system are solved by iterative
element-by-element techniques. Numerical examples show the accuracy and computer performance of the
different formulations.

INTRODUÇÃO

A existência de estruturas geológicas com geometrias complexas, tais como falhas e
estratificações, e a presença de heterogeneidades podem influenciar decisivamente o escoa-
mento dos fluidos através destas formações. Os simuladores de reservatórios comerciais
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geralmente não possuem grande flexibilidade para o tratamento de geometrias complexas,
devido principalmente ao emprego de métodos de diferenças finitas como a técnica princi-
pal de discretização espacial. Métodos de discretização espacial voltados para malhas não
estruturadas por outro lado, são extremamente atraentes para a simulação de escoamen-
tos na presença de cenários complexos. Em sua grande maioria, os simuladores voltados
para malhas não estruturadas empregam técnicas h́ıbridas de discretização espacial. Por
exemplo, elementos finitos mistos para pressão e velocidade e volumes finitos, métodos de
caracteŕısticas ou acompanhamento de frentes para saturação de água, Durlofsky6, Pereira
et al.16, Chavent e Jaffre2, Dahle et al.5, Glimm et al.9, e métodos de volumes de cont-
role/elementos finitos, Fung et al.7. O emprego de estratégias baseadas somente na uti-
lização do método dos elementos finitos iniciou-se ainda na década de 7017, mas estas
estratégias ainda não são populares. As maiores dificuldades estão associadas aos seguintes
fatos: (i) o campo de velocidades é determinado pela equação de Darcy, o que requer a
diferenciação do campo de pressão, (ii) a presença de elevados gradientes de saturação, (iii)
a existência de fortes não-linearidades, provenientes de relações emṕıricas (permeabilidades
relativas, pressões capilares, etc.).

As equações que governam o deslocamento imisćıvel de dois fluidos (água e óleo, por
exemplo), em um meio poroso ŕıgido apresentam todas as dificuldades acima15. O modelo
matemático é geralmente expresso como duas equações acopladas, a equação da pressão e a
equação da saturação. A equação da pressão, que descreve a evolução do campo de pressão
no reservatório, é uma equação diferencial parcial não-linear com coeficientes variáveis do
tipo parabólica. A equação da saturação, que descreve a evolução do campo de saturação
do fluido injetado é uma lei de conservação não-linear essencialmente hiperbólica. Lewis
et al.12 discutiram as dificuldades de solução encontradas por formulações impĺıcitas de
elementos finitos baseadas no método de Galerkin na solução de deslocamento imisćıveis
bi-fásicos incompresśıveis. Também para este modelo matemático Langtangen11 mostrou
que as dificuldades provenientes da existência de elevados gradientes de saturação poderiam
ser ultrapassadas com a utilização de formulação Petrov–Galerkin com operador de captura
de descontinúıdades. Além disso Langtangen11 também discute esquemas de discretização
temporal totalmente impĺıcitos e impĺıcitos sequencias. Loula et al.13 apresentam uma
técnica de pós-processamento para aumentar a qualidade da aproximação do campo de ve-
locidades, também para deslocamentos imisćıveis incompresśıveis, permitindo que pressão,
velocidade e saturação fossem aproximadas por elementos finitos Lagrangeanos de mesma
ordem. Coutinhoet al.13 discutiram a utilização de métodos com implicitude variável para
a equação da saturação. Nos trabalhos de Louta et al.13 e Coutinho et al.3 a equação da
pressão era aproximada no espaço pelo método de Galerkin, as velocidades avaliadas por
técnicas de pós-processamento e a equação da saturação aproximada no espaço através de
formulações estabilizadas de Petrov–Galerkin. Já Deb et al.4 discutiram para o caso de
deslocamentos imisćıveis bi-fásicos ligeiramente compresśıveis a utilização de adaptativi-
dade h − p. Naquele trabalho métodos de elementos finitos de Galerkin foram empregados
para a aproximação da equação da pressão e formulações estabilizadas de Petrov-Galerkin
foram usadas para a equação da saturação.

Neste trabalho discutiremos o emprego de formulações estabilizadas do tipo Streamline-
Upwind/Petrov–Galerkin (SUPG)1 com operador de captura de descontinuidade tipo CAU,
desenvolvido por Galeão e Dutra do Carmo8, para a aproximação espacial da equação da
saturação no caso de escoamentos bi-fásicos imisćıveis ligeiramente compresśıveis, consi-
derando-se ainda, efeitos do campo gravitacional e de pressão capilar. O restante deste
artigo é organizado como segue. A sessão seguinte apresenta o modelo matemático para o
problema em questão. Em seguida, apresenta-se a formulação semi-discreta de elementos
finitos, que envolve uma aproximação de Galerkin para a equação da pressão e formulações
estabilizadas para a equação da saturação. Discute-se ainda um esquema impĺıcito bloco-
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iterativo preditor-multicorretor para o avanço temporal obtido através de uma simplificação
de uma aproximação totalmente impĺıcita. Mostra-se ainda a necessidade de se introduzir
um esquema de pós-processamento do campo de velocidades. Na seção 4, apresentam-se
diversos experimentos numéricos, onde se evidenciam os méritos relativos das formulações
estabilizadas discutidas anteriormente. Finalmente o artigo se encerra com uma discussão
das contribuições principais deste trabalho.

MODELO MATEMÁTICO

O modelo matemático para o deslocamento imisćıvel de dois fluidos moderadamente
compresśıveis, água e óleo, por exemplo, através de um meio poroso ŕıgido, pode ser descrito
considerando-se a lei de Darcy e as equações de conservação de massa para cada fluido. Estas
são dadas por

−∇ (ρjvj) + qj =
∂

∂t
(φρjsj) , j = o, w (1)

onde os subscritos o e w se referem respectivamente as fases óleo e água, qj é a vazão
volumétrica de cada fase do fluido, sj é a saturação de cada fluido e vj representa a veloci-
dade superficial dos fluidos. A velocidade superficial é dada pela lei de Darcy, ou seja,

vj = −λjK (∇pj − ρjg∇z) , j = o, w (2)

onde pj é a pressão de cada fase, ρj é a massa espećıfica das fases, g é a força da gravidade
e ∇z é um vetor que aponta a direção de atuação da gravidade. Considera-se que o tensor
de permeabilidade K depende da posição somente e que o material seja anisotrópico, ou
seja,

K =
[

kx kxy

kyx ky

]
(3)

sendo kx, ky, kxy e kyx as permeabilidades absolutas em relação aos eixos cartesianos.
Admite-se que kxy = kyx. As mobilidades de cada fase são dadas pela relação

λj =
krj

µj
(4)

onde krj = krj (sw) é a permeabilidade relativa e µj a viscosidade.
Após uma manipulação algébrica destas equações, conforme descrito por Peaceman15,

chega-se a uma equação parabólica descrevendo a evolução do campo de pressões no meio
poroso e a uma equação predominantemente convectiva descrevendo a evolução da frente
de saturação de água. Estas, para um domı́nio Ω ∈ R2, de contorno Γ em um intervalo de
tempo [0, T ], podem ser escritas como

φct
∂p

∂t
+ ∇ · vT = Qt em Ω × [0, T ] (5)

−∇ · [fwvT + hwK∇sw + λofw (ρw − ρo)Kg∇z] − Qw = φ
∂sw

∂t
em Ω × [0, T ] (6)

Na equação (5) p é a pressão média das fases, vT = (vo + vw) é a velocidade total do
sistema, Qt = Qo +Qw é a vazão volumétrica total de injeção, φ é a porosidade, ct é a
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compressibilidade total do sistema rocha-fluido e t ∈ [0, T ] o tempo. A função de fluxo
fracionário da água é dada por

fw =
λw

λw + λo
(7)

e a função hw é definida como

hw = − λoλw

λo + λw

dpc

dsw
(8)

onde pc = po − pw é a pressão capilar, dependente somente da saturação da água, isto é, pc

= pc (sw) .
De forma a simplificar as expressões (5) e (6), podemos definir os tensores,

D = λofw
dpc

dsw
K (9)

Λp = K (λo + λw) (10)

Λm =
1
2
K (λo − λw) (11)

e a velocidade aparente de transporte do fluido,

va = fw [vT + λo (ρw − ρo)Kg] (12)

onde g = g∇z. Substituindo estas expressões em (5) e (6), o sistema resultante de equações
diferenciais parciais é

φct
∂p

∂t
+ ∇ · vT = Qt em Ω × [0, T ] (13)

vT = −Λp∇p − Λm
dpc

dsw
∇sw + (ρoλo + ρwλw)Kg (14)

φ
∂sw

∂t
+ ∇ · va + ∇ · [D∇sw] + Qw = 0 em Ω × [0, T ] (15)

O conjunto de equações acima descreve o modelo matemático para escoamentos bifásicos
ligeiramente compresśıveis através de meios porosos. O único termo que leva em conside-
ração os efeitos da compressibilidade é a derivada temporal da pressão na equação (13).
Como evidenciado por Durlofsky6, este modelo matemático só é válido se ct � 1, 0. En-
tretanto, para escoamentos de óleo e água em reservatórios de petróleo, ct ≈ 10−6psi−1,
portanto dentro das condições de validade do modelo. Para completar a descrição do pro-
blema condições de contorno adequadas devem ser especificadas. A fronteira Γ do domı́nio
Ω pode ser particionada de tal forma que Γ = Γi⊕Γp ⊕Γd⊕Γn, onde Γi e Γp denotam, res-
pectivamente a fronteira nos poços injetor e produtor, Γd denota a fronteira onde a pressão
é prescrita e Γn a parte da fronteira onde a condição de escoamento nulo é especificada.
Portanto as condições de contorno são:
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Para a equação da pressão,

vT · n = Qı em Γi × [0, T ] (16)

vT · n = Qp em Γp × [0, T ] (17)

v
T
· n = 0 em Γn × [0, T ] (18)

p (x, t) = p̄ em Γd × [0, T ] (19)

e para a equação da saturação,

sw (x, t) = s̄ em Γi × [0, T ] (20)

D∇sw · n = 0 em Γn × [0, T ] (21)

As condições iniciais para pressão e saturação são respectivamente

p (x, 0) = p0 em Ω (22)

s (x, 0) = s0 em Ω (23)

onde nT = (nx, ny) é o vetor normal unitário externo à Γ. Note que Γi pode se reduzir a
uma função ou um conjunto de funções Delta de Dirac no caso de uma ou várias fontes
pontuais.

O sistema formado pelas equações (13) e (15) pode ser adimensionalizado identificando-
se valores caracteŕısticos para cada variável. Segundo Durlofsky6, as equações adimensio-
nais resultantes dependem de dois números adimensionais. O primeiro, designado por Gd,
quantifica a relação entre os efeitos gravitacionais e convectivos, isto é,

Gd =
Kc∆ρ ‖g‖
µc (vT )c

(24)

onde Kc é a permeabilidade caracteŕıstica do reservatório, avaliada como a média geométri-
ca das permeabilidades do reservatório, vc é a velocidade caracteŕıstica total, ∆ρ = ρw −ρo.
O segundo número adimensional representa a relação entre os termos convectivos e os termos
relacionados à pressão capilar. Este número, designado por Pe é dado por

Pe =
µo (vT )c L

p̄cKc
(25)

onde L é um comprimento caracteŕıstico do reservatório e p̄c a pressão capilar caracteŕıstica.
O número Pe pode ser entendido como um tipo de número de Peclet. Nas formulações de
elementos finitos apresentadas adiante o conjunto completo de equações será considerado.
Entretanto, é instrutivo considerarmos formas simplificadas destas equações. Como de
forma geral os termos envolvendo a pressão capilar na equação (13) são inferiores aos
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termos de pressão e, se desprezarmos ainda os efeitos gravitacionais e os termos fonte, a
equação da pressão se simplifica para

φct
∂p

∂t
+ (λw + λo)∇ · (K∇p) = 0 (26)

Se desprezarmos ainda os termos relacionados à presão capilar na equação da saturação,
pois estes são geralmente menos importantes que os termos convectivos, além dos termos
gravitacionais e termos fonte, temos,

φ
∂sw

∂t
+ ∇ · (fwvT ) = 0 (27)

Pode-se notar que a equação (26) é uma equação parabólica não-linear, já que λw e λo

dependem da saturação, enquanto que a equação (27) é uma equação hiperbolica também
não-linear, pois fw também dependede λw e λo. As maiores dificuldades para a solução
numérica das equações (26) e (27) ou (13) e (15) se originam de seu acoplamento, das não
linearidades envolvidas e da natureza hiperbólicia da equação da saturação.

FORMULAÇÃO DE ELEMENTOS FINITOS

Discretização espacial

Para a aproximação de elementos finitos do conjunto acoplado de equações difenciais
parciais (13) e (15), consideramos o domı́nio espacial Ω dividido em nel elementos Ωe,
e = 1, 2, ..., nel tal que Ω = ∪nel

e=1Ωe e Ωi ∩ Ωj = ∅. Sejam os conjuntos das funções
teste para pressão Ph e saturação Sh e o espaço das variações admisśıveis Wh, definidos
respectivamente por

P
h =

{
ph/ph ∈ Hh (Ω) , ph ∈ P 1 (Ωe) , ph (t) = p̄ em Γd

}
(28)

S
h =

{
sh
w/sh

w ∈ Hh (Ω) , sh
w ∈ P 1 (Ωe) , sh

w (t) = s̄h
i em Γi

}
(29)

W
h =

{
wh/wh ∈ Hh (Ω) , wh ∈ P 1 (Ωe) wh = 0 em Γ

}
(30)

sendo Hh (Ω) um espaço de dimensão finita sobre o domı́nio Ω, e P 1 (Ωe) representam os
polinômios de 1a ordem em Ωe. Portanto a formulação semi-discreta é dada por

Ache ph ∈ Ph, sh
w ∈ Sh e ∀wh

p , wh
s ∈ Wh, tal que

∫
Ω

whφct
∂p

∂t
dΩ −

∫
Ω
∇wh · vT dΩ =

∫
Ω

whQT dΩ em Ω × [0, T ] (31)

∫
Ω

wh
(

Lh
(

sh
w, vh

a

))
dΩ +

Nel∑
e=1

∫
Ωe

τ1
vh

a

‖vh
a‖

· ∇whLh
(

sh
w, vh

a

)
dΩ

+
Nel∑
e=1

∫
Ωe

τ2

∣∣Lh
(
sh
w, vh

a

)∣∣
‖∇sw‖ ∇wh · ∇sh

wdΩ = 0 em Ω × [0, T ] (32)
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L
(

sh
w, vh

a

)
= φ

∂sh
w

∂t
+ ∇ · vh

a + ∇ ·
[
D∇sh

w

]
+ Qw (33)

onde a equação da pressão foi aproximada pelo método de Galerkin. A primeira integral
na equação (32) representa o termo de Galerkin, o primeiro somatório de integrais nos
elementos é o termo Streamline-Upwind/ Petrov–Galerkin (SUPG)1 e o segundo somatório
o operador de captura de descontinuidades tipo CAU8. Note que sendo va a velocidade
efetiva de transporte e considerando as simplificações presentes na equação (27), podemos
admitir a utilização de va na construção da função peso da formulação SUPG.

Os parâmetros τ1 e τ2 são avaliados através das expressões:

τ1 =
δe
1

2 ‖ve
a‖

min
(

Pee

3
, 1

)
(34)

Pee = δe
1

‖ve
a‖3

(ve
a)T ·Dve

a

(35)

τ2 =
δe
2∥∥∥ve

a//

∥∥∥ min (Pe//e, 0, 7) (36)

Pe//e = δe
2

∥∥∥ve
a//

∥∥∥3
(

ve
a//

)T · Dve
a//

(37)

ve
a// =

(
ve

a ·
∇se

w

‖∇se
w‖2

)
∇se

w (38)

onde δe
1 e δe

2 são parâmetros que dependem da malha e o supeŕındice e indica que a variável
foi calculada no interior dos elementos.

DESCRETIZAÇÃO TEMPORAL

Introduzindo-se a separação de variáveis

ph (x, t) =
nnos∑
i=1

NApA (t) (39)

sh (x, t) =
nnos∑
i=1

NAsA (t) (40)

onde pA e sA são respectivamente os valores nodais de ph e sh, NA = NA (x) , A =
1, 2, ..., nnos as funções de interpolação, nnos o número de nós da malha de elementos
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finitos e xT = (x, y) o vetor posição, a formulação variacional resulta no seguinte sistema
não-linear de equações semi-discretas:

[
Fp (p, ṗ,s,t)
Fs (s,ṡ,p,t)

]
=

[
Qp

Qs

]
(41)

onde os termos Qp e Qs levam em conta os termos fonte e condições de contorno. As
derivadas em relação ao tempo de p e s são indicadas respectivamente por ṗ e ṡ.

Um algoritmo de integração no tempo baseado no método trapezoidal generalizado10
será utilizado neste trabalho para discretizar no tempo o sistema (41). A solução no tempo
n + 1 é calculada como segue:

Dado p0 e s0 calcule
pn, sn, n ∈ {0, 1, 2, ..., Nsteps} tal que:

[
Fp (pn+1, ṗn+1, sn+1, tn+1)
Fs (pn+1, sn+1, ṡn+1, tn+1)

]
=

[
Qp

Qs

]
(42)

pn+1 = pn + (1 − α) ∆tṗn + α∆tṗn+1

sn+1 = sn + (1 − α) ∆tṡn + α∆tṡn+1

onde Nsteps é o número de passos de tempo e ∆t é o intervalo de tempo especificado.
Adota-se α = 1

2 o que corresponde ao método impĺıcito de Crank–Nicolson. Eliminando-se
ṗn+1 e ṡn+1 em Fp e Fs chega-se a uma equação não linear a ser resolvida a cada passo de
tempo, que pode ser escrita como

[
Fp (pn+1, sn+1)
Fs (pn+1, sn+1)

]
−

[
Qp

Qs

]
= 0 (43)

Para resolver o sistema não linear (43) utiliza-se o método de Newton–Raphson, o que
nos leva a

[
A11 A12

A21 A22

](i) [ ∆ṗ(i)

∆ṡ(i)

]
=


 Qp −Fp

(
p
(i)
n+1, s

(i)
n+1

)
Qs −Fs

(
p
(i)
n+1, s

(i)
n+1

)

 (44)

onde i é o contador de iterações do método de Newton–Raphson e as submatrizes

A11 = ∂F(i)p /∂p (45)

A12 = ∂F(i)p /∂s (46)

A21 = ∂F(i)s /∂p (47)

A22 = ∂F(i)s /∂s (48)

são as componentes da matriz jacobiana e ∆ṗ(i), ∆ṡ(i) são os incrementos das variáveis
nodais das derivadas temporais da pressão e saturação. A matriz jacobiana é normalmente
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não simétrica e esparsa. A experiência indica que a resolução iterativa destes sistemas é
dominada pelos termos provenientes da equação da pressão. Sendo assim, observa-se na
solução iterativa dos mesmos um comportamente t́ıpico de problemas quasi-eĺıpticos uma
vez que a compressibilidade é baixa. Uma forma de se tentar otimizar os procedimentos
de solução é desprezar os termos de acoplamento, isto é, resolver o problema de forma
bloco-iterativa

A11∆ṗ = Qp − F(i)p

(
p
(i−1)
n+1 , s

(i−1)
n+1

)
(49)

ṗ(i)n+1 = ṗ(i−1)n+1 + ∆ṗ(i)n+1 (50)

p(i)n+1 = p(i−1)n+1 + α∆t∆ṗ(i) (51)

A22∆ṡ = Qs −F(i)s

(
pi

n+1, s
(i−1)
n+1

)
(52)

ṡ(i)n+1 = ṡ(i−1)n+1 + ∆ṡ(i)n+1 (53)

s(i)n+1 = s(i−1)n+1 + α∆t∆ṡ(i) (54)

Os vetores F(i)p , F(i)s e a matriz A22 dependem da velocidade vh, que depende de ∇ph

e ∇sh
w. De forma a manter a ordem de aproximação do campo vh, Malta et al.14, Loula

et al.13 propõem diversas formas de pós-processamento. Neste trabalho adotamos o pós-
processamento global de Malta et al.14:

Dado ∇ph, ∇sh
w ache

vh
p ∈

{
vh

p /vh
p ∈

[
Hh (Ω)

]2
, vh

p ∈ [
P 1 (Ωe)

]2
, vh

p · n =0 em Γp

}

∀wh
v ∈

{
wh

v /wh
v ∈

[
Hh (Ω)

]2
, wh

v ∈ [
P 1 (Ωe)

]2
, wh

v =0 em Γ
}

tal que

0 =
∫
Ω

wh ·
(
Λ−1

p vh
p + ∇ph

)
dΩ +

Nel∑
e=1

∫
Ωe

δe∇ ·wh

[
∇ ·

(
vh

p + Λm
dpc

dsw
∇sw

−K (ρoλo + ρwλw)g) −QT + φct
∂p

∂t

]
dΩ em Ω × [0, T ] (55)

onde δe é um parâmetro de malha, geralmente tomado como he/2. Com a utilização da
técnica de pós-processamento nota-se que ph, vh

p e vh
p são aproximados da mesma forma.

Com isto, podemos modificar as iterações por bloco introduzindo-se logo após a atua-
lização do campo de pressão a avaliação do campo de velocidades pós-processado, isto é,
solucionando-se

M̄v(i)p = F(i)n+1 (56)
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onde v(i)p são os valores nodais de vh
p , a matriz M̄ e o vetor F(i)n+1 correspondem à forma

discreta (55). O sistema de equações (49) correponde à equação da pressão, agora esparso
e simétrico, é solucionado através do método dos gradientes conjugados precondiciona-
do, usando um precondicionador elemento-por-elemento Gauss–Seidel. Já o sistema (52),
correspondente à equação da saturação é resolvido pelo algoritmo GMRES com precondi-
cionador elemento-por-elemento Gauss–Seidel. O sistema de equações (56) correspondente
ao pós-processamento das velocidades é solucionado através de iterações de Jacobi livre de
matrizes.

EXEMPLOS NUMÉRICOS

Caso unidimensional

Inicialmente vamos apresentar resultados para a solução da equação da saturação em um
problema unidimensional simples, para avaliarmos os diversos componentes das formulações
estabilizadas apresentadas na Seção 3. Neste problema não foram considerados os efeitos
da pressão capilar e nem termos fonte. Em todos os casos a velocidade total é v = ix e a
saturação da água em x = 0 é fixa em sw = 1, 0. No primeiro caso adotou-se krw = s2w;
kro = (1 − sw)2; µo/µw = 5 e os efeitos da gravidade não foram inclúıdos, isto é, Gd = 0.
Os perfis de saturação obtidos neste caso para t = 0, 5 Volumes Porosos Injetados (VPI)

Figura 1. Frente de saturação de água em t = 0, 5 VPI para o problema unidi-
mensional sem gravidade

encontram-se na Figura 1, para simulação empregando uma malha uniforme com 80 ele-
mentos lineares. Na Figura 1, a solução com o método SUPG é identificada simplesmente
por SUPG. Quando o operador de captura de descontinuidade é levado em consideração
as soluções são identificadas por SUPG+CAU. Também na Figura 1 encontram-se duas
soluções com a formulação CAU somente. Note que em algumas soluções a contribuição do
termo CAU foi ponderada por δe

2 = he/2 enquanto que na outra solução o mesmo termo foi
ponderado por δe

2 = he. Em todos os casos δe
1 = he/2. Observou-se na Figura 1 que a solução

com o método SUPG é menos difusiva, porém com oscilações espúrias no pé da frente. Já
as soluções com a presença do operador de captura de descontinuidade são mais difusivas,
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especialmente aquelas onde somente o operador foi utilizado. De acordo com Durlofsky6,
a altura teórica para o choque neste caso é 0,41, o que está em boa concordância com as
soluções numéricas obtidas com as formulações SUPG+CAU e CAU.

O caso seguinte considera os efeitos gravitacionais de tal forma que, neste caso Gd = 2.
Considera-se ainda que os efeitos gravitacionais agem na direção oposta à vvv, ou seja, na
direção negativa do eixo x. Os perfis de saturação para t = 0, 5 VPI para as diferentes
simulações encontram-se na Figura 2. Novamente a solução SUPG apresentou oscilações
indesejáveis, enquanto que as soluções SUPG+CAU e CAU estão em boa concordância com
a altura teórica do choque (0,76) prevista neste caso. Ainda, verifica-se que as oscilações
espúrias são comparativamente menos acentuadas do que no caso sem gravidade.

Figura 2. Frente de saturação de água em t = 0, 5 VPI para o problema unidi-
mensional com gravidade

PROBLEMA DE CINCO-POÇOS

Seja o problema da simulação do escoamento de água e óleo numa configuração do
problema de cinco poços com dupla simetria. Neste caso, o domı́nio do problema é um
quadrado de lado unitário, com um poço injetor e um poço produtor alinhados na di-
agonal principal. Consideramos o reservatório homogêneo, com permeabilidade absoluta,
constante e isotrópica, ou seja, K = I. A porosidade do reservatório é constante e seu val-
or é irrelevante, pois serve apenas como escalonamento do tempo. Tomamos ct = 10−6 e
não consideramos os efeitos gravitacionais e de pressão capilar. Neste exemplo krw = s2w;
kro = (1 − sw)2 e µo/µw = 4. Os resultados serão apresentados em termos de Volumes
Porosos Injetados (VPI), que é uma grandeza análoga ao tempo adimensionalizado. Adota-
se uma malha regular composta de 20× 20 células, onde cada célula é subdividida em dois
elementos triangulares lineares, totalizando 800 elementos. Dois cenários foram considera-
dos. O primeiro, identificado como diagonal, os poços injetor e produtor estão na diagonal
perpendicular às linhas diagonais de disposição dos elementos triangulares. O segundo,
identificado como paralelo, possui a orientação das linhas diagonais dos elementos paralela
à diagonal poço injetor-poço produtor. Idealmente, os resultados para ambas configurações
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deveriam ser idênticos. Entretanto, devido a um maior ou menor efeito de orientação de
malha, os resultados poderão diferir para os dois cenários. Além disso este exemplo per-
mite validar a solução do problema pressão-velocidade e seu acoplamento com a equação
da saturação.

Os resultados para a recuperação de óleo normalizada pelo volume total injetado para os
dois cenários encontram-se respectivamente nas Figuras 3 e 4. Pode-se notar nestas figuras
que para os dois cenários as soluções com a formulação SUPG apresentaram oscilações
indesejáveis, notadamente na configuração diagonal. Os resultados com as formulações
com operador de captura de descontinuidade não apresentam oscilações.

Figura 3. Recuperação de óleo para o problema de cinco poços na configuração
diagonal

Figura 4. Recuperação de óleo para o problema de cinco poços na configuração
paralela
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A Figura 5 mostra, para a formulação CAU ponderada por δe
2 = he/2, uma comparação

da recuperação de óleo obtida para os dois cenários de escoamento. Verifica-se que estas
formulações exibem pouco efeito de orientação de malha. Resultados semelhantes foram
observados para as formulações SUPG+CAU (he/2 e he) e CAU he.

Além disso, as simulações SUPG+CAU e CAU estão em boa concordância com os
resultados de Durlofsky6, que emprega uma formulação combinando elementos finitos mistos
para a equação da pressão e volumes finitos para a equação da saturação. As Figuras 6 e 7
apresentam as curvas de volume de óleo recuperado (VOR) respectivamente para as duas
orientações de malha.

Figura 5. Recuperação de óleo para o problema de cinco poços em diferentes
cenários

Figura 6. Volume de óleo recuperado para o problema de cinco poços na configu-
ração diagonal
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Figura 7. Volume de óleo recuperado para o problema de cinco poços na configu-
ração paralela

Nota-se que todas as formulações conduziram a uma boa recuperação do volume de
óleo, com muito pouca diferença entre as soluções para as orientações diagonal e paralela,
conforme evidenciado na Figura 8, que apresenta uma comparação direta para o volume
de óleo recuperado obtido com a formulação CAU he/2 em ambos cenários de escoamento.
Resultados semelhantes também foram observados para as formulações SUPG+CAU.

Figura 8. Volume de óleo recuperado para o problema de cinco poços em difer-
entes cenários paralela

As Tabelas I e II apresentam respectivamente o número médio de iterações por bloco-
iteração dos algoritmos de solução dos sistemas de equações lineares empregados na solução
da equação da pressão, no pós-processamento das velocidades e na solução da equação da
saturação, identificados respectivamente por PCG, Jacobi e GMRES. Nestas simulações,
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a tolerância dos métodos iterativos foi fixada em 10−4, o número de iterações por bloco
foi fixada em 3, e o passo de tempo foi ∆t = 0, 004. Adotou-se um número de 10 vetores
de Krylov para o algoritmo GMRES. Com a formulação SUPG as iterações por bloco
convergem em 2 iterações, para ambas orientações de malha.

Método SUPG SUPG+CAUhe/2 SUPG+CAUhe CAUhe/2 CAUhe

PCG 39,74 46,30 40,55 39,93 39,72
Jacobi 4,47 3,10 3,61 4,06 4,33
GMES 8,80 6,52 6,66 4,25 4,23

Tabela I. Resultados computacionais para o problema de cinco poços na malha
diagonal

Método SUPG SUPG+CAUhe/2 SUPG+CAUhe CAUhe/2 CAUhe

PCG 39,55 39,87 39,99 39,71 39,64
Jacobi 5,03 3,64 4,17 3,81 4,57
GMRES 5,59 5,22 5,29 4,28 4,17

Tabela II. Resultados computacionais para o problema de cinco poços na malha
paralela

Pode-se notar nas Tabelas I e II que os custos computacionais são dominados pela
solução da equação da pressão. O número de iterações GMRES é ligeiramente superior na
malha diagonal para as soluções que empregam a formulação SUPG, ainda que em todos
os casos o número de iterações GMRES possa ser considerado muito pequeno. Deve-se
destacar ainda o baixo número de iterações de Jacobi em todas as simulações.

CONCLUSÕES

Apresentou-se neste trabalho uma comparação de formulações estabilizadas de elemen-
tos finitos para a equação da saturação presente no modelo matemático para a simulação de
escoamentos bi-fásicos imisćıveis ligeiramente compresśıveis. Mostrou-se que a formulação
SUPG não era suficiente para evitar o surgimento de oscilações espúrias nas frentes de
saturação, devendo ser suplementada pelo operador de captura de descontinuidades. Além
disso, soluções aceitáveis foram obtidas empregando-se somente o operador de captura de
descontinuidades. Foi observado que as oscilações espúrias são menos acentuadas quando
os efeitos gravitacionais se opõem ao gradiente de pressão e que nos casos bi-dimensionais,
há pouca influência da orientação de malha nos resultados.
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