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RESUMEN

En este trabajo se presenta un estudio comparativo de diversos elementos formulados

mediante de métodos wariacionales miztos de deformaciones supuestas' y su aptitud para
reproducir bandas de localizacién bajo estados tensionales simples. ‘
Se describen en primer lugar las condiciones necesarias para que la localizacién de deformaciones
pueda tener lugar desde un punto de vista analitico asi como las distintas aproximaciones
numeéricas.
Se plantea la formulacién de algunos elementos propuestos anteriormente por otros autores como
Wilson/Taylor, Simé/Rifai, Andelfinger/Ramm y Ortiz/Leroy realizando anélisis comparativos
de los resultados en ejemplos basicos de localizacién de deformaciones. Se comprueba que los
elementos tradicionalmente aceptados para anélisis no lineales, como los cuadrilateros B, son
incapaces de reproducir bandas de localizacién. Sin embargo los elementos formulados bajo
principios variacionales mixtos han presentado resultados correctos y muy similares entre si.

SUMMARY

In this paper a comparison among different elements is presented within the context of
mized assumed strain methods with regard to their capacity to represent strain localization
bands under simple state of stress.

Firstly the mathematical requirements to develop a strain localization band are described as
well as the different numerical approximation techniques.

The formulation for some elements proposed recently by other authors such as Wilson/Taylor,
Simé/Rifai, Andelfinger/Ramm and Ortiz/Leroy is described and different comparative results
of basic localization examples are then presented. It is verified that the B quadrilaterals, widely
used in non-linear analysis, are not capable to exhibit localization bands. However the elements
formulated within mixed assumed strain methods present correct and very similar results.
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INTRODUCCION

Se entiende por localizacién de deformaciones la formacién de bandas estrechas
que generan una discontinuidad en el campo de deformaciones. La importancia de
este fenémeno radica en que es el precursor de la rotura de diversos materiales, asi
como el generador de mecanismos de grandes desplazamientos que desencadenan una
degradacién en la respuesta de los sélidos.

El fenémeno de localizacién de deformaciones se presenta en gran variedad de
materiales ingenieriles: metales estructurales®™, arenas*”*%, rocas®**, hormigones*®, etc.

Asimismo los mecanismos fisicos que dan origen a dicha localizacién pueden ser muy
variados. En metales sometidos a altas velocidades de deformacién, el ablandamiento
térmico en condiciones adiabdticas juega un papel fundamental®>. En metales a
bajas velocidades de deformacién, las distintas orientaciones en el deslizamiento de
cristales son suficientes para desencadenar la inestabilidad que origina la localizacién
de deformaciones, como en el caso de la estriccién de una probeta sometida a traccién
simple. En esta situacién se produce en una zona determinada una disminucién del
drea neta resistente, lo que incrementa la tensién y consecuentemente la deformacién
de manera inestable®.

En suelos, los deslizamientos que tienen lugar a nivel intergranular se comportan
como pequefias bandas de deformacién que evolucionan hasta formar una zona de
discontinuidad bien definida'® La dilatancia juega un papel desestabilizador al favorecer
la disminucién de la tensién efectiva de confinamiento y por tanto la disminucién de la
capacidad desviadora, favoreciendo la localizacién de deformaciones.

En materiales fragiles como rocas y hormigones el cardcter heterogénco de su
composicién condiciona la iniciacién de la localizacién, siendo la fractura el mecanismo
que determina el origen y evolucién de las bandas de discontinuidad. La localizacién
se inicia por el crecimiento de microdefectos existentes alrededor de las inclusiones de
4rido o mineral. Dichas microfisuras coalescen y evolucionan dando lugar a planos de
discontinuidad*®.

Desde un punto de vista analitico, el problema de localizacién de deformaciones
puede plantearse como consecuencia de la generacién y desarrollo de una discontinuidad
del campo de deformaciones. El tratamiento matematico de los fenémenos de
discontinuidad en un medio continuo se puede abordar mediante la teoria de
Hadamard'® para la propagacién de frentes de onda de discontinuidades. Como
consecuencia de esta teorfa la localizacién se asocia con la anulacién de la velocidad de
propagacién de ondas y por tanto, con la aparicién de ondas estacionarias®®*. Aunque
el problema no resulta abordable analiticamente desde un punto de vista general,
diversos autores han analizado las condiciones criticas de localizacién para estados
de deformacién bidimensionales y estados de carga simples. Resultan destacables las
aportaciones de Hill y Hutchinson'® en sélidos con criterio de fluencia de Von Mises,
deformacién plana y flujo asociativo. Rudnicki y Rice®* desarrollaron las condiciones
criticas en materiales cohesivo-friccionales con flujo no asociativo y superficie de
fluencia tipo Drucker-Prager, y Vardoulakis, Goldsheider y Gudehus*’ para un criterio
de fluencia Mohr-Coulomb. Recientemente, Runesson y Ottosen®” han realizado un
estudio mas general que engloba los resultados anteriormente citados, analizando las
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" condiciones necesarias para que la localizacién tenga lugar para una superficie de
fluencia genérica, tanto en tensién como deformacién plana.

En la practica, sin embargo, los modelos analiticos citados tienen un rango de
aplicacién limitado a casos sumamente idealizados y de escasa relevancia ingenieril.
Debe recurrirse a la discretizacién del problema de contorno y su consiguiente
resolucién numérica en el ordenador, siendo la metodologia de Elementos Finitos la
mas comunmente aceptada.

Este tratamiento numeérico para problemas de localizacién de deformaciones lleva
aparejado algunas dificultades notables:

1. Se trata de simular un fenémeno de discontinuidad de deformaciones mediante
una teoria basada en la mecanica de medios continuos?”. Existe una incapacidad
aparente de los elementos finitos usuales para captar el fenémeno de localizacién
dentro de su dominio debido a que éstos aproximan de forma continua el campo
de deformaciones.

2. El fenémeno de localizacién lleva asociado, en materiales no dependientes de
la velocidad de deformacién, un mal planteamiento matemdético del problema
de contorno®, originando una falta de unicidad en la solucién. Por otro
lado, los modelos de la elastoplasticidad clésica no contemplan ninguna longitud
caracteristica que permita definir un ancho de la banda de localizacién que
regularice el problema de contorno. Por tanto si no se adoptan precauciones
especiales, los resultados no serdn tnicos, dependiendo de la discretizacién
adoptada®'®,

A las dificultades anteriores deben anadirse las intrinsecas a un problema
elastoplastico y fuertemente no lineal, como son la propia integracién de las ecuaciones
constitutivas, y la tendencia al bloqueo o sobrerrigidizacién de la malla en flujo plastico
cuasi-incompresible?®,

En este trabajo se presenta un estudio comparativo de diversas formulaciones de
elementos finitos “mejorados”, dentro del contexto de los métodos de deformaciones
supuestas, en cuanto a su aptitud para reproducir bandas de localizacién bajo estados
tensionales simples. En primer lugar se resume la descripcién matematica de la
localizacién, asi como los posibles tratamientos numéricos del problema. Seguidamente
se expone de forma concisa la formulacién de los elementos mejorados empleados
en este trabajo. A continuacién se describen varios ejemplos bésicos de localizacién
y los resultados obtenidos mediante el andlisis por elementos finitos. Del examen
de los resultados obtenidos, se concluye que los elementos descritos muestran una
capacidad notable para analizar problemas de localizacién, poseyendo por otra parte
una formulacién suficientemente general de forma que sus aplicaciones no se reducen a
este tipo de problemas.

A. CRITERIO DE LOCALIZACION: PLANTEAMIENTO ESTATICO

Se efectiia aqui un resumen de la descripcién de la localizacién asi como los
requerimientos matematicos para la misma, en el marco de la teoria de Hadamard®
Para una exposicién maés detallada, se recomienda consultar las publicaciones de
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Mandel* y Rice®

Se admite la existencia de un sélido homogéneo sometido a un incremento
cuasiestdtico de deformacién €. El objetivo es averiguar bajo qué condiciones se produce
un plano de orientacién n a través del cual exista una discontinuidad de deformaciones.

El campo de velocidades, ., debe permanecer continuo, incluso una vez iniciada la
localizacién de deformaciones, a pesar de que € = V®4 sea discontinuo a través de la
superficie de localizacién. Dicho salto de la funcién gradiente de velocidades se expresa
matematicamente del siguiente modo:

[Vi] = Vit — Vi~ #0, (1)

donde los superindices (+) y (~) denotan los valores del campo a cada lado de la
discontinuidad (Figura 1).

Figura 1. Superficie de discontinuidad del campo de deformaciones

Con el fin de garantizar la continuidad del campo de velocidades, las condiciones
de compatibilidad de Hadamard?® indican que el salto de la funcién Vu no es
independiente, debiendo existir una funcién g{z) tal que:

[Vi]=g®n (2)

siendo ® el producto tensorial o disddico {((g®mn)i; = gzn3) El salto del tensor velocidad
de deformacién es por tanto:

[e] = @®n+n®Q (3)

Se considera una relacién constitutiva incremental de la forma;
6=D:¢ (4)
donde D es el tensor de 4° orden de mddulos constitutivos tangentes. Dado que
el problema se plantea en condiciones estaticas, no tiene sentido establecer una

dependencia del material con la velocidad de deformacién, por tanto el tensor D es
una funcién homogénea de grado cero en &.
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Se admite, por hipétesis, que al inicio de la localizacién, el material se encuentra
en la misma rama de carga a ambos lados de la discontinuidad, por lo que el salto de
la tasa de tensiones deberd verificar:

[6] = D : [€]. | (%)

De este modo, si se impone la condicién de equilibrio a través de los planos de
discontinuidad, se debe establecer la continuidad del vector tensién t, resultando:

[t] = n-[é] = 0; (6)
empleando (5), (3) y la simetria de D se llega a
n-D:(g®n)=0. (7

Se denomina. tensor acistico del material a

Q(n)E n-D-n,

dependiendo de los médulos tangentes D del material en cada punto, y de la orientacién
n. La ecuacién (7) se resume por tanto como

Q(n)-g=0. (8)

Para que esta ecuacién homogénea tenga solucién distinta de la trivial, se ha de verificar
que el tensor acustico tenga al menos un autovalor nulo:

det[@(n)] = 0. (9)

Se observa que el criterio matemético que establece las condiciones suficientes
para la localizacién de deformaciones se sustenta en las caracteristicas constitutivas
del comportamiento del material. Asimismo, conviene destacar que la existencia de
autovalores nulos en el tensor acustico implica una pérdida del cardcter eliptico de las
ecuaciones de equilibrio del sdlido. Analogamente, en problemas dindmicos, se produce
una pérdida del caracter hiperbélico de la ecuacién dindmica de Cauchy, dando lugar
a velocidades imaginarias de propagacién de ondas.

Es importante puntualizar, como destaca Needleman®®, que esta pérdida del
caracter eliptico de las ecuaciones, conduce a que el problema de contorno asociado
se encuentre matemadaticamente mal planteado. Asimismo de las propias ecuaciones no
se puede inferir el ancho de la banda de localizacién, pudiendo ser arbitrariamente
pequeiia. Esta falta de definicién trae consigo una falta de objetividad de los analisis
numéricos con respecto al tamafio de malla empleado. Esto es, existe una dependencia
de los resultados numéricos con la discretizacién: distintos resultados para distintas
mallas, siendo la solucién claramente insatisfactoria.
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B. APROXIMACION NUMERICA

Las aproximaciones numeéricas realizadas mediante el método de los Elementos
Finitos al fenémeno de localizacién intentan solventar dos cuestiones:

1. La mejora de la capacidad de los distintos elementos para capturar saltos en los
gradientes de deformacién; esta condicién equivale a permitir la captura de la
cinematica de las bandas de bifurcacién.

2. La regularizacién del problema de contorno, mediante la adaptacién de modelos
constitutivos que permitan incorporar longitudes de escala en el propio modelo;
esta condicién busca evitar la dependencia de los resultados de la malla empleada.

B1. Técnicas de discretizacién y disefio de elementos especiales

Las formulaciones convencionales utilizadas en el método de los elementos finitos
no permiten una adecuada representacién de los elevados gradientes de deformacién
asociados a la cinematica de la localizacién de deformaciones. Para evitar este
inconveniente, se han empleado dos tipos de técmicas: bien mediante el desarrollo
de elementos especificamente orientados a la localizacién, bien mediante el empleo de
técnicas de discretizacidn autoadaptativas que permiten un mayor refinamiento en las
zonas de mayor gradiente. :

Pietruszczak y Mroz*? fueron los primeros en desarrollar elementos especificos para
¢l tratamiento de problemas de localizacién. Consideran en su formulacién de la matriz
de rigidez elemental la existencia de una banda de deformaciones superpuesta al campo
de deformaciones existente. Tanto la orientacién de la banda como su espesor se
consideran dados. Por tanto los resultados son insensibles a la discretizacién.

Tvergaard et al*®, capturan los gradientes de deformacién mediante elementos
cuadrangulares divididos en tridngulos, orientando los lados de los tridngulos de forma
sensiblemente paralela a la direccién estimada de la banda.

Ortiz et al®® han disefiado un elemento para capturar los saltos de deformacién (ver
el Apartado C3.4 de este trabajo). La direccién de la banda de localizacién se establece
a priori mediante un criterio de localizacién a nivel puntual. Una vez conocida esta
direccién se afiaden unas funciones constantes a trozos que dividen al elemento en dos,
de forma que se produzca un salto en el campo de deformaciones. La definicidn de este
campo adicional, incompatible con el campo de desplazamientos, introduce unos grados
de libertad internos que son eliminados mediante condensacion estdtica a nivel de cada
elemento. Una extensién de este procedimiento a deformaciones finitas se debe a Nacar
et al**. En éstas dos 1iltimas formulaciones, el propio tamafio del elemento actiia como
longitud caracteristica que gobierna el ancho de la banda de localizacién.

Belytschko y Fish™!3, emplean una técnica similar mediante el desarrollo de
una metodologia de enriquecimiento del campo de deformaciones en la direccién
normal a la banda de localizacién. Para tal fin, hacen uso de la formulacién de
elementos de deformaciones supucstas ASM (Assumed Strain Methods). A diferencia
del elemento desarrollado por Ortiz et al®®, estos elementos se caracterizan por
tener embebida la banda con un ancho prefijado de antemano, de forma similar al
elemento de Pietruszczak y Mroz; la orientacién de la banda viene determinada por las
caracteristicas constitutivas.
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En esta misma, linea se pueden enmarcar los trabajos de Dvorkin et al, aplicados
al hormigén'*2.

La reciente reformulacién del elemento de Wilson-Taylor®* por parte de Simd y
Rifai*® dentro de un contexto variacional de deformaciones supuestas (ver Apartado
C3.1 de este trabajo), ha permitido generalizar la formulacién a problemas de
plasticidad y grandes deformaciones*'. En estudios realizados por Steinmann y Willam
con estos elementos*?*3 para problemas de localizacién han proporcionado excelentes
resultados, comportindose de manera muy similar a los elementos especificamente
disenados para localizacién de deformaciones. En los apartados sucesivos se describird
con mayor detalle la formulacién de estos elementos, efectudndose asimismo un andlisis
comparativo de su capacidad para capturar bandas de localizacién de deformaciones.

Existen aproximaciones recientes, relacionadas con la mejora de la técnica de
discretizacién, consistentes en refinar la malla de elementos en zonas donde se detectan
mayores gradientes de deformacién. Conviene destacar la formulacién de remallaje
adaptativo como la propuesta por Ortiz y Quigley®**°. El criterio de refinamiento
empleado es tal, que la variacién de la solucién es la misma en todos los elementos de
la malla.

Conviene subrayar que las técnicas numéricas anteriormente descritas estén
orientadas Unicamente a representar discontinuidades de deformacién , es decir a
capturar la cinematica. Como se ha dicho, esto no garantiza la consistencia de la
solucidn, a no ser que se tomen precauciones adicionales, de modo que puede depender
de la propia discretizacion.

B2. Introduccién de limitadores de localizacién

En condiciones estdticas, como ya se ha comentado, el fenémeno de localizacién
se caracteriza por una pérdida del caracter eliptico de las ecuaciones incrementales
de equilibrio; esto conduce a una bifurcacién desde una respuesta homogénea, a una
respuesta no homogénea del campo de deformaciones. Las formulaciones elastopldsticas
convencionales no permiten la introduccidén de pardmetros de longitud que definan una
anchura de la banda de localizacién, de este modo, la solucién en deformaciones resulta
en una banda de espesor nulo. La respuesta es, por tanto, altamente dependiente de la,
discretizacién empleada.

Una manera de eludir esta dificultad es mediante el planteamiento de formulaciones
que modifiquen el cardcter de las ecuaciones. De este modo, mediante la introduccién
de unos parametros o limitadores de localizacién, se puede evitar que la regién de
localizacién degenere en un conjunto de medida nula®.

Entre los limitadores de localizacién propuestos destaca el limitador diferencial
propuesto por Vardoulakis y Aifantis**. La introduccién de gradientes de los
desplazamientos de segundo orden, dentro de formulaciones elastoplasticas, juega un
papel estabilizador para la obtencién de soluciones bien planteadas en régimen de
ablandamiento. De esta forma se puede introducir un pardmetro de longitud que
permite controlar el ancho de la banda de localizacién.

El limitador integral constituye uno de los limitadores més conocidos, tambien
denominado formulacién de continuo no-local, introducido por Bazant y Pijaudier-
Cabot*. En esta formulacidén, la variable deformacién pléstica se considera no local,
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esto es, su valor se obtiene como ponderacién en un dominio finito caracterizado por
una longitud caracteristica. Dicha longitud es una propiedad de cada material y tiene el
mismo orden de magnitud que el mayor tamafio de una inhomogeneidad caracteristica®.

Otras de las aproximaciones corresponde al limitador viscopldstico introducido por
Needleman® para problemas dindmicos y desarrollado més recientemente por Loret
y Prevost'®**, Esta estrategia ha venido motivada por el hecho de que en materiales
dependientes de la velocidad de deformacién, no se produce una pérdida del caracter
hiperbdlico de las ecuaciones dindmicas de equilibrio. En este sentido, la dependencia
de la velocidad de deformacién introduce de una manera natural una longitud de escala
cn (donde ¢ es la velocidad de propagacién de las ondas eldsticas y n el pardmetro de
viscosidad) que actua como limitador. El pardmetro de viscosidad puede ser visto, por
tanto, como un parametro regularizador (punto de vista numérico) o como un parametro
micromecénico, que se determina a partir de los anchos de banda de localizacién
observados experimentalmente’®.

Dado que los materiales no dependientes de la velocidad de deformacién se pueden
considerar como un caso limite, es posible hacer un tratamiento de la localizacién de
estos materiales desde ¢l punto de vista de la viscoplasticidad.

Otro planteamiento para regularizar la respuesta post-bifurcacién es mediante el
empleo de formulaciones que, dentro de la mecanica de medios continuos, puedan incluir
longitudes de escala microestructurales. En esta linea se puede incluir la formulacién del
continuo de Cosserat, que ha sido utilizada por primera vez para abordar problemas
de localizacién de deformaciones por Muhlhaus y Vardoulakis®®. La formulacién del
continuo micropolar de Cosserat, que posee més de ochenta afios de antiguedad®,
se caracteriza por incluir ademds de los tres grados de libertad traslacionales, tres
grados de libertad rotacionales. De este modo, el tensor de deformaciones posee unas
nuevas componentes, que tienen el cardcter de micro-curvaturas; el tensor de tensiones
conjugado, incorpora unos micro-momentos, siendo ambos no simétricos.

C. ELEMENTOS MEJORADOS

C1. Preambulo

En los ultimos ahos se ha dedicado una especial atencién al desarrollo de elementos
de “altas prestaciones”. Dicho término engloba a elementos de bajo orden, que
presentan una gran exactitud en mallas de elementos finitos no excesivamente refinadas.
Dichos elementos se han propuesto como variantes de los elementos convencionales
formulados en desplazamientos. Tradicionalmente las mejoras introducidas han
consistido en ajustes ad-hoc sin més justificacién, muchas veces, que la de los propios
resultados.

Conviene destacar las modificaciones del elemento cuadrildtero de interpolacién
lineal introducidas por Wilson y Taylor para mejorar su comportamiento a flexién
mediante la incorporacién de modos de desplazamiento incompatibles®. Resulta
igualmente destacable la formulacién volumétrica media, propuesta por Nagtegaal et
al*®*, como método para evitar el bloqueo de elementos cuadrildteros en condiciones
préximas a la incompresibilidad. De manera similar Flanagan y Belytschko,
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empleando un operador proyeccién, desacoplan la matriz de rigidez en un término
subintegrado y un término de estabilizacién. Hughes'® unifica los conceptos de
integracién reducida y selectiva as{ como el planteamiento volumétrico medio mediante
la formulacién B en la que la matriz de compatibilidad cinemética deformacién-
desplazamiento B es sustituida por otra modificada B.

De forma paralela ha habido un interés en justificar dichos ajustes,
mediante formulaciones variacionales, con vistas a dotarlos de un planteamiento
matematicamente consistente y un enfoque mds general, ampliando de este modo el
campo de aplicacidén para el que inicialmente fueron concebidos. Destaca en este
sentido la justificacién variacional de la formulacién B propuesta por Simé y Hughes®.
Belytschko y Bachrach® presentan una justificacién a las técnicas de proyeccién de la
matriz de rigidez mediante un planteamiento variacional basado en un funcional de Hu-
Washizu. Pian y Sumihara® utilizan desplazamientos incompatibles para introducir un
campo de tensiones supuesto mediante un principio variacional de Hellinger-Reissner.

Recientemente Simé y Rifai han propuesto una formulacién de deformaciones
supuestas mejoradas “Enhanced Assumed Strain” (EAS)* que enmarca de forma
natural el planteamiento de modos incompatibles de Wilson y Taylor dentro de un
principio variacional de Hu-Washizu. En esta formulacién el campo de deformaciones
supuesto se descompone en un campo de deformaciones compatible con el campo de
desplazamientos y un campo mejorado.

El planteamiento de elementos mejorados en el contexto de deformaciones supuestas
posee como ventaja fundamental su incorporacién natural a problemas distintos de la
elasticidad lineal, y en particular su extensién a problemas de plasticidad en la que la
resolucidn iterativa del problema no lineal se plantea en incrementos de desplazamientos
y por tanto de deformaciones. Ello motiva que los algoritmos tradicionales de resolucién
(algoritmos de retorno, etc.) sigan siendo validos para estos elementos?®. De igual
forma existen generalizaciones de esta formulacién por parte de Simé y Armero* para
problemas geométricamente no lineales.

Andelfinger y Ramm?™? han planteado la equivalencia de las formulaciones EAS con
las desarrolladas a partir del principio de Hellinger-Reissner. Weissman y Taylor®*3?
han realizado una propuesta, unificada de los métodos mixtos de elementos finitos para,
la generacién de elementos cuadrildteros de tensién y deformacién plana con campos
de tensiones y deformaciones supuestas.

Steinmann y Willam han verificado las prestaciones de estos elementos de
deformaciones mejoradas dentro del d&mbito de la localizacién de deformaciones*®43,
obteniendo resultados comparables a elementos especificamente desarrollados para tal
fin. Estos resultados han servido de motivacién para realizar un estudio comparativo
en un ambito mdas amplio como se describe en el Apartado D.

C2. Formulacién

C2.1. Planteamiento del problema variacional

Se resume en este apartado la formulacién de deformaciones supuestas empleada, en
el marco desarrollado en*®. Se parte para ello de la formulacién variacional de 3 campos
de Hu-Washizu, para a continuacién introducir una reparametrizacién con base e¢n las:
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deformaciones supuestas. Para un mayor detalle, consultar la referencia citada o**

Sea un cuerpo eldstico B que ocupa un dominio @ C R3. El cuerpo est4 limitado
por una frontera § = 0Q que se descompone en dos partes, S == SqgU S;. Sobre Sy se
conocen los desplazamientos d, mientras que sobre S; son conocidas las tensiones ¢. Ll
vector normal exterior a S se denota por n. Se considera por tanto:

o-n=t en S5, (10)
u=d en S (11)

Para cada punto = €  se define un campo b de fuerzas por unidad de volumen.
Asimismo se define una funcién W (e) que corresponde a la densidad de energia interna
por unidad de volumen, dependiente del tensor de deformaciones lineal €. Las incégnitas
del problema corresponden al campo de desplazamientos u, al campo de deformaciones
infinitesimales € y al campo de tensiones o en . La formulacién variacional de Iu-
Washizu® considera los tres campos citados como independientes: (u,g,0) ¢ VX E XS,
Donde V, £, S son los espacios funcionales de cuadrado integrable de las funciones
solucidn en desplazamientos, deformacién y tensién respectivamente.

El funcional de Hu-Washizu en funcién de los tres campos méncionados es:

(e, o,u) = Ule,0,u) ~ P(u), (12)

donde:
Ule, o, u) = / (W(e)+o: (Vou--e)]dV,
i (13)
P(u)z/pob-udV-+- t-udS.
Q St
Los campos solucién (u,e,0) seran aquellos para los que el funcional II tome un
valor estacionario (minimo). Igualando a cero la variacién del funcional para valores
arbitrarios (du,d0,8¢), se obtienen tres ecuaciones que expresan las condiciones de
equilibrio, compatibilidad y constitutivas respectivamente:

Q

b0 : [Vou—¢g]dV =0 (14)
Jo

/Q fe: [0+ BeW(e)]dV - 0

donde

Cloms(6u) = / pob-SudV + [ t-8uds,
Q St
0 W — OW/de.

Se admite una reparametrizacién del campo de deformaciones de la forma:

e = Viu 4 & be = V°(éu) + &. (15)
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Donde V®u (parte simétrica del gradiente de desplazamientos) es la componente
“compatible” del campo de deformaciones, y € es la componente “mejorada” del campo
de deformaciones. Esta denominacién responde a que, como se verd a continuacién,
para la solucién aproximada discreta, el campo & permite mejorar dicha aproximacién.
No es preciso imponer ningin requerimiento de continuidad a priori al campo & entre
los distintos elementos. Con esta reparametrizacién, las nuevas ecuaciones resultan:

VE(6u) : OeW (Vou + &) dV — Glegt(6u) = 0
2

/6o:édV=O (16)
Q

/ 88 [—0 + BeW (Vou +8)dV = 0
Q

para todas las posibles variaciones (§u,6€,60) € V x £ x S, donde £ es el espacio de
las variaciones admisibles de deformaciones mejoradas.

Las ecuaciones de Fuler-Lagrange, o formulacién fuerte del problema variacional
correspondiente a las ecuaciones (16) resultan, Va € §2:

div]0eW (Viu +&)] + pob =0

| |
o

(17)
g — 86W(

v
I
=)

Conviene hacer notar que las ecuaciones anteriores corresponden al problema
convencional de elasticidad, con la salvedad de que la tensién es funcién no sélo
de la deformacién “compatible” (V*u), sino también de la “mejorada” (£). Dicho
planteamiento puede parecer trivial ya que en la solucién exacta las deformaciones
mejoradas son idénticamente cero (ver ecuacién (17)2); sin embargo no resulta asf en
el problema discreto, como comprobaremos més adelante.

C2.2. Discretizacién de las ecuaciones variacionales
Aproximacién del campo de deformaciones compatibles

Para el campo de deformaciones compatibles es posible establecer la aproximacién
habitual isoparamétrica de elementos finitos. Sea w? € V*» ¢ V y Vsu € VSV
VYV, siendo V* y VSV" espacios funcionales de dimensién finita, asociados a una
discretizacién “h”. La aproximacién se realiza mediante las funciones de forma N(£),
referidas a coordenadas isoparamétricas &:

= N(§) - de, (18)
=B.({) - de, (19)

@p«m;-

VS

donde B.(€) = V5N,(£) es el operador de interpolacién de deformamones del elemento,
y de son los desplazamientos nodales del elemento.
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Aproximacién del campo de deformaciones “mejorado”

Es posible establecer un criterio de aproximacién para € similar al definido en el
campo de deformaciones compatible. Sea g2(¢) € T

é?(ﬁ) = Ge(f) Qe (20)

donde G.(£) es el operador de interpolacién de deformaciones “mejoradas” del
elemento, y a. son pardmetros internos del elemento, generadores del campo de
deformaciones “mejoradas”. ‘

En relacién con S, lo tomaremos ortogonal a Eh, con lo que la ecuacién (16)2 se
cumplird idénticamente:

V(6o", ") € 5P x B, / St 15V = 0. (21)
Qe

Si se sustituyen las aproximaciones (18), (19) y (20) en las ecuaciones variacionales (16)

se obtiene:
. nel

S 6dl - [fH(de, ) — ££°1 = 0
e=1 (22)

nel
> 6d} -he(de, ) =0

e=1
donde:
£ [ poNI(E) - bdv + [ NE(g)-tas,

fént(deyae Cgf / B:zr ° 8€W(B€ ¢ de + Ge : ae) dV’
Qe

ho(d,, ) & /Q GT. W (B, - de + Ge - a.) dV.

C2.3. Metodologia de resolucién de las ecuaciones de elementos finitos

Partiendo de las ecuaciones variacionales discretizadas (22), si éd. son arbitrarios:

A’:iil [fém(de,ae) - f:m] =0, } (23)
h, =0,
donde A:ill es el operador de ensamblaje de elementos de la malla.

Estas ecuaciones corresponden en general a un sistema no lineal de ecuaciones cuyas
incégnitas son, ademds de d. (las usuales en una formulacién en desplazamientos), las
variables adicionales o, debidas a la variacién independiente de . La resolucién de este
sistema se efectia convencionalmente mediante el procedimiento de Newton-Raphson.
Conviene resaltar que a, son variables internas a nivel de cada elemento, por lo que
pueden ser calculadas sin necesidad de ensamblar el sistema de ecuaciones global; de
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esta forma, para una iteracién (k) del sistema global se ha de verificar para cada
elemento:

£7(dP + AdP, o + AaP) - 157 = 0, } (24)

he(d® + AdW) o) + Aak)) = 0.
Linealizando estas ecuaciones, se obtiene la siguiente ecuacién matricial:
Ké(;'g) [I“(j")]T Ad, _fént(k) + feext(ic)
= =4
(LT s} (T

Donde se ha empleado la notacién

int
Kb def O / (BT . p® . B)av, (26)
ad.
(k) 7
it T
ry def Ohe | O = / (GT-D® . B)av, (27)
(’)de (k) (909 e
_ (k)
p(h) def Ohe (GT. D% . G)av, (28)
daclk) Ja
D® L2 wB.d* + G- al). (29)
Eliminando Aea, de (25):
Aa, = ~[HF1- [TF - AdPP + 1], (30)

se obtiene la ecuacién matricial condensada:

ng) . Ade — fg:l:t(k:) _ }:’int(k), (31)
donde se han empleado las matrices de rigidez y fuerzas internas modificadas definidas
por

=(k)} def -
K& K® T HE) . 1),
Fmt(k) def fe,-nt(k) _ [ng)]T . [Hg’“)]‘l . hg’“)-

e

Conviene hacer notar que a pesar de que el planteamiento se ha enmarcado en el
contexto de la elasticidad no lineal, se puede extender al campo de la plasticidad sin
més que sustituir el operador constitutivo tangente de la elasticidad definido en (29)
por el operador elastopldstico tangente Dgf,).

Si para este operador se emplea la matriz algoritmicamente consistente, se obtiene
una convergencia de tipo cuadrético en el problema elastopldstico®®. Los requerimientos
generales de convergencia y estabilidad se analizan de forma detallada en las referencias

40 y 34. Conviene destacar aqui tan sélo dos aspectos:
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e Para garantizar la estabilidad del procedimiento se debe verificar que la matriz H,
sea definida positiva y, por tanto, debe ser invertible. Para ello las columnas de la
matriz G(€) deben ser linealmente independientes entre sif, dado que:

H. = [(GT-D-G)j(§) (32)

donde j(§) = det(dx/I€), determinante del Jacobiano de la transformacién
isoparamétrica, y D es una matriz definida positiva. La integracién anterior se
realiza sobre el dominio isoparamétrico, en general un cuadrado o cubo, segin sea
el problema de 2 6 3 dimensiones, de lado [—1,+1] y que se denota por g por
ejemplo, para 3 dimensiones con esta notacién seria do = d¢ dnd(.

¢ Una condicién necesaria para la convergencia de estos elementos es que sean capaces
de reproducir un campo de tensiones constante, dentro del espiritu del “criterio de
la parcela”. Por tanto, si se elige un campo de tensiones constante ¢, la condicién
de ortogonalidad que se desprende de (21) implicara:

a - f(GT~UO)j(§)dD: 0, Va, € R, Yo' (33)
1 8¢ aenne: = 3 a Conl ICIOD a,nterlor equxva, € a:
Si se defi © 1 Gj(€)do, 1 di ]
G 0'=0 Vo° <« G=0. (34)

Es decir, el cumplimiento del criterio de la parcela obliga a que la media sobre el
elemento G sea nula. Este requerimiento corresponde al planteamiento débil de la
condicién que implica la anulacién del campo de deformaciones mejoradas en las
ecuaciones de Euler-Lagrange (17).

C2.4. Generacién de campos de deformaciones supuestas

Empleando las coordenadas isoparamétricas, es posible definir en este caso una
metodologia para definicién de elementos similar a la propuesta por Pian y Sumihara®
para campos de tensiones. De esta manera, el campo de deformaciones supuestas se
formula en las coordenadas naturales del elemento, v a continuacién se transforma al
campo de coordenadas fisico. La relacién entre ambos campos es

3§

E.(¢) = o =237 - Jo, (35)
donde 5 ,
def O . def
= — . = d t .
0= B¢ £eo’ Jo et(Jo)

Los pasos a seguir resultan por tanto:
1. Definir las funciones de interpolacién E(¢) para el campo de deformaciones
mejorado E.(€) en el espacio de coordenadas naturales:

E.(£) =E(§)-a., a.cR™, (36)
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donde n. es el nimero de pardmetros independientes que definen el campo.
2. Obtencién de las funciones de interpolacién G(€) para el campo de deformaciones
mejorado &(£) en el espacio fisico: ‘

(&) =G(f) a., a.c R", (37)
donde )
_ o gr g gt
G(&)—j(g)[Jo E-J57], (38)

Asi, si se impone la condicién (34), sabiendo que Jg y jo son constantes, se obtiene:

/ E(£)da— 0. (39)

De esta forma, se observa que la incorporacién del término jo/7(§) en la ecuacién
(38) conduce a la restriccién (39) que es independiente de la geometria del elemento,
siendo tan sélo funcién de la estructura del operador E(£) de interpolacién de
deformaciones mejoradas en coordenadas isoparamétricas. Este operador proporciona
por tanto un método idéneo para clasificar los elementos de deformaciones supuestas,
como se ve a continuacién.

C3. Ejemplos

Se plantean aqui, para el caso bidimensional, diversos elementos cuadrildteros de 4
nodos descritos segin la formulacién anterior.
C3.1. Cuadrilatero de Wilson/Taylor Q1/E4

Simé y Rifai*® han demostrado que el elemento incompatible de Wilson y Taylor®*
se puede expresar en el espacio de la coordenadas naturales del siguiente modo:

£ 0 0 0
E;=[0 5 0 0 (40)
0 0 & 7

Es inmediato comprobar que en este caso [ E;do= 0. Este elemento se denomina
QMBS6 en el caso lineal, o segin Simé*® Q1/E4, correspondiente al cuadrildtero bilineal
con cuatro modos adicionales de deformacién.

C3.2. Cuadrilatero de Simé/Rifai Q1/E5

Si en el campo de interpolacién de deformaciones de Wilson®* desarrollado en el
campo de coordenadas naturales, expresado en el Apartado C3.4, se restan las dos
ultimas columnas, se obtiene:

£ 00 0 &y
Esr =10 n 0 0 —577 (41)
00 & n &€-7
Asimismo se verifica [ Ez;.do = 0. Se obtiene por tanto un nuevo elemento con
cinco modos extra, denominado Q1/E5. '
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C3.3. Cuadrilatero de Andelfinger/Ramm Q1/E7

Elemento propuesto por Andelfinger?, correspondiente a completar el elemento de
Wilson/Taylor mediante términos cuadraticos:

& 0060 & 0 O
E,wr=|(0 n 0 0 0 &7 O (42)
00 &n 0 0 &n
Es facil comprobar que en este elemento se verifica [,Eg.-do = 0, asi como

que las columnas de la matriz de interpolacién de deformaciones mejoradas son
vectores linealmente independientes, verificindose los requerimientos necesarios para
la convergencia y estabilidad.

C3.4 Cuadrilatero de Ortiz/Leroy

Este elemento, propuesto en®®, ha sido disefiado especialmente para abordar
problemas de localizacién de deformaciones. El elemento no se plantea, al contrario
que los anteriores, en coordenadas isoparamétricas, por lo que lo definiremos a través
de su operador G.

Si se considera que el campo de deformaciones mejorado se activa sélo en el
centroide del elemento cuando se produce la bifurcacién en este punto, se obtiene:

gin1 + g17
Go=A | gana+ gona |, (43)
ging + gany
donde A2 i 0
s sin-x >0
A_{()\—l)/2, sin-z<0. (44)

siendo g y n los vectores polarizacién y normal a la banda de localizacién segiin sc
definen en el Apartado A. A es un parametro que se calcula con la condicién de verificar
Jo. GodV =0

Qe X0

D. ESTUDIO COMPARATIVO

Se presentan en este apartado diversos analisis comparativos de la respuesta de
los distintos elementos definidos en el Apartado anterior frente a estados tensionales
simples y su comportamiento frente a la localizacién de deformaciones. Debe aclararse
que en estos analisis no se ha utilizado ninguna técnica especifica para regularizar la
respuesta, de modo que el tamarfio de los propios elementos actiian como limitadores de
localizacién. Mediante una modelizacién constitutiva adecuada es posible regularizar
la. respuesta como la que se ha propuesto recientemente para el hormigén®-??* basada
en teoria de mezclas.

Los andlisis se han efectuado mediante el desarrollo de subrutinas de elemento
que incorpora el algoritmo descrito en el Apartado C2.3. Estas subrutinas se han
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incorporado al programa de elementos finitos de propésito general ABAQUS'Y, en el
que se han implementado como “subrutinas de usuario”. De este modo se ha hecho uso
del programa como interfase para el ensamblaje de la matriz de rigidez y el vector de
cargas global, as{ como para la resolucién del sistema de ecuaciones.

D1. Ejemplo 1: Problema de cortante no uniforme

Este problema ha sido inicialmente propuesto por Ortiz?® vy analizado por
Steinmann*®.  Corresponde al anilisis de un elemento cuadrangular, como el
representado en la Figura 2,, frente a una distribucién de tensiones cortantes no
uniforme. '

Para provocar la localizacién, se ha empleado una curva de ablandamiento
parabdlica definida en deformaciones y tensiones efectivas de acuerdo a la Figura 2.
El modelo de plasticidad empleado es el de Von Mises. Las caracteristicas mecénicas
del material se resumen:

E = 30000
v=10.3

oy =60

ho = 1000
k=-10"°

Ge =2

donde oy es el limite elastico, hg es el médulo plastico inicial, k£ es la curvatura de la
parabola y o, es la tensién de fluencia residual.

7 T
feyoned}
P : LI sascisss comTE

I~ R+
1 dotd
el 0€ 000} tee3.0E000) 6 4

tens. efective

[ ! 1
. T . [}
1.00 A - P
) def. efzctiva . [CRLLLEF)

Figura 2. Problema de cortante no uniforme: a) Geometria . b) Curva de tensién-
deformacién pléstica efectiva

La respuesta de los distintos elementos, queda recogida en la Figura 3, donde se
representa la evolucion de la fuerza resultante frente al desplazamiento impuesto.

De acuerdo a dicha figura, se observa que €l elemento con una formulacién B, no
es capaz de reproducir la respuesta con ablandamiento. El elemento de Ortiz presenta
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un mejor comportamiento frente a localizacién. El elemento de Taylor-Wilson Q1/E4
a pesar de no ser un elemento especialmente desarrollado para la localizacién, presenta
una respuesta muy aceptable. El elemento de Simé-Rifai Q1/ES, reproduce una carga
limite inferior a los demds, produciéndose una degradacion en la respuesta més rapida
que el resto de los elementos, en perfecta consonancia con los resultados de Steinmann
Asimismo, el elemento de Andelfinger-Ramm Q1/E7 coincide en su respuesta con el
elemento Q1/ES.

A la vista de estos resultados se observa que los elementos Q1/E4, Q1/E5 y Q1/E7
presentan una mejor respuesta en este problema al elemento de Ortiz, especificamente
desarrollado para problemas de localizacién. :

CURVA FUERZA - DESPLAZAMIENTO
14 T - T T

B

35 F Ortiz -+
Taylor-Wilson 8-

10 F Sitnn-Rifai - o
Alelfinger-Ramnn A\ -

[Fuecrza 20

. )
A 12"&“&n&"&h&"&"&”&hzf

[

0.000 0.005 0.010 ’ 0.015 0.020
Desplazamicnto

Figura 3. Problema de cortante no uniforme: Curva fuerza - desplazamiento

D2. Ejemplo 2: Problema de banda de cortante originado por una distribucién
periédica de inhomogeneidades

Este problema planteado por Ortiz?®, trata de reproducir la formacién de una banda
de cortante por la existencia de una distribucién periédica de inhomogeneidades. Para
representar la falta de homogeneidad, se eliminan un par de elementos de la diagonal
de acuerdo a la Figura 4.

Las caracteristicas mecanicas del material se definen mediante las siguientes
pardmetros:

E=210"

v=203
ho=510° 0<¢&,<05%
hy=-210° &, > 0.5%

Se ha adoptado un criterio de fluencia tipo Von Mises. Se ha realizado un analisis
con movimientos impuestos en la direccién de la diagonal de acuerdo a la Figura 4.

La Figura 5, representa la deformada, en la que se han empleado elementos
cuadrangulares con formulacién B. En dicha deformada, no se aprecia la formacién
de una banda de cortante. Sin embargo en la respuesta con elementos Q1/E4,
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1.00

b 1.00 -~

Figura 4. Problema de inhomogeneidades periddicas: Geometria
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e, #acton o=3.ecf 00 I
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—— A

A

c) d)

Figura 5. Problema de inhomogeneidades periédicas. Deformada con elementos: a)
B. b) Taylor-Wilson. c¢) Simé-Rifai. d) Andelfinger-Ramm

Q1/E5 y Q1/E7, de acuerdo a las Figuras 5y, 5., y 5q respectivamente, se aprecia
la formacién de una banda de anchura correspondiente al tamafio del elemento. En
la Figura 6, se observa la respuesta de los diferentes elementos en la curva carga-
desplazamiento. Mientras que los elementos Q1/E4, Q1/E5 y Q1/E7 son capaces de
representar el ablandamiento, el elemento B pricticamente conserva una respuesta
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constante. Conviene hacer notar la coincidencia casi total en la respuesta de los
elementos con deformaciones supuestas. '

La Figura 6, representa el perfil de la distribucién de deformaciones plasticas
efectivas a través del ancho del sélido en su altura media. Se observa claramente
c6mo el elemento B no es capaz de localizar la respuesta a diferencia de los elementos

mejorados.
. CURVA FUERZA - DESPLAZAMIENTO
30 T 7 1 Y T T

25
20

Fuerza (107)15
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i Andelfiuger-Ranmm -~

v ()m L 1 1 1 L 1 Il
0000 0002 0004 0006 0.008  0.0100 0012 0004 0.016
. Desplazamiento
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0.08 - Simo-Rifai -
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0.03
0.02
0.01

0.00 e
0.0
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Figura 6. Problema de inhovmogeneidades periddicas: a)Curva fuerza-desplazamiento.
b) Perfil de deformaciones plasticas efectivas

D3. Ejemplo 3: Problema de compresiéon no uniforme

El presente estudio, trata de modelizar un ensayo convencional de compresién
simple, en el que las restricciones impuestas en los contornos generan un estado de
compresién no uniforme, suficiente como para provocar la iniciacién de bandas de local
Un ejemplo similar ha sido propuesto por Steinmann y Willam*?
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Las caracteristicas mecanicas del material adoptadas:

E =210

v=0.3
ho=510° 0<é&, <0.5%
hy=-210° &, >0.5%

Se ha considerado una formulacién elastopldstica con criterio de fluencia Drucker-
Prager con dngulo de rozamiento & = 20°, angulo de dilatancia ¥ = 0° y tensién
de fluencia en compresién o, = 0.207 10° y ablandamiento por deformacién, de
acuerdo a las caracteristicas enumeradas. Se ha impedido el desplazamiento lateral
en los contornos superior e inferior, lo que equivale a adoptar un rozamiento infinito
entre la probeta y los platos de la prensa del ensayo. El anilisis se ha realizado con
desplazamiento vertical controlado.

I ' 1
|

Peanad
=

. rectem cop.mege ORI R o 11

a) b)

L =S _. L |

-, PACIGE w02 M l ] g, PICION 002,700 I ]

c) ’ | a)

Figura 7. Problema de compresién no uniforme. Deformada con elementos: 2) B. b)
Taylor-Wilson. ¢) Simé-Rifai. d) Andelfinger-Ramm

Se observa la diferente respuesta de los distintos elementos comparando la Figura
74, correspondiente a elementos B, con las Figuras 7, 7. y 74 correspondientes a
los elementos Taylor-Wilson, Simé-Rifai y Andelfinger-Ramm respectivamente. Las
Figuras 8, y 85 representan la curva carga-desplazamiento y el perfil de deformaciones
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pldsticas respectivamente, resultante de cada uno de los elementos. Conviene
nuevamente destacar la practica coincidencia en la respuesta de los diferentes elementos
de deformaciones supuestas.

CURVA FUERZA - DESPLAZAMIENTO
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Figura 8. Problema de compresién uniforme: a) Diagrama fuerza-desplazamiento. b)
Perfil de deformaciones plasticas efectivas

D4. Ejemplo 4: Problema de compresién con inhomogeneidad en el centro

El problema ohjeto de comparacién consiste en la modelizacién de una probeta de
material granular con una inhomogeneidad en el centro de la misma. Las caracteristicas
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mecénicas consideradas han sido:

E=210"

v=03

ho=510° 0<é&,<05%
hi=-210° &, >05%

Se ha adoptado una formulacién elastoplastica con funcién de fluencia Drucker-Prager
con dngulo de rozamiento & = 20°, dngulo de dilatancia ¥ = 0° y tensién de fluencia
en compresién de 0.207 ;108.

Se observa en la Figuras 9, 9. v 94, la formacién de una banda de localizacién

claramente diferenciada con los elementos Q1/E4, Q1/E5 y Q1/E7 a diferencia del
elemento con formulacién B en la Figura 9.

- B
L PR | L HB
S R : SRR i wa v =
a) b)
c) a)

Figura 9. Problema de compresién con inhomogeneidad. Deformada con elementos:
a) B. b) Taylor-Wilson. ¢) Simé-Rifai. d) Andelfinger-Ramm

En la Figura 10, se recogen las diferentes curvas fuerza - desplazamiento, donde se
aprecia que los elementos de Simé-Rifai y Andelfinger-Ramm presentan una respuesta
mds flexible que la del elemento Wilson-Taylor. El perfil de deformaciones plasticas
efectivas queda representado en la Figura 10, en la que se puede apreciar la poca
capacidad del elemento B para capturar el gradiente de deformaciones.
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CURVA FUERZA - DESPLAZAMIENTO
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Figura 10. Problema de compresién con inhomogeneidad. a)Diagrama fuerza-
desplazamiento. b) Perfil de deformaciones pldsticas efectivas

CONCLUSIONES

Como consecuencia de los resultados obtenidos en el presente trabajo, se pueden
extraer las siguientes conclusiones:
e Es posible un tratamiento numérico adecuado de los problemas de localizacién de
deformaciones, siempre que se garantice:

a) Una adecuada representacién de gradientes elevados de deformacion; esto exige
de los elementos que puedan adoptar la cinemaética de las bandas de localizacion
sin dar lugar a un bloqueo artificial de la malla.

b) La adopcién de precauciones especiales de regularizacién para garantizar que
la solucién no dependa de la propia discretizacién empleada, al tratarse de un
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problema matematicamente mal planteado.

e Los elementos tradicionalmente aceptados para andlisis no lineales, como los
cuadrildteros B'* basados en una integracién reducida selectiva, capaces de
tratar problemas de plasticidad incompresible sin bloqueo, se muestran sin
embargo incapaces de representar adecuadamente la cinemdtica de las bandas de
localizacién.

e Es posible obtener elementos mixtos de altas prestaciones y propdsito general,
mediante los métodos de deformaciones supuestas®*“%4D  capaces de una
representacion adecuada de la localizacién de deformaciones. Estos elementos
engloban tanto los propuestos con anterioridad sin una justificacién variacional
por Wilson-Taylor® y para problemas exclusivamente lineales, asi como otros
desarrollados mdés recientemente por Andelfinger-Ramm® y Simé-Rifai®®. Una
ventaja importante de estos elementos es su robustez y caricter general, siendo
directamente aplicables en cédigos no lineales de elementos finitos, con el
planteamiento tradicional de la integracién de los modelos constitutivos tanto
eldsticos como elasto-plasticos.

e Los elementos de Wilson-Taylor, Simé-Rifai y Andelfinger-Ramm han producido
resultados correctos y muy similares para los problemas de localizacién plantcados,
siendo ligeramente mds simple la formulacién de los elementos de Wilson-Taylor,
al posecer 4 modos adicionales de deformacién supuesta, frente a los 5 6 7 modos
de los otros elementos respectivamente. Tan sélo en la prucba més extrema, la del
corte en direccién diagonal de un elemento, se obtuvo con el elemento de Wilson-
Taylor un resultado ligeramente mds rigido, aunque aceptable, en relacién a los
otros elementos.

e Los resultados obtenidos mediante los elementos de deformaciones supuestas en
los ejemplos aqui analizados han evidenciado un comportamiento igual o superior
a otros elementos desarrollados especificamente para problemas de localizacién
de deformaciones®®. A esto se debe unir una mayor sencillez y robustez en la
modelizacién, lo que los hace mas adecuados para su uso en andlisis de propdsito
general. )

e Es necesario recalcar que estos resultados no garantizan la consistencia de la
solucién y su independencia de la malla, que debe ser garantizada mediante un
procedimiento de.regularizacién apropiado. Esta regularizacién puede venir dada
por una modelizacién constitutiva adecuada, como la propuesta reciecntemente para
hormigbén?®+*2, basada en teorfas de mezclas.
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