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Resumen

El método de los elementos finitos (MEF) es una técnica de andlisis numérico que permite la obtencién
de soluciones aproximadas de un amplio rango de problemas de ingenieria. Estos problemas pueden ser
representados matematicamente por medio de ecuaciones diferenciales y en muy pocos casos, es posible
obtener la solucién analitica de las mismas. Las alternativas que se presentan son basicamente dos: considerar
hipétesis simplificativas que eliminen las dificultades y tornen el problema hacia una solucién analitica
posible; o mantener las complejidades del problema y obtener soluciones numéricas aproximadas haciendo uso
del avance de las computadoras y de los algoritmos numéricos. En este trabajo, se presenta una metodologia
general aplicada a la integracion simbdlica de las matrices de rigidez de elementos cuadrilateros de cuatro y
ocho nodos, en problemas de simetria axial. Esta metodologia permite calcular los elementos de la matriz de
rigidez de forma sencilla, mediante una expresiéon semi-analitica. Su aplicacién mejora los tiempos de CPU,
en comparacién con la técnica de integracién numérica tipo Gaussiano. El sustituir las subrutinas numéricas
utilizadas en los programas comerciales de elementos finitos por las subrutinas simbdlicas proporcionara a los
profesionales e investigadores que trabajan con el método de los elementos finitos una reduccién sustancial
de tiempos de CPU, en el andlisis de grandes estructuras.

Palabras clave: Elemento cuadrildtero axisimétrico, integracion semi-analitica, matriz de
rigidez, manipulacion simbdlica.

SEMI-ANALYTICAL INTEGRATION OF FINTE ELEMENTS STIFFNESS MATRICES IN
AXISYMMETRIC PROBLEMS

Summary

The finite element method (MEF) is a numerical analysis technique which provide approximated solutions for
engineering problems. These problems can be represented mathematically through differential equations and,
in a few cases, it is possible to obtain their analytical solution. This work discusses a general methodology
based on the symbolic integration of stiffness matrices of quadrilateral elements having four and eight
nodes in axisymmetric problems. The terms of the stiffness matrix are calculated through a semi analytical
expression, thus leading to a reduction of CPU time, when compared with numerical integration techniques.
The semi analytical subroutines developed herein will help FEM researchers and engineers, by providing
significant reductions of CPU times in the analysis of large models.

Keywords: Quadrilateral arisymmetric finite elements, semi-analytical integration, stiff-
ness matrix, symbolic manipulation.
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INTRODUCCION

En el campo de la ingenieria y las ciencias fisicas, el permanente desarrollo computacio-
nal permite la incorporacién de nuevas tecnologias que mejoren las existentes. El cdlculo de
matrices de rigidez y masa en el método de los elementos finitos, ha evolucionado exigien-
do dicha incorporacién. Hasta 1980, en la integraciéon de matrices de rigidez de elementos
finitos cuadrildteros, no se contaba con metodologias para calcular de forma explicita sus
coeficientes, salvo en casos especificos (rectdngulos y cuadrildteros convexos). Fue Okabe®,
uno de los primeros investigadores que presenté formulas explicitas de integrales de expre-
siones racionales sobre un elemento cuadrilatero convexo isoparamétrico de cuatro nodos.
Estas féormulas requieren la evaluacién de productos de la forma ¢(af)ln[f(a,5)]/(a™B"),
donde ¢ y f son funciones racionales y m > 0, n > 0. Para los elementos cuadrilateros de
lados rectos, que usualmente se encuentran en las aplicaciones practicas, los pardmetros |«|
y |B] son pequenios y haciendo que la evaluacién de los términos que contienen logaritmos se
dificulte. Este trabajo no arrojé comparaciones de tiempos. Autores como Babu y Pinter!,
basados en el trabajo de Okabe, presentaron férmulas de integracion semi-analitica, pa-
ra evaluar integrales sobre elementos cuadrilateros simétricos de lados rectos, inscritos en
un circulo, mejorando la exactitud de los resultados obtenidos con integracién gaussiana.
Por otra parte, Mizukami”, trabajé con paralelogramos y presenté férmulas de integracién
analitica para el calculo de la matriz de rigidez de este elemento. En este tipo de elemento,
el jacobiano de la transformacién de coordenadas es una funcién constante, lo cual ayudé al
autor a deducir las formulas presentadas en su trabajo. No se realizé6 comparacién alguna
de tiempos de CPU. Asf mismo, Rathod!'?, generaliza los resultados obtenidos por Babu
y Pinter! y Mizukami’, para presentar férmulas de integracién analitica para un elemento
finito cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos. Para ello, Rathod se basé en métodos
béasicos de integracién (integracién por partes), transformando todas las integrales invo-
lucradas en el calculo de la matriz de rigidez a integrales unidimensionales, que luego son
expresadas como combinacién lineal de cuatro integrales basicas. Usando el sistema de alge-
bra computacional REDUCE!"! desarrollado en 1987, Kikuchi* obtuvo férmulas explicitas
para la integracion de la matriz de rigidez del elemento cuadrilatero de cuatro nodos. Este
autor no reporté reducciones en el costo computacional. Yagawa et al.'* hacen una combi-
nacién de métodos analiticos y numéricos para integrar la matriz de rigidez de un elemento
cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos, en elasticidad plana. Dichos autores, con la
ayuda del sistema de &lgebra computacional REDUCE!"!" expandieron y agruparon conve-
nientemente el integrando. Posteriormente, efectuaron la integracion numérica, logrando
una mejora en los tiempos de cdlculo de un 15 % en comparacién a la integracién numérica
Gauss con 4 puntos. Griffiths® presenté una férmula semi-analitica, para el célculo de la
matriz de rigidez de un elemento finito cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos, en
problemas de elasticidad bidimensional. Este autor clasificé los elementos de la matriz de
rigidez en seis grupos, cada uno de ellos caracterizado por una condiciéon particular de sus
grados de libertad. La expresién semi-analitica fue obtenida manipulando simbdlicamente
con el software matemético MAPLES la férmula de integracién de gauss con 4 puntos. Este
autor utiliz6 la férmula semi-analitica y transformaciones de coordenadas, para calcular las
componentes de la matriz de rigidez. La técnica desarrollada reporté una mejora sustancial
de los tiempos de CPU, en comparacién con la obtenida al usar el método de integraciéon
numeérica Gauss con 4 puntos. Otro trabajo elaborado en esta linea, fue el de Videla et al.'2.
Dichos autores presentaron férmulas analiticas para la integracién de la matriz de rigidez de
un elemento cuadrilatero isoparamétrico de cuatro nodos, en problemas de elasticidad pla-
na. Estos autores manipularon simbélicamente todas las expresiones obtenidas en el cdlculo
de las derivadas parciales de las funciones de forma con respecto a las coordenadas carte-
sianas y obtuvieron formas generales para cada una de ellas. Estas expresiones permitieron
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efectuar la integracién de una manera mas sencilla. Los resultados fueron codificados en
Fortran y reportaron una reduccién de un 50 % en los calculos al compararlos con la inte-
graciéon numérica (Gauss con dos y tres puntos). Lozada et al.> generalizaron los resultados
obtenidos por Griffiths, para ser aplicados en la integracién semi-analitica de las matrices
de rigidez de los elementos finitos cuadrilateros de ocho nodos en problemas elasticidad bi-
dimensional, obteniendo mejoras de un 37 % en los tiempos de calculo en comparacién a la
integracién numérica (Gauss con 4 puntos). Videla et al.'® presentaron férmulas explicitas
para la integracion de la matriz de rigidez del elemento finito cuadrilatero de ocho nodos, en
problemas de elasticidad plana. Este autor logré una reduccién en los tiempos de cémputo
de un 50 % en comparacién a la integracion numérica. En este trabajo se generalizan los
resultados obtenidos por Griffiths® y Lozada et al® para ser aplicados en la integracién
simbodlica del elemento finito cuadrilatero de cuatro y ocho nodos, en problemas de simetria
axial.

FORMULACION

Los solidos tridimensionales de simetria axial o sélidos de revolucion, pueden ser analiza-
dos como problemas bidimensionales. En este trabajo, se considera el elemento cuadrildtero
de revolucién de cuatro y ocho nodos, con dos grados de libertad por nodo y enumerado en
sentido anti-horario. El elemento, como puede apreciarse en la Figura 1, es un cuadrilatero
que genera un toroide al girar alrededor del eje z.

(rs, z3)
4 (ra, za) 3

(rz, z2)

(ra, za)

Figura 1. Elemento sélido de revolucién (cuadrildtero)

Mediante la transformacién de coordenadas, de la ecuacién (1), el elemento es trans-
formado en un elemento cuadrilatero con lados paralelos a los ejes coordenados, como se
muestra en la Figura 2
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Figura 2. Cambio de coordenadas



348 I.J. Lozada, D.V. Griffiths y M. Cerrolaza

La transformacién de coordenadas que relaciona el plano rz con el plano ¢ estd dada
por:

r=>Y Ni&n)ri 5 z=Y Ni(&n) z 1)
=1 i=1

donde n representa el nimero de nodos del elemento y las N; son las funciones que interpolan
los desplazamientos y la geometria del elemento. En este trabajo se consideran las siguientes
funciones de interpolacién para el elemento cuadrildtero de cuatro y ocho nodos.

Cuatro nodos:

Ni=3(-m (-8 ; M= (1-n) 14§
Ny=1(4m) (146 5 Ni= (+n) 1-¢) e
Ocho nodos:
Ni= (1 -O0-mE+ntl: No=—1(1+0—m(-E+n+1)

Ny= 2+ + (£ —n+1; No=—1(1-)(1+n)s—n+1)
Ns=(1-n)(1-8) ; No= (1+6)(1 ) Q

Ne=J(14n)(1-8); Ny=(1-6)(1 )

Asi:
Kij:///BiTDBjdV (4)
21
:///BiTDBjrdeA (5)
A 0
:277/ BI'D B;r dA (6)
A
1 1
—2r [ [+ BT (¢n) DB, (¢.n) det Jdedy (7)
-1-1
donde:
) ) 1—v v v 0
N; N, N;
ON; o N 9N; E(1-v) v 1l—-v v 0
t_ or r . —
Bz - 0 ON; 0 56]61 :| ’D_ (1—|—I/)(1—2I/) 1 1 1—v 0 (8)
0z or 1-2
0 0 0 =

J, E'y v denotan el jacobiano de la transformacion, el médulo de Young y el coeficiente de
Poisson, respectivamente.
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De (7) y (8) se tiene:

1 1 . ..
ij ij 1
K =2 ‘I 2 | = geq 9
J W//[cgl 07’2J2]detJ§77 (9)
—1-1
Siendo:
ij N;iN; . -
A=t (Z m-NZ) T.T; | By + (T;N; +TjN;) Ea + (Z m-NZ) SiS; B3 (10)
>N i=1 i=1
i=1

. n n
01132 = <<Z T‘Z'NZ) S]TZ + SJNl) Ey + (Z ’l“iNZ) SZTJE;g (11)

i=1 i=1

i=1 i=1
) = (Z r,-NZ) (SiS;Ey + T;T; E3) (13)

i=1
donde:
_ L : _ : g _ K (1-2v)
K_(1+V)(1—21/) N El—K(l—I/) 3 EQ—KV, E3— 9 (14)
0z 8NZ 0z 8N, 8NZ
(an oE 0 8n> de”(@r) (15)
87‘ 8]\72 37‘ 8]\72 8]\71
i = —= — = det 1

si= (g 3 tae o) =7 (52) (16)

Generalmente, la integracién exacta de los términos de la ecuacién (9) es compleja
y los programas de elementos finitos utilizan integracion gaussiana para efectuarlas. Con
integracién gaussiana de orden 2x2, se obtiene la expresiéon semi-analitica:

[ { A3(E151+FE2S2+FE353)+ f1(E1S4+FE2S5+FE3S6) + A3(ErT1+E2To+E3T3)+ fo(E1Tu+E2T5+FE3T6)
1]

3A3-f1 3AZ— 12
(17)
donde
fi=0r14+713)(24 — 22) — (21 + 23)(ra — r2) — 2(roz4 — T422) (18)
f2 = (ZQ + 2’4)(7’3 — 7”1) — (7’2 + 7”4)(2’3 — 21) — 2(7‘321 — ?”12’3) (19)

1
8

Las funciones S; y T; dependen del niimero de nodos y de las coordenadas locales.

Az = < [(22 = 24)(r1 — 73) + (23 — 21)(r2 — 714)]

}
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GENERACION DE LOS TERMINOS DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ

En este desarrollo se considera la clasificacién presentada por Griffiths® para el elemento
de cuatro nodos y la de Lozada et al.’ para el elemento de ocho nodos, ver Tabla I y II.

Grupos | Términos Descripcion
A k11,k22, k33, ka4, k55, kes, k77, ks GDL paralelos en el mismo nodo
B k12,k34, kse, k78 GDL ortogonales en el mismo nodo
C ki3, k35, ks7, k17, koa, kag, kes, kog | GDL paralelos en nodos adyacentes
D kos, k3g, ka7, kov, ka5, kss, k1s, k14 | GDL ortogonales en nodos adyacentes
E k15, k37, kog, kas GDL paralelos en nodos opuestos
F kig, k3s, kos, ka7 GDL perpendiculares en nodos opuestos

cuatro nodos

Tabla I. Clasificacién de los términos de la matriz de rigidez del elemento de

GRUPO | TERMINOS DESCRIPCION | GRADO DE
ADYACENCIA

A k11,k22, k33 ka4, ks 5, k6.6, k7,7 ks, GDL paralelos en el 0
ko,9,k10,10, k11,11,k12,12, k13,13, k1414, | mismo nodo
k15,15,k16,16

B k1,2.k3 4, k5.6 k7.8, ko105 k11,12, k13,14, GDL ortogonales en 0
k15,16 el mismo nodo

C k13, k35, k57, k1,7, k11, k11,13, k13,15, | GDL paralelos de no- 2
k915, k2.4, ka6, k6 8, k2,8, k10,12, k12,14, | dos separados por un
k14,16, k10,16 nodo

D ko3, k3.6, k6,7, k2,7, k10,11, k11,14, k14,15, | GDL ortogonales de 2
k10,15, ka5, k5.8, k1,8, k1,4, k12,13, k13,16, | n0dOS separados por
kg 16, k9,12 un nodo

E k15,ko,13, k3,7, k11,15, k2,6, k4,8, k10,14, | GDL paralelos en no- 4
k12,16 dos opuestos

F k1,6, k914, k3.8, k11,16, k2,5, k10,13, k4,7, | GDL  perpendicula- 4
12,15 res en nodos opuestos

G k1,9, k39, k311, k5,11, k5,13, k7,13, k7,15, | GDL paralelos de no- 1
k1,15, k2,10, k4,10, k4,12, k6,12, k6,14, ks, 14, dos adyacentes
ks 16, k2,16

H k1,10, k3,10, k3,12, k5,12, k5,14, k7,14, k7,16; GDL  perpendicula- 1
k1,16, k2,9, k1,9, k411, k611, k6,13, k813, | rtes de mnodos adya-
ks 15, k2,15 centes

I k111, k711, k7.9, k59, k5,15, k3,15, k3,13, | GDL paralelos  de 3
k1,13, k2,12, ks 12, k8,10, k6,10, k6, 16, nodos separados por
ka6, k114, ko4 dos nodos

J ko1, ks 11, ks 9, k6,9, k6,15, ka,15, k4,13, | GDL paralelos de no- 3
ko213, k1,12, k712, k7,10, k5,10, k5,16, k3,16 dos  separados — por
k314, k1,14 dos nodos

ocho nodos

Tabla II. Clasificacién de los términos de la matriz de rigidez del elemento de
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En la clasificacién anterior se considera la simetria de la matriz de rigidez del elemento
analizado. El elemento de ocho nodos fue clasificado en 10 grupos, considerando la adyacen-
cia entre los grados de libertad (GDL) de los nodos del elemento y una condicién particular
de paralelismo o perpendicularidad entre sus grados de libertad. En la Figura 3, se muestran
las diferentes relaciones de adyacencia del nodo 3, con los otros nodos del elemento y los
grados de libertad en cada nodo.

Figura 3. Grados de libertad en cada nodo y relaciones de adyacencia con el
nodo3

Para generar los elementos de la matriz de rigidez, se utilizan transformaciones de
coordenadas sencillas que no modifiquen la geometria del elemento sino su posicién, como
se muestra en la Tabla ITT

Nodos | Transformacién ( R)
(r1, 21) (ra, 24)
(r2, 22) (11, 21)
(13, 23) (ro, 22)
(T4, 24) (r3, 23)

Tabla III. Transformacién de coordenadas

Dado un elemento cualquiera de un grupo (término padre), los elementos restantes de
este pueden ser generados utilizando las funciones S; y T; (funciones generadoras) y trans-
formaciones de coordenadas. Comparando el niimero de operaciones algebraicas realizadas
por las funciones generadoras de cada elemento de un grupo, resulta computacionalmente
mis eficiente generar cada grupo con varios elementos padre, debido a que el nimero de
operaciones algebraicas realizadas por las funciones generadoras 5; y I; de cada elemento
del grupo varian.

A continuacion se muestra la forma como se generan los términos de la matriz de rigidez
en cada grupo, utilizando la ecuacién (17) y la transformacién 77.

Elementos de ocho nodos
Grupo A. (Términos padres: ]ﬁ,l, k272,]€9,9 y klO,lO)
R R R
k11 —kr7 —ks5 —ks33
R R R
koo — kgg — ke —44 (20)

R R R
kg9 — k1515 —k1313 — k11,11

R R R
k10,10 — k16,16 — k14,14 — k12,12
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Grupo B.(Términos padres k12 y ko9 10)

R R R
k1o —krs —kes —ka3

R R R
ko 10 — k15,16 — k13,14 — k11,12 (21)

Grupo C.(Términos padres: k1 3, ke g, ko.11 y k10,12 )
R R R
ki3 —ki7 —ks7 —k3s

R R R
keg — kea — ka4 — kog (22)
R R R
kg1 —ko 15 — k1315 — k11,13
R R R
k10,12 — k10,16 — k14,16 — k12,14

Grupo D.(Términos padres: /6174, kl,g, k9712 y ]€14,15>
R R R
k14 —ko7 —ks8 —ksge

R R R
kig — kg7 — ka5 — ka3 (23)
R R R
ko 12 — k10,15 — k13,16 — k11,14
R R R
k1415 — k12,13 — k10,11 — k9,16

Grupo E.(Términos padres: ki 5, ka6, ko.13 ¥ k12,16)

R
k15 —ks 7
R
ko — kag (24)
R
k9,13 — k11,15

R
k1216 — k10,14

Grupo F.(Términos padres: k16 y ko 14)

R R R
k16 — ka7 —kos —k3g

R R R
kg 14 — k12,15 — k10,13 — k11,16 (25)

Grupo G.(Términos padres: /67,15, k7713, k‘g’lo y k6712)

R R R

kr15 —ks13 —k3 11 —k19
R R R

k713 — k511 — k39 — k1,15 (26)
R R R

k210 — ks 16 — k614 — k4,12

R R R
k612 —ka10 —k2,16 — k8,14
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Grupo H.(Términos padres k279 k6711 kl,loy k5’12)
R R R
ka9 —kg 15 —ke 13 —ka 11

R R R

k11 — kag — ka15 — kg3 (27)
R R R

k110 — k716 — k514 — k312
R R R

k512 — k310 — k1,16 — k7,14

Grupo I.(Términos padres /{1711, k‘579, /62,12}1 k‘6’10)

k111 i>/<37,9 i’k5,15 i>/<33,13
k5.9 N k3,15 N k1,13 £, k711 ;o (28)
k212 i>7478,10 i)kG,lG i>7€4,14
K610 i/ﬁuﬁ ikzm iks,u

Grupo J.(Términos padres kg 11, k2,13, k1,12y k1,14)

k2,11 i>/<?8,9 i’kﬁ,IS iﬁm,m

k213 £, ks 11 £, ke 9 =, k415 (29)

k112 i>/~€7,10 iﬂ%,w i>7€3,14

k114 iknn i>k‘5,10 i>k:a,lﬁ

Los términos de la matriz del elemento de cuatro nodos son generados de manera analoga
al caso anterior. Las funciones Si, S2, 53, S4, S5, S¢, 11, 1>, T3, Ty, Ts y T utilizadas en

cada grupo son las que generan los términos padres. Por ejemplo, las funciones que generan
a kog en el elemento de ocho nodos son:

S| = (1/96) (7‘42)2 (7 r1+2 7’824—|—T'3)

Sy =0

Sz = (1/96) (2’42)2 (7T r14+2 rsoq + 13)

Sy = (1/96) (r42)? (4 r1 + rs24)

S5 =0

Se = (1/96)(z42)%(4r1 + 7524) (30)

Ty = (1/2592) (2 r34+7 r3+8 r3+12 r2 r4-18 13 1347 r3+6 13 (ro+ry3)-3 73 (6 r3+74)+
3o (47342 rg 14-13)+6 11 (2 13-19 (3 r3+74)+7s (-3 7342 74)))

T =0

Ty = (1/2592) (2 (2244 23 231-22 24) (r1+2 7824+73)+2 (rs13+5 74-12) (21-2 23) 24+2
(-11-5 To+7143) (2 23-21) 22+(2 rs13+7r4+7 12) z%+(2 rS13+7 T4+72) zz)

Ty = (-1/7776) 142 (12 (ri+r3+r3+r3)+21 71 7842+6 19 74-30 71 73-33 73 r842)

T5 =0

Te = (1/2592) (2 (3 7“824+7“313) (2 23 24-21 Z4)+2 (6 7’4—7“2) 29 Z4+2 2o (21—2 23) (T814+T3+3

r9)+8 149 21 23+ (rsiz+4 19) z%—2 T49 z%—8 z% 7“42—22 (rsi3+4 r4))
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En las funciones generadoras, se trabajé con la notacion:
T'ij :7“7;—7“]' Zij :Zi—Zj

TSij =T+ T 2Sij = 2+ 2 Con i,j E{l,...,4} (31)

La férmula (17) presenta la ventaja que el coeficiente Az representa el area del elemento
finito en estudio, por lo cual es una funcién constante. Ademés si se denota como Li=
fi(ri, .. ra,21,. . ,24) ¥y Lo= fo(r1,...,r4,21,. .. ,24) & los valores que toman las funciones f;
v fo al ser evaluadas en las coordenadas iniciales, entonces al efectuarse rotaciones sobre el
elemento finito en estudio, se tiene que:

Lo Con una rotacién Ly Con una rotacién
fi=< —L; Con dos rotaciones y fo =< —Lo Con dos rotaciones
—Lo Con tres rotaciones -1 Con tres rotaciones

PRECISION DE LOS RESULTADOS

En el analisis de los resultados obtenidos en la integracién de las matrices de rigidez
de elementos finitos cuadrilateros de cuatro y ocho nodos, con integracién semi-analitica
y numérica (Gauss con 4 puntos de integracién) se demuestra que ambas tienen la misma
precisién. Los errores cometidos son calculados con la ecuacién (32).

2
* FEX
2 <3z‘j Sy )
17]

Error = (32)
5 s
L | 7ig
27]
donde:
s;; « Términos de la matriz de rigidez obtenida por integracién numérica.

sgx : Términos de la matriz de rigidez obtenida por integraciéon simbdlica.

En la Tabla IV, se muestran los errores generados en la integracion de la matriz de
rigidez del elemento finito de la Figura 4. Los errores generados son pequenos, por lo cual
pueden considerarse despreciables y concluirse que ambas técnicas tienen igual precision.

N° de nodos | a b Error

10| 10 [0,194703 x 10~
4 nodos 10 | 100 | 0,499418 x 10~
10 | 1000 | 0,524022 x 10~ 7
10| 10 | 0,158075 x 107
8 nodos 10 | 100 | 0,220665 x 10~ 7
10 | 1000 | 0,232560 x 10~ 7

Tabla I'V. Exactitud de los resultados
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Figura 4. Dimensiones del elemento finito

TIEMPOS DE CPU

Para evaluar la reduccién en los tiempos de CPU, se utilizé un procesador HP NXG120
Centrino 1.86 GHZ y de 1 GB RAM. Los tiempos de CPU empleados por la subrutina
simbdlica y numérica (Gauss con 4 puntos de integracién), son dados en las Tabla V.

N° de nodos | N° de elementos | Numérica (sec) | Simbdlica (sec) | Ahorro( %)
10000 2.968E-01 1.406E-01 52.6
4 nodos 100000 3.062 1.280 58.1
1000000 30.46 12.73 58.2
10000 1.671 8.437E-01 49.5
8 nodos 100000 16.04 8.281 48.3
1000000 161.437 82.51 48.8

Tabla V. Tiempos de CPU

La generalizacién de la metodologia desarrollada y aplicada a la integracién semi-analiti-
ca de la matriz de rigidez de elementos finitos cuadrilateros de cuatro y ocho nodos, en
problemas de simetria axial permite una mayor generalidad y velocidad de calculo en com-
paracién a la integracién numérica.

CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrollé una metodologia general aplicable a la integracion de
matrices de rigidez de cualquier elemento cuadrilatero de cuatro y ocho nodos en problemas
de simetria axial, donde los elementos de la matriz de rigidez son obtenidos mediante
una expresién semi-analitica y transformaciones de coordenadas. Esta técnica logro reducir
sustancialmente los tiempos de computo en comparacion a la técnica integracion numérica
(Gauss con cuatro puntos de integracion), preservando su precisién. Cabe destacar que estos
resultados proporcionaran a los profesionales e investigadores que trabajan con el método
de los elementos finitos una reduccién sustancial de tiempos de CPU en el cédlculo de la
matriz de rigidez global, la cual generalmente estd constituida por una gran cantidad de
elementos de este tipo.



356 I.J. Lozada, D.V. Griffiths y M. Cerrolaza

REFERENCIAS

1 D. Babu, y F. Pinter, “Analytical integration formulae for linear isoparametric finite elements”,
Int. J. Num. Meth. Eng., Vol. 20, pp. 1153-1166, (1984).

2 DERIVE. Users Manual, Versién 2, Soft Warehouse, Hawaii, (1989).

3 D. Griffiths, “Stiffness matrix of the four-node quadrilateral element in closed form”, Int. J. Num.
Meth. Eng., Vol. 37, pp. 1027-1038, (1994).

4 M. Kikuchi, “Application of the symbolic mathematics system to the finite element program”,
Computational Mechanics, Vol. 5, pp. 41-47, (1989).

5 L.J. Lozada, J.C. Osorio, D.V. Griffiths y M. Cerrolaza, “Semi-analytical integration of the 8-
noded plane element stiffness matrix using symbolic computation”, International Journal for
Numerical Methods in Partial Differential Equations, Vol. 22, pp. 296-316, (2006).

6 MAPLE. Users Manual, Version 7, Soft Warehouse, Hawaii, (1989).

7 A. Mizukami, “Some integration formulas for a four-noded isoparametric element”, Comput.
Methods Appl. Mech. & Eng., Vol. 59, pp. 111-121, (1986).

8 M. Okabe, “Analytical integral formulae related to convex quadrilateral finite elements”, Com-
put. Methods Appl. Mech. € Eng., Vol. 29, pp. 201-218, (1981).

9 R. Pavelle, “MACSYMA: Capabilities and applications to problems in engineering and sciences”,
Symbolic inc., Cambridge, (1985).

10 H. Rathod, “Some analytical integration formulae for a four node isoparametric element”, Com-
put. & Struct., Vol. 30, N° 55, pp. 1101-1109, (1988).

11 REDUCE. Software for algebraic computation, Springer, Berlin, (1986).

12 L. Videla, N. Aparicio, M. Cerrolaza, “Explicit integration of the stiffness matrix of a four-
noded-plane elasticity”, Comm. Num. Meth. Eng., Vol. 12, N° 11, pp. 731-743, (1996).

13 L. Videla, T. Baloa, M. Cerrolaza y D. Griffiths, “Exact integration of the stiffness matrix
of an 8-node plane elastic finite element by symbolic computation”. International Journal for
Numerical Methods in Partial Differrential Equations, Vol. 24, N° 1, pp. 249-261, (2008).

14 G. Yagawa, W. Ye y S. Yoshimura, “A numerical integration scheme for finite element method
based on symbolic manipulation”, Int. J. Num. Meth. Eng., Vol. 29, N° 7, pp. 1539-1549, (1990).



