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Resumen

El presente trabajo extiende las capacidades de los elementos de ldmina sin rotaciones (BST, EBST), de-
sarrollados para el andlisis de superficies suaves, al estudio de superficies con quiebres y ramificadas. Se
realiza una redefinicién de la curvatura en funcién del cambio de angulo entre las normales al elemento, lo
cual permite por un lado tratar cambios de dngulos arbitrariamente grandes entre elementos adyacentes y
por otro introducir quiebres. Luego se generaliza esta idea al caso de ldminas ramificadas. Se introduce
la idea de rotacién promedio de la arista en funcién de las rigideces relativas de los elementos adyacentes.
Se presentan varios ejemplos en régimen lineal y no lineal que muestran que la formulacién conduce a los
resultados correctos.

Palabras clave: elementos finitos, ldminas, sin rotaciones, ramificadas, grandes deforma-
clones.

A ROTATION FREE SHELL ELEMENT FOR THE ANALYSIS OF KINKED AND BRANCHED
SURFACES

Summary

This paper extends the capabilities of previous rotation-free shell elements, BST and EBST developed to deal
with smooth and homogeneous surfaces, to the analysis of kinked and branching surfaces. The computation
of the curvature tensor is first redefined in terms of the angle change between the normals at the adjacent
elements. This allows to deal with arbitrary large angles between adjacent elements and to treat kinked
surfaces. A relative stiffness between elements is introduced to consider non-homogeneous surfaces. This
idea is latter generalized to deal with branching shells. Several linear and non-linear examples are presented
showing that the formulation leads to the correct results.
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INTRODUCCION

El desarrollo de técnicas numéricas para resolver problemas de laminas utilizando tinica-
mente los desplazamientos como incégnitas ha estado principalmente centrado en el método
de diferencias finitas’?3. Sin embargo la idea de desarrollar elementos finitos de ldminas y
vigas sin grados de libertad de rotacién no es nueva*® y se han realizado distintos intentos
desde los comienzos del método® %910 Pero sélo en la tiltima década se ha logrado obtener
elementos de ldmina sin rotaciones confiables para aplicaciones industriales'13:1415  Todas
las aproximaciones tienen en comin la utilizacién de una vecindad (parcela) de elementos a
los fines de definir la interpolacién de la geometria y los desplazamientos. El aspecto distin-
tivo principal entre las distintas propuestas es la forma en que se aproximan las curvaturas
y la formulacién tedrica utilizada. Uno de los principales aspectos que queda por resolver
en forma satisfactoria es el tratamiento de superficies que no son suaves o que ramifican.
La solucién de estos aspectos es imprescindible si se pretende utilizar este tipo de elementos
en el modelado de problemas aeronduticos o en estructuras de ingenieria civil, entre otros.
En particular el caso de ldminas ramificadas (esto es, cuando en una arista concurren tres
6 mas superficies) es el que presenta el mayor desafio.

En este trabajo se abordan problemas tridimensionales con especial énfasis en laminas
no suaves y ramificadas. Es por un lado una extensién al analisis de laminas ramificadas de
desarrollos previos sobre elementos de ldminas tridimensionales sin grados de libertad!3:1°
y por otro una extension a tres dimensiones de un elemento unidimensional para laminas
de revolucién capaz de tratar quiebres y ramificaciones!6.

Un bosquejo de este trabajo es el siguiente: En la préxima seccién se presenta un breve
resumen de los parametros principales que definen la deformaciéon de una lamina. En la
seccién siguiente se reinterpreta el calculo de la curvatura en el elemento BST!? y se muestra,
como tratar laminas con quiebres. En la seccidon posterior se extienden los desarrollos
anteriores al tratamiento de ldminas ramificadas. A continuacion se muestra cémo extender
los resultados anteriores al elemento con aproximacién cuadratica EBST'® y se completa
la formulacién incluyendo la aproximacién membranal y los aspectos principales referidos
a la evaluacion de la matriz de rigidez. En la dltima parte se realizan las evaluaciones
numéricas, que incluyen problemas lineales, no lineales elasticos y problemas con grandes
deformaciones elastoplédsticas. Finalmente se agrupan algunas conclusiones.

CINEMATICA DE LA LAMINA

En esta seccién se presenta un resumen de las hipétesis mas importantes sobre el com-
portamiento cinematico de una ldmina. Mayores detalles pueden encontrarse en la amplia
bibliografia dedicada a este campo!.

Sea una lamina cuya superficie media indeformada se extiende sobre el dominio °€) en
el espacio R? y cuyo contorno es °I'. En cada punto de la superficie se ldmina se define un
espesor °t como la distancia entre las caras superior e inferior de la lamina medida sobre la
normal t. Aqui se adopta la hipétesis de Kirchhoff-Love respecto a que fibras originalmente
normales a la superficie media se mantienen normales a la superficie media deformada. Con
°x y x se denotan la posicion original y deformada respectivamente de un punto cualquiera
de la ldmina, que se escriben en funcién de la posicién de la superficie media ¢ y de la
normal en el punto t como

7% (£1,€2,83) = %@ (&1,82) + & “t (€1,62) (1)
X(§17§27§3> =@ (51752) + 53)\t (61752) (2)
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donde &71,& son coordenadas curvilineas locales definidas sobre la superficie media de la
lamina indeformada y &3 es la distancia del punto a la superficie media (£3 € [— °t/2, °t/2]).
El producto &3 es la distancia del punto a la superficie media en la configuracién deformada.
Esto tdltimo implica un estiramiento transversal constante asociado al pardametro A que
relaciona los espesores en la configuracion actual y original, es decir

A= (3)

El gradiente de deformacién, definido como la derivada de (2) respecto a las coordenadas
locales &;, puede escribirse como

F= [ P +&3 ()‘t)’l Py + &3 ()‘t)’Q At ] (4)

El producto FTF = U? = C (donde U es el tensor de estiramiento derecho y C el tensor
derecho de deformacién de Cauchy-Green) resulta entonces

, KZRES ()‘t)gl
AT

—<P'1'<P'1 w1py 0
= | @12 @y 0

0 0 A2
2(p/1 'tll (pll 't/2 +(p/2 't/1 0
+€3>\ (‘22} 't/2 +¢/2 'tll Yo 't/2 0
0 0 0
ti -ty ti-tm O
FEN | bty tig-tn O (5)

0 0 0
donde se ha despreciado la influencia de las derivadas de la relaciéon de espesor A/,. Despre-
ciando ademas los términos asociados con £§ e introduciendo las definiciones de la primera
y segunda forma fundamental de la superficie (con «a, 5 = 1,2) tenemos:
a) el tensor métrico covariante o primera forma fundamental de la superficie media

Gap = Pro P (6)

b) el tensor de curvaturas o segunda forma fundamental de la superficie media
1
o = 3 (Pra b3+ 15 ) ™)

el tensor de deformacién derecho puede escribirse

a1l + 2k11§3A a1z + 2k1263A 0
U? = a12 + 2k1263A a9 + 2k9283A 0 (8)
0 0 A2
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Para superficies inicialmente curvas, U? no es el tensor identidad en puntos fuera de la
superficie media. Introduciendo los cambios de curvatura como

XaB = Kap = “Kap (9)
puede utilizarse la siguiente aproximacién, que resulta computacionalmente conveniente
aip +2x11§3A a2 + 2x12§3A 0
U? = | a1z +2x1283)  ag +2x2263A 0 (10)
0 0 A2

Las tensiones generalizadas (fuerzas y momentos) se obtienen integrando en el espesor
original el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff S, usando la distancia actual a
la superficie media para el calculo de los momentos, es decir

N = / S dé; (11a)
ot
M = /}tS A3 dés (11b)
Con estos esfuerzos la forma débil de las ecuaciones de equilibrio puede escribirse como
(5H:lﬂ[6E:N + 0K : M| d °Q + 0llext =0 (12)

donde 0K es la variacién del tensor de curvaturas y 6E la variacion del tensor de deforma-
ciones de Green-Lagrange sobre la superficie media (con d,4 la delta de Kronecker)

E=_(U%-1) (13)

Eop = 5 (aap — dap) (14)

[NCRIEN ORI

ELEMENTO BST CON QUIEBRES

Una de las caracteristicas fundamentales de los elementos sin grados de libertad rota-
cionales es que son no conformes. Para introducir en forma discreta la continuidad del giro
entre elementos y para la evaluacién de las curvaturas (7) se recurre a una parcela de ele-
mentos que incluye al elemento en consideracién y a los elementos adyacentes. La parcela
de elementos a partir de la cual se evalia la curvatura en un elemento se muestra en la
Figura la. En ella se indica la numeracién local de los nudos, de los elementos que rodean
al elemento en cuestién (M) y de los lados. En la Figura 1b se indica la misma parcela
sobre un dominio plano normalizado (elemento maestro). Notar la numeracién asignada:

e los nudos del elemento principal van de 1 a 3, el nudo 4 es el opuesto al 1, el 5al 2y
el 6 al 3;

e ¢l lado i es el lado opuesto al nudo 7 en el elemento principal y el elemento ¢ es el
adyacente al mismo lado;

e las conectividades en cada elemento adyacente i empiezan por el nudo extra (i + 3).
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(a) (b)

Figura 1. Parcela de elementos triangulares de tres nudos incluyendo el tridngulo
central (M) y tres elemento adyacentes (1, 2 y 3)

Evaluacion de las curvaturas en el elemento BST

El calculo de las curvaturas (7) en el elemento BST!3, donde se supone que los cuatro
elementos de la parcela pertenecen a una superficie suave, resulta de la integral promedio
(15a) y de su correspondiente modificacién a partir del teorema de la divergencia (15b)

K11 -1 Py -t
K12 = a Yoo - t d°A (15&)
2/4}12 °A 2(p/12 -t
o [0 ()
= q 0 ng |: ¥ E(M) :| d°r (15b)
or na Nq '2

donde ° A es el drea original del elemento y °T" el contorno del mismo con normal n = (ny, ng)T.
Las direcciones 1 y 2 son direcciones cartesianas arbitrariamente elegidas sobre la superficie
original y t(™) es la normal al plano del elemento definido por (16). Con un superindice
entre paréntesis indicaremos, cuando sea necesario, a qué elemento de la parcela se refiere
el pardmetro geométrico correspondiente. Asi, t() es la normal al elemento central y t(®)
la normal al elemento adyacente opuesto al nudo 7 del elemento central. La geometria se
interpola en cada elemento en forma independiente a partir de sus tres nudos

3
o=> L'(m,m) ¢ (16)
I=1

Evaluando la integral de contorno (15b) a la mitad de cada lado se tiene (con °I; la
longitud original de cada lado e indicando con un subindice i valores asociados al lado)

K11 138 ny 0 (M)
K12 = — Oli 0 9 |: L M :| (17)
2K12 °4 ; ng Ny @ry -t i
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En el BST original se evalian los gradientes en la mitad de cada lado como el promedio de
los gradientes en los elementos adyacentes al lado!'?!3
} (18)

2] -]
P2 |, 2 (p,(;)
a su vez debe notarse que:
o debi o et 1 o
ebido a (16), en el plano del elemento principal [ <p,(éw) L) ] = { 0 ]

e en el elemento adyacente [cp,(?,ga,(;)} = [ /(Q"Pf(i)] [ _nzl :Z? ] y <p/(? M) = 0,

por lo cual,

K11 1 3 nt 0 )
K12 = 504 Z Oli 0 no ['I’Ll, nQ]i ((P/(;) . t(M)> (19)
2K12 i=1 ny ny
Si ademaés se introducen las derivadas de las funciones de forma L? del tridngulo lineal'”
L} °lLi | m 1| m
[ Ly, } 204 | n2 |, °h; | M2 |, (20)
con °h; la distancia del nudo ¢ al lado opuesto. La expresién (19) puede reescribirse como
i\ 2
K11 3.1 (L) ,
kig | =2 OAZ o (sz)2 (‘PSQ 't(M)) (21)
2K12 =1 ' | —2LiLi,

Esta tltima expresién (21) o en funcién de las dos componentes del gradiente (17) son las
que se utilizan en el elemento BST para calculo de las curvaturas en el anélisis de superficies
suaves.

Para el tratamiento de quiebres y ramificaciones, donde el angulo entre las normales a
dos elementos adyacentes puede ser grande, resulta necesario modificar la definicién (21),
utilizando efectivamente el dngulo entre normales y no su seno. Con este objetivo, si 2v;
es el angulo entre la normal al elemento y la normal al elemento adyacente, la proyeccién

<p,(:3 -t(M) puede interpretarse alternativamente como (ver Apéndice)

A
= A0 24, = AM) 2 (22)

donde n es la normal al lado 4 en el plano del elemento adyacente () en la configuracién
deformada y A% el estiramiento de la ldmina en dicha direccién. Reemplazando (22) en
(21), se tiene una nueva aproximacién numérica de la curvatura del elemento

i\ 2
il o >\ 1 (Ll-l)z (M)
kg | =2°A) o | (L) AM) 27 (23)
2K12 i=1 T

—2Li L,
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Esta redefinicién de la curvatura del elemento sera utilizada a continuacién para el tratamien-
to de superficies no suaves. La correspondiente variacion necesaria para la evaluaciéon de
(12) es

i\ 2
i o 1 (L/-l)2 (M)
5| ma | =2°4% o | (L) (5</\ni 2%-) (24)
2K12 i=1 ' | —2LiLi,

A continuacién se vera cémo evaluar (23) y (24) para el caso de quiebres y ramificaciones.

En particular lo que interesa es la definicién y cémputo de AS!”) 27; y su correspondiente
variacién sobre cada lado 7 del elemento de referencia.

Figura 2. Quiebre entre dos elementos

Tratamiento de quiebres

A partir de los desarrollos del elemento de viga/ldmina de revolucién'®, en esta seccién se

busca establecer cémo formular con el elemento BST los casos donde hay una discontinuidad
marcada en la normal (quiebre o pliegue) en la superficie original.

Supongamos entonces que en la configuracién inicial exista un angulo no nulo °¢; entre
las normales a dos elementos adyacentes. En cada elemento, sobre el lado comiin, es posible
definir un triedro local con: la normal al elemento °t, el lado comtn °s y la normal al lado
en el plano del elemento °n = °s x °t, de tal forma que

cos °¢; = °tM) . otl) — _ OniM) . °n) (25a)
sin O¢i — Ot(M) X On(i) — OHEM) . Ot(i) (25b)

Recordar que el superindice indica el elemento y el subindice el lado, sin embargo, en los
parametros evaluados en el elemento ¢ se suprime el subindice ¢ para aliviar la notacion.
Asi °n® | por ejemplo, es la normal sobre el plano tangente del elemento 4, al lado comun
con el elemento principal. Notar que: a) OSEM) = °s; vy °s() tienen direccién coincidente
pero sentidos opuestos en cada elemento; b) con la definicién anterior el dngulo °¢; se mide
alrededor del lado comin °s; en sentido antihorario de °t(M) a °t(0) y ¢) el angulo inicial

°¢p; (25), entre los vectores normales a los elementos, es el mismo que entre los vectores

normales al lado comtin sobre los planos de cada elemento (entre OnZ(M) y — °n(),
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En la configuracién deformada, a partir de la aproximacion lineal sobre cada tridngulo
(16), pueden evaluarse los gradientes (es decir, los planos tangentes de cada elemento)
definidos sobre un sistema arbitrario local (x1, x9) para cada elemento

[w(iw Loy )} y [90/(? ; sof(?] (26)

que se completan con la normal en cada caso

() = 40D (M) (M) £ = A0 o) x ) (27)

Existiendo un lado comun
M 7
0=\ si =l =) (28)

lo cual permite definir los vectores normales al lado en el plano de cada plano

nl(M) = )\igo/(éw) x tM) = g; x t(M) (29a)
A 1 4 , A
n® = /\—<p,(5) x ) = —g; x t0) (29Db)

Notese, ademas, que en la configuracién original las normales al contorno n son equiva-
lentes al gradiente en dichas direcciones ¢, , no asf en la configuracién deformada.

(M)

En la configuracién deformada los vectores normales t() y ¢(0) (e igualmente, n; ' y
n(i)) ya no formaran un angulo °¢;, sino ¢;.

cosd; = tAD £ — _nM) 500 (30a)

K3
sin ¢; = tM) . n() = nl(-M) £ (30Db)
que representa un cambio respecto a la configuracién original
Ag; = ¢i— °¢i (31)

En la Figura 3 se ha utilizado para mayor claridad como punto de vista la direccién s;
tanto en la configuracion original como en la deformada. Notar que las normales elementales
estan asociadas al centro de cada elemento y que A¢; mide el cambio de angulo entre ellas
durante el movimiento. Por otro lado, el angulo entre las normales al lado en el lado mismo
(denotados por o vy 7 en la figura) debe mantenerse a lo largo de todo el proceso,
puesto que se supone que los elementos estdn “empotrados” entre si a lo largo del lado,
es decir, que las secciones normales giran solidariamente en el lado comun. Al respecto,
en la Figura 3 se ha introducido, ademds de las configuraciones original y deformada, una
configuracién de referencia indeformada, rotada respecto a la original un angulo 3; definido
como la rotacién de la arista s;.

Para que las normales a los lados i) y @i mantengan el dngulo original °¢; puede
asociarse a cada elemento una rotacién ~() de su normal relativa a la rotacién de la arista
0;, con la condicién

Agi =AM 440 (32)
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A

n (i)
/’nw t
S

= = Original ,
— Deform. N
—— Referen.

Figura 3. Cambios respecto a la configuracién original

Los valores de 7(7) pueden obtenerse planteando el equilibrio de momentos alrededor del
lado (aproximado, ya que no incluye la curvatura en dicha direccién)

(M) (i)
_ B A _BE ~ @) (33)
(1—v2)h ’ (1—v2)h

RO 50 _ pli) ) (34)

siendo F el médulo de elasticidad, v la relacién de Poisson, t el espesor de la lamina y h
la altura del elemento triangular (respecto a la arista comin) de cada elemento adyacente.
De donde puede despejarse

(i)
o _ R _ ()
Y= — A¢; =1, A¢; (35a)
R™M 4 RG)
. (M) 4
~® i Adi =D Ag; (35b)

R™M 4 RG)
Por otro lado, suponiendo por un instante fija la direccion del lado s;, si denominamos:

. ﬁi(M) al dngulo girado por el elemento (M), dngulo entre t) y °t(M) (desde °t(M) a
°t(M) medido en sentido antihorario alrededor de s;);

e 30 al dngulo %;irado por el elemento adyacente al lado 4, angulo entre (@ y £
(desde °t() a £ medido en sentido horario alrededor de s, equivalente a medirlo

antihorario alrededor s;).

Ambos angulos se miden sobre el mismo eje. El angulo A¢; puede verse también como
la diferencia entre los dngulos rotados por los elementos alrededor del lado (usando como
referencia la direccién s;)

Ag; = g0 — g0 (36)
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en tanto que es posible definir el angulo girado por el lado interseccién como el promedio
ponderado de los giros

B3 = T’EM)’B’L(M) + T(i)ﬂ(i) (37)
(M)

Con esta definicién el lado (arista) rota B; en tanto que el elemento de referencia rota —;
respecto al lado (%-(M) = G — Bi(M)) y el elemento adyacente rota ++(%) respecto al lado.
La definicién de los angulos ﬂl-(M) y B es conceptual, pues la direccién s; no se mantiene
fija en el espacio, por lo cual no es posible medir ,BZ(M) y 8@ en forma separada, de hecho

lo que se evalia es (30) y con esto se calculan 'y.(M)

Y fy(i). Sin embargo, las variaciones de

ﬁi(M) y 3@ si pueden calcularse sin problemas.
(M)

Si en la curvatura redefinida (23) se utiliza esta definicién de los d4ngulos ;" se tiene
;2
K11 5.1 (L)
: M
K12 | = 4AZ R (L}2)2' %'( ) (38)
2K12 =1 ' | —2L} L,

(M)

Observar que en realidad son cambios de curvatura, porque con esta definicién de ~;
en funcién del cambio de dngulo A¢; las curvaturas medidas en la configuracién original
son cero. Esto no es una desventaja, pues en la implementacién se utiliza el cambio de
curvatura para la evaluacién de las deformaciones (10).

Para evaluar las variaciones de las componentes del tensor de curvaturas debe calcularse

6 (AQDAEM) = AMD M 41D GAQD (39)

De las dos partes que componen esta variacién, el término de mayor importancia es el
primero, y el segundo muchas veces puede despreciarse (en problemas lineales vale exacta-
mente 0).

La variacion del angulo ’yi(M) resulta
M =M 5 (agi) =M (559 - 550"") (40)
00 (L) 50 L pon 5,00
=7 (,\,(f) t) . 5, + 07 tM) 5, (41)

donde los gradientes normales al lado calculados sobre el plano tangente a cada tridngulo
son (en forma estdndar)

sul
oy 1 (M) (M) (M) 9
(5(;0/” _2°A(M) |:Cl »Co 75 C3 } 333 (42)

(M)

con ¢; ' las proyecciones de los lados del triangulo principal sobre el versor a lo largo del
lado °s;

@’) - s;
ch) _ ( 0<p1 N o‘p3) . g, (43)

g = (%"= °9') s
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y en forma similar para el elemento adyacente

. 1 4 . . su!
5ply) = o [ ) ] | pu2 (44)

con cl(i) las proyecciones de los lados del tridangulo adyacente sobre el versor a lo largo del

lado — °s; y dul?’ la variacién del desplazamiento del nudo j (numeracion local sobre el
elemento 7). Por ejemplo, para el tridngulo adyacente al lado 1 (Figura 1)

Cgl) — _ ( 0(P2 _ o(p3) . OS1
Cél) — ( 0(P4 _ O(P2) . %gy (45)
Cgl) — ( 0(P3 o O(P4) . oS1

De esta forma, la variaciéon del cambio de dngulo A¢; resulta

1 t) . syl
§(Ap)) = —— A0 0 00T | o) s
2 0 A(M) \(M) { 155G e } o
1 o @ . sl
+ 0 [cﬁz), céﬁ,cg)} t@ . gul?2 (46)
2 0 A )\, L) (03

con lo cual (39) puede escribirse

6 (AMAM) = 0 (600 5000 460 gl ] 4+ 4" 5AQD (47)
T n n %

donde despreciaremos la influencia del segundo término en la evaluacién de las fuerzas
nodales equivalentes. Para problemas lineales, la expresién anterior resulta exactamente

5 (AMIADY = 0 [(0 543 410 )] )

n n

que reemplazada en (24) permite calcular la variacién de la curvatura en el elemento.

TRATAMIENTO DE RAMIFICACIONES EN LAMINAS

El caso anterior puede verse como un caso particular (el mas sencillo) de que en un
lado se intersecten varias ldminas (ramificacién). En un caso general habrd n superficies
(elementos) concurrentes al lado (s). Para simplificar la notacién supongamos que el lado
interseccion sea el primer lado (opuesto al primer nudo) de cada una de los elementos que se
intersectan y que la orientacién del lado sea la misma para todos (Figura 4). Denominemos
por J y K (fijos) a los nudos que definen el lado (en ese orden) y que el restante nudo de
cada tridngulo “7” sea precisamente el nudo “i” (genérico). En la configuracién original el
plano tangente a cada tridngulo ¢ queda definida por el versor tangente al lado comun °s
(idénticamente orientado en todos los tridngulos ) y la normal al mismo (saliente)

°n; = % x °t0 (49)
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t(2)

Figura 4. Interseccién de mas de dos superfivies. Notacién utilizada

en funcién de la normal al triangulo °t®. Las n normales °t() permiten definir (n — 1)

angulos independientes entre los distintos tridngulos (1 =1,...,n — 1)
cos °¢; = °t(0 . o+l = o). opn(i+l) (50a)
sin O(bi _ on(i) . ot(i+1) _ ot(z’) . on(i—H) (50b)

lo cual puede complementarse con el dngulo entre el dltimo y el primero (innecesario debido
a la dependencia con los otros)

n—1
¢n = 27 — mod [Z bi 27r] (51)
i=1

En la configuracién deformada la direcciéon s comtn a los distintos elementos serd (cuyo
estiramiento es \;)

(PK _ <PJ (PK _ ‘p.]

S —= =
le™ —¢”| Ls

(52)

que junto con la nueva normal a cada elemento t(® permite calcular la normal saliente al

lado

n(’) =S X t(l) (53)
y con ellos los nuevos n — 1 angulos
cos ¢ = t@ - gD = @) . x4 (54)
sin; = n@ . ¢+ — ¢ . x(+D)

que ha cambiado respecto a los originales un valor

Api = ¢ — i i=1,n (55)
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Como no se tiene una referencia fija para medir el &ngulo 3; rotado por cada elemento, se
puede suponer que el primer elemento no roto (5(1) = 0) y con ello se calculan las rotaciones
referidas a éste. Lo cual conduce a

1—1
B =" Adm (56)
m=1

En forma similar a la expresién (37) la rotacién del lado se define como el promedio pon-
derado

_ 1 n N oo
i —— RO 30 = (030 (57)
ST, 70 & 2
con
A R®
() — "~
r S 70 (58)

Denominando ahora con 4; a la diferencia entre el angulo (promedio) rotado por la arista
y el dngulo rotado por el elemento

v =pB—pY (59)
La expresion anterior (59) puede explicitarse para el caso n = 2
M B 17
= — = A
=1 e =[50 e

para el caso n =3

v B 1— @ 1,0 _p@
Y2 | = B— A¢y = —r® 1-pO _p@ [ ﬁ(ﬁl ]
i B Adr— Aoy 0 ) b2
y, en general, es posible expresarla como:
I'= Cnx(nfl) Agbn—l (60)

A partir de la definicién de ; el gradiente normal saliente al lado <p,(;) en cada uno de

los elementos concurrentes puede escribirse en sus componentes sobre una terna local

tp/(;) = <<p,(:3 . n(i)) n + <<p,(;) . S) s + <<p,(:3 . t(i)) () (62)
= 2D cosy; 1D + aps s+ AP siny; tO (63)

tomando la componente sobre la normal al elemento
<p,(:3 @ = XD giny; ~ A0y, (64)

que reemplazada en (23) permite completar la evaluacién de la curvatura en cada uno de
los elementos concurrentes al lado.
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Para evaluar las variaciones de la curvatura (24) debe calcularse la variacién de la
componente del gradiente normal al lado sobre la normal al elemento, que estd compuesto
de dos partes

6 () ¢9) =5 (A7) (65)
= A §y; + v AP (66)

donde nuevamente el término de importancia es el primero.
La variacién del dngulo ; resulta de observar (61) y (54)

07 = Cim 00 1=1,n m=1,n-1
1 1
=C, = _¢m) . spm (m41) | 5, (m+1)
= Cim L\%m)t o, + )\%mﬂ)t opi, ] (67)

(m)

donde d¢;,, “son las variaciones de los gradientes normales calculados sobre el plano tangente
a cada triangulo; en forma estdndar

my _ 1 (m) (m) (m) ou’l
m m J
6(P/ 9 OA(m) [Cm 1€y 5 CKr g;lK (68)

(m)

con ¢; ’ las proyecciones de los lados de cada tridngulo adyacente sobre el versor a lo largo

del lado °s

cﬁ,’?) = ( ol — O(p‘]) - %= °L; (igual para todos los elementos)
cf]m) — ( o(pm _ O(PK) . og (69)
Cy(n) — (O(PJ . o(pm) . g

De esta forma, la variacion del angulo ~; resulta

n—1 1 (m) (m) t(m) -ou"
(5’)’1 = sz C%)acm 7cm t(m) ‘5uJ
mzl A2 0 Am) e e £0m) . g
. ((m+1) | sum+l
(m4+1) (m+1) (m+1) (m+1) J
+ Cpy e ,C t -du (70)
)\?(17714‘1)2 0A(m+l) |: +1 J K i| t(erl) ) (SuK

Sin embargo, la expresién anterior puede simplificarse recordando (59), con lo cual

5v; = 66 — 587

)\7(11) m=1 Agzm)

con este resultado (39) resulta

6[)\7(5)%} - [t(’ Sl — A0 Z <m> t<m 5™ | 4 7 5AL) (72)
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Se advierte que al utilizar a s como lado de referencia la variacién de la rotacion de cada
elemento es

580 = —¢® . 5tp,(:3 (73)

Para problemas lineales (los estiramientos valen 1), la expresién anterior puede simpli-
ficarse a

6 [Ai] :[ ). 5 — Zr (m) <m>] (74)

Esto permite evaluar las variaciones de las curvaturas en los distintos elementos uti-
lizando la expresién genérica de tal variacién (24), donde la forma de ¢ [)\,(f)%] sobre cada
uno de los lados dependerd de si el lado es parte de una tnica superficie (suave o no) (48)
o corresponde a una linea de ramificacién (74). En la notacién habitual del método de

elemento la variacién de las curvaturas puede escribirse como
ok = By ou? (75)

Es necesario destacar que dicha variacion depende de los nudos de todos los elementos
que tienen un lado comun con el elemento de referencia. El vector JuP agrupa entonces,
en un elemento sin ramificaciones a los seis nudos incluidos en la parcela de la Figura 1
y cuando hay un lado ramificado a cuatro, méas el ntimero de elementos que comparten
el lado. Naturalmente, el tamano de la matriz de rigidez de cada elemento concurrente
depende del ntimero de incégnitas agrupadas en ou”.

VARIACION DEL ANGULO v EN EL ELEMENTO EBST

En la referencia 15 se ha desarrollado un elemento similar al BST tomando como base el
concepto de deformaciones impuestas. La principal ventaja de este nuevo elemento (EBST)
es que presenta un comportamiento membranal similar al tridngulo de deformacion lineal
a diferencia del elemento BST que utiliza el tridngulo de deformacion constante. Para ver
cémo aplicar algunas de las ideas anteriores al elemento EBST, recordemos primero cémo
se calculan las curvaturas en dicho elemento.

La evaluacion de la curvatura responde a la misma expresién presentada antes

K11 13 ni 0 G))
K12 =57 Oli 0 n9 |: ¥ M :| (76)
2K12 A ; ng Ny @z - 110 i

La diferencia reside en la forma de evaluar el gradiente en la mitad de cada lado. En
este caso se propone una interpolacién cuadratica basado en a los seis nudos involucrados
en una parcela normal (Figura 1b)

[=]

Z (m,m2) @' (77)
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con

=

3
Nl=mng+mmn N*=

N?=m +mnm3  N°=
N*=m+msm  NO=

(n3—1)
(m—1) (78)
(12— 1)

1

Como se ve en el desarrollo de este elemento!®, en cada lado el gradiente queda definido
exclusivamente en funcién de los cuatro nudos asociados a los dos elementos adyacentes al
lado ¢ (el superindice entre paréntesis indica ahora evaluado a la mitad del lado i)

1
[tpq r’ _ [ NEONEONE ONGBO|

e | TLNL NZ NG NG| | @
¢z+3

(79)

Similarmente al BST, cuando se resuelve este gradiente en las dos direcciones locales
(n,s) al lado, se anula el producto

ot = ¢

pues

i 1
o) =< (0" — o)

ols

Es decir, que podria utilizarse una expresién similar a (21)

N2
K11 3.1 — (Lh) ,

wa | =404 | - (1) | (o) €00) (50)
2K12 =1 " | 2Li L

las diferencias con (21) son que hay un factor 4 y no un 2, el signo (—) se mantiene pues ahora
<p,(;) no es la componente del gradiente del elemento adyacente en la direccion saliente a su
contorno, sino que es la componente saliente al elemento principal. A su vez interpretando

la proyeccion del gradiente normal al contorno sobre la normal al elemento como

(p,(:l) ) = —)\T(f) sin (n(i) ~t(M)) = /\,(f) sin y;

Il

—A0r; = Ay, (81)

permite recuperar la expresiéon (23). En esta tltima expresién el dngulo ~; se interpreta
como el dngulo que forma <p,(:3 con el plano tangente al elemento principal. Para el caso
de superficies inicialmente curvas 7; no es nulo y existen curvaturas iniciales. Es también
factible reinterpretar ~; como el cambio de angulo entre las configuraciones original y de-
formada y despreciar la influencia de las curvaturas iniciales en la evaluacién del gradiente
de deformacién en puntos fuera de la superficie media, en forma similar a lo hecho ante-
riormente. Finalmente es posible tener en cuenta las diferentes rigideces de los elementos

(

adyacentes y afectar del factor rz»M) definido antes al valor de 2+; a los fines de calcular las

curvaturas.
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Para evaluar las variaciones de la curvatura (24) debe calcularse la variacién de la
componente sobre la normal al elemento del gradiente normal

6 (A7) = A 57 + 75 ALY (82)

ng

La variacién del éngulo v; resulta (con t(), la normal al plano tangente en el lado )

0y = N t@ - o)) (83)

i
donde el gradiente normal al lado calculado sobre el plano tangente es:

sul

du?

Su’
5ui+3

dph) = [ Ni, N2 NN

n

(84)

donde N, son las derivadas de las funciones de forma en la direccién normal al contorno
De esta forma la variacién del dngulo v; resulta

1 ; j t(@ . fu?
AN 1 2 3 i+3 100
v t(z) . 6u1+3

Al igual que en el elemento BST, la interpolacién cuadratica utilizada en el elemento
EBST supone que la superficie es suave y con una adecuada discretizaciéon a los fines de
modelar curvaturas pronunciadas, sean éstas iniciales o que se produzcan durante el proceso
de deformacién. En los casos de quiebres y ramificaciones los elementos en que uno de sus
lados forma parte de una linea de quiebre o interseccién de superficies pueden tratarse
partiendo de lo dicho para el elemento BST.

COMPORTAMIENTO MEMBRANAL Y MATRIZ DE RIGIDEZ

Con el objetivo de hacer este trabajo autocontenido se indica a continuacién cémo se
trata la parte membranal y se describe la obtencién de la matriz de rigidez.

La parte membranal depende del tensor de deformaciones de Green-Lagrange (14) o el
tensor métrico sobre la superficie media (6), el primero puede expresarse en la notacién
habitual del MEF como

E11 1 aj] — 1 1 PP — 1
E22 = — agy — 1 = 5 Pro - Pro — 1 (86)
2E12 2a12 2(p/1 s Qo

en tanto que las deformaciones virtuales se obtienen como la variacion de las anteriores

E11 1 6@11 Y- 6(,0/1
1) EQQ = — 6@22 = Qo 6(,0/2 (87)
2E12 26@12 ('8 (5(,0/2 + (5(P/1 c Qo
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En el elemento BST la parte membranal se basa en una interpolacion lineal de la superficie
media a partir de los tres nudos del elemento principal (16), lo cual no es otra cosa que el
bien conocido triangulo de deformacion constante. La matriz B, que relaciona variacién
de deformaciones con variacion de desplazamientos puede definirse a partir de

E @) 03, 1 2 3 fu'
L, L7y L;
g E22 = 03T><1 ‘Pg |: Lll Lzl Lgl :| 5u2
21, oL of 19 Lig Lig sud
= B,,0u (88)

con las L} ; indicadas en la expresién (20). En este caso du sélo incluye los desplazamientos
de los tres nudos del tridngulo de referencia (M).

En el caso del elemento EBST la geometria de la superficie media estd descrita por la
aproximacién cuadréatica (77). El gradiente de deformacién evaluado a la mitad de cada
lado (79), utilizado para el clculo de las curvaturas (80), es ahora utilizado para calcular el
tensor métrico ag)ﬁ en los mismos puntos; estos tensores métricos se promedian en el centro
del elemento

3
_ 1 i
dap = 3 Z a((l%} (89)
i=1

y permiten calcular el tensor de deformaciones de Green-Lagrange (14). La variacién de
este 1iltimo resulta del promedio de

. , sul

I (©) <p,11 01, © NL N2 N3 Nit3 Su2

6| En = Ogirx 1 ‘Pg 11 21 3} ll+3 3
— BOsul (90)

Naturalmente, en la aproximacion cuadratica hay contribuciones de los seis nudos de la
parcela de cuatro tridngulos.

La interpolacion cuadratica es sensible a la posicién de los nudos que ocupan la parcela,
por ello en su utilizacién para el calculo de las deformaciones membranales es necesario limi-
tar el d&ngulo que forman entre si los elementos de la parcela. Esto ocurre en problemas con
nula o muy baja rigidez flexional (membranas o cuasi membranas) donde pueden producirse
arrugas o pliegues muy pronunciados. Una posible solucién es realizar a la mitad de cada
lado un cambio gradual de formulacién desde la aproximacién cuadratica (79) a la aproxi-
macién lineal (20) en funcién del angulo de las normales entre los elementos adyacentes.
Por otro lado, en aquellos elementos con un elemento adyacente inexistente (contorno), o
con un lado sobre una linea de quiebre o ramificacién, ha dado buenos resultados utilizar
como contribucién del lado al promedio (89) el tensor métrico del tridngulo lineal obtenido
a partir de (20).

La evaluacién de la matriz de rigidez del elemento sigue las lineas generales del método.
La parte material surge de

KM = BT CBdA (91)
A(M)
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donde la matriz B = B,,, + B, incluye las correspondientes matrices B de acuerdo con la
aproximacion elegida para la parte membranal y flexional y la topologia de la malla, en
tanto que la matriz C depende del modelo constitutivo del material y debe obtenerse por
integracién en el espesor. Todas las matrices B son constantes, por lo cual sdlo se requiere
un punto de integracién por elemento.

La desventaja de la presente formulacién reside en que requiere una programacion mas
compleja debido a que el tamano de la matriz de rigidez elemental depende de la topologia
de la malla no sé6lo en los elementos adyacentes a una ramificacién sino también en aquellos
adyacentes a un contorno. Sin embargo, en una discretizacién la mayoria de los elementos
perteneceran a una parcela estidndar de cuatro elementos.

Respecto a la matriz de rigidez geométrica experimentos numéricos muestran que las
contribuciones debidas a flexién K&, engorrosas de calcular, no son importantes y que

pueden despreciarse. En tanto que la contribucién debida a las fuerzas membranales Kg
si debe considerarse. Estas tultimas resultan de evaluar

G,
6TKGA:/ — (6cTN) Au dA 2
u K Au on 8u(8 ) Au (92)

que para el caso del elemento BST resulta en forma estandar

NE
[M]

Su"KS Au=AM) LI LY Nuy + L, LY Noo + (LA L, + LA, LY) Nizou” - Au!

I=1J=1
S Nu N L/
_ A (M) I I I 11 12 1 J
=A 1_1;{5u [ LT, L, ] [ Not N } [ 2 } Au } (93)

donde N,z son los esfuerzos membranales integrados en el espesor (componentes cartesianas
de (11a)), mientras que para el elemento EBST la matriz puede escribirse como las suma
de las contribuciones sobre los tres lados, es decir!®

=
Il
—
~
Il
—
<
Il
—_

+ (N(K)IN/(K)J + N,(K)[]V,(IK)J) N12} 5u(K)J . Au(K)I

(M) 3 4 4 N N NJ (K)
_ = 1 I I 11 12 1 J
= HR ARSI NI
K=1I=1J=1
(94)
donde la suma en K = 1,...,3 es sobre los puntos a mitad de cada lado y las sumas en
I,J=1,...,4 son sobre los cuatro nudos que tienen influencia en el valor del gradiente en

dichos puntos.
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EJEMPLOS

En esta seccién se presentan algunos ejemplos a los fines de evaluar el comportamiento
de la formulacién presentada para la evaluacién de las curvaturas en laminas con quiebres
y ramificaciones cuando se usan elementos sin grados de libertad rotacionales. El elemento
implementado se denomina BBST (de su acrénimo en inglés, Branching Basic Shell Tri-
angle) y utiliza como parte membranal y flexional las correspondientes al elemento EBST
(Enhanced Basic Shell Triangle) en las zonas donde la superficie es suave. En todos los ca-
sos, la matriz de rigidez y las fuerzas residuales se integran con un tnico punto en el area del
elemento y cuatro en el espesor. Los resultados presentados han sido obtenidos con un pro-
grama, implicito desarrollado por el primero de los autores, salvo el Ultimo ejemplo, donde
debido a la existencia de contacto entre superficies y un comportamiento elastoplastico se
ha utilizado un programa con integracién explicita de las ecuaciones de movimiento??.

Voladizo con forma de Z

Este ejemplo ha sido tomado de una revisién de problemas benchmark para compor-
tamiento no lineal geométrico'. Est4 orientado a evaluar comportamiento con grandes
desplazamientos y grandes rotaciones, acciones membranales y flexionales, rigidizacién por
traccion y cambio en el signo del momento. Se trata de un voladizo en forma de Z sometido
a una carga conservativa en su extremo libre. La Figura 5 muestra la geometria original y
la carga.

P
| A 30
Ancho b =20
Espesor t = 1.7 60 60 60
E=2x10°
v=20.3
Figura 5. Voladizo en forma de Z. Geometria
4000 .
I 12000 |-
. ABAQUS I . ABAQUS .
BBST | ———— BBST ;
sooor BST ool — BST
e O o
g - SHELQ % [ — Q
52000 - g
O | ]
=
1000 -6000
I -12000
0 |

T n L n n | - n n | n n n | n n n n

50 100 150 0 1000 2000 3000 4000
Desplazamiento Carga

(a) (b)

Figura 6. Voladizo en forma de Z. (a) carga vs. desplazamiento (b) momento
flector en A vs. carga.



Un elemento de ldmina sin grados de libertad rotacionales para el andlisis de cdscaras 405

Se ha utilizado una discretizacién con 12 divisiones por tramo. En la Figura 6a se repre-
senta el desplazamiento del punto de aplicacion de la carga versus la carga, y en la Figura 6b
el momento flector en el punto A (Figura 5) versus la carga. Los resultados se comparan
en este caso con valores “objetivo” obtenidos usando elementos de viga cuadraticos con el
programa ABAQUS?° y con un elemento cuadrético deformable por corte (SHELQ). Como
referencia se incluyen también los resultados obtenidos con los elementos BST'3 y EBST!5.
El momento flector representado corresponde al promedio de los momentos flectores cal-
culados en los puntos de Gauss adyacentes al punto A. Los resultados muestran una muy
buena concordancia con los valores esperados para la malla utilizada.

Voladizo con seccién Z

Este es un benchmark recomendado por NAFEMS?!. Corresponde a una viga en voladizo
de seccion abierta en forma de Z sometida a un momento torsor de 1,2 MNm aplicado
en el extremo libre. El momento torsor se aplica por dos fuerzas de corte de 0.6 MN
uniformemente distribuidas sobre cada flanco (Figura 7). El material es eldstico lineal con
un modulo de elasticidad de £ = 210 GPa y una relacién de Poisson v = 0,3. El espesor
de la ldmina es t = 0,1 m. La solucién objetivo es la tensién axial o,, = —108 MPa en la
superficie media del punto A.

z 10m
X
A STI Im
25, /2m
S|1m

Figura 7. Voladizo con seccién Z. Geometria

Se han considerado dos mallas — una relativamente gruesa con 96 elementos (8 en la
direccién longitudinal y 2 por tramo en la direccién transversal) y una malla fina de 960
elementos (32 en la direccién longitudinal y 5 por tramo en la direccién transversal). Los
valores obtenidos son oz, = —95,3 MPa (—11,8%) y 04z = —106,3 MPa (—1,6%) res-
pectivamente, para la malla gruesa y la malla fina. Los valores indicados se obtienen por
extrapolacién desde los cuatro puntos de Gauss més cercanos al punto A. El programa
ABAQUS? usando la malla fina reporta para tres variantes de elementos cuadrildteros
de cuatro nudos (S4R, S4RS y S4RSW) un valor o,, = —100,3 MPa (—7,1%) y una
convergencia lenta a medida que se refina la malla. Notar que los elementos indicados de
ABAQUS incluyen ademads grados de libertad rotacionales, lo cual practicamente duplica
el nimero de grados de libertad involucrados. Por otro lado, debe notarse que los quiebres
de 90 grados que aparecen en la geometria no permiten un uso confiable de los elementos
BST y EBST que estan desarrollados con la hipdtesis de superficies suaves.

Lamina de revolucién ramificada

En este tercer ejemplo se ha considerado el caso de una lamina ramificada a los fines
de observar el comportamiento cuando en una arista concurren mas de dos elementos. La
Figura 8a muestra la geometria del problema. Los espesores son diferentes en las tres partes
que conforman la ldmina. El material es isétropo con E = 107 y v = 0,3. Tanto el domo
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como el cilindro inferior estdn sometidos a presion interna P = 1000, la cual es equilibrada
por partes iguales en cada extremo del cilindro.

0.15
B Convergido
v BBST-36
| v BBST-18
0.1F
0.05f
L |
Q10 15

Figura 8. Céscara ramificada de Krauss (a) geometria R = 20, L; = 20, L, = 10,
hi1 = 0.3, ho = 0.4, y hs = 0.5 (b) desplazamiento normal a la pared
del cilindro

Para la discretizacion se utilizaron dos mallas sobre un cuarto de la geometria. En
ambos casos el domo se discretizé con 648 elementos (36 elementos a lo largo de la unién,
equivalente a un elemento cada 2,5 grados). La malla més fina tiene 864 elementos en el
cilindro superior y 1728 en el cilindro inferior con espaciamiento uniforme a lo largo del
meridiano (12 elementos en el cilindro superior y 24 en el inferior). La malla més gruesa tiene
exactamente la mitad de elementos con espaciamiento uniforme a lo largo del meridiano (6
elementos en el cilindro superior y 12 en el inferior). En la Figura 8b, se ha representado
el desplazamiento normal al cilindro. Se compara con una soluciéon por elementos finitos
convergida!® (es también posible obtener una solucién analitica). Puede verse que incluso
para la malla més gruesa (18 elementos a lo largo del meridiano del cilindro, BBST-18) los
resultados concuerdan muy bien.

Puente en cajén recto

En este ejemplo®® se estudia el comportamiento de un puente recto en cajén. En la
Figura 9 se muestra la seccion transversal y las propiedades del material. El puente tiene una
longitud total de 40 m y en los extremos se suponen restringidos todos los desplazamientos
en el plano de la seccion y libres los desplazamientos longitudinales.

El puente ha sido sometido a una carga puntual P = 1000 kN alternativamente en los
puntos C (centro) y B (borde del cajén). Se ha discretizado la mitad de la luz con 20
elementos en tal direccién, en tanto que en la seccién se han incluido 30 elementos con un
total de 1200 elementos y 630 nudos. A los fines comparativos se ha discretizado el puente
utilizando elementos sdlidos de 8 nudos. En este dltimo caso la discretizacion de la seccién
incluye 64 elementos (2 en el espesor) con un total de 1280 elementos y 4109 nudos. También
se ha comparado con resultados obtenidos con el programa ABAQUS usando elementos de
ldminas S4 (cuadrildteros de cuatro nudos) sobre la misma discretizacién usada para el
presente elemento.
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En la Figura 10 se presentan los desplazamientos verticales de las superficies medias
superior e inferior de la seccién central. Puede observarse que, como era de esperar, la
discretizacién con elementos de solidos es mas rigida, pero que el patrén de desplazamientos
es casi idéntico. La comparacién con el elemento S4 de ABAQUS muestra idéntico patrén
de desplazamiento y que el presente elemento es ligeramente mas flexible.
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Figura 9. Puente recto en cajén bajo carga puntual. Geometria de la seccién
transversal. £ =25 GPa, v =15, L =40 m
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Figura 10. Puente recto en cajon bajo carga puntual. Desplazamiento vertical en
la seccién central. (a) carga en el punto C (b) carga en el punto B

Puente curvo de secciéon celular

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente celular simplemente apoyado
en los extremos (se restringen los desplazamientos en el plano de la seccién). Esta estructura
ha sido analizada en la referencia 24 evaluando sus modos y frecuencias naturales y en la
referencia 23 bajo una carga puntual en el centro, en ambos casos utilizando la técnica de
bandas finitas. La Figura 11 muestra la seccion transversal y las propiedades del material.
El puente se extiende sobre un dngulo de un radidn, el radio del eje del puente es de 30,1
m y en los extremos se suponen restringidos todos los desplazamientos en el plano de la
seccion y libres los desplazamientos longitudinales.

El puente ha sido sometido a una carga puntual P = 1000kN en el centro. Se ha dis-
cretizado la mitad de la luz con 10 elementos en tal direccién, en tanto que en la secciéon
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se han incluido 34 elementos con un total de 680 elementos y 363 nudos. Se ha com-
parado con resultados obtenidos con el programa ABAQUS usando elementos de ldminas
S4 (cuadrilateros de cuatro nudos) sobre la misma discretizacién usada para el presente
elemento.

En la Figura 12 se muestra la deformada de la seccién central; los resultados obtenidos
son casi idénticos a los obtenidos con el elemento S4.
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Figura 11. Puente curvo celular bajo carga puntual. Geometria de la seccién
transversal. £ =25 GPa, v = 0.15, R = 30.1 m, dngulo= 1 rad
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Figura 12. Puente curvo celular bajo carga puntual. Deformada de la seccién
central

Pandeo de una columna con autocontacto

Este ejemplo ilustra el pandeo de una columna entre dos platos rigidos. La columna
tiene seccién en forma de cruz. Los extremos de las columnas estan unidos a dos platos
rigidos. Uno de los platos estd fijo en el espacio y el otro se traslada y rota durante 7 m/s
para pandear la columna.

La columna esta hecha de acero con un médulo de elasticidad de 200 GPa y coeficiente de
Poisson 0,3. La densidad es 7850 kg/m?. El comportamiento elastopléstico estd gobernado
por la funcién de fluencia de von Mises con un valor limite inicial de o, = 250 MPa y
endurecimiento isétropo lineal a; = 450 MPa.

El plato mévil se mueve verticalmente a una velocidad uniforme de 50 m/s y rota
alrededor del eje y a una velocidad de 78,54 rad/s (dngulo final 31,5°). En la Figura 13a
se ve la geometria original y la malla utilizada de 441 nudos y 800 elementos. En las
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Figuras 13b y ¢ se ven las configuraciones deformadas a la mitad y al final del proceso.
Este ejemplo ha sido tomado del manual de ejemplos de ABAQUS; uno de los principales
aspectos a considerar es el autocontacto de la lamina y con los platos. Las configuraciones
obtenidas con el presente elemento y las obtenidas con el elemento S4R son muy similares.
Para este ejemplo se utiliza un programa con integracion explicita de las ecuaciones de
movimiento??.

IVAVAVA

/

Configuration inicial Deformada para 3.5 mseg Deformada para 7.0 mseg
(a) (b) (c)

Figura 13. Pandeo de una columna con seccién en forma de cruz

CONCLUSIONES

Se ha presentado un elemento finito para el andlisis no lineal con grandes deformaciones
de laminas tridimensionales. La principal caracteristica del elemento es que no tiene grados
de libertad de rotacién y calcula las curvaturas en funcién de la geometria de los elementos
vecinos. En los ejemplos presentados se ve que el elemento converge a la solucién correcta en
todos los casos y que es capaz de tratar laminas no suaves y ramificadas. El elemento ha sido
probado con muy buenos resultados en problemas con plasticidad en grandes deformaciones,
incluyendo contacto con friccién, distintas condiciones de contorno y carga.
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APENDICE

El siguiente desarrollo justifica la expresion (22)

o) = (<p,<;‘3 . nm) n® 4 (wfff .Su)) s

o) (D) = (¢§Q . n@) n@ D) ((p(i) .Su)) g0 . ¢ (M)

n n

donde n(” es la normal saliente al lado en el plano del elemento adyacente y s( 1a direccién
del lado. Como s es ortogonal a tM) y siendo Ht(M)H = Hn(’) H =1

o) M) = (wfff : n“’)) n(@ . (M)
= (<p/(i) . n(i)> sin (2;)
por otro lado

£ — \0) [tp,(;) % wfi)} — \@), [(p,(;) X s(i)}

60 ) = 1 A?;» ) s 40 = A%niypﬂ? s < t9]

siendo s; y t ortogonales y n(® = s x () resulta

o) nl) = \0)
0 0D = \() sin (24;)



