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RESUMEN

El articulo presenta el fundamento tedrico de un nuevo estimador del error de discretizacién
utilizable con elementos de deformaciones supuestas. Frente a estimadores de otras clases, su
principal ventaja desde el punto de vista practico es que se evalia elemento a elemento de forma
independiente, sin ser necesario el calculo de promedios nodales ni de “saltos” interelementales.
Desde el punto de vista tedrico, no impone para su aplicacién ningin requisito de suavidad
para la solucién tedrica, esto es, la solucidn exacta puede exhibir discontinuidades sin que se
perturbe la aplicabilidad del estimador. Las pruebas preliminares realizadas con el estimador
muestran algunas dificultades para su aplicacién general como medida del error global; sin
embargo, su utilizacién como indicador de error en procesos de remallaje adaptativo parece
sencilla y econémica.

SUMMARY

The paper introduces the theoretical foundation of a new error estimate for assumed strain
finite elements. When compared with other existing error estimates, its main advantage is
that it can be computed on an element by element basis, without evaluating nodal averages
nor interelement jumps. Besides, the new estimate can be used for problems with non smooth
solution without theoretical inconsistencies. Preliminary testing shows some difficulties for a
general application of the estimate to assess the global error. Nevertheless, its use as local
error indicator in order to guide adaptive meshing computations seems straightforward and
economical.
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INTRODUCCION

La investigacion en el campo de la tecnologia de elementos parece girar hoy en dia
en torno a los lamados elementos de “altas prestaciones”. Este término fue acufiado
por Felippa® para designar colectivamente a elementos simples, o de bajo orden, que
con mallas relativamente gruesas son capaces de proporcionar una precisién aceptable
desde el punto de vista ingenieril.

En el desarrollo de los elementos de altas prestaciones se han empleado y
se siguen empleando técnicas muy variadas e ingeniosas, muchas veces sin mds
soporte en apariencia que la intuicién del investigador y la bondad de los resultados.
Podrian mencionarse aqui, por ejemplo, herramientas como la introducciéon de modos
incompatibles o la integracién reducida en cualquiera de sus formas, la “receta” de la
Formulacién Libre o los procedimientos de deformaciones supuestas.

El denominador comin de las técnicas anteriores es el abandono de la formulacion
convencional en desplazamientos, basada en el principio de la minima energia potencial.

Es de destacar que en la mayoria de los casos se ha encontrado a posteriori un
fundamento tedrico para los “trucos” numéricos utilizados en el desarrollo de estos
elementos de altas prestaciones, generalmente a través de principios variacionales
multicampol,9,10,11,12,13,14 .

Por otro lado, nétese que la caracteristica fundamental de esta clase de elementos,
proporcionar una precisién aceptable con mallas gruesas, los hace muy atractivos para
ser incluidos dentro de programas de cdlculo de propésito general. De hecho, en las
librerias de los programas comerciales resulta cada vez mas dificil encontrar elementos
de formulacién convencional, sin ningin “truco” o refinamiento numérico para mejorar
sus prestaciones. Asi, resulta que los elementos mas utilizados en la practica pueden
derivarse en la mayoria de los casos de principios variacionales con varios campos
independientes.

Recientemente, con apoyo en la justificacién variacional dada por Felippa a la
Formulacién Libre®*°, se ha introducido una nueva categoria de estimadores del
error de discretizacién para problemas de elasticidad y flexion de placas®***. Los
nuevos estimadores se obtienen por diferencia entre la energia asociada a los distintos
campos independientes (movimientos, deformaciones, tensiones) que intervienen en la
formulacion variacional.

Frente a estimadores de otras clases, su principal ventaja desde el punto de vista
practico es que se evalian elemento a elemento de forma independiente, sin ser necesario
el cdlculo de promedios nodales ni de “saltos” interelementales. Desde el punto de vista
tedrico, no imponen para su aplicacién ningin requisito de “suavidad” para la solucién
tedrica, esto es, la solucién exacta puede exhibir discontinuidades sin que se perturbe
la aplicabilidad de los nuevos estimadores.

Hasta ahora la viabilidad de esta nueva categoria de estimadores se ha comprobado
inicamente para los elementos obtenidos segin la receta de la Formulacion Libre.
Sin embargo, se tiene la impresién de que el concepto se puede extender a cualquier
elemento susceptible de formularse utilizando un principio variacional con varios campos
independientes.

El objetivo de estas notas es presentar los resultados obtenidos en la aplicacion
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de las nuevas ideas a otro tipo de elementos de altas prestaciones: los elementos
con deformaciones naturales supuestas (ANS), cuya justificacién variacional emplea
también principios multicampo®**.

NOTACION

Para establecer la notacién se plantea aqui el problema de la elasticidad lineal.

Sea un cuerpo eldstico sometido a unas acciones estiticas y que ocupa un dominio
Q C R3. El cuerpo estd limitado por una superficie § que se descompone en dos partes
S = §4U S;. El vector normal exterior a S se denota por n.

Sobre Sy se conocen los desplazamientos d, mientras sobre S; son conocidas las
tensiones . También es dato el campo b de fuerzas por unidad de volumen sobre .
Las incégnitas del problema son: el campo 4 de desplazamientos en §2, el campo e de
deformaciones infinitesimales en 2 y el campo & del tensor de tensiones en §2.

Cuando se utilizan principios variacionales para resolver el problema se trabaja
con campos independientes o primarios, que estin sujetos a variaciones, y con campos
dependientes o derivados, que se obtienen a partir de aquéllos. La solucién se
determina tomando variaciones con respecto a los campos independientes. En este
trabajo se adoptard la notacién de Felippa® para distinguir entre campos dependientes
e independientes. Un campo que pueda variarse independientemente se denotard
colocando una tilde “” ” sobre el simbolo correspondiente, por ejemplo: &, & ... En los
campos derivados la dependencia se identificard colocando como superindice el simbolo
del campo primario. Asi por ejemplo:

1 -
et = -2-(V +VHh& y o* = De* (1)
donde V representa el operador gradiente y D es el tensor de constantes eldsticas. De
este modo, los simbolos sin tilde ni superindice u, e, & se reservaridn para los campos
solucién exacta del problema.
La escritura de las integrales de volumen y de superficie se abreviard colocando

el integrando entre paréntesis o entre corchetes respectivamente. El dominio de
integracién se indicard mediante un subindice:

(e = [ra0 s = [ fas ®
Q t

En el caso de que f y g sean funciones tensoriales se define la notacién:

(f,9)a = /Q figd 3)

y analogamente para las integrales de superficie, en cuyo caso se emplearan corchetes.
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PRINCIPIO VARIACIONAL MULTICAMPO

El principio variacional de partida es el principio de Hu-Washizu'®.- Segin este
principio, la solucién del problema eldstico hace estacionario el funcional:

I, (5.2.) = % (6°,8)q + (G,6" — &) — (bit)g — [l + [fd- 4] s, @

sin ninguna restriccion para los campos independientes.
Puede pensarse en imponer a los campos % y € de (4) las restricciones:

[-4
I
aul
[}
=]
n
a

(5)
Y+ & en Q (6)

[L Y]
Il
©®

Entonces se obtiene un nuevo funcional:

[[,(8.68) = 5(0%.8q + (Gre* ~ &g - (B,i)g — Bil, = o
2(0%e% + (0480 + 500 — B8 ~ (b - Bl

y la solucién del problema eldstico hard estacionario este funcional entre los campos
que cumplan con las restricciones (5) y (6).
La primera variacién del funcional (7) da:

6Hs = (6% +0° —5,68)q — (div(e" + 0°) +b,68)q — (E,60)q +
(8)
[(6" +0)n — 1,6ig,

Asi, la condicién de estacionaridad, 6 [I[¢ = 0, proporciona las ecuaciones de Euler
correspondientes al principio variacional:

div(e“*+6°) + b = 0 en Q (equilibrio en Q) (9)
(e*+0Im—-1T =0 en S; (equilibrio en ;) (10)
o“+0° =& en (11)

E=0 en § (12)
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DISCRETIZACION POR EL MEF

La discretizacién del principio variacional presentado mas arriba da lugar a la
formulacién de elementos de deformaciones supuestas, tal y como se presenta en Simé™.
El dominio  se divide en parcelas o elementos: Q = |J ;.

1
Los campos % y e* se construyen por ensamblaje de campos %; y e¥ definidos dentro
de cada elemento con las funciones de forma isoparamétricas habituales:

4 = Ni(§d; ' (13)

1 -
-e}‘ = E(V + Vt)u; = B;(é€)d; (14)
donde £ representa las coordenadas naturales del elemento.
El campo & de deformaciones mejoradas se construye también por ensamblaje de

campos elementales &;:

& = Gi(Ho (15)

A la matriz G;({) de modos de deformacién mejorada se le imponen en esta
formulacién dos condiciones. Por un lado, sus columnas deben ser modos de
deformacién linealmente independientes entre si y, por otro lado, sus columnas deben
ser también linealmente independientes de los modos contenidos en B;(£).

Los campos & se generan ensamblando del mismo modo campos &; definidos
elemento a elemento:

6',' = S,'(f)s,- (16)

Las condiciones para la matriz de modos de tensién S;(£) son que incluya los modos
de tensién constante en el elemento y que sea ortogonal a G;(€) en sentido de que:

@0&do, = ([ SHOG(ORYe: = 0 (1)

Nétese que una manera de hacer cumplir la condicién de ortogonalidad (17) es
tomar una matriz de modos de tensién §;(£) constante en el elemento y exigir que:

[ Gi@yin = o (18)

Por ser los campos % continuos en  y los campos & y & continuos a trozos en {2,
el funcional [], puede ponerse como suma de funcionales similares a él pero definidos
en cada elemento:

II,@é&6) = ZHsi (i,;,6:) (19)

Asi, Jls se hard estacionario cuando todos los funcionales []s, se hagan
estacionarios. De este modo basta con estudiar las condiciones de estacionaridad de
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uno de los funcionales []s,. Para simplificar la notacién, a partir de este punto se
suprime el subindice “¢” indicativo del dominio elemental.

La sustitucién de las expresiones (13) a (16) en el funcional elemental proporciona
su expresion discreta:

I, = 24(B'DB)ad + d(B'DG)oa + 30'(G'DG)na -

- s(§'G)aa — (B'N)ad — [?‘N]Std (20)

Nétese que el cuarto sumando es nulo por la condicién de ortogonalidad impuesta
a los modos de tensién. Resulta entonces que la condicién (17) permite eliminar la
aparicién explicita de los campos & en el funcional []s, donde quedan en la practica
s6lo dos campos independientes.

Las condiciones de estacionaridad de (20) son:

2Ls — (B'DB)ad + (B'DG)ae - 6N - [IN] =0 ()

%r% — (G'DB)od + (G'DG)ga = 0 (22)

Con las definiciones:
K. = (B'DB)q, K. = (G'DG)q, Q = (B'DG)q

fy = BN, f = [[N] (23)

S

las ecuaciones anteriores pueden escribirse:

@ £llal =13 "] @

Por las condiciones para la eleccién de G(£), la matriz K. es regular. Entonces, el
sistema (24) se puede condensar a:

(K. - QK.;'QMd = f, + f, (25)

donde la matriz en el primer miembro es la matriz de rigidez elemental en el sentido
habitual y el segundo miembro corresponde al vector elemental de cargas.

Obsérvese que la matriz de rigidez elemental se construye sumando a la matriz
correspondiente a la formulacién convencional en desplazamientos un término corrector
que depende de los modos de deformaciones supuestas. El vector elemental de cargas
es el mismo que en la formulacién convencional.
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De la condensacién resulta ademds que:

a = —-K;'Q'd (26)

ESTIMADOR DE ERROR

Se consideran los dos funcionales siguientes:

II,& = 3¢ - b - By, (27)

Il ®.¢6) = %("“,eu)n + (0%, 8)g + %(0575)9 — (3,8)q — (b@i)g — [t,4] 5, (28)

El primero de ellos estd asociado al principio variacional de la minima energia
potencial, el cual se aplica a campos & con la misma restriccién (5) que la utilizada en
el principio variacional asociado al segundo funcional.

Dada una solucién aproximada (%,£,6), se propone como estimador del error de
discretizacién la diferencia:

6 = HP - Hs = —(du’é)ﬂ - %(05’5)0 + (&’E)Q (29)

De acuerdo con las propiedades de los multiplicadores de Lagrange’, la diferencia
anterior es nula para la solucién exacta del problema.

La discretizacién por el MEF de (29) proporciona en cada elemento, de acuerdo
con e] apartado anterior:

6 = —-d'Qa - -;-atKea (30)

e introduciendo la relacién (26):

5 = SdQKI'Q'd > 0 (31)

El estimador global se obtiene por suma de los estimadores elementales:
6 = 2 b; (32)
T

siendo cada 6; una medida del error en el elemento correspondiente. Medida que, una
vez homogeneizada dividiendo por el drea o volumen del elemento, puede utilizarse para
guiar procesos de refinamiento selectivo de la discretizacién.

Obsérvese que, de acuerdo con {30) y (31), el estimador resulta estar asociado a la
energia de deformacién correspondiente al campo de deformaciones mejoradas €.
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ESTUDIO DE UN ELEMENTO CUADRILATERO DE 4 NODOS

Particularizaciéon de la formulacién

En Simé** puede verse que el cldsico elemento de modos incompatibles de Wilson-
Taylor'® se obtiene particularizando la formulacién presentada mas arriba con una
eleccién determinada de los modos de deformacién mejorada G. El propio Simé™
y otros autores'’ proponen diferentes elementos de cuatro nodos para problemas de
tensién y deformacién plana basados en otras elecciones de G. Sin embargo, en
el campo de la elasticidad lineal y para mallas formadas por paralelogramos, los
resultados que proporcionan estos elementos son idénticos a los que se obtienen con
el elemento de Wilson-Taylor (matrices de rigidez idénticas: mismas tensiones, mismos
desplazamientos).

Es por lo anterior que se ha decidido concentrar el estudio del estimador propuesto
sobre el elemento de Wilson-Taylor. Este elemento resulta ser, por otro lado, muy
popular y estd disponible en muchos programas de calculo de propdsito general'®19:20.2t,

Pruebas del estimador

Para dar idea de la conducta numérica del estimador, se presentan aqui como
ejemplo dos casos extremos: un caso de flexién pura, para el cual el elemento Wilson-
Taylor proporciona una solucién “exacta”, y un caso (panel en L) con una singularidad
en el campo de tensiones, lo que requiere una discretizacion fina para obtener resultados
aceptables. -

Laja en flexién

El elemento de Wilson-Taylor fue desarrollado precisamente para mejorar los
resultados en flexion que se obtenfan con los elementos formulados de modo
convencional. Es por esto que su comportamiento es excelente en problemas dominados
por la flexién.

En un caso de flexién pura (sin esfuerzo cortante) este elemento proporciona las
tensiones y movimientos nodales exactos. Sin embargo, no proporciona los campos
solucién exacta del problema. Basta con observar que no existe continuidad del campo
de desplazamientos de un elemento a otro.

En la Figura 1 se representa el caso de una laja en flexién sin tensiones de
corte. El elemento de Wilson-Taylor obtiene en este caso de flexién pura una solucién
energéticamente equivalente a la solucién exacta, pero que no es la solucion exacta
punto por punto. Desde la perspectiva del ingeniero que hace los cilculos esto tiene poca
importancia, ya que se obtienen las tensiones y movimientos nodales correspondientes
a la solucién exacta y estos son precisamente los resultados que para €l caracterizan
el cdlculo. Por el contrario, el estimador propuesto refleja el hecho de que la solucién
obtenida no corresponde a la exacta proporcionando valores no nulos. Valores que son,
naturalmente, tanto mds pequeiios cuanto mayor es la finura de la malla (Figura 1y
Figura 2).
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Figura 1. Ejemplo 1. Mallados y estimadores de error.
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Figura 2. Ejemplo 1. Evolucién del estimador de error.
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Asi pues, en este caso el comportamiento del estimador propuesto es malo desde el
punto de vista ingenieril (a pesar de ser correcto desde el punto de vista matemdtico)
ya que, para unos resultados “exactos”, estima errores no nulos.

El ejemplo ha sido escogido expresamente para ayudar a comprender la naturaleza
del estimador. El estimador sdlo dard un valor nulo cuando sea nula la energia de
deformacién asociada al campo de deformaciones mejoradas &: recuérdese la ecnacién de
Euler (12) asociada al principio variacional de partida. Si resulta que puede construirse
una solucién “exacta” utilizando deformaciones mejoradas no nulas, como en el caso
de la flexién pura, entonces el estimador tomard valores distintos de cero.

En realidad, como del elemento de Wilson-Taylor, en un caso general, sélo pueden
esperarse soluciones realmente exactas en problemas de deformacién constante, el
estimador tiene tendencia a proporcionar valores no nulos en cualquier otro caso. A
nivel global el estimador es entonces una medida de lo lejos que se estd de una situacién
correspondiente al caso limite de la prueba de la parcela, en el que la solucién de
deformaciones tiende a ser constante en cada elemento. Se trata pues de una medida
de la convergencia de la solucién en este sentido.

Por otro lado, como el estimador se obtiene sumando los valores calculados elemento
a elemento, resulta que estos valores elementales pueden ser utilizados directamente
como “indicadores” de las zonas del mallado que requieren comparativamente mayor
refinamiento. En la Figura 1 se representa el valor numérico de dichos indicadores
en el interior de los respectivos elementos. El valor representado, por motivos de
homogeneizacién corresponde a §;/(drea elemento;), con §; calculado segin (31). Nétese
que en este ejemplo el indicador toma el mismo valor en todos los elementos, indice de
que una malla uniforme es la mas adecuada para el problema.

E = 100.000
X2 L= 01
T espesor = 0.10
§= 1.0 .
{
\\ | ]
#
a— 65
/
A
he—— -
o
05
o) . . . . Xy
7577575?7575)737”
M 0.5 N 0.5 |
L 1 A

Figura 3. Ejemplo 2. Panel en forma de L.
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Panel en L

La Figura 3 muestra un panel en forma de L sometido a traccién en uno de sus
lados, con sus dimensiones y condiciones de contorno. El interés de este ejemplo radica
en la singularidad geométrica que aparece en la esquina A, donde la tensién horizontal
01 tiende a infinito. Ello hace que se requiera una malla relativamente fina de elementos
de cuatro nodos como el que se estudia para obtener resultados con alguna calidad.

Este problema fue analizado con una malla uniforme constituida por otro tipo de
elementos (cuadrildteros de 32 grados de libertad) con objeto de obtener una solucién de
referencia. El nimero total de grados de libertad utilizados para obtener esta solucién
de referencia fue de 1170.

En la Figura 4 se representan los distintos mallados utilizados con elementos de
Wilson-Taylor asi como los valores calculados para los indicadores de error locales
(elementales) y globales.

Puede verse como los indicadores locales senalan la singularidad adoptando valores
comparativamente altos en su entorno.

En la Figura 5 se da la evolucién del estimador de error propuesto en funcién
del nimero de grados de libertad junto con la variacion del error real, evaluado como
diferencia entre el potencial de referencia y el potencial aproximado: |[]-[Is|-

El estimador propuesto tiene en este caso un comportamiento excelente,
sobreestimando ligeramente el error. En este caso los modos de deformaciones
mejoradas no juegan el papel preponderante del ejemplo anterior.

CONCLUSIONES

Se ha presentado un nuevo tipo de estimador de error para elementos basados en
la formulacién de deformaciones supuestas. El planteamiento del nuevo estimador se
apoya en el fundamento variacional de dichos elementos y se obtiene como diferencia
entre dos funcionales que adoptan el mismo valor para la solucién exacta del problema.

Frente a estimadores de otras clases, su principal ventaja es que se evalia elemento
a elemento de forma paralela y econémica, sin ser necesario el calculo de promedios
nodales ni de “saltos” interelementales. Tampoco impone para su aplicacién ningun
requisito de suavidad para la solucién teérica, que puede exhibir discontinuidades.

Las pruebas preliminares realizadas muestran resultados aceptables cuando en la
solucion del problema los modos “altos” del campo de deformaciones supuestas no
juegan un papel preponderante. En caso contrario se produce una estimaciéon muy por
exceso del error desde una perspectiva ingenieril.

En todos los casos el valor del estimador se reduce al aumentar el nimero de grados
de libertad empleados, siendo una medida de la convergencia de la solucién.

El estimador global se obtiene sumando contribuciones elementales y estas
contribuciones pueden utilizarse como medidas de la convergencia local de la solucién.
Por comparacién entre estas contribuciones locales, se obtienen de forma econémica
“indicadores” de las zonas del mallado que requieren un mayor refinamiento. Es quizés
en este campo donde el nuevo estimador tenga una aplicacién practica mads clara e
inmediata.
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0.0086 0.0987 11283 24 gol
delta = 39885 10-7
funcional = -0.1313 10-5
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funcional = -0.1494 10-5

089 |129 [4.56

261 [161 [3.35 x 10-7
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0001 Pt b2 |07 (03 12]08[070.7 detta = 31281 10-8
0.0]o02|02l0.3|09]7.7| 1.1} 0.7]0.7|0.7
o2l 03l0a 1062

180 goll

funcional = =-0.1527 10-5

06]05(05(0.5|28
12 081071221 x 10-7
1711 11 14|22

2111413 ]16(23

funcional de referencia = —01551 10-5

Figura 4. Ejemplo 2. Mallados y estimadores de error.
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Panel en L

~
w Evolucion estimador de error propuesto
1
% Est tmador propuesto
Error resl —————r———— s
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Grados de libertad

Figura 5. Ejemplo 5. Evolucion del estimador de error.
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