Vol. 17, 3, 255-284 (2001) Revista Internacional de

Métodos Numéricos para
Calculo y Diseno en Ingenieria

Uma metodologia para a resolucao das equacoes
de Navier-Stokes via elementos finitos com
aceleracao multigrid

Paulo R. Trales

Universidade Federal Fluminense

Instituto de Matematica

Departamento de Analise

Rua Mario Santos Braga s/n Centro Niterdi

CEP 24020-240, Rio de Janeiro, Brasil

Tel.: 55-21-610 48 70, Fax: 55-21-717 82 69 ramal 51
e-mail: egm@vm.uff.br

Sumadrio

Este trabalho versa sobre a resolucao numérica das equagoes de Navier-Stokes bidimensionais pelo método
dos elementos finitos, onde associamos aos esquemas de projecdo, o uso das técnicas de aceleragdo multigrid.
A implementagao do algoritmo global resultante dessa conjunc¢éo de métodos, conduz a um software bastante
robusto e preciso, embora de custo computacional relativamente baixo. Esta conclusdo é baseada em diversos
testes realizados na resolucao de problemas académicos ou cldssicos em geometrias distintas, com malhas
estruturadas ou nao, para nimeros de Reynolds até a ordem de alguns milhares. Adicionalmente, diferentes
possibilidades em termos de resolutores multigrid foram comparadas, em termos de eficiéncia e precisdo, no
tratamento da etapa de convecgao-difusdo do algoritmo.
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A SOLUTION METHOD OF THE NAVIER-STOKES EQUATIONS VIA FINITE ELEMENTS
WITH MULTIGRID ACELERATION

Summary

This work deals with the numerical solution of the two-dimensional Navier-Stokes equations. A finite
element discretization is used in connection with projection methods, and multigrid techniques provide
an acceleration of the solution procedure. The resulting numerical scheme is shown to give rise to a robust
software with an implementation cost rather low for this class of problems. This conclusion is drawn on
the basis of several numerical tests for flows at Reynolds numbers up to a few thousands, in the context of
both academic stationary problems and of a classical time-dependent one, with structured and unstructured
meshes. Additionally, a number of different possibilities in terms of multigrid solvers for the advection-
diffusion step of the algorithm were checked, in the aim of comparing their efficiency and accuracy.
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INTRODUCAO

Neste trabalho considera-se a resolugao numérica das equagoes de Navier-Stokes bidimen-
sionais pelo método dos elementos finitos, onde associamos aos algoritmos de desacoplamento
ditos de projecao, o uso das técnicas de aceleracao multigrid para o tratamento da etapa de
convecgao-difusao. Serd considerado unicamente o caso de escoamentos em regioes limitadas
do plano, descritos pelo sistema de Navier-Stokes em dois campos, a saber:

- o campo de velocidades u,
- o campo de pressoes p.

Vamos detalhar a seguir o conjunto de processos que nos permitiram passar da resolucao
do problema continuo a formulagao discreta das equagoes de Navier-Stokes. Inicialmente
recordamos aquelas equacoes sob sua forma adimensional, validas numa regiao limitada §2
de fronteira I" do plano, na qual é estudado o escoamento.

ou 1
. = 1
5% ReAu—i—(u Viu+Vp=f (1)

V-u=0 (2)

sendo f um campo de forgas dado.

Naturalmente o sistema formado pelas duas equacoes acima deve ser complementado
por condicoés de contorno apropriadas, sobre as quais discorreremos oportunamente. Por
outro lado observamos que nosso estudo é conduzido para as equacoes evolutivas, visto que
a aplicacao da metodologia ao caso estacionario se deduz imediatamente. Assim sendo uma
condicao inicial de velocidade dada, digamos u = ug em €2 deve ser também incorporada ao
sistema.

As escolhas feitas para se chegar ao nosso esquema numérico global de resolugao dessas
equacoes, foram guiadas pela preocupagao de encontrar o melhor compromisso entre métodos
confidveis, aproximando satisfatoriamente as condic¢bes fisicas com o menor esforco com-
putacional possivel. Isso se justifica pelas sabidamente numerosas aplicagoes praticas das
equagoes de Navier-Stokes em Mecéanica dos Fluidos, onde a complexidade dos problemas
conduz freqiientemente a um ntmero muito elevado de incégnitas, podendo atingir facil-
mente algumas centenas de milhares.

METODO DAS PROJECOES

Utilizamos no trabalho esquemas em que a resolucao para cada uma das incégnitas
escalares é desacoplada das outras. Partindo das equagoes (1) e (2), a técnica das projecoes
original, dita de Chorin®-Temam,?® consiste em decompor a cada passo de tempo, a resolucao
do sistema de Navier-Stokes em uma etapa de convecgao-difusao e uma etapa de projecao
acoplada. Assim numa primeira apresentacdo, e denotando por At o passo de tempo
adotado, o algoritmo pode ser expresso por

dado ug, paran =1,2,..., calcular u” e p? depois de determinar u} por
u® — un—l 1
* o —A n n—1 V [— 0 3
T 1 AR (i (3)
ut — n
- Vpl =0
N (4)



Uma metodologia para a resolugao das equagoes de Navier-Stokes 257

Aqui se impoem condigoes de contorno apropriadas na fronteira: por exemplo, para fixar
idéias, u? é dado em toda parte. As mesmas condigoes se aplicam a u™ -7 onde 7 é a normal
exterior a I'. No entanto observa-se que como decorréncia das duas equacoes de (4) temos

V-ul
Apll = —= 5
= 5)

A passagem a equagao de segunda ordem (5) requer uma condigdo de contorno. No caso
surge necessariamente de maneira natural uma condigao de Neumann homogénea, imposta
a pressao p sobre o bordo de 2

ap?

on

A pressao p? é assim unicamente definida, a menos de uma constante aditiva arbitraria.

Tal indeterminacao serd aqui levantada fixando-se p? = 0 em um ponto dado do dominio.

Deve ser também observado que a condicdo de Neumann acima nao é propriamente fisica

em geral para a pressao exata, o que entretanto nao perturba a convergéncia do algoritmo.?”

O algoritmo em versao totalmente desacoplada consiste entao em resolver sucessivamente,
mediante as condicoes inicial e de contorno

0 (6)

uil B un_l 1 n n—1 n
. Ve
ut = ul — AtV pl 9)

O esquema de Goda

O esquema original de Chorin-Temam associa simplicidade e robustez muito embora
algumas lacunas relativas a precisao possam ser apontadas do ponto de vista teérico. Muitos
estudos,?>!? ainda discutem sua convergéncia. Alguns estudos numéricos'''? mostram que
ele atinge uma convergéncia de ordem 1 o que veremos a seguir. Dentre as tentativas de
melhorar o algoritmo, a proposta por Goda!® consiste em deixar o gradiente da pressao no
passo n — 1 na equagao de difusdo (7) donde vem o seguinte esquema

u — u"t 1 . .

_ n n i n n _ 1
" T Aul + (u V)u! + Vpi 0 (10)
V.u?

A noo__ n—1 — * 11
(p? — pi™") A7 (11)
u =l — AtV (pl — pi7h) (12)

Estd demonstrada na referéncia,'? a convergéncia incondicional em O(At) desse es-
quema. Por outro lado, véarios artigos que buscam uma convergéncia de ordem 2 ou ainda
maiores?*!25 utilizam na etapa da conveccao-difusao, aproximacoes diferentes da de Euler
de ordem 1 (Crank-Nicolson, Euler retrégrado de ordem 2, etc.) foram aplicadas nos esque-
mas de Chorin-Temam e de Goda. Outros pesquisadores entre os quais Karniadakis et al.'*
propoem inverter as etapas de difus@ao e de projecao, mas a precisao dos resultados ficaria
ainda hoje por ser demonstrada.

Neste trabalho limitamo-nos aos esquemas de Chorin-Temam e de Goda totalmente
desacoplados.
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Poés-tratamento da pressao

E fato bastante conhecido dos usudrios dos métodos de projecao que se u" aproxima u
de maneira satisfatéria p? nao aproxima bem p. Essa observagao deve-se em boa parte ao
fato de se impor sistematicamente a pressao uma condicao de Neumann nao fisica. Para
superar esse inconveniente, um pds-processamento da pressao a partir da velocidade u™
calculada a cada passo de tempo é considerado neste trabalho. A pressao devendo satisfazer
naturalmente as equacoes de Navier-Stokes, tendo u” calculado, esse pds-tratamento consiste
em tomar a divergéncia da equacao (1).

Aproximamos desta maneira p pela aproximagao “fraca” p” seguinte

Ap" = =V - [u"-V)u"] (13)
Por compatibilidade das condicoes de contorno obtemos
op" 1
= = (V-7 + — AU 7 14
o [(u V)u]n+Reu i (14)
sempre supondo -1 = 0.

Entretanto dentro de um contexto discreto, o tratamento do termo em A «™ na condicao
(14) apresenta dificuldades embora superdveis se é admitida uma perda de precisao.'® Mas
nesse caso uma alternativa interessante consiste simplesmente em negligencid-lo, o que
constitui uma aproximagao valida ao menos para ntiimeros de Reynolds elevados. A condigao
reduz-se entao a

apn
on
Esse procedimento permite compensar grandemente o defeito de precisao dos esquemas

de projecao. A pressao calculada dessa forma se revela, como veremos nos casos-teste
apresentados neste artigo, muito mais precisa do que a pressao diretamente calculada p.

= [ V)] (15)

DISCRETIZACAO ESPACIAL POR ELEMENTOS FINITOS

Formulagoes variacionais

A discretizagao espacial das equacgoes a resolver a cada passo de tempo e a cada etapa
do algoritmo, sera feita pelo método dos elementos finitos, para o que é necessario primeira-
mente escrevé-las numa forma variacional. No caso do esquema original de Chorin-Temam,
a formulacao variacional do problema (7), (8) y (9) se exprime por

un _ un—l 1 2
* v — — | Aut- nl. "oy = HY (O 1
/Q LA Re/ﬂ N /Q(u V)l v = 00 € (HI(Q)®  (16)

/Apffq = VA'—?*q, Vg € H(Q)/R (17)
Q Q

/Qu”'v—/gufv—At/QVpZ-v Vv € (LQ(Q))2 (18)

- / Apq = / V- Vu'lq Vg e H(Q/R (19)
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Como supomos que ul é sempre imposto sobre a fronteira, levando ainda em conta as
condigoes de contorno (6) e (15) verificadas por p” e p", apés a aplicagao de férmulas de
Green cléssicas, essas equagoes se reduzem a

ull - v 1 . u" o 1 2
/Q 7 + Re/QVu* Vo + /Q(u Vul - v Sy Vo € (Hy(Q) (20)
n V- ul L
Vpl! Vg = — ¢ Vg€ H(Q/R (21)

/Qu"-vz/guf-vAt/QVp:-v Vo e (L2(9)° (22)

/QVp”-Vq = — /Q(u”-V)u"-Vq Vg e H(Q)/R (23)

No caso do esquema de Goda as formulacoes variacionais sao andlogas, a menos da
modificagao trivial de (20) afim de incorporar o termo envolvendo o gradiente de pressao no
passo de tempo precedente.

Discretizacao espacial P1/P1

Com o objetivo de realizar um bom compromisso entre o esfor¢go computacional e a
obtencao de métodos confidveis, escolhemos utilizar uma formulacao discreta por elementos
finitos classicos triangulares lineares continuos (P1) tanto para a velocidade como para a
pressao. A esse respeito, observamos que, conforme demonstrado por Ruas,?' a utilizacao
de elementos finitos do tipo P1 em soma direta com uma funcao bolha por tridngulo para
a velocidade nao deveria melhorar de maneira significativa a qualidade dos resultados no
contexto do esquema empregado, ao menos para uma bolha particular.

Por outro lado, um estudo orientado para os algoritmos de projecao aqui empregados
em versao linearizada (isto é, sem o termo convectivo), realizado por Goldberg e Ruas'!
com o elemento misto utilizado neste trabalho, mostra que se obtém ordens de convergéncia
satisfatérias, mesmo para uma escolha nao 6tima de At. Apresentamos abaixo as principais
conclusoes daquele estudo:

Sendo h o didmetro méximo dos tridngulos da malha utilizada, e u" e p" a velocidade e
a pressao determinadas da forma indicada acima a cada passo de tempo, se At é da ordem
de h, o erro da aproximacao u" na norma L? ¢ da ordem de h%, a0 passo que o erro para p"
na norma H' serd da ordem de h.

Uma escolha 6tima sob o ponto de vista de precisio seria o de tomar At da ordem de h?,
pois nesse caso terfamos uma convergéncia em h? para a velocidade, sendo ainda em h para
o gradiente de pressao, mas essa possibilidade implica evidentemente num maior esforco
computacional.

Esse estudo mostra entao que para o problema linearizado, obtemos ordens de con-
vergéncia satisfatérias, mesmo para uma escolha nao 6tima de At.

Notemos que esses resultados se aplicam somente a um passo do algoritmo de projecao de
Chorin-Teman (4) e ndo podem de modo algum garantir a convergéncia do esquema global
quando At e h tendem a zero. Enfim é também interessante observar que a adequacao da
aproximagao continua linear por tridngulos de todos os campos envolvidos, no contexto de
algoritmos de projecao foi também estabelecida por Blasco e Codina.?
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Tratamento da convecgao dominante

E sabido que a resoluciio efetiva de (20) apresenta problemas de instabilidade numé-
rica, problemas estes provenientes do termo convectivo, sobretudo para ntmeros de Rey-
nolds elevados. Uma das técnicas reconhecidamente eficazes para superar esse problema
¢ a devida a Brooks e Hughes,” conhecida como SUPG (abreviagao de “streamline-upwind
Petrov-Galerkin”), isto é, o método de Petrov-Galerkin com difusao agregada sobre as linhas
de corrente. Essa técnica consiste em tomar como func¢ao teste na formulacdao variacional
da equagao da conservagao da quantidade de movimento, ao invés de v € H}(Q2)? (ref.”), o
campo w que lhe é associado por

w=v + p"u""" -V
onde

W e h(K)
I = T (G )]

sendo h(K) o diametro e G o baricentro, do elemento K e ¢ uma constante da ordem de 0,5.

Para o termo contendo p™ como coeficiente nao se efetua nenhuma integracao por partes.
Assim sendo, observando-se por exemplo que no contexto dos algoritmos de projecao aqui
empregados, o termo convectivo sé aparece na equagao de convecgao-difusao para determinar
u?, dada a escolha da discretizacao espacial, no caso do algoritmo de Chorin-Temam essa
equacao se escrevera na forma variacional seguinte

w' (v 4+ pt(urt - V) i/ . / . : o B
/Q At T Re QVu* Vo + Q(U V)ul - (v+ p"(u V)v) =
n—1 n(,n—1
- /u (v 4 p"(uw - Vo) Vo € (HYQ)
Q At

(24)

Para o algoritmo de Goda, seguindo a recomendacao de Goldberg e Ruas,!! o gradiente

de pressao de p"~! sé deve ser multiplicado por v. A etapa de conveccao-difusao toma entao
a forma seguinte

u’ - (v + pt(ut - V) 1 . / . § o B
/Q At t e ) Ve Vo [ @Vl (04 gt (W V)e) =

_ /Qunl- (v + p"(u" " V)o) /vanl . Vo e (HYQ)

At

TESTES NUMERICOS COM O METODO MULTIGRID

Resolutores dos sistemas lineares

Como se depreende da subsecao precedente, dois tipos de sistemas lineares devem ser
resolvidos a cada passo de tempo: um nao simétrico para se determinar as componentes
de u?, e outro simétrico com matriz definida positiva para se determinar p” e p,. Vamos
descrever aqui brevemente os algoritmos efetivamente implementados no cédigo utilizado
para tais resolugoes.
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Para o cédlculo desacoplado das duas componentes da velocidade u[, tanto com o es-
quema original de Chorin-Teman como quando utilizamos o esquema de Goda escolhemos os
métodos multigrid apresentados em mais detalhes a seguir. No que se refere a obtencao das
pressoes, utilizamos o método dos gradientes conjugados classico com pré-condicionamento,
devendo-se precisar que este ultimo é aqui efetuado pela fatoragdao incompleta que mantém
a taxa de preenchimento da matriz esparsa de elementos finitos. Por outro lado, princi-
palmente pelas razoes apontadadas na Secao de Conclusoes deste trabalho, é ainda hoje
uma questao objeto de alguma controvérsia a preferéncia, também no caso nao simétrico,
por métodos da familia dos gradientes conjugados pré-condicionados para matrizes de dis-
cretizagao nao simétricas, mesmo em versoes aperfeicoadas mais recentes reconhecidamente
eficazes. Por isso nossa escolha recaiu nos métodos multigrid, os quais se revelaram total-
mente satisfatérios para resolver as equagoes de convecgao-difusao discretizadas da forma
indicada na secao anterior.

Fazemos a seguir uma breve recapitulacao do principio desses métodos, acrescentando
algumas particularidades relativas a discretizagoes via elementos finitos.

Técnicas multigrid

As técnicas multigrid consistem em combinar métodos iterativos bésicos, como as ite-
ragoes de Jacobi, de Gauss-Seidel e variagoes, (os suavizadores) com corregoes, utilizando
discretizagoes sobre redes (ou malhas) de discretizagdo mais grosseiras. Sua caracteristica
fundamental é que a convergéncia é independente do tamanho do passo de discretizacao
h ; na realidade o principio essencial é o de aproximar a parte suave do erro (grande
comprimento de onda) em redes mais grosseiras. A parte nao suave do erro, parte oscilatéria,
é reduzida com um pequeno nimero de iteragoes (independentemente de h) com um método
iterativo bésico na rede fina. Outra caracteristica importante é que essas técnicas permitem
atingir custos assintéticos em fungao da ordem N do sistema que vao de O(N log N) para
o ciclo padrao e chegam a O(N) para a versao “Full Multigrid”.

Uma introducao elementar sobre os métodos multigrid é apresentada em Trales;?® in-
vestigagoes mais elaboradas sobre diferengas finitas em Stubentrotemberg? e Brandt,’ so-
bre volumes finitos em Wesseling®! e sobre elementos finitos em Bank e Rose!, Braess e
Hackbush,* Fuchs,’ Hackbush,'® McCormick!”e Maitre e Musy.!?

Passamos a descrever algumas técnicas multigrid usadas nesse trabalho.

Introdugao

Sendo Ax = b um sistema de equagoes lineares proveniente de uma discretizacao de um
problema de valor de contorno, usaremos = para denotar a solucao exata desse sistema e u
para denotar uma aproximagao para a solucao exata, gerada por algum método iterativo.
Simbolos como x e u representam vetores que quando associados a uma rede particular, por
exemplo a €, serao denotados por z; e uy.

Existem duas importantes medidas de u como uma aproximagao de z, uma é o erro (ou
erro algébrico) dado por e = x — u que é também um vetor e pode ser medido por qualquer
norma. Infelizmente o erro é tao inacessivel quanto a prépria solucao exata, entretanto
uma medida computével de quanto u aproxima x é o residuo, que é dado por d = b — Au
que ¢é simplesmente a quantidade pela qual a aproximacao u falha em satisfazer o problema
original Az = b.

O residuo também é um vetor e seu tamanho pode ser medido pela mesma norma usada
para o erro. Podemos encontrar uma relacao extremamente importante entre o residuo e
o erro; isto é, facilmente se mostra que Ae = d que chamamos de equacao residual, que
diz que o erro satisfaz o mesmo conjunto de equacoes que o termo desconhecido x quando
b é trocada pelo residuo d. Supondo que uma aproximacgao u foi encontrada por algum
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método podemos calcular facilmente o residuo d = b— Au. Para melhorar a aproximacao u ,
podemos resolver a equacao residual para e e entao calcular uma nova aproximagcao usando
a definicao do erro x = u + e. Na pratica a equacgao do residuo e essa idéia de correcao
residual podem ser utilizadas com grande vantagem e desempenham um papel vital nos
métodos multigrid.

O método dois-grid

Seja 2 um aberto de IR? de fronteira I" (0f2) suficientemente regular. Nos interessamos
pela resolucao de problemas de valor de contorno

A% = b2 em Q
Uira Zor emr (26)

onde A% designa um operador diferencial linear elitico, A" um operador linear sobre I' , b
e b sao funcoes dadas sobre Q e I' respectivamente.

Utilizando uma discretizacao por diferencas finitas, elementos finitos ou volumes finitos
substitui-se a resolugao do problema continuo (26) por um sistema linear que denotaremos
por

Ahmh:bh em Qh (27)

onde , designa a rede de passo h, x;, é uma funcdo de rede definida sobre €, (z;, é uma
funcao discreta definida sobre os pontos da rede €2;,) e A; é um operador de rede linear.

Para a resolugao do sistema linear (27) serd aplicado inicialmente o algoritmo dito
dois-grid.

Primeiramente apresentaremos o método utilizando somente duas redes, uma fina que
notamos por {); e outra grosseira que notamos por 2y, onde h e H designam os passos de
discretizacdo. Nos limitamos ao caso de redes €, e iy com passos constantes e iguais em
todas as diregoes.

Designamos por w, = ¢;° (wp, A, by) o resultado de v, onde s € {0, 1,2} passos de um
método iterativo linear (de matriz de iteragao ¢;) aplicada a partir de w; para resolver o
sistema Apxp = by,.

No vocabulario multigrid, essas iteracoes constituem a fase dita de “suavizacao” ou de
“relaxagao”; uma iteracao dois-grid (h, H ) que permite passar de v/ a u/™' se desenvolve
entdao da seguinte forma:

- Fazer a pré-suavizacao — uy = ¢;' (uj, An,by) ou seja, efetuar vy relaxagoes de um

método iterativo linear, de matriz de iteracao ¢;, aplicada a partir da suposicao inicial u{l
para resolver o sistema Aj,x; = b, obtendo a aproximacao ﬂi

- Calcular o residuo b, — A;LE{L na rede 0, — di = by, — Ahﬂ{b.

- Transferir para a rede grosseira () esse residuo encontrado na rede €2, através do
operador de restricio R = I}/ — d}, = I1d}.

- Efetuar os seguintes calculos — o erro ef;{ em )y e também a matriz de rede grosseira
Ay a partir da matriz de rede fina Aj.

- Resolver a equacgao residual — AHefq :.d]ﬁ sobre a rede mais grosseira 2.

- Transferir para a rede fina 2, esse erro e}; encontrado na rede Qp através do operador
de prolongamento P = I, — ¢} = 4 , ' o

- Corrigir a aproximagao encontrada utilizando esse e} — 1y = @), + €7,.

- Fazer a pés-suavizacio — ul "' = ¢+ (@i}, An,by) ou seja, efetuar v, relaxacdes de um
método iterativo linear, de matriz de iteracao ¢ aplicada a partir da suposi¢ao inicial
“melhorada” ﬂfl para resolver o sistema A,x; = b, obtendo a aproximacgao uﬁl.
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Na verdade, para colocarmos em pratica o método dois-grid necessitamos ter em maos
os elementos a seguir:%13:15,25,31

e a rede grosseira {1y,
e um operador Ay -representado por uma matriz- sobre a rede grosseira 2y,
e 0s operadores de transferéncia inter-redes:
- o operador de restrigio R = I} para passar de €, para Qy,
- o operador de prolongamento P = I}, para passar de 5 para (2,
e um procedimento de suavizacao ¢y, ,
e 0s nimeros v; e v, € Z+ de passos no procedimento de suavizacao, devem ser tais que
v + vy = 1y > 1; (ver observagoes a seguir).

Para fins de codificacao, mostramos a seguir a estrutura de um método dois-grid.

~J

up,
, , , : : — -
J 577 N 777 J 777 J J
w — Uy — =b, — Ay e, — Uy t+el — u
n 2 Un h h h T 2 Un
v; rel. vy rel.
H (i h(,J
L 1, (dy) T I (ex)
J Jj o I
dyy — Agel; = dy
Diagrama 1. Estrutura de um método dois-grid (h, H)
Uma defini¢ao precisa e compacta do algoritmo dois-grid se resume entao a:
suavizacao 1 (pré-suavizagao) : ), = ¢y (up, A, by)
correcao por aproximacao na rede grosseira:
calculo do residuo: d; = b, — Ay,
restri¢ao do residuo: dy = I'd), (28)
resolucao sobre Qy de: Apel, =dy
prolongamento do erro sobre €, : e; = Ite),
correcao da aproximagao sobre €, : ), = uy, + e},
. . s - Gl _ e
suavizagao 2 (pos-suavizagao) : uy = ¢ (uy, An, by)
O método dois-grid é uma iteracao linear e o operador de iteracao se escreve
H _ v217H vl
M;" = ¢y Ky oy
(29)

KI =1, — Ih A T A,

I}, designando a identidade sobre €.
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Observagoes

Os diferentes componentes do método dois-grid tem uma grande influéncia sobre o
comportamento do método.

Escolha da rede grosseira: a mais utilizada é H = 2h (malha padrao), mas existem outras

escolhas adaptadas a diferentes tipos de problemas.?®

Escolha do operador Ag: podemos tomar o operador obtido pela mesma discretizacao

que A;, para a malha de passo H. Uma outra escolha!®3! natural no caso de elementos

finitos ¢ Ay = R A, P ou melhor, Ay = I1 A, Ih.

Escolha de R e de P: pares diferentes de I}7 e I foram propostos por la referéncia.?

Escolha de ¢5,: 0os métodos de relaxagao habituais, Jacobi, Gauss-Seidel, SOR (por pontos

ou por blocos) devem ser adaptados para obtermos boas propriedades de suavizagao (boas

escolhas de coeficientes para Jacobi Ponderado e SOR, boa numeracao das variaveis para

Gauss-Seidel, etc.). Métodos nao cldssicos como a decomposi¢ao LU incompleta para uma

matriz A, sao também utilizados como suavizadores.?! Vérios outros métodos baseados

em Gauss-Seidel (Lexicogréfico, Red-Black, Linhas Alternadas, Distribuido, etc.) vem

sendo usados também como suavizadores.!?2531

- Eficiéncia de ¢; : um método de relaxacao é chamado de “suavizador eficiente” se reduz
os componentes de alta frequéncia do erro de uma ordem de magnitude em somente um
pequeno numero de relaxacoes independentemente de h.

- V1 € I 820 numeros pequenos, tipicamente 1 ou 2 com 1y > 1»n; na verdade poucas

relaxagoes (suavizagoes) sao suficientes™ vy + 1, < 4 ou 5.

Generalizagao do método

A idéia basica para passarmos do método de duas redes (dois-grid) para o método de
redes multiplas (multigrid) é que em lugar de resolvermos a equagao residual (28), calculamos
uma aproximacao e7;, aplicando um método dois-grid para resolver o sistema Agel;, = dj
utilizando entao uma rede mais grosseira que g. Dal a iteragao dois-grid da secao anterior

Z. . 4 . 7 . . ~
(com niveis {H, H } ao invés de {h, H} pode ser usado como um solver iterativo da equagao
Agel = dj; uma vez que H > 0. /
Essa combinacao dé o método trés-grid envolvendo os niveis h, H e H . A solucao exata
- 7 ] , . . . ~ . . ’ . 4
da equagao Apyey = dj; € substituida por 7 passos de iteragao dois-grid nos niveis H, H
envolvendo a solugao de novas equagoes auxiliares Ay eiq, = dfq, para ~ diferentes lados
direitos d},, .

Se o fator de convergéncia desse método dois-grid é suficientemente pequeno, basta efe-
tuarmos um pequeno numero v de iteragoes dois-grid para obtermos uma boa aproximacao
de e}; em (28). Podemos assim aplicar essa idéia recursivamente utilizando redes mais

. ’ - . . .
grosseiras. Se H > 0, a solucao exata de AH/e;I, = djq, pode novamente ser aproximada

por uma iteracdo dois-grid nos niveis H ¢ H . O algoritmo resultante seria um método
quatro-grid.

Esse processo pode ser repetido até que todos os niveis tenham sido envolvidos. A equagao
na rede mais grosseira (nivel 0) pode ser resolvida de maneira exata ou de maneira apro-
ximada, e a escolha de qual método de resolucao sera usado é de pouca importancia em
virtude da fraca dimensao do sistema; na verdade, no caso de uma resolu¢ao por método
iterativo, devemos efetuar vy = v; 4+ 1, relaxagoes no sistema de rede grosseira, pois 14
existirao poucas incognitas a serem determinadas.

Consideremos, entao, nesse momento uma sequéncia de redes €2, de passos de malha
decrescentes hy, k = (0,1,2...). Para simplificar as notagoes trocaremos hy por k.

U () designa o espaco de fungoes de redes definidas sobre Qy e ¢} (wy, Ay, bi) o resul-
tado de v, passos de suavizacao aplicados a Az, = by, a partir da primeira aproximacao wy,.
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A cada (;, associamos os operadores lineares

Ay U () — ()
Gr 2 U(Q) — U(Sh)
(operador de iteragao do suavizador)
I U(Q) — U(Q)
(operador de tranferéncia inter-redes de restrigao)
I U(Qm1) — U(%)
(operador de tranferéncia inter-redes de prolongamento)

e a equacao discretaA,xy = by em €,

Um passo de iteragdo multigrid (com (k+1) redes) pode resolver A, x), = by (k fixo > 2)

a partir de uma certa aproximagao uj, pode ser descrito como se segue:
i +1
Passamos de uj, a uj ' por:
suavizacao 1 (pré-suavizagao) : uy, = oyt (uy, Ag, by)
corre¢ao por aproximacgao na rede grosseira:
célculo do residuo: b= b, — A,

- 1 Jo k=1 gj
restrigao do residuo: dy_, =1;""d,
calculamos uma aproximagao éj_, da solucao

~ . ] _ ]
da equacao residual Ay_ie;,_, =dj_,
em (), aplicando + iteragoes do método a k — redes
(utilizando as redes Q;_1,Q_a,...,Q € 0s
operadores de rede correspondentes) a (30) tomando

a funcao de rede nula como primeira aproximacao

prolongamento do erro sobre €2, : er, =IF e,
corre¢ao da aproximacao sobre , : ), = Uy, + e,

R ) o . »
suavizagao 2 (pds-suavizagao) : ul ™t = @2 (], Ay, by)

Nota: A suavizacao 1 efetua 1y passos de pré-suavizacao sobre Apx, = by em {2, com
suposigao inicial 4y, e a suavizacdo 2 efetua v, passos de pés-suavizacao sobre Apxy = by

em (2, com suposicao inicial .

Supomos na programagao dos codigos vy, v, v fixados (note que podemos fazer esses
parametros dependerem do nivel). Alguns autores ja tem feito softwares em ambiente

multigrid onde esses valores podem ser alterados dinamicamente.
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Alguns esquemas multigrid

Podemos ilustrar a estrutura de um passo de iteracao multigrid apresentando primeira-
mente os esquemas V-ciclo e W-ciclo, com quatro niveis de redes (3, 2, 1, 0) respectiva-
mente, representando as diferentes fases de célculo (suavizagao, restri¢do, prolongamento,
etc.), através dos seguintes diagramas:

Notacao:
V1, Vs € Vg =17 + Vs : passos de suavizacao \,: restricao
: resolugao da equacao na rede mais grosseira /" prolongamento
V-CICLO W-CICLO
(4 niveis) (4 niveis)
3
2
1
0

Diagrama 2. Esquemas multigrid tipicos

O F-ciclo é na verdade um compromisso entre o V-ciclo e o W-ciclo; na pratica ele
apresenta as mesmas propriedades de convergéncia do W-ciclo e é mais barato.

F-CICLO

(4 niveis)

3 an
2 Dzn
1 ﬂah
0 nH - neh

Diagrama 3. Esquema F-ciclo
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Caso da discretizacao por elementos finitos P1

No que tange ao caso especifico da discretizacao espacial empregada de elementos finitos
P1, algumas formas de numeragao de incégnitas nas diversas malhas envolvidas, como a
introduzida no nosso trabalho, permitem um tratamento automatico dessa etapa de imple-
mentagao das técnicas multigrid particularmente simples. Trata-se do principio das malhas
embutidas, onde para cada malha de um dado nivel, constréi-se uma malha refinada de nivel
imediatamente acima, subdividindo-se cada triangulo da primeira em quatro triangulos con-
gruentes, unindo-se os pontos médios dos seus lados. Por esse principio a numeracao de nés
para cada nova malha assim gerada, é realizada de forma que os nés vértices dos triangulos
da malha que se refina mantenham os mesmos nimeros que nesta ultima, e somente aqueles
que sao tais pontos médios recebam novos niimeros na seqiiéncia natural.

Considerando-se para se fixar as idéias o caso em que a fungao incégnita é conhecida em
toda a fronteira do dominio, os operadores de prolongamento e restricao associados a duas
malhas de niveis consecutivos sao definidos da seguinte forma. O prolongamento consiste
em atribuir os valores nodais na malha mais fina, de uma fungao linear por pedacos definida
na malha mais grosseira, como sendo simplesmente idénticos aos que tém nesta tltima. No
caso da restricao & malha mais grosseira de uma funcao linear por pedacos definida na malha
mais fina, seu valor no i-ésimo no interno da primeira é obtido através de uma ponderacao
dos N;;1 nés da segunda que sao seus vizinhos (incluido ele mesmo), tal que o peso atribuido
ao préprio né é de 2/(N; + 2) e aos demais de 1/(V; + 2). Assim procedendo, ndo somente
a determinacao dos elementos e o armazenamento na forma Morse, das matrizes associadas
aos diversos niveis de malha envolvidos, como o acesso a esses mesmos elementos é feito de
forma rapida e sistemdtica. Para maiores detalhes a respeito o autor se refere a Hackbush!'?
e a Trales.?”

Acrescentamos ainda que todas as malhas foram construidas a partir de um arquivo
externo contendo a descrigdo da malha mais grosseira, gerada quer por um cédigo préprio
para o caso de dominios simples, quer pelo gerador de malhas do cédigo Modulef para o
escoamento em torno de um cilindro. Foram realizados varios testes numéricos para medir
a eficiéncia e a confiabilidade do algoritmo global proposto nesta pesquisa, em especial com
o uso dos esquemas do tipo V-ciclo, e dos esquemas W-ciclo e F-ciclo este tltimo somente
no caso dos problemas estacionarios resolvidos que apresentamos a seguir.

PROBLEMAS ESTACIONARIOS COM SOLUCAO EXATA CONHECIDA

Trés problemas estaciondrios, serviram para testar varias configuracoes do esquema
numérico proposto: o escoamento em uma cavidade, o escoamento de Poiseuille entre duas
placas paralelas e o escoamento de Couette entre dois cilindros coaxiais. Estudamos de modo
particular seu comportamento em fungéao do passo de tempo e do comprimento do passo
de malha em malhas finas. No que tange ao algoritmo de resolucao, os dois métodos de
projecao programados nos nossos coédigos -o esquema original de Chorin-Temam e a versao
de Goda- sao designados nas tabelas respectivamente por “CT” e “G”.

Os resultados de convergéncia desses trés casos foram comparados com suas respectivas
solugoes exatas. O erro da velocidade foi medido na norma L.,. Os erros para a pressao
calculada p? diretamente através dos métodos de projecao e a pressao pos-processada, p"
foi medido na norma L,. Embora nesses testes tenhamos solucoes exatas disponiveis, no
intuito de preservarmos a objetividade do estudo numérico preferimos adotar como critério
de convergéncia o tinico que pode ser empregado em qualquer situagao fisicamente realista.
Mais precisamente supoe-se que a convergéncia ocorreu desde que a norma do maximo
da diferenga entre valores nodais das componentes da velocidade em duas aproximacgoes
sucessivas ¢ inferior a dada tolerancia razoavelmente pequena. Esta foi aqui tomada igual a
0,001 em todos os casos.
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A solugao dos problemas testados nao depende a priori do niimero de Reynolds, mas para
testar o desempenho do algoritmo, escolhemos diferentes valores desse parametro a partir
de Re = 200. O coeficiente proveniente da estabilizacao de Petrov-Galerkin, ¢ foi fixada
em 0,5 seguindo as consideracoes dadas no algoritmo de resolucao. Ja os valores de At
usados nos testes, em principio, devem ser escolhidos da ordem do passo de malha, de modo
a satisfazer a condicao de estabilidade prépria a estratégia semi-implicita de integracao no
tempo para a etapa de convecgao-difusao do algoritmo empregado. Tal escolha respeita
também a recomendacao de Goldberg e Ruas,!! no que tange tanto a estabilidade quanto &
otimizagao da qualidade da aproximacao, proprias a uma iteragao completa do algoritmo.
No entanto, dado que no caso de um problema estaciondrio, um maior ou menor At pode
influir na rapidez de convergéncia , fizemos algumas experiéncias com diferentes valores
desse parametro que nao respeitem necessariamente os critérios supracitados, no intuito
de determinar empiricamente o tempo de CPU necessario para se atingir a solucdo para
diferentes At. De um modo geral observou-se que tal influéncia é significativa, e para melhor
ilustrar essa conclusao, mostraremos com algumas tabelas, para o caso do escoamento de
Poiseuille, a rapidez de convergéncia relativa a diferentes valores de At.

Passamos abaixo 4 descricao desses problemas com a respectiva apresentacao dos resul-
tados numéricos. Para todos tomamos f = (0,0).

O problema da cavidade

Neste caso o dominio fisico de célculo é o quadrado unitério, isto é

Y
(0,1) (1,1)
(0,0) (1,0)
- X

Figura 1. Dominio do escoamento nos problemas da cavidade e de Poiseuille

Para este problema a velocidade é imposta sobre todas as paredes (lados do quadrado)
da forma

w@,y) = (uz, uy)

us(2,y) = @
Quanto a pressao, sera fixada nula em um ponto para se determinar de forma tnica a
solucao do problema, na medida em que a velocidade é inteiramente imposta sobre toda a

fronteira do dominio do escoamento. Os valores exatos da velocidade sao as fungoes u, e u,
das condigbes de contorno ja definidas, e a pressao exata determinada a menos de uma

constante aditiva e é dada por p(x,y) = —3 (2 + y?).

No caso, escolhemos p (0,0) = 0.
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L
Sendo L o comprimento do lado da cavidade, o niimero de Reynolds é dado por — onde
v

v é a viscosidade cinematica do fluido.

Apresentamos aqui os resultados obtidos com uma malha média, de 1089 nés, e com a
malha mais fina de 4225 nés. Nas tabelas de “Convergéncia” seguintes figuram na primeira
linha, o método multigrid, o esquema utilizado, o suavizador com respectivos parametros
de pré e pés-suavizacao e por fim o nimero de iteragoes multigrid usado. Na segunda
linha figuram o intervalo de tempo, as normas, a quantidade de iteracoes necessarias para a
convergéncia do algoritmo quando ele converge ou NHC caso contrario, visivel ou apds um
certo numero de iteragoes (estabilidade do nimero de graus de liberdade nao verificada) ou
divergéncia do resolutor matricial empregado e por ultimo o tempo de CPU em segundos.
Entretanto, na primeira hipdtese se temos uma aproximacao suficiente da solugao as normas
dos erros serao indicadas, como também caso contrario apresenta-se entre parénteses o
numero de iteragoes onde o cédlculo foi interrompido. Finalmente, os resultados indicados
em italico nas duas ultimas linhas fornecem o melhor desempenho para u”, p? e p™ sobre
diferentes passos de tempo para cada um dos métodos de projecao.

Re 200 Mét — V Esq — 2N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 1089 néds
At = 0705 Hun - ueaca,”L"c pr — DPeza ”L2 ”pn - pe.’ca”L2 Conv. Cpll
CcT 0,01302 0,00369 0,00109 27 195,77
G 0,01806 0,00352 0,00249 33 242,13
Re 1000 Mét — V Esq — 2N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 1089 nés
At = 0,05 Ju™ = Ueral e Ip? — Pewal 22 " — Pewal 22 Conv. Cpu
CcT 0,03842 0,01646 0,00678 44 318,17
G 0,01254 0,00516 0,00320 59 430,95
Re 200 Mét — V Esq — 2N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 4225 nds
At = 0,05 [u™ — Ueza| Lo Ip? — Dexalr2 Ip"™ — Pexal 2 Conv. Cpu
CcT 0,00898 0,00745 0,00062 37 1541,79
G 0,00779 0,00832 0,00080 42 1283,57
Re 1000 Mét — V Esq — 2N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 4225 nds
At = 0705 Hun - uemaHLOO Hp: - peom”LZ Hpn — Deza ”L2 Conv. Cpu
CcT 0,00793 0,01764 0,00925 42 2026,88
G 0,07985 0,00987 0,00108 47 1583,57
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A andlise desses resultados confirma que a convergéncia é mais rapidamente obtida pelo
algoritmo original de Chorin-Teman em relagao ao algoritmo de Goda.

Sobre a malha mais fina podemos dizer que os resultados sao similares, embora nao
tenhamos um At 6timo para os dois métodos.

Por outro lado, encontramos aqui a justificativa do calculo da pressao pdés-processada,
pois os resultados em todos os casos, sao bem melhores do que aqueles da pressao diretamente
calculada pelo algoritmo das projegoes.

O problema da cavidade também serviu para testar o comportamento da metodologia
numérica aqui empregada com o aumento do nimero de Reynolds. Apresentamos a seguir
os resultados obtidos nesse sentido com o V-ciclo a trés niveis, naturalmente mantendo a
hipotese de uma resposta laminar com os mesmos dados e sobre a mesma rede mais fina.

Re 3000 Mét — V Esq — 3N Suav —L(2,1) |mg = 4225 nos
At = 0,05 |u™ — tepa| L~ Ip? — Pewal Ip™ — Peaal L2 Conv. Cpu

CcT 0,78250 0,21301 0,08539 48 2526,46

G 0,77113 0,25803 0,10201 82 4155,50

Re 4000 Mét — V Esq — 3N Suav —L(2,1) |mg = 4225 nés
At = 0,05 [u" — Uera| oo Ip? — Pewal L2 Ip" — Pesallr2 Conv. Cpu

CcT 0,84280 0,20607 0,10040 50 2632,62

G 0,85383 0,25436 0,12037 84 433211

Como se pode deprender dessas tabelas, quanto maior o nimero de Reynolds piores
foram os resultados e maior o nimero de iteracoes no tempo necessario para se atingir o
regime estacionario, o que é mais do que plausivel.

O escoamento de Poiseuille

Tomamos aqui o mesmo dominio do caso anterior. O escoamento se faz entre dois planos
paralelos. A velocidade é imposta na entrada e na saida do dominio (lados verticais) por

u(z,y) = (s, uy)

com
uz(z,y) = y(1 —y)
uu(x>y> =0

A velocidade exata corresponde as funges dadas nos contornos, e a pressao sempre fixada
em um ponto terd como valor exato, p (z,y) = —— . z, isto é, ainda aqui, p(0,0) = 0.

O ntmero de Reynolds é calculado como anteriormente. Resultados obtidos com a malha
de 1089 nos:
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Re 200 Mét — W Esq — 3N Suav —D(3,2) |mg = 1089 nds
At = 0?3 ”un - uemaHL"" ”p: - pemaHL2 ”pn - peza”L2 Conv. Cpu
CcT 0,00449 0,00012 0,00010 17 130,23
G 0,00477 0,00483 0,00020 16 122,17
Mét — V Esq — 3N Suav —G(2,2) |mg = 1089 nds
At = 0,2 [u™ — Uera | Lo Ip™ — Pewalre Ip™ — Dewalr: Conv. Cpu
CT 0,00435 0,00018 0,00008 22 167,49
G 0,00423 0,00051 0,00011 21 160,84
Mét — V Esq — 3N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 1089 nds
At = 0,1 [u"™ — Uera| L= Ip" — Dexallr2 [p" — Dexalr2 Conv. Cpu
CT 0,00803 0,00046 0,00022 34 254,83
G 0,00793 0,00062 0,00021 33 252,11
Mét — V Esq — 3N Suav —G(2,2) |mg = 1089 nés
At = 0,05 [u™ — Uewa| Lo [P™ — Pewalre Ip" — Dewalr: Conv. Cpu
CT 0,01977 0,00107 0,00072 45 344,34
G 0,01993 0,00751 0,00072 45 340,08

Como se pode deduzir das tabelas os melhores resultados, quanto a convergéncia, sao

obtidos com At = 0,3 embora seja h cerca de dez vezes menor. Mais ainda os resultados
pioram quanto menor At. Em visto disso adotamos o valor de At = 0,3 no caso seguinte.
Re 1000 Mét — V Esq — 3N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 1089 nés
At = 0,3 ”un - uemHL‘” pr - peocaHL2 ”pn — Deza ”L2 Conv. Cpu
cT 0,00230 0,00009 0,00004 24 181,17
G 0,00189 0,00090 0,00005 23 173,83
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Resultados obtidos com a malha de 4225 nds:

Re 200 Mét — V Esq — 3N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 4225 nés
At - 073 Hun — Ueza HLOC Hp:} — Peza ”L2 ”pn - pema”L2 COHV. Cpll
CcT 0,00473 0,00012 0,00007 17 1011,98
G 0,00459 0,00408 0,00018 16 956,45
Mét — V Esq — 3N Suav —G(2,2) |mg = 4225 nés
At = 0,2 [u™ — Uera| = IP? = Pesallr? Ip™ — Pewal L2 Conv. Cpu
CcT 0,00474 0,00021 0,00010 22 1294,65
G 0,00458 0,00401 0,00010 21 1232,93

Observa-se a mesma tendéncia quanto & escolha 6tima de At com respeito a convergéncia.
Entao de novo tomando At = 0,3 temos:

Re 1000 Mét — V Esq — 3N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 4225 nds
At = 0,3 |u™ — tea L~ P2 — Pewal 2 ™ — Pewal L2 Conv. Cpu

cT 0,00209 0,00008 0,00003 25 1457,61

G 0,00142 0,00063 0,00005 24 1404,79

Apresentamos a seguir uma comparacao entre o V-ciclo o W-ciclo e o F-ciclo com quatro
niveis de redes para o escoamento de Poiseuille. Selecionamos nessa comparagao apenas o
esquema de Chorin-Teman. Resultados obtidos com a malha de 4225 nés:

Re 500 Mét — V Esq — 4N Suav —D(3,2) |mg = 6 | 4225 nds
At =0,05 Ju™ = tewal L |2 — Peval 2 Ip"™ = Pezal 2 Conv. Cpu
CT 0,10983 0,02878 0,00396 11 584,33
Mét — W Esq — 4N Suav —D(3,2) |mg = 6 |4225 nds
At = 07 05 Hun — Uega HL°° pr — DPeza ”L2 ”pn — Peza ”L2 Conv. Cpu
CT 0,10342 0,02659 0,00378 11 657,12
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Mét — F Esq — 4N Suav —D(3,2) |mg = 6 |4225 nds
At = 0,05 lu™ — wezalre | PP — Dexalr2 Ip" — Dexallr2 Conv. Cpu
CT 0,10398 0,02733 0,00381 11 621,07

E interessante notar que embora tenhamos resultados mais apurados no esquema W-
ciclo em relacao ao V-ciclo existe uma diferenca de tempo nao desprezivel -em torno de
13 %- a mais para o primeiro em relacao ao segundo. Isso era previsto pois existe uma
maior quantidade de operagoes de transferéncia inter-redes e naturalmente de pré e pos-
suavizacoes efetuadas naquele tipo de ciclo. O F-ciclo exibiu um desempenho globalmente
comparavel ao do W-ciclo. Embora os esquemas W-ciclo e F-ciclo tenham propriedades de
convergéncia parecidas, o W-ciclo apresenta na maioria das vezes melhores resultados, o que
foi constatado com o nosso cédigo.

O escoamento de Couette

Estudaremos em seguida o escoamento estacionario de um fluido entre dois cilindros
circulares coaxiais de comprimento infinito. O cilindro interior de raio r; serd animado de
um movimento de rotagao com velocidade tangencial V3 = 1 sobre o cilindro interno e o
cilindro exterior de raio r. serd suposto em repouso.

Figura 2. Dominio do escoamento no problema de Couette

A velocidade angular do fluido é dada por

Vo 12—r? )

w(r) = < onde r? = 2?4+

2 .2 2
r2—r; r
Podemos entao deduzir as velocidades cartesianas

u(l‘, y) = (u:vv uy)

com u,(z,y) = —y <7 £
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2,2
Vo re—r>

2 _ 2 2
Tre T; T

uy(z,y) = @ <

Por outro lado, as equagoes de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas fornecem

op _
or

rw?(r)

Assim impondo-se a pressao nula sobre o cilindro imével deduzimos

r2Vy Y
p(r) = —(r2 — ﬁ2)2 [5 ~ 3.2 + 27“3(111 re —Inr)

Afim de simplificar as expressoes tomamos r; = 1; e r. = 2; temos entao

u(@,y) = (U, uy)

com
4 — 2
wla) = v (4)
4 — r?
uy(xay) =z ( 37,2 >
1 [r? 8
p(z,y) = 9 [§—ﬁ+8(1n2—1n 7’)}

Podemos facilmente verificar que a velocidade e a pressao assim definidas verificam as

Vor;

equagoes de Navier-Stokes. O numero de Reynolds é calculado por Re = , onde

tomamos Vy = 1.

A simetria do problema permite sé considerarmos um quarto do dominio conforme a
figura para efetuarmos os calculos. Tomamos nessa forma de resolucao a velocidade dada
nas porcoes da fronteira com as referéncias 4 e 2, embora essa nao seja a condicado mais
adequada fisicamente.

A @

(xul Y")

®

Figura 3. Geragao da malha no problema de Couette com uso da simetria
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Figura 4. Malha tipo para resolver o problema de Couette sem uso da simetria

Uma segunda possibilidade foi a de considerar como dominio de resolugdo toda a coroa

circular.

A malha do quarto de coroa foi construida por mapeamento de uma malha uniforme
de um quadrado unitério de vértices (r;,0), (r; + 1,0), (r; + 1,1), (r;,1) naquele dominio,
onde essencialmente as coordenadas cartesianas dos nds passam a representar o papel das
coordenadas polares.

No caso da coroa inteira, a malha foi construida pela sua subdivisao em M camadas de
largura variavel e N subdivisoes por camada conforme a figura anteriormente mostrada.

Resultados obtidos com a malha de 4225 nés:

Re 200 Mét — 2G Esq — 2N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 4225 nés
At = 0,05 lu™ — tezalze | [|P* — Pezalre Ip" — Dewallre Conv. Cpu

CcT 0,01737 0,09216 0,0311 160 9153,74

G 0,00552 0,03112 0,0229 162 9262,31

Re 1000 Mét — 2G Esq — 2N Suav —G(2,2) |mg = 8 | 4225 nés
At = 0,05 lu™ — vezalre | |PT — Pexalr2 Ip" — Dexallr2 Conv. Cpu

cT 0,02707 0,08546 0,00449 252 14169,63

G 0,00801 0,03593 0,00286 251 14390,57
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RESOLUCAO DE UM PROBLEMA EVOLUTIVO

Para completar os estudos numéricos apresentados neste artigo, vamos considerar o caso
de um problema bem menos académico do que os resolvidos na secao anterior. Trata-se
do problema evolutivo, relativo ao escoamento de um fluido viscoso incompressivel que se
produz em torno de um cilindro circular de comprimento infinito. Tal como muitos autores
cujo objetivo principal é ilustrar o acerto da escolha de uma determinada metodologia
numérica para simular escoamentos reais, contentamo-nos aqui em estudar apenas a fase
inicial do escoamento. Essa escolha é feita dado que a resposta fisica é bem conhecida
através de diversos resultados experimentais disponiveis na literatura, podendo-se dessa
forma aferir adequadamente a robustez de um cédigo de simulacdo. A realizacdo bem
sucedida dessas simulagoes, que se pode depreender dos diversos resultados apresentados
mais adiante, enseja o prosseguimento das pesquisas nessa direcao, mediante a aplicacao
do codigo aqui empregado ao caso mais complexo dos estdgios ulteriores do escoamento, no
qual conhecidamente instabilidades se desenvolvem a jusante do cilindro.??

Definimos por Ly a distancia entre as duas paredes - que como o cilindro pode ter
comprimento infinito D o didmetro do cilindro, L, a distancia da entrada do dominio ao
centro deste, L, a distancia do centro do cilindro até a saida do dominio, L3 a altura
das paredes e Ly o comprimento do dominio. O dominio de estudo bidimensional (drea
hachurada) é entao o da Figura 5.

Figura 5. Dominio do escoamento no problema do cilindro

As condicoes de contorno do dominio séo:
D2
e u = 0 (condi¢ao de aderéncia) sobre o cilindro v = u = 0; para z? + y> = —,
e uma velocidade igual a u na entrada do dominio e sobre a parede inferior e superior

L
u=u = (u,,0) paraz = —Liey = if.
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Duas condicoes de contorno a saida do dominio x = L, foram testadas com o objetivo de
determinar qual daria a resposta mais realista longe do obstdculo. As condic¢oes de contorno
seguintes foram determinadas dentro do contexto do método das projegoes. Sobre a reta
xr = LQ

0u,
A) 8x:uy:p:0
B du, Op
B) . =u, oz _ax_o

Os dominios de calculo sobre os quais foram feitos os estudos numéricos sao definidos
pelos valores

5 25 10
LOZOO; le—D; LQZ—D, L3:?D

O comprimento caracteristico do escoamento é aqui o diametro D do cilindro e o calculo
do nuimero de Reynolds serd modificado variando-se v. Numeros de Reynolds indo de
algumas centenas a milhares foram testados.

Estes sao os casos que serao estudados numericamente. Os resultados obtidos pelo uso
das técnicas multigrid nas equagoes da convecgao-difusao darao uma estimativa da robustez
daquelas técnicas.

Para o problema do cilindro foram construidas duas malhas grosseiras, a primeira com
408 nés e 730 elementos e a segunda com 541 nés e 988 elementos. As etapas seguintes de
geracao de malhas mais finas, tabelas de incidéncia etc. foram efetuadas pelas rotinas dos
algoritmos multigrid. Por exemplo, a primeira malha em dois niveis de redes passou para
1546 nés e 2920 elementos e em trés niveis para 6012 nés e 11680 elementos.

Os escoamentos estacionarios deram uma estimativa da precisao geral do algoritmo, pois
seus resultados sao comparados com as solugoes exatas. O escoamento em torno do cilindro
entre outros ensinamentos sobre o comportamento do algoritmo sobre malhas bastante finas,
permitiu estudar a influéncia das condi¢oes de contorno na saida do dominio levando em
conta resultados ja bem conhecidos.?®

A propdsito, o algoritmo das projecoes conduz como vimos ao cdlculo de uma primeira
velocidade aproximada u!', mediante as defini¢oes de condic¢oes iniciais e condi¢Ges de con-
torno detalhadas, segundo os problemas fisicos descritos em la referéncia.?® Notemos que as
relacoes (9) e (12) que permitem obter u™ a partir de ul' e p mostram que as condigoes de
contorno impostas a u™ podem ser distintas daquelas impostas a u.

Assim no caso particular do escoamento em torno de um cilindro, as condigoes A) e B)
definidas sobre o segmento de saida do dominio de calculo, em particular sobre u", devem
resultar de implementagdes numéricas apropriadas de condigoes incidindo sobreul, que
podem até ser de tipos diferentes.

Vejamos entao as condicoes que impusemos a u] no segmento de saida do dominio
x = Ly, de forma a fazer u”™ (e p") verificar A) ou B)

b %zufy:() = u, =0 pois p} =0 sobre x = L,, = A),
posto que V - u"" =0

2) ul =u eaug*:o — B)
T % =x al‘ s

n

0
posto que 9P _ 0 sobre © = Ly
oz
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Utilizamos em nossas simulagoes computacionais desse escoamento o método V-ciclo de
trés-niveis, com oito iteragoes multigrid e com o suavizador Gauss-Seidel com duas pré e
duas pods-suavizagoes.

Com o objetivo de determinar a aproximagdo numérica mais realista possivel sele-
cionamos a condigdo de contorno 1), posto que com a condi¢ao de contorno 2) observamos
instabilidades que nao ocorreram com a condicao adotada. No intuito de permanecermos
em um regime tipicamente laminar o nimero de Reynolds foi aqui fixado inicialmente em
200. Aumentamos em seguida esse parametro para 1000 e finalmente para 2000. Escolhemos
utilizar nos graficos de velocidade o algoritmo original de Chorin-Teman para Re = 200, o al-
goritmo de Goda para Re = 1000 e o algoritmo original de Chorin-Teman para Re = 2000.

A condicao de contorno selecionada sera validada nos dois primeiros testes, com uma
malha grosseira com 1546 nés para testar sua viabilidade e no dltimo - Re = 2000- com uma
malha de 2541 nés. Essas duas malhas (apresentadas a seguir) foram geradas pelas rotinas
multigrid do programa. O célculo foi feito até T' = 13. Apresentamos no final das tabelas
do ultimo escoamento tratado a variacao da pressao naquele tempo.

Os parametros numéricos sao justificados por estudos tedricos e pelos resultados dos
escoamentos estaciondrios: ¢ =0,5e At = 0,05.

O valor de ¢ ou p deve permitir uma boa estabilizacao do esquema, sobretudo para esses
numeros de Reynolds tratados, sem entretanto adicionar demasiada viscosidade artificial.
O passo de tempo parece ter sido uma boa escolha.

Teria sido interessante proceder a uma comparacao entre as técnicas multigrid usadas
neste trabalho, com algum método iterativo baseado em uma sé rede (método single-grid).
Entretanto pareceu-nos que, sendo a quantidade de métodos desta 1ltima classe disponiveis
atualmente, praticamente ilimitados, qualquer comparacao com um método particular seria
pouco significativa ou tendenciosa. No entanto dentro de um panorama mais geral é
possivel se fazer a seguinte comparacao entre as duas classes de métodos no contexto das
equagoes da conveccao-difusdo com baixa difusividade. Sabidamente um método single-grid
que preserva as vantagens da esparsividade de uma matriz de discretizagao por elementos
finitos sé é competitivo se alguma forma de pré-condicionamento baseado na fatoracao
incompleta da mesma é utilizado. Justamente, tratando-se aqui de uma matriz com uma
componente antisimétrica dominante, os riscos de ruptura (break-down) de tal fatoragao sao
consideravéis. Note-se que tal dificuldade nao se apresenta de nenhuma maneira no caso
dos métodos multigrid, sendo portanto essa uma vantagem a priori dos mesmos sobre os
métodos single-grid no caso presente.

Por outro lado considerando sua notoria eficiéncia para o caso de sistemas com matriz
simétrica positiva-definida no cédlculo da pressao empregamos o método dos gradientes
conjugados com précondicionamento por fatoracao incompleta.

Malha fina com 11680 elementos gerada pelo cédigo a partir de uma malha lida com 2920
elementos (Re = 200, Re = 1000)
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Malha fina com 15808 elementos gerada pelo cédigo a partir de uma malha lida com 3952
elementos (Re = 2000)

Figura 6. Malhas usadas no problema do cilindro
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Figura 7. Vistas do campo de velocidades em torno do cilindro para Re = 1000 e T' = 13
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Figura 8. Gréfico de pressdo ao longo do eixo Ox para Re = 1000 e T' =13
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Figura 9. Vistas do campo de velocidades em torno do cilindro para Re = 2000 e T' = 13



Uma metodologia para a resolugao das equagoes de Navier-Stokes 281

0.80

0.40

~0.00

-0.80

-1.20

=1.60 T T
~5-3-11 5 57 9 1113151719 21 23
x

T

1
25

Figura 10 Gréfico de pressao ao longo do eixo Oz para Re = 2000 e T'= 13

CONCLUSOES

As conclusoes que podem ser extraidas desse estudo sdo de véarias ordens. Em primeiro
lugar sobre o bom comportamento geral dos métodos de proje¢ao no contexto dos escoamen-
tos bidimensionais de fluidos viscosos imcompressiveis. Aplicados com o uso de discretizacao
feita pelo método dos elementos finitos, os algoritmos testados, Chorin-Temam e Goda, se
mostraram bastante robustos e eficientes nos diferentes ensaios apresentados. Sobre o uso
das técnicas multigrid podemos dizer que desde os testes preliminares feitos na equacao da
conveccao-difusao seu comportamento tanto a nivel de rapidez quanto a nivel de qualidade
de resultados superou nossas previsoes. A propdsito, teria sido interessante proceder a uma
comparacao entre as técnicas multigrid usadas neste trabalho, com algum método itera-
tivo baseado em uma sé rede (método single-grid). Entretanto pareceu-nos que, sendo a
quantidade de métodos desta ultima classe disponiveis atualmente, praticamente ilimitada,
qualquer comparacao com um método particular seria pouco significativa ou tendenciosa.
No entanto dentro de um panorama mais geral é possivel se fazer a seguinte comparagao
entre as duas classes de métodos no contexto das equagoes da convecgao-difusdo com baixa
difusividade. Sabidamente um método single-grid que preserva as vantagens da esparsidade
de uma matriz de discretizagdo por elementos finitos sé é competitivo se alguma forma
de precondicionamento baseado na fatoragdo incompleta desta é utilizado. Justamente,
tratando-se aqui de uma matriz com uma componente antisimétrica dominante, os riscos
de ruptura (break-down) de tal fatoragdo sado considerdveis. Note-se que tal dificuldade
nao se apresenta de nenhuma maneira no caso dos métodos multigrid, sendo portanto essa
uma vantagem a priori dos mesmos sobre os métodos single-grid no caso presente. Por
outro lado, considerando sua notéria eficiéncia para o caso de sistemas com matriz simétrica
positiva-definida, no céalculo da pressao empregamos o método dos gradientes conjugados
com précondicionamento por fatoragao incompleta.

Em resumo, os resolutores de sistemas utilizados no trabalho parecem ser no momento
presente a melhor escolha, pois seus desempenhos indicaram uma grande estabilidade a um
custo reduzido.
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No que se refere aos problemas estaciondrios os esquemas acima descritos nunca di-
vergiram, o que é naturalmente explicado pelas escolhas numéricas feitas onde nao foram
respeitadas certas consideragoes fisicas. A convergéncia do algoritmo de Goda apresentou
algumas vezes dificuldades nas diferentes configuracoes, mas quando a convergéncia era
atingida seu nivel de precisao era mais apurado.

Sobre o escoamento em torno de um cilindro, as solucgoes calculadas pelo codigo se
revelaram bastante proximas das solugoes reais. Com um ntmero de Reynolds fixado a 200
as condicoes de contorno adotadas na saida do dominio acarretaram uma grande estabilidade
do esquema. As validagoes efetuadas para o niimero de Reynolds igual a 1000 e 2000, quando
comparadas com experiéncias e outros estudos numéricos realmente justificaram a escolha
desse método e da estabilizagao utilizada do tipo Petrov-Galerkin.

Uma outra conjectura que nos parece muito interessante e pertinente foi sobre a codi-
ficacdo do método multigrid, que esta de tal forma geral, que com quase nenhuma alteracao
na sua programagcao pode ser aplicado de imediato a problemas tridimensionais.

Uma contribuicao do trabalho, que nos parece relevante, diz respeito ao uso de malhas
nao estruturadas que exigiu o uso de complexas ferramentas computacionais e técnicas de
apoio para permitir a implementacao dos métodos multigrid associados aos algoritmos das
projecoes.

O pos-tratamento da pressao apresentado aqui também corrige em grande parte alguns
maus resultados da pressao habitualmente encontrados nas aplicagoes dos algoritmos das
projecoes.

As perspectivas do trabalho podem ainda cobrir varios aspectos e dao margem a distintas
linhas de acao; uma das melhorias mais interessantes nos parece ser uma grande paralelizacao
dos procedimentos com o objetivo de diminuir mais ainda seu custo geral e beneficiar o
desempenho dos computadores de novas geracoes. Ainda nesse mesmo cédigo se pode medir
a evolugdo do desempenho com malhas muito finas. O uso das técnicas multigrid também
para os cdlculos da pressao certamente seria mais uma opgao eficiente. Poderiam ser testados
outros esquemas multigrid com outros nimeros de niveis e outros relaxadores inclusive.

A flexibilidade do método dos elementos finitos permite a passagem para geometrias
mais complexas o que é extremamente relevante para critérios industriais, o que segundo
os resultados ja obtidos é plenamente vidvel. Os chamados métodos multigrid algébricos
parecem se encaixar muito bem nessa idéia de geometrias complexas o que daria uma
perspectiva futurista muito refinada como continuidade do presente texto. Os métodos
multigrid nao dependem do tipo de elemento utilizado o que da margem ao uso de outros
elementos cldssicos como também novos elementos finitos. Por outro lado sem ir até niveis
de turbuléncia, poderemos considerar ntimero de Reynolds mais elevados ainda.

Em resumo, o corpo total do trabalho aqui desenvolvido estd plenamente adaptado a
modelagem do problema tratado, por suas qualidades de robustez e bom compromisso entre
a exatidao dos resultados e a velocidade dos calculos. Por outro lado podemos pensar
razoavelmente que um esquema de projecao de ordem superior deverd assegurar uma grande
confiabilidade de resultados e nao prejudicar a rapidez dos calculos. O presente estudo com
o algoritmo de Goda constitui ja um inicio consideravel nessa direcao. Mais a recente
redescoberta do interesse no algoritmo das projecoes e sua aplicacdo em nosso contexto
deixa essa questao ainda em aberto quanto a ordem a ser utilizada, ao esquema numérico
”ideal” adaptado aqueles métodos e mesmo ao lugar relativo da etapa de projecao com
respeito a de conveccao-difusao.

Finalmente uma esperanca que esse trabalho possa consistir como um ponto de partida,
através de uma forma de ataque equivalente, para um cédigo modelando escoamentos
plenamente turbulentos.
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