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Cartade bienvenida

La Sociedad Mexicana de Computacién Cientifica y sus Aplicaciones, A.C. (SMCCA) y el Comité Editorial,
les damos una cordial bienvenida a la séptima edicion del Boletin electronico anual de la SMCCA, el cual
tiene como objetivo mantenerlos informados de las actividades realizadas por la SMCCA y sus asociados.
En el Boletin se publican noticias, eventos, articulos de divulgacion y de investigacion de alto nivel en las
areas de Matematicas Aplicadas y Computo Cientifico, asi como resumenes de las mejores tesis de
Licenciatura en Matematicas Aplicadas.

En esta séptima edicidn del boletin se presentan: una breve semblanza de la XXIX Escuela Nacional de
Optimizacion y Analisis Numeérico, llevada a cabo en modalidad virtual del 2 al 4 de agosto del presente afio
en el Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM, Ciudad Universitaria, Cd. de
México, e incluye los ganadores de la décima novena edicion del premio Mixbaal para la mejor tesis de
Licenciatura en Matematicas Aplicadas, y cinco articulos de investigacion, tres de ellos por solicitud y los
otros dos corresponden a los ganadores del premio Mixbaal.

La SMCCA agradecera que ante el interés que surja en los lectores en los temas que se presenten en
nuestra publicacion, éstos se conviertan en usuarios asiduos, asi como en miembros activos de nuestra
Sociedad. La informacion del registro de membresias a la SMCCA la pueden consultar en el Médulo de
Registro de nuestra pagina www.smcca.org.mx.

Justino Alavez Ramirez
Presidente
Sociedad Mexicana de Computacion Cientifica y sus Aplicaciones, A.C.
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Reseina de la XXIX Escuela Nacional de
Optimizacion y Analisis Numérico

Justino Alavez Ramirez
Rina Betzabeth Ojeda Castafieda
Maria Lourdes Velasco Arregui

Del 2 al 4 de agosto de 2021 se celebro con gran éxito la XXIX edicion de la Escuela Nacional de
Optimizacion y Analisis Numérico (ENOAN 2021). En esta ocasion y debido a las restricciones impuestas
por la pandemia se llevd a cabo en modalidad virtual, siendo la sede el Departamento de Matematicas de la
Facultad de Ciencias, de la Universidad Nacional Autonoma de México, en la Ciudad Universitaria, de la Cd.
de México.

El comité organizador estuvo constituido por un Comité Local formado por profesores-investigadores del
Departamento de Matematicas y un Comité Nacional conformado por profesores-investigadores miembros
en activo de la Sociedad Mexicana de Computacidn Cientifica y sus Aplicaciones (SMCCA).

Como en anteriores ediciones, las actividades académicas realizadas en esta ENOAN 2021 comprendieron:
cursos cortos (6), conferencias plenarias (5) y conferencias invitadas a cargo de reconocidos
investigadores tanto nacionales (8) como internacionales (3), la presentacion de trabajos en forma de cartel
(11), la presentacion de trabajos en forma de comunicacion oral (25) agrupados en 5 sesiones tematicas, y
adicionalmente 2 sesiones especiales, el taller "Seccion MEX-SIAM”, y la secciéon "Homenaje al Dr. David
Romero". Al ser un evento totalmente virtual, todas estas actividades se llevaron a cabo a través de aulas
virtuales de Zoom, asi como los canales de Facebook de la Facultad de Ciencias y del Departamento de
Matematicas de la UNAM, y el Facebook de la ENOAN de la SMCCA.

En cuanto a los cursos cortos, estos fueron 6, de diferentes niveles: basico, intermedio y avanzado, y fueron
impartidos por profesores-investigadores de diferentes Instituciones de Educacién Superior y Centros de
Investigacion del pais. Se ofrecieron de forma gratuita a alumnos de licenciatura y posgrado, asi como a
profesores y profesionales interesados de distintas instituciones educativas del pais y del extranjero, y con
topicos especificos, los cuales generalmente no son abordados con regularidad en sus instituciones. El
nombre de los cursos impartidos, asi como la asistencia promedio en cada uno de ellos por Zoom se
presenta en la tabla 1.

Los contenidos de los cursos, bibliografia e informacion mas detallada de los instructores se puede
consultar en la pagina de la ENOAN en la liga www.smcca.org.mx/enoan2021.

En cuanto a las conferencias plenarias (5), la conferencia inaugural “Diego Bricio", estuvo a cargo del
reconocido Profesor-Investigador, el Dr. Pedro Miramontes Vidal, de la Facultad de Ciencias de la
Universidad Nacional Autonoma de México, la conferencia "Catedra Humberto Madrid", que se establecio
por primera vez en esta edicion de la ENOAN, estuvo a cargo del reconocido Profesor-Investigador, el Dr.
Pablo Barrera Sanchez, de la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional Autonoma de México y las
tres conferencias restantes estuvieron a cargo de los reconocidos profesores investigadores: el Dr. Gerardo
Chowell-Puente, de la School of Public Health, Georgia State University, el Dr. Damien Pham Van Bang, del
Institut National de la Recherche Scientifique, Quebec, Canada y la Dra. Graciela del Socorro Herrera
Zamarron, del Instituto de Geofisica de la UNAM. El titulo y resumen de las conferencias, asi como la
informacion mas detallada de los conferencistas se puede consultar en la pagina de la ENOAN en la liga
www.smcca.org.mx/enoan2021/conferencias.html.


http://www.smcca.org.mx/enoan2021
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Tabla 1: Cursos Impartidos en la XXIX ENOAN.

La presentacion de trabajos en forma de cartel se realizd a través de la exposicidon de los 11 carteles
sometidos y aprobados en la pagina de la SMCCA, liga www.smcca.org.mx/enoan2021/carteles y la
plataforma de Youtube, https://www.youtube.com/channel/UCzCEINZBI_gSTCF5uARhQ1Q. Actualmente se
puede acceder a ellos en el canal de Youtube de la SMCCA, https://www.youtube.com/channel/
UCOrIXGJ1Qx70VURphWTykXQ. La presentacion de trabajos en forma de comunicacion oral (25) agrupados
en 6 sesiones tematicas, se llevo a cabo a través de las aulas virtuales de la plataforma Zoom. Los titulos y
resimenes de los trabajos, asi como la informacion de los ponentes se pueden consultar en la pagina de la
SMCCA, liga www.smcca.org.mx/enoan2021/horarioponencias.html.

En la sesion especial “Seccion MEX-SIAM", se expusieron 5 conferencias invitadas, a cargo de miembros de
esta asociacion: el Dr. Ismael Herrera Revilla, del Instituto de Geofisica de la UNAM, el Dr. Miguel Angel Uh,
del Centro de Investigacion en Matematicas, A.C. CIMAT-Mérida, el Dr. Francisco Javier Dominguez Mota,
de la Universidad Michoacana de San Nicolas de Hidalgo y el Dr. Martin Alberto Diaz-Viera, del Instituto
Mexicano del Petrdleo. Los titulos y resimenes de las conferencias, asi como la informacion de los


http://www.smcca.org.mx/enoan2021/carteles
https://www.youtube.com/channel/UCzCEINZBl_qSTCF5uARhQ1Q
https://www.youtube.com/channel/UC0rIXGJ1Qx7OVURphWTykXQ
https://www.youtube.com/channel/UC0rIXGJ1Qx7OVURphWTykXQ
http://www.smcca.org.mx/enoan2021/horarioponencias.html
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expositores se pueden consultar en la pagina de la SMCCA, liga www.smcca.org.mx/enoan2021/
mexsiam.html.

La sesion especial “Homenaje a David Romero”, coordinada por los Dres. Gilberto Calvillo Vives, del
Instituto de Matematicas de la UNAM, Campus Cuernavaca y Jesus Lopez Estrada de la Facultad de
Ciencias de la UNAM, contd con la participacion de investigadores de distintas Instituciones y Centros de
Investigacion, quienes trabajaron muy de cerca con el Dr. David Romero, y durante la sesidn presentaron
remembranzas de su relacion académica y personal. El programa de esta sesion se puede consultar en la
liga http://smcca.org.mx/enoan2021/img/cartel/CartelDavidRomero_may.pdf.

Ganadores del décimo noveno Premio Mixbaal

Desde 2002, dentro del marco de la ENOAN, se instituyo el “Premio Mixbaal a la Mejor Tesis de Licenciatura
en Matematicas Aplicadas", cuya convocatoria esta dirigida a los egresados de carreras de matematicas y
areas afines. Los ganadores de la décima novena edicion de este premio, evaluados en la ENOAN 2021, son
los siguientes:

Ganador del Premio Mixbaal
Métodos de ajuste paramétrico e hiperparamétrico de Redes Neuronales con
algoritmos biolégicamente inspirados.
Fernando Javier Aguilar Canto
Lic. en Matematicas
Universidad Autonoma de Yucatan
Director: Dr. Carlos Francisco Brito-Loeza

Mencion Honorifica
Estudio del trafico vehicular mediante redes complejas y cadenas de Markov
discretas.
Jessica Pereda Méndez
Lic. en Modelacion Matematica
Universidad Autonoma de la Ciudad de México
Director: Dr. Luis Agustin Olivares Quiroz

Ambos ganadores expusieron sus trabajos como ponentes invitados.
Concurso de Carteles

Continuando con la tradicion de las anteriores ediciones de la ENOAN, se realizd el concurso de carteles,
en el cual una vez que los participantes exponen ante el jurado y el publico su trabajo, el jurado lleva a
cabo una evaluacion para decidir la premiacién. En esta ocasion, al ser una edicion virtual, el
procedimiento se modifico como sigue: los participantes enviaron su cartel en formato PDF junto con un
video grabado de 10 minutos exponiendo su trabajo. El jurado, integrado por el Dr. Justino Alavez Ramirez
(Coordinador), Dr. Francisco Javier Dominguez Mota, Dr. Pedro Flores Pérez, Dr. Marco Arieli Herrera Valdez
y Dr. Jaime Vazquez Alamilla, revisé cada uno de los videos y los carteles en formato PDF, y con base en la
Convocatoria emitida para tal fin y bajo los Criterios de Evaluacion: Calidad Cientifica, Impacto Visual,
Creatividad y Originalidad, los Miembros del Jurado revisaron reservada y libremente la totalidad de los
carteles presentados, dictaminando lo siguiente:


http://www.smcca.org.mx/enoan2021/mexsiam.html
http://www.smcca.org.mx/enoan2021/mexsiam.html
http://smcca.org.mx/enoan2021/img/cartel/CartelDavidRomero_may.pdf
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Mejor Cartel Nivel Licenciatura
Estudio del COVID-19 en México: Modelos de crecimiento limitado y tasa de
infeccion como funcion del tiempo.
José Alberto Mendoza Gonzalez
Universidad Nacional Auténoma de México

Mejor Cartel Nivel Maestria
Parameter estimation of a mathematical model using two distinct breast cancer cell
lines under chemotherapy treatment.
Maria Eliza Antunes
Instituto de Biociéncia de Botucatu Brasil

Mejor Cartel Nivel Doctorado
Un problema de maxima cobertura para la ubicacion de pruebas para la deteccion de
la COVID-19.
Salvador de Jesus Vicencio Medina
School of Engineering and Sciences

Cobertura de las actividades

De acuerdo al registro oficial del Certificado de Inscripcion a la ENOAN 2021, se contd con la asistencia de
88 personas, de las cuales un 27% pertenecia al género femenino y un 73% al género masculino. Los
intervalos de edades que se establecieron en la cédula de registro fueron de los 18 afios a mas de 64 afnos,
que eran las edades probables de la audiencia para este tipo de evento (jovenes, adultos y adultos
mayores), y los resultados que se obtuvieron con respecto a la edad se presentan en la tabla 2 y figura 1.

Intervalos de edades Numero de asistentes

18a24 18

35a44 12

55 a 64 8

TOTAL 88

Tabla 2: Numero de asistentes al evento por intervalos de
edades.

Se puede observar en la tabla 2 que el mayor nimero de personas se dio en el rango de 25 a 54 afios (57,
64.8%), siendo el menor nimero en las edades adultas de 55 a 65 y mayores a 64. Es interesante ver que
hay una participacion de aproximadamente del 20.5% de jovenes que desde sus primeros semestres de la
licenciatura estén decidiendo participar en la ENOAN.
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18a24 25a34 35a44 45a54 55a64 >64

Figura1: Gréfica de barras de frecuencias por intervalo
de edades de los participantes.

Se tuvieron asistentes de diversos paises de América (Norte y Sur) y Europa como se muestra en la tabla 3.

Pais Numero de asistentes Porcentaje de asistentes

México 78 88.63%

Peru 4 4.54%

Estados Unidos 1 113%

Brasil 1 113%

Tabla 3: Paises de procedencia de los asistentes.

Es importante sefalar que gracias a que el evento se realizo en modalidad via remota, en esta edicion de la
ENOAN se tuvo asistencia virtual de un alumno de Brasil, uno de Colombia, cuatro de Perd, uno de
Alemania y uno de Estados Unidos. Por otro lado, se puede observar que como era de esperarse el mayor
numero de asistentes tenia nacionalidad mexicana, 78 en total que representa el 88.6% de los
participantes.

Consideraciones finales

Por ultimo es de gran importancia sefalar que el gran esfuerzo de trabajo realizado tanto por el Comité
Local (Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM) como el Comité Nacional
(aglutinados dentro de la SMCCA) en la organizacion, y contando con el importante apoyo financiero de
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Instituciones, Dependencias y Centros de Investigacion como: CONACYT, la Sociedad Mexicana de
Computacion Cientifica y sus Aplicaciones, A.C., la Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional
Autonoma de México, el Departamento de Matematicas de la Universidad de Sonora, y el Centro de
Investigacion en Matematicas Aplicadas de la Universidad Auténoma de Coahuila; permitié obtener un
conjunto de resultados a beneficio de una comunidad cientifica conformada por alumnos, profesores,
investigadores y profesionales interesados en la Computacion Cientifica y las Matematicas Aplicadas, que
incidieron en indicadores de impacto como los que se presentan en la tabla 4.

Indicador Cantidad

Total de asistentes registrados: 88

Cuerpos Académicos o Grupos de Investigacidn beneficiados: 12

Conferencias (Diego Bricio, Humberto Madrid, Plenarias e 12
Invitadas):

Carteles expuestos en smcca.org.mx/enoan2021/carteles/: N

Investigadores y Docentes beneficiados: A1 registrados

Numero de Instituciones Internacionales participantes: 13

Integrantes del Comité Local: 4

Sala virtual para inauguracion del evento: 1

Salas virtuales para secciones especiales y conferencias invitadas: 4

Salas virtuales para presentacion de trabajos: 3

Tabla 4: Indicadores de impacto.
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Finalmente, en la figura 2, se muestran algunos banners de difusién del evento publicados en Facebook, asi
como capturas de pantalla del curso de Herramientas de productividad para Ciencias de Datos, y la
conferencia plenaria Diego Bricio.

Cétedra fonhrencla plenaria

ENOAN 2021
HUMBERTO MADRID

La geometria euclidiana como
un pilar de la computacién cientifica

ENOAN 2021

Sediment transport around
hydraulic structures:
new challenge with climate change

Dr. Pablo Barrera Sanchez
Facultad de Ciencias, UNAM

PHD. Damien Pham Van Bang
Institut National de la Recherche Scientifique
Quebec, Canada

oma:
https:/www.smcca.org.mx/enocan2021/

Lunes 2 de agosto 2021 « 11:00 hrs. CDMX (GTM-5)
Y e

Primera mencién de Ciencia de Datos
What is data science?: Fundamental
concepts and @ heuristic example

Investigacién
Se funda la revista Data Science Journal

Diego Bricio
(Culiacan, 1945 - Sataya, 1993)

Primer puesto como Clentifico de Datos
Hammerbacher (Facebook) y Patil (Linkedin,
crean los primeros grupos de profesionistas er
Ciencia de Datos

Figura 2: Banners de difusion del evento y capturas de pantalla de curso y conferencia plenaria
Diego Bricio.
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Método de Newton para biisquedas en Linea en el
espacio de Hilbert (L?)?

Jorge Lépez Lépez
Division Académica de Ciencias Bésicas
Universidad Juarez Auténoma de Tabasco

jorge.lopez@ujat.mx

Resumen

Este trabajo trata sobre la aplicacién del método de Newton para resolver un problema de bisqueda en linea
asociado con la minimizacién de un funcional definido en el espacio de Hilbert (L2(0,T))3, con T un tiempo
final dado. El funcional es parte de un problema de control de un circuito de 3 juntas de Josephson modelado
por un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales dependientes del tiempo. El problema de
control se puede resolver con el método de gradiente conjugado, dentro del cual se deben resolver problemas
de busqueda en linea como el descrito en este trabajo. Se describe tanto el caso continuo como su versién
discreta para lo cual, las funciones en (L?(0, 7)) se aproximan por funciones lineales por pedazos y los sistemas
diferenciales ordinarios se resuelven con el método de Euler Explicito.

Palabras Clave: Método de Newton; Busqueda en linea; Espacio de Hilbert; Euler Explicito.

1 Introduccion

En optimizacién, la estrategia de bisqueda en linea es uno de los enfoques iterativos basicos para encontrar un
minimo local v* de una funcién objetivo f : R" — R. El enfoque de bisqueda en linea primero supone conocida
una aproximacion previa u para v* y encuentra una direccion de descenso w a lo largo de la cual la funcién
objetivo f sera minimizada y entonces esto determinard qué tan lejos u debe moverse a lo largo de esa direccion.
Este tamano de paso estd asociado con un minimo local de la restriccién de f a la recta de busqueda. Al problema
de encontrar este tamano de paso se le llama un problema de bisqueda en linea, es decir, es un problema de
minimizacion con restricciones de la forma

{ Min f(v)

sujeto a v =u — pw,Vp € Ryu,w € R”,

que también se puede escribir como
Minyer f(u— pw). (1)

Aquf la recta de busqueda es la recta que pasa por w y tiene (por conveniencia, para nuestras posteriores
aplicaciones) la direccién —w. Como ya se dijo, una de las dreas donde surgen problemas de bisqueda en linea son
los métodos iterativos para minimizar localmente una funcién f : R" — R sin restricciones. En cada iteracién ¢
debe resolverse un problema de bisqueda en linea de la forma (1), para u y w conocidos. Si denotamos con p; a la
solucién del problema de bisqueda en linea de la iteracién i, se toma a v; = u — p;w como la nueva aproximacién
para el minimo de f. La solucién de los problemas de biisqueda en linea se puede aproximar por una variedad de
métodos numéricos [2], entre ellos el método de Newton. Si definimos g(p) = f(u — pw) entonces la solucién del
problema (1) es equivalente a la solucién del problema en R

Minyer g(p).
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Para resolver este problema buscamos los valores donde la derivada de g se hace cero, es decir, resolvemos
(por el método de Newton) la ecuacién
g'(p") =0.
Tenemos que
g (p) = —Df(u— pw;w) = -V f(u— pw) - w,

donde D f(v;w) denota la derivada direccional de f en v en la direccién de w. Asi que por comodidad definimos
H(p)=—¢'(p) =Df(u—pw;w) =V f(u—pw) w

y resolvemos la ecuacién

X
H (p ) =0,
para lo cual, dada una aproximacion inicial pg, se construyen sucesivas aproximaciones de acuerdo a
H(p;)
,0=0,1,2,...

N
En este trabajo extenderemos estas ideas para aplicar el método de Newton a un problema de bisqueda en

linea pero donde los elementos u y w aunque conocidos, pertenecen al espacio de Hilbert (L?)? y no a R™. En este
contexto, este articulo es una continuacién o extension de lo expuesto en [6].

2 Descripcién del Problema

Los problemas de busqueda en linea en que estamos interesados aqui son del tipo

Encontrar p* € R, tal que @)
J(

u—p'w) < Ju-—pw),¥p € R,

con uy w fijos en (L2(0,7))3, y donde el funcional de nuestro interés J : (L*(0,T))® — R es

T
n k
9) =2 [ IvIPat + S ly() = P, 3)
0
donde k,n > 0y ||.|| la norma euclideana candnica, donde v es una funcién vectorial, v = (vy(t), va(t), v3(¢))7T,

V][ = v? + v2 4+ v3 y la funcién vectorial y = (y1,92,93)T es la solucién del siguiente problema de valor inicial
que modela la dindmica de un circuito de tres juntas de Josephson acopladas inductivamente, [1]:

N+ ka(yy — o) + sinyy = iy + vy, en (0,7),

W2+ k1Yo — y1) + Falys — ys) + sinys = ip + vy, en (0,7), 7
V328 + Ky (ys — yo) + sinys = i3 + vs, en (0,7),
y(0) = yo.

En (3)-(4), yo y yr son estados inicial y final conocidos, respectivamente. En [1] y en [7] se dan los siguientes
valores factibles para los pardmetros involucrados en este sistema y con los cuales se hardn los experimentos
numéricos mas adelante:

M =07 =11 v=07 4 =1, i =038, i3=—1,

2.1. El problema de minimizacién global y el diferencial de J

El problema de minimizacién global o sin restricciones asociado con los problemas de busqueda en linea
descritos es

J(v*) < J(v),Vv € (L*(0,T))3,
el cual, (junto con (3)-(4) corresponde a un problema de control cuyo objetivo es llevar la dindmica del sistema
del estado yq al estado yr. Este tipo de problemas de control pueden resolverse usando un algoritmo de gradiente
conjugado como los discutidos en el Capitulo 2 de [5] y el Capitulo 3 de [4], donde también se menciona el concepto
de Frechet-diferenciabilidad adecuado para minimizar funcionales en espacios de Hilbert. A continuacién damos
una defincién y un teorema bésicos para resolver el problema que nos ocupa.

{ Encontrar v* € (L*(0,T))3, tal que

10
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Definicién 1. Sea V' un espacio de Hilbert. Un funcional J sobre V' es Frechet-diferenciable si, para todo v,w € V,
existe DJ(v) € V', la derwada o el diferencial de J en v, tal que

J(v+w) = J(v) = (DJ(v),w) + |w]e(v, w),

con {.,.) denotando par de dualidad, y e(v,w) tendiendo a cero cuando ||w|| tiende a cero.

Teorema 1. Si J estd definido como en (3) entonces es Frechet-diferenciable y su diferencial DJ(v) es
DJ(v) =nv +p, (5)

donde p se obtiene al resolver el sistema (version matricial de (4)) :

dy 1+ vy
I'—= 4+ Ky +siny = | i+ vo en (0,7,

dt 13 + Vs (©)

3+ U3
y(0) = yo,
y después el sistema adjunto
dp
-I'—+Kp+C =0en (0, T
{ P+ Kp+C(y)p=0en (0.7), @
I'p(T) = k(y(T) — yr),

donde C(y) es una matriz diagonal de 3z3 para la cual la entrada iésima de la diagonal es cos(y;).

De este teorema resulta que D.J(u— pw) = n(u— pw) + p, con p solucién de (7) una vez que y(t) es solucién
del sistema (6) tomando v = u — pw.

La demostracion de este teorema, y de los resultados que se mencionan a continuacién pueden consultarse en
3].
3 Metodologia de solucién
Para resolver por el método de Newton nuestro problema de bisqueda en linea (2) definimos
9(p) = J(u — pw), (8)

entonces el problema se reduce a encontrar raices para ¢’ (un problema de R en R), las cuales aproximaremos con
la iteracién de Newton

9'(pi) |
Pi+1 = Pi — g,,(pi)vg”(m) # 0,

para lo cual debemos conocer ¢’ y ¢”. Para describir ¢'(p) en términos de DJ necesitamos el siguiente teorema:
Teorema 2. . Sea J un funcional Frechet-diferenciable sobre V' y g como en (8). Entonces

3(0) = -0(u = pw) = ~(DI(a = ) ).

Asi que la ecuacién que tenemos que resolver para p es
g'(p) = —(DJ(u—pw), w) = 0.
Como la iteracién de Newton es

g'(pi)
9" (p:)’

Pi+1 = Pi —

N
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atin nos falta encontrar una expresién para g”(p). Como estamos trabajando en (L2(0,T))?, los pares de dualidad
coinciden con el producto interno gracias al teorema de representacion de Riesz. Dado que ya conocemos el
representante de la transformacién DJ(v) (ver (5)), podemos escribir

T
9(6) = (= pw) +pow) = = [ (o= pw) 4 p) - )
0
donde p se obtiene resolviendo

N + k1 (Y1) — Yap) + sinyy, = i1+ ug — pwy en (0,7),

72% + Hl(yZ/) - ylp) + H?(yQp - y'ip) + sin Yop = iZ + ug — PW2 en (07 T),
d . .
’Ys% + Ka(ysp — Yap) + sinys, = iz + ug — pws en (0,7),
¥(0) = yo.
y luego el problema
dp Cos Y1, 0 0
—Fd—tp + Kp, + 0 COS Yo 0 p,=0en (0,7),
0 0 COS Y3,

I'py(T) = k(yp(T) — yr)-
" dg' - : e :
Para calcular ¢”(p) = T por la regla de Leibniz para la diferenciacion bajo el signo integral tenemos, a partir
D
de (9) que:
dg'(p)
dp

79

=— —m(a—pw)+p) -wdt,
| gt =) +p)

lo cual nos da

g”(p) = /0 [77W - pp} -w o dt s

que denotaremos como
g"(p) = (D*J(u— pw)w,w)

y donde p, se obtiene resolviendo

dy COS Y1p 0 0 —wn
-+ Ky, + 0 COS U2, 0 vo=| —w: | en (0,7),
dt 0 0 )
COS Y3p —ws3
9,(0) = 0
v luego el problema
dp COS Y1, 0 0
_FT: + Kp, + 0 COS Yo, 0 p,=
0 0 COS Y3,
sinyi, Y1p 0 0
0 sin Yo, Yop 0 p,en (0,7),
0 0 sin ys, 3p

Ip,(T) = ky,(T).
Con ésto el método de Newton para aproximar p* queda
9'(pi)
9" (pi)
(DI pw).w)
Py = pi (D?J(u — pw)w, w)
(DI pw)w)
Piv1 = pi+ (DQJ(u — pW)W, W> .

Pit1 = Pi —

12
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4 Discretizacién del problema de bisqueda en linea

La idea principal es sustituir el espacio L2(0,7) por un espacio de funciones mas practico. A grandes rasgos
este espacio serd el de las funciones lineales por pedazos en (0,T), que ademds ofrecen la ventaja de poder ser
representadas computacionalmente por eneadas de niimeros.

Para describir esto con mayor precisién, comenzamos haciendo una particién uniforme del intervalo (0,7 con

» N numero de subintervalos de la particién uniforme.

" h= % tamano de cada subintervalo.

» {t un vector de N + 1 puntos espaciados uniformemente en el intervalo (0,7") de la forma
tt=1[0,...,tty].

Con tt; =ix h,i=0,1,2,..., N, esto significa que en el arreglo ¢t se almacena la particién en el tiempo.

Dada esta particién, una funcién f(¢) en L2(0, T') puede ser aproximada por la funcién lineal por pedazos fi, (t)
cuyo valor en t; es fi,(t;) = f(t;). En la figura 1 se muestra una f y su aproximacién lineal f;, por pedazos, con
N = 10. Note que entonces una funcién f puede ser representada computacionalmente por dos (N + 1)-eadas:

N (tto =0,...,tti, ... tty)
fe { (f(0), ..o, f(tts), - -, f(ttn)).

funcion f(t) y 1, (1)
0.4 T T T ——

0.35¢ ——f, (1)
0.3 :
0.25¢ 1
0.2
0.15¢ 1
0.1
0.05 ]

Figura 1: Funcién f(t) = texp(—t) y fn(tt) = ttexp(—tt), con N =10,T =5y h=0.5

Con esto, estd claro que podemos aproximar las funciones v en (L*(0,T))? por triadas de funciones lineales
por pedazos, es decir por matrices de la forma

UI(O) co.o (ttN)
V(t) ~ (Uh V2, US)(tt) = UQ(O) ce UQ(ttN)
1)3(0) cee 1}3(1%1\])

mientras que las funciones u de nuestra teorfa quedarian aproximada o representadas por la matriz

ul(O) - ’ltl(ttN)
u= | u(0) ... w(tty) |,

v las funciones w de nuestra teoria quedarfan aproximadas o representadas por la matriz

wl(O) e wl(ttN)
w=| w0) ... wa(tty)

13
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También a partir de ahora, estaremos usando la notaciéon v para denotar el valor de la funcién v, lineal por
pedazos, en el tiempo nh. Esta notacién también aplica para las funciones y y p, es decir, con y" denotamos el
valor de la funcién y en el tiempo nh y similarmente para p. Esto se resume en decir que en este capitulo damos
los valores de u 'y w en la particién ¢t y debemos minimizar una version discreta del funcional, para lo cual es
necesario encontrar los valores aproximados de

y1(0) yi(tin)
Y~ (y1,92,y3)(tt) = | 2(0) ya(ttn) |,
y3(0) ys(ttn)
y de
p1(0) p1(ttn)
P~ (p1,p2,y3)(tt) = | p2(0) pa(ttn)
p3(0) p3(ttn)

en la particién t¢. En lo que sigue detallamos cémo hacemos todas estas discretizaciones.

4.1. Discretizacion del Funcional

El funcional J de (3) lo aproximamos por

h nh = a2, Bpon 2
Tw) =T3P+ Sy - el

n=1

con ||V = |2 + [vB > + [vF . Aqui ¥V es la aproximacién de y en el tiempo N (ttx = Nh), que més adelante
especificamos cémo calcular.

4.2. Discretizacion del SEDO

Aproximamos el sistema (6) por un esquema de Euler explicito que luce como sigue:
Dado y° =y,

paran =0,..., N — 1 resolver

siny7 iy + o
y = y" — I Ky" — iD=t [ singd | +AD1 | iy 4 0p
siny} is + vy

4.3. Discretizacién del SEDO Adjunto

El sistema adjunto (7) lo aproximamos por
pY =k (yY —yr),

paran =N —1,...,0 resolver

cosyy 0 0
p=p"t — A Kprtt — hI! 0  cosyy 0 p"tl.
0 0 cos Y3

4.4. Discretizacion del Producto interno

Las discretizaciones mencionadas implican que estamos considerando el siguiente producto interno

N
(u,w), = hz u" - w" Vu,w € (R®)V.

n=1

14
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4.5. Discretizacion de ¢'(p) y ¢"(p)

Para resolver la ecuacién g(p*) = 0 con el método de Newton se requiere el conocimiento de ¢’(p) que estard

dada en los nuevos espacios vectoriales por

N
g(p) = —hnd [u" — pw" +pJ] - w",

n=1

donde pj se obtiene resolviendo
Dado y9 = y,(0),

paran =0,...,N — 1 resolver

sinyy iy +uy — pwy
sinyly | +h07 | iy 4 uf — pwy

ntl — N hF’le;‘ — hIt ‘ :
i3 +uy — pwsy

vy
1 n
sin yy,

v luego resolviendo
P,]gv = krfl(}’f;v -vyr),

paran = N —1,...,0 resolver

cosyt 0 0
pr =p*t — h['Kpitt — hI ! 0 cosyyt 0 pt!
0 0 cos ygj !
y para
N n
g'(p) =hY [pw" —p,] - w"
n=1
con 1'):, obtenido al resolver
.0
y,=0,
paran =0,...., N — 1 resolver
1 : . Cos Y . wy
y, =y',—hl"'Kyn—hl""| cosys, |y",—hl"" w;”
COS Yy, wy
y luego resolver
N N
p, =K'y,

paran =N —1,....,0 resolver
.n .n+1 1 .n+1
, +hI'Kp,

p, =P
Ccos yﬁ’ 0 0 .n+1
+hI 1 0 oS Y3, 0 P,
0 0 COS Yy,

.n .

Y1, 810 y{lp 0 0

- n+1
0 P,

- 0 Yap sin yg‘p .
0 0 s o SIn Y3,

Con esto podemos ya aplicar el método de Newton para resolver la versién discreta de ¢'(p) = 0: Dado p°,

iterar con o
m+1l . om g (p )
P T gy
‘pm+1 _ pm
< g, para € pequeiio dado.

Usamos el criterio de paro ———
|pm+1|

15
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5 Experimentacion computacional

5.1. Ejemplo 1

En este ejemplo tomamos u;(t) = texp(—t), uz(t) = t3, uz(t) = 0y wi(t) = exp(—1t)/10, wo(t) = 3t — 3 y
ws(t) = 0. Se tomaron los valores siguientes para los pardmetros en la iteracién de Newton y en la discretizacién
de los problemas involucrados:

» T=16; k=1.0e —3; p° =0; h = T/500; n = 1.
. yo = [1.2514; 0.7456; —0.9753); y7 = [7.4207; 6.4958; —0.3236].

Dadas las funciones u = (texp(—t),t*,0) y w = (exp(—t)/10,3t — ¢3,0), minimizamos con el método de
Newton el funcional J(u(t) — pw(t)) sobre p y en 3 iteraciones se obtuvo el valor p* = —1.017. La gréfica del
funcional J restringido a la recta v = u — pw se muestra en la Figura 2.

x 107

Figura 2: Funcional J(u(t) — pw(¢)) para las funciones u y w del ejemplo 1.

5.2. Ejemplo 2

En este ejemplo tomamos u;(t) = —(t — 2) exp(—t), us(t) =32+ 1, uz(t) = ¢t =12+ 1y wi (t) =3+t -1,
1
wa(t) = =13 — t, w3(t) = exp(—t)/10. Tanto para la discretizacién de los problemas involucrados como para las

iteraciones de Newton se tomaron los valores siguientes:
» T=12; k=1.0e—3; p° =0.5; h = T/500; n = 1.
» yo = [0.1992;0.1187; —0.1552]; yr = [0.1810; 0.0338; —0.0515].

Dadas las funciones u = (—(t — 2)exp(—t),3t* + 1, (t — 1)? + 1) y w = (* + ¢ — 1, 31% — ¢, exp(—t)/10),
minimizamos con el método de Newton el funcional J(u(t) — pw(t)) sobre p y en 6 iteraciones se obtuvo el valor
p* = 0.084. La grafica del funcional J restringido a la recta v.=u — pw se muestra en la Figura 3.

6 Conclusiones

No contamos con un ejemplo para el cual se conozca la solucién exacta, asi que nuestra validacion se basa
en el desempeno del método en ejemplos como los dos mostrados, dado que es posible tener una visualizacion
suficientemente detallada del funcional J restringido a la “recta” que pasa por u y tiene direccién w. De acuerdo
a estos ejemplos se puede concluir que el método de Newton produce resultados excelentes. En este trabajo
el objetivo no es comparar el método de Newton con otros métodos, sino verificar que este tipo de problemas
se pueden resolver aceptablemente utilizando el método de Newton; sin embargo en trabajos futuros esperamos
considerar otros métodos y hacer tal comparacion, por ejemplo, con los métodos que no utilizan derivadas. También
podemos mencionar que los resultados presentados aqui se aplicaran préximamente para resolver el problema de

16
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Ju-p w)

—J(u-p w)
-4 -2

|
&
© o

Figura 3: Funcional J(u(t) — pw(t)) para las funciones u y w del ejemplo 2.

minimizacion global asociado con el problema de control, el cual, como se conocen el estado inicial del que se
parte y el estado final al que se quiere llegar, podra considerarse como un caso de validacién de la metodologia
expuesta en el presente trabajo.
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Resumen

En este articulo se propone una implementaciéon en paralelo usando un entorno multicore con MPI a la
solucién del sistema lineal resultante de la discretizacién de la ecuacién de Poisson en 2D usando diferencias
finitas y el método iterativo de Jacobi. El tamanio del dominio y su correspondiente discretizacién resultan
en un sistema de ecuaciones lineales donde el nimero de variables puede alcanzar los miles de millones. La
misma magnitud del problema permite que el algoritmo sea muy escalable paralelamente; esto significa, que
al aumentar el nimero de procesadores disponibles para resolver el sistema, el tiempo de ejecuciéon mejorara
considerablemente. Sin embargo, al aumentar el nimero de procesadores, el trabajo de comunicacién que
realiza el algoritmo es demasiado y esto detiene su desempefio. Por lo tanto, en este articulo se propone una
re-ingenieria del algoritmo paralelo enfocado en el manejo de la memoria para poder acelerar su ejecucion y
mejorar su efectividad.

Palabras Clave: Poisson 2D; MPI; Overlap domain decomposition; Finite difference method

1 Introduccién

Uno de los grandes desafios en muchas ramas de la ciencia, es la obtencién de simulaciones numéricas precisas,
de mayor alcance, rapidas y de forma accesible. En particular, la complejidad de los problemas en dindamica de
fluidos es tal, que las simulaciones numéricas requieren mucho tiempo de ejecucion, cuyos resultados pueden durar
varios dias, incluso hasta meses. En la mayoria de estos problemas, la solucién de la ecuacién de Poisson representa
el mayor costo computacional, inclusive més del 90 % de la simulacién total del problema [5, 14, 19, 21]. Parte
del problema, es que su discretizacion proporciona un sistema de ecuaciones lineales donde el niimero de variables
puede alcanzar los miles de millones.

Existen diferentes métodos para la solucién de la ecuacién de Poisson en dos dimensiones (2D). Aunque cada
método tiene sus propias fortalezas y limitaciones. Debido a sus caracteristicas y al éxito que ha tenido al ser
implementado en numerosos fendmenos fisicos, el método de diferencias finitas [2, 10, 13] es el método numérico
implementado en este trabajo.

La discretizacién de la ecuacién de Poisson usando diferencias finitas proporciona un sistema de ecuaciones
lineales donde el niimero de incégnitas es proporcional al nimero de puntos usados en el mallado. Tradicional-
mente los sistemas lineales son resueltos usando métodos iterativos, los cuales aproximan la solucién mediante un
ndmero de iteraciones hasta que cierta tolerancia se satisface. Métodos como el Gradiente Conjugado [3, 8] y el
” Generalized Minimal Residual” (GMRES) [7, 17] pueden ser considerados. Sin embargo, estos dltimos tienen una
mayor dificultad en el momento de implementar y especialmente al tratar de obtener un programa maés eficiente en
paralelo. Por otro lado, métodos clédsicos como Jacobi, Gauss-Seidel y ” Succesive-Over Relaxation” (SOR) pueden
ser usados con cierto grado de dificultad de implementacién y convergencia razonable [6, 18, 20]. Como primera
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aproximacion, este trabajo se concentrara en el método de Jacobi, el cual es el més sencillo de implementar pero
es base para solucién de otros algoritmos més complejos.

Varios algoritmos en paralelo han sido desarrollados para resolver grandes sistemas lineales en distintos campos
de la ciencia, incluyendo diversas plataformas como los son MPI(”Message Passing Interface”), GPU ”Graphics
Processing Unit”), OpenMP(” Open Multi-Processing”), entre otros. Por ejemplo, se han utilizado para algoritmos
involucrados con imdgenes médicas [16], Finanzas Computacionales [1], Bioinformatica [12] y Dindmica de Fluidos
[11], por citar algunos.

Cada metodologia en paralelo tiene sus diferentes grados de dificultad y eficiencia, sin embargo, algunas de las
ventajas de usar MPI [4, 9, 15] es su grado de universalidad. El modelo de paso de mensajes se adapta bien a la
mayoria de las actuales super-computadoras debido a su arquitectura de procesadores separados pero conectados
por una red de comunicacién. En cuanto a su desempeno y rendimiento, con el modelo de paso de mensajes uno
puede asociar explicitamente un espacio de memoria a un proceso lo cual otorga un mejor uso de las caches y
jerarquias de memoria, lo cual se ve reflejado directamente en el rendimiento. Atin mas, en sistemas de memoria
compartida se puede mejorar el rendimiento al tener mas control sobre la localidad de los datos en la memoria.

El objetivo de este trabajo es disenar e implementar un algoritmo en paralelo para obtener la solucién de
manera més rapida de sistemas de ecuaciones lineales obtenidas del método de diferencias finitas y el método
de descomposicion de dominios. Més ain en este trabajo se propone mejorar los algoritmos en paralelo usando
diferentes técnicas de computo como el manejo de la forma de acceso a la memoria. Las siguientes secciones estan
organizadas como se explica a continuacién. En la segunda seccién se introduce la discretizacion de la ecuacion
de Poisson usando diferencias finitas. En la tercera seccién se presenta el algoritmo en paralelo. La cuarta seccién
presenta los resultados numéricos. Finalmente, en la 1ltima seccién se dan las conclusiones finales de este trabajo.

2 Discretizacion de la ecuacién de Poisson en 2D usando diferencias finitas

En esta seccién se describird brevemente el método de diferencias finitas usado para discretizar la ecuacién de
Poisson en dos dimensiones. Ademaés, una vez obtenido el sistema de ecuaciones lineales resultantes, se presentara
el método iterativo para su correspondiente solucion.

Considérese la siguiente ecuacion de Poisson en dos dimensiones:

Pp  Pp

@+6'7y2:f(x’y)’ (z,y) €Q, (1)
sobre un dominio Q = {(z,y)|a < < b,¢ < y < d}. Ademds, se considera condiciones de frontera de Dirichlet en
la frontera 052, es decir, la solucién es conocida de manera exacta en todas las fronteras del dominio.

2.1. El método de diferencias finitas

La forma discreta del dominio viene dada por una malla estructurada rectangular. Se considera los indices
,2,..., Ny, donde N, y N, son el niimero de puntos en la direccion x y y, respectivamente.
Los tamanios de paso estan definidos como Az = (b—a)/(N, —1) y Ay = (d—¢)/(N, —1). Finalmente los puntos
donde la solucién es aproximada estén dados por (z;,y;) = (a+iAz, c+jAy). Para mayor detalles véase la Figura 1.

Como se tiene un dominio rectangular y una malla regular, la ecuacién diferencial puede ser discretizada
usando diferencias finitas centradas para la segunda derivada parcial. Esta es obtenida usando desarrollos de
series de Taylor. Asi, las aproximaciones estdn dadas por

%p Di—1j — 2Dij + Pit1j

Tl = Aa o), (2)
22|,

*p Dij—1 — 2Dij + Dij+1 9

a2l Ay? +O(Ay?), (3)
(P 1
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Figura 1: Dominio y esquema de diferencias finitas empleados. La zona sombreada es donde los valores son
aproximados.

donde p; ; = p(z;,y;). Sustituyendo (8)(2)-(3) en la ecuacién (1), se obtiene

1 1 .
A2 (Pi-1,; — 2pij + Piv1) + A (Pig—1 — 2pij + Pijr1) = fig,

donde f;; = f(x;,y;). Finalmente la discretizacién en diferencias finitas de la ecuacién de Poisson (1) estd dada
por
Pisiy + i1y — 2004 B)pij + B2 (pijir + pija) = Aa*fi, (4)

donde = Az/Ay. Se puede observar que el esquema resultante relaciona un valor p; ; con sus cuatro vecinos
mas cercanos, como es ilustrado en la Figura 1.

2.2. El sistema lineal resultante

Todos los valores de la frontera son conocidos, es decir, ya no es necesario calcular py ;, pn, j, Pi1 ¥ Pin,- Asi,
sélo se aproximan los valores p; ; donde i =2,3,...,N, —2,N, —1y j=2,3..., N, — 2, N, — 1. Se establece un
indexado "natural” para resolver el sistema. Este consiste en ordenar todas las variables en un vector, enumerando
las variables por columna, asi, el vector de incdgnitas a resolver es

P=[P2Ps  PN—2.PN-1] (5)

donde cada elemento p; (i = 2,3, ..., N, — 1) es un vector columna dada por

D22 P32 PN,—22 PN,—12
P23 P33 PN,—23 PN.-13
p2 = : yP3 = : R O : yPNz—1 = :
P2,N,—2 P3,N,—2 PNy—2,N,—2 PNy—1,N,—2
P2,N, -1 P3,N,—1 PNy—2,N,~1 PNy—1,Ny—1

Asi, se tiene el sistema lineal

Ap =f, (6)
donde
T I 0 0 £,
I T I 0 0 f3
0 I T I 0 £,
A= . H f=
0
0 0o I T I fn, o
0 0o I T fn, 1
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Notar que la matriz A es una matriz tridiagonal a bloques, donde los bloques 7" son a su vez unas matrices
tridiagonales dadas por

—2(1+ 8% B2 0 0
ik —2(1+ %) B 0 0
0 i —201+p%) B 0
0 0 B —2(1+ 4% B
0 0 B> —2(1+ ?)

y las matrices I corresponden a la matriz identidad. Los valores del lado derecho estan dados por los valores
correspondientes f;; mas los valores conocidos de la frontera.

2.3. Solucién del sistema por el método de Jacobi

Es bien conocido que el método de Jacobi converge lentamente a la solucién del problema. Sin embargo, éste
tiene la notoria caracteristica que para calcular una nueva iteracion soélo se requieren de todos los elementos en el
paso anterior. Esta propiedad es raramente compartida por otros solucionadores de sistemas lineales. Por ejemplo,
en los métodos de Gauss-Seidel y SOR, la actualizacién de un elemento depende de otros elementos ya calculados
en la misma iteracion. Eso implica que el método se realice de a uno por uno en un orden estricto, imposibilitando
la paralelizacién por bloques de dicho método. Existen técnicas en las cuales se puede realizar la paralelizacion;
sin embargo, en este trabajo tinicamente se propone un algoritmo en paralelo para el método iterativo de Jacobi,
dejando las otras técnicas para trabajos futuros.

Para obtener el método iterativo de Jacobi se considera la descomposicion de la matriz A = D — F — F en
donde D , —E y —F son las matrices diagonal, tridiagonal inferior y triangular superior de A, respectivamente.
Con esta descomposicién podemos sustituir en (6) para obtener (D —E — F)p = f de la cual se obtiene la iteracién
para el método de Jacobi

P = DI 4 DB + F)p®), (7

en donde p* y p**Y son las aproximaciones obtenidas mediante k y k+1 iteraciones, respectivamente. Finalmente,
el método iterativo de Jacobi resulta de iterar repetidamente

1 N
o _ L {fs— 3 0k
a/SS

r=1,s#r

; (®)

hasta que el residuo del método sea menor o igual a una tolerancia ¢ dada. Notar que los indices se han cambiado
por s y r para recalcar que estos no son los mismos de los indices ¢, j correspondientes a la malla, sino que estos
representan la posicion de los elementos en la matriz global. En otras palabras, un elemento p, = p; ; para cierto
indice i y j.

El método iterativo de Jacobi (8) puede ser facilmente aplicable al problema, dado que cada fila de la matriz
tiene a lo méas 5 componentes, asi facilmente se puede ver que

1
Pt = S0+ [Az?fi; — (Phy + P, + B0 +9E0)] 9)
Notar que los indices en (9) han sido cambiados a su notacién original para mayor facilidad de identificacién
del esquema.

Para poder calcular el criterio de paro del método iterativo es necesario obtener el residuo, éste viene definido
por r = ||f — Ap||. En este articulo usaremos la norma L,. Finalmente, para el cdlculo més eficiente del residuo
y de la solucién, el método iterativo (9) se modifica levemente como:

rij = Aa?fi; — (pf+1,j +p§—1,j -2(1+ ﬁz)pﬁj + 52(1)5;”1 +p§,j—1)) )
1k (10)
Dij =DPij T+ 21 +/)>2)’w-
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3 Algoritmo en paralelo en entornos multicore

En esta seccién se describe el método de descomposicion de dominios para la programacién en paralelo del
sistema lineal resultante usando el método iterativo de Jacobi en un entorno "multicore”, incluyendo las técnicas
de comunicacién entre procesos.

Aunque existen diversos modelos de computacién paralela, en este trabajo se emplea el paso de mensajes.
Este modelo se caracteriza principalmente en que cada proceso tiene su propia memoria local, pero son capaces
de comunicarse entre si enviando y recibiendo mensajes. MPI (" Message Passing Interface”) es una especificaciéon
de dicho modelo. Este no es un lenguaje de programaciéon, MPI es una librerfa que especifica los nombres y las
llamadas de funciones o subrutinas. Dichos programas pueden ser compilados con los compiladores ordinarios de
cada lenguaje y inicamente necesitan ser vinculados con la librerfa MPT [9].

3.1. Meétodo de descomposiciéon del dominio

La estrategia del algoritmo en paralelo planteada en este articulo requiere que el dominio sea dividido en varios
sub-dominios. Cada sub-dominio serd asignado a un proceso, y por medio del método iterativo de Jacobi cada
proceso resolverd su propio sistema en su sub-dominio asignado. En la Figura 2 se ejemplifica la descomposicién
de un dominio estructurado en tres sub-dominios. Se puede observar que a cada sub-dominio se le han incorporado
los elementos adicionales de los sub-dominios vecinos.

(a) (b)

Proceso 0 Proceso 1 Proceso 2

|
|
T
N N
A g ! 1
Comunicaciones Comunicaciones

Figura 2: Division del dominio con un mallado rectangular en sub-dominios y sus comunicaciones.

El esquema numérico de cinco puntos en cruz proporcionado por el método de Jacobi (10), ver Figura 1,
combinado con el método de descomposicién de dominio requiere que cada elemento del sub-dominio recopile
informacién de sus elementos vecinos por cada iteracién. Esto da como resultado que los elementos del borde
(o de frontera artificial) de cada sub-dominio requieran informacién de elementos que pertenecen al sub-dominio
vecino. Lo anterior representa la primera dificultad técnica del algoritmo en paralelo dado que los procesos no
tienen acceso directo a la memoria de los demés procesos. Para solucionar este problema, en este articulo, los sub-
dominios son creados de tal manera que estén sobrepuestos. Asi los sub-dominios incluyen los elementos vecinos
colindantes entre ellos.

Como hemos mencionado anteriormente, el método de Jacobi (10) sélo requiere de los elementos de la iteracién
anterior para actualizar todos los elementos del siguiente paso. Sin embargo, al inicio de la nueva iteracién, los
elementos adicionales en los bordes no han sido actualizados. Asi, los procesos deben comunicarse enviando y
recibiendo los resultados de sus elementos frontera después de cada iteracién. De este modo, cada proceso tendra
la informacion actualizada que requiere para generar los nuevos resultados. En la siguiente seccién profundizaremos
un poco mas en el tema de la comunicacién entre procesadores.

3.2. Comunicacién entre procesos

Una de las partes més importantes a considerar a la hora de realizar un algoritmo en paralelo en MPI es la
comunicacién entre los procesos, ya que en la mayoria de los casos, varios procesos estaran haciendo una misma
operacién u operaciones parecidas sobre una seccién del problema global. Asi, serd necesario que los procesos
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comuniquen sus resultados a otros procesos antes de continuar o empezar de nuevo un ciclo de operaciones.

Un sélo algoritmo debe ser programado para diferentes niimeros de procesos. Asi la comunicacién debe hacerse
de forma dindmica. Es decir, las 6rdenes de envio y recepcién de mensajes se deben ajustar automdaticamente al
numero de procesos. No es recomendable escribir un cédigo para cada caso particular ya que las instrucciones
condicionales para elegir el caso correspondiente también consumen un tiempo valioso de ejecucién.

Para poder enviar simultdneamente miltiples mensajes y que se envien al destinatario correcto sin tener que
especificar para cada proceso un caso particular, basta con que se conozca desde un principio quiénes son los
vecinos de cada sub-dominio. Por la forma en que se organizé la malla, esa informacion es conocida desde el
inicio del programa. A cada sub-dominio se le asigné un proceso, dicho proceso identificado con el rank obteni-
do de la sub-rutina MPI_Comm rank. Si pensamos que la divisién de dominios es tinicamente unidimensional,
entones a su vecino derecho le corresponde el identificador rank+1. De la misma manera, a su vecino izquierdo
le corresponde rank-1. De tal modo que al usar como parametro los identificadores correspondientes a sus veci-
nos, dicho pardmetro se vuelve un parametro “dindmico”. Para cada proceso que ejecute la sub-rutina de envio
de mensaje, el parametro tendra un valor distinto que sera correspondiente al proceso vecino de a quién se enviara.

A pesar de que la técnica anterior de programacion simplifica mucho la programacién del c6digo, atin hay que
considerar ciertos casos que pueden hacer que el programa no funcione correctamente. Para esto se implementan
otros indices que ayudan a localizar en dénde se encuentra el proceso asignado a un sub-dominio con respecto al
dominio global. Dado que el dominio es de forma rectangular, la malla aplicada es estructurada con rectangulos
del mismo tamarno, la asignacién de los procesos es de orden ascendente, primero a lo ancho y luego a lo largo.
Mas ain, se conoce el nimero de sub-dominios a lo ancho (numx) y el niimero de sub-dominios a lo largo (numy).

Asi

» Se puede conocer en que columna de sub-dominios se encuentra el proceso (idx) al obtener el valor del
identificador del proceso médulo 2 (idx = modulo(rank,numx)).

= Tgualmente se puede obtener en qué fila de sub-dominios se encuentra el proceso (idy) al aproximar al entero
inferior més cercano el resultado de dividir el valor de su identificador entre el nimero de sub-dominios a lo
ancho (idy = rank/numx).

En "Fortran 90” dado que los operadores estan definidos como INTEGER, automaticamente el valor toma
solo la parte entera, lo que resulta equivalente a obtener el entero inferior mas cercano. En el codigo de la Figura
3 se presenta la implementacién de la comunicacion a un programa con un dominio regular rectangular y mallado
estructurado.

SUBROUTINE edge_communication(B,My,Mx,newcolumn,rank,idy,idx, &
numy ,numx , count ,MPI_COMM_WORLD ,status ,ierr)

INTEGER, intent(in) :: rank,idy,idx,numy,numx,count,MPI_COMM_WORLD
INTEGER, intent(inout) :: status(*), ierr

real*8, intent(inout) :: B(My+2,Mx+2)

! Enviar

if (idx.ne.(numx-1)) then ! Lado derecho - borde derecho no envia

call MPI_Send(B(2,Mx+1), 1, newcolumn, rank+1l, count*4+1l, &
MPI_COMM_WORLD, ierr)
endif
if (idx.ne.0) then ! Lado izquierdo - borde izquierdo no envia
call MPI_Send(B(2,2), 1 , newcolumn, rank-1, count*4+2, &
MPI_COMM_WORLD, ierr)
endif
! Recibir
if (idx.ne.0) then ! Lado derecho - borde izquierdo no recibe
call MPI_Recv(B(2,1), 1, newcolumn, rank-1, countx4+1l, &
MPI_COMM_WORLD, status, ierr)
endif
if (idx.ne.(numx-1)) then ! Lado izquierdo - borde derecho no recibe
call MPI_Recv(B(2,Mx+2), 1, newcolumn, rank+l, count*4+2, &
MPI_COMM_WORLD, status, ierr)
endif

END SUBROUTINE

Figura 3: Cédigo correspondiente a la subrutina de comunicacién entre sub-dominios.
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4 Simulaciones Numéricas

En esta seccién se presentan las simulaciones numéricas usando el algoritmo propuesto en paralelo. Inicialmente
se propone un ejemplo donde se analiza el desempeno de la subdivision de dominios, la comunicacién y el manejo
de memoria. Posteriormente se analiza la solucién de la ecuaciéon de Poisson en 2D y su correspondiente desempeno
en paralelo. Los resultados son reportados usando una maquina estdndar de 20 cores 3.0 GHz Intel Xeon. Todos
los cédigos fueron implementados en el lenguaje ”Fortran 90”.

4.1. Ejemplo 1: Pruebas de desempeno

Con el objetivo de medir el desempefio del algoritmo en paralelo propuesto, se desarrollé este ejemplo que
consiste en aplicar un esquema en el que cada elemento es sustituido por el promedio de si mismo y sus cuatro
vecinos (superior, inferior, derecho e izquierdo). Dicho proceso es repetido 10 veces. La matriz global A(:,:) es
de dimensiones 4 x 232792562. Con este ntimero (equivalente a 20 -19-18-17-13-7- 11 -2 + 2) el dominio es
divisible exactamente por todos los enteros del 1 al 20. La suma del nimero 2 es porque al dividir el dominio no
se consideran los elementos del borde.

4.1.1. Prueba 1. Divisién en sub-dominios

En esta prueba el dominio inicamente es dividido a lo ancho, es decir, que los sub-dominios estédn tnicamen-
te uno a lado del otro, sin tener sub-dominios vecinos superiores e inferiores. De esta manera, cada procesador
Unicamente tiene que comunicar sus bordes a sus vecinos derecho e izquierdo, evitando asi el tener que crear
comunicaciones entre vecinos superiores e inferiores.

El tiempo de acceso a la memoria en ”Fortran” depende mucho del orden de acceso de los indices de una
matriz. Asi, puede haber diferencias de tiempo si se accede a elementos contiguos horizontales A(i, j) y A(i, j +1)
que a elementos contiguos verticales A(i,j) y A(i + 1, 7). Dado lo anterior, se realiz6 una segunda prueba invir-
tiendo las dimensiones de la matriz y dividiendo el dominio a lo vertical en lugar de a lo horizontal. La Figura 4
muestra las medianas de los tiempos de cémputo y de la eficiencia usando ambas configuraciones.

Tiempo de Ejecucion Eficiencia
80 T T T T T T T T 1.2 T T T T T T T T T
o) O Config. hor O Config. hor
70t *‘ *  Config. ver | 4 11F *  Config. ver | 4
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60 | 1 1
\ ® @
\ o
sof | 1 0.9F | 1
3 | g
k<3 \ ) * o
g4or | 1 o 08 o 1
] K 2 *
- *
301 \ 1 0.7} 1
\ Q 2
*
20t 1 0.6 08 1
No] ® * ¥
10f ~2% 8 4 e 2990991 05k oo .
e A o ©
0 . . . . . . . . . 0.4 . ) | I | | ) | \
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 o] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Num procesos Num procesos

Figura 4: Tiempo de ejecucién (en segundos) y eficiencia comparando la configuracién horizontal contra
configuracion vertical usando diferente niimero de procesos.

Se puede observar que la eficiencia tiende a alejarse del ideal mientras aumenta el nimero de procesos en
paralelo. Los tiempos de ejecucién de la configuracién vertical fueron reducidos en comparacién a los datos
obtenidos en la horizontal. Sin embargo, la mejora en la eficiencia no es consistente para todos los nimeros de
procesos. Mds atn, la caida de rendimiento en el algoritmo en ambos casos es més de lo que se espera. Aunque
los resultados no son mostrados aqui, los tiempos de comunicacién no varian se mantienen estables con el cambio
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del niimero de procesos. Por lo tanto, la comunicacién de los bordes no estd contribuyendo a reducir de manera
significativa el rendimiento del algoritmo.

4.1.2. Prueba 2. Mejoras en el acceso a memoria

Como mencionamos anteriormente, el orden de acceder a la memoria por medio de los indices de las matrices
en "Fortran” puede variar la velocidad de dicho acceso. Asi en esta segunda prueba se presentan los resultados
de cambiar el orden en como se ejecuta el esquema numérico, invirtiendo el orden de los indices de los ciclos do,
como se muestra en el extracto de los cédigos en las Figuras 5 y 6.

! Aplicando el esquema
do i=2,My+1
do j=2,Mx+1
C(i,j) = (B(i,j)+B(i-1,j)+B(i,j+1)+B(i+1,j)+B(i,j-1))/5.0d0
enddo
enddo
! Actualizando matrices locales
B(2:My+1,2:Mx+1) = C(2:My+1,2:Mx+1)

Figura 5: Cédigo de la configuracién del stencil original.

! Aplicando el esquema
do j=2,Mx+1
do i=2,My+1
C(i,3) = (B(i,3j)+B(i-1,3j)+B(i,j+1)+B(i+1,j)+B(i,j-1))/5.0d0
enddo
enddo
! Actualizando matrices locales
B(2:My+1,2:Mx+1) = C(2:My+1,2:Mx+1)

Figura 6: Cddigo de la configuracién del stencil con acceso invertido.

En el cédigo 5, siguiendo el orden de los ciclos do de la configuracion original, la matriz se recorre haciendo
barridos horizontales a través del indice j mientras avanza a lo vertical con el indice i después de cada barrido
horizontal. Dicha configuracién fue cambiada de tal manera que se invirtiera el orden del acceso, como se ve en el
cédigo 6. En dicho codigo se recorre la matriz haciendo barridos verticales a través del indice ¢ mientras avanza
a lo horizontal con el indice j después de cada barrido vertical.

Los resultados con estos cambios se presentan en la Figura 7. Se puede observar que el cambiar el orden de
acceso a la matriz al momento de aplicar el esquema numérico mejora significativamente el tiempo de ejecucion y
consecuentemente el "speed-up” y la eficiencia. También se puede observar que la configuracion vertical obtiene
mejores resultados consiguiendo hasta un 72 % de eficiencia para 20 procesos en paralelo, comparado con el primer
cédigo que se usé en el que sblo se obtuvo un 41 %, ver Figura 4.

4.1.3. Prueba 3. Implementacion de punteros

Aunque se logré mejorar, atin existe una caida significativa del rendimiento del algoritmo. Notar que en los
Codigos 5 y 6, después de aplicar el esquema numérico a la matriz B, es necesario actualizar dicha matriz. Una
matriz C' almacena temporalmente los nuevos resultados y posteriormente es copiada a B. Este proceso de ac-
tualizaciéon de la matriz local consume relativamente mucho tiempo, ya que los procesos de lectura y escritura
son procesos computacionales que se consideran “costosos”, ya que son lentos si los comparamos con los procesos
l6gico-aritméticos.

Para solucionar el problema planteado, se considerd hacer uso de punteros como medio alternativo para actua-
lizar las matrices locales luego de aplicar el esquema numérico. En ”Fortran”, el uso de punteros no supone mucha
complicacion, ya que basta con editar y agregar unas cuantas lineas para hacer uso de ellos. Como se observa en
el cédigo de la Figura 8, una vez declarados los punteros y las matrices locales B y C, sélo es necesario apuntar
con el puntero pB a la matriz local B y con el puntero pC a la matriz C'.
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Figura 7: ”Speed-up” y eficiencia de la configuracién vertical usando diferente niimero de procesos y cambiando
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el orden de acceso a la memoria (versién invertida)

DO count=1,10
!'Aplicando el esquema
do j=2,Mx+1
do i=2,My+1
pC(i,j) = (pB(i,j)+pB(i-1,j)+pB(i,j+1)+pB(i+1,j)+pB(i,j-1))/5.0d0
enddo
enddo
! Actualizando matrices locales y re-direccionando punteros
pSwap => pB
pB => pC
pC => pSwap

Figura 8: Cé6digo de la implementacién de punteros para actualizar matriz local.

20
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En la seccion del cédigo en el que se aplica el esquema, es necesario remplazar el uso de las matrices locales B
y C por sus respectivos punteros. De esta manera, la actualizacion de las matrices locales consistira en hacer que
los punteros pB y pC intercambien sus direcciones a las que apuntan. Para ello es necesario hacer que el puntero
pB apunte a lo que apuntaba pC y que el puntero pC apunte a lo que apuntaba pB, para este proceso es necesario
utilizar un puntero auxiliar, pSwap.

En la Tabla 1 se encuentran los mejores resultados obtenidos, los cuales se lograron con la configuracion vertical
y acceso a matriz con barridos horizontales. En la Figura 9 se observan los tiempos de ejecucién y la eficiencia, en
las que se aprecia el nivel de rendimiento obtenido de la configuracién vertical con acceso a la matriz por barridos
horizontales e implementando punteros. Notar que inclusive con 20 procesadores podemos obtener una eficiencia
de 97 %.

‘ Procesos | Tiempo(s) ‘ Speed-up ‘ Eficiencia ‘

1 58.173 1.000 1.000
2 29.199 1.992 0.996
3 19.590 2.969 0.989
4 14.572 3.991 0.997
5 11.766 4.943 0.988
6 9.846 5.908 0.984
7 8.433 6.897 0.985
8 7.404 7.856 0.982
9 6.608 8.802 0.978
10 6.030 9.647 0.964
11 5.499 10.577 0.961
12 5.040 11.542 0.961
13 4.710 12.349 0.949
14 4.362 13.336 0.952
15 4.188 13.890 0.926
16 3.766 15.445 0.965
17 3.818 15.235 0.896
18 3.476 16.731 0.929
19 3.471 16.759 0.882
20 2.975 19.547 0.977

Tabla 1: Datos obtenidos con configuracion vertical e implementando punteros.

4.2. Ejemplo 2: Soluciéon de la ecuacién de Poisson en paralelo

En este ejemplo se muestran los resultados obtenidos con el programa desarrollado para resolver sistemas
lineales por el método de Jacobi provenientes de la ecuacion de Poisson y el método de diferencias finitas aplicado
a un dominio rectangular con mallado estructurado. Considérese la ecuacién de Poisson en 2D dada por (1) donde
la solucion analitica y la funcién del lado derecho estan dadas por

p(x,y) = sin(2nz) sin(27y), y f(z,y) = —8n? sin(27x) sin(27y), (11)

respectivamente. Con estas funciones se aplican condiciones de frontera Dirichlet nulas sobre el dominio dado por

Q=(0,1) x (0,1).

Para esta prueba se eligié6 un mallado de dimensiones 362 x 362. Dicho tamano se escogié pensando en ge-
nerar un tiempo considerable de ejecuciéon y una malla que tenga una gran cantidad de divisores de manera
que, sin contar sus fronteras, es exactamente divisible entre la cantidad de procesos que se ejecuten en para-
lelo. Por tltimo se escogié una tolerancia de 1075 para determinar la condicién de paro del método iterativo.
En la Figura 10 se puede observar la solucién exacta y numérica, asi como los errores absolutos de este ejemplo.
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El algoritmo propuesto resuelve de manera correcta el problema y otorga una solucion precisa a la solucion exacta.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos de los tiempos de ejecucién logrados en las configura-
ciones con distintos nimero de procesos. Hay que recordar que la maxima eficiencia del programa se logra si la
dimensién de la malla (sin fronteras) es divisible exacto entre el nimero de procesos en paralelo ejecutédndose. El
mallado de 362 x 362 es divisible entre 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18 y 20. La Tabla 2 muestra la mediana de
los tiempos de ejecucion después de ejecutar varias veces el programa. Los resultados de ”"speed-up” y eficiencia
también pueden ser observados en sus representaciones grificas en la Figura 12.

‘ Procesos ‘ Tiempo(s) ‘ Speed-up ‘ Eficiencia ‘

1 198.256 1.000 1.000
2 102.978 1.925 0.962
3 68.377 2.899 0.966
4 50.172 3.951 0.987
5 41.049 4.829 0.965
6 33.978 5.834 0.972
8 25.112 7.894 0.986
9 22.041 8.994 0.999
10 20.177 9.825 0.982
12 17.763 11.160 0.930
15 13.689 14.482 0.965
18 11.323 17.508 0.972
20 10.289 19.268 0.963

Tabla 2: Eficiencia de la aproximacion de la ecuacién de Poisson en 2D con una malla de 362 x 362
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Figura 11: Tiempos de ejecucién usando diferente nimero de procesos.

Como se puede observar, los resultados muestran altos niveles de eficiencia. Por ejemplo, la menor eficiencia
del programa se obtiene usando 12 procesadores con un 93 %. Mds ain, todas las configuraciones mantienen un
nivel parecido de eficiencia, es decir, que no se logra apreciar una pérdida de rendimiento conforme més procesos
se ejecuten. Lo anterior da como consecuencia que se logre hasta un ”speed-up” de 19.2 con 20 procesos, muy
cercano a lo ideal que seria 20. En tiempos de cémputo reales, una simulacién en serie que duraba més de tres
minutos, puede ser ahora obtenida en tan sélo 10 segundos con la misma precision.

5 Conclusiones

En este trabajo se presenté el método iterativo de Jacobi en paralelo para resolver el sistema de ecuaciones
lineales resultante de discretizar la ecuacién de Poisson en 2D usando el método de diferencias finitas. Aunque este
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Figura 12: Rendimiento de la aproximacién de la ecuacién de Poisson en 2D empleando una malla de 362 x 362.

método tiene la desventaja de una lenta convergencia en comparacion con otros métodos iterativos mas avanzados,
el tiempo de ejecucién se compensa con la ficil implementacién del algoritmo en paralelo. Se plantearon varias
alternativas para implementar el algoritmo incluyendo diferentes opciones de acceso a la memoria. La configuracién
con pivotes mostro los resultados con mayor rendimiento. Se tuvo una eficiencia por arriba del 90 % y un ”speed-
up” de hasta 19.2 con 20 procesos en paralelo. En trabajos futuros se implementaran el mismo andlisis para
aproximaciones de la ecuacién de Poisson en 2D usando voliimenes finitos y mallados triangulares no estructurados.
También se implementard métodos iterativos con mayor velocidad de convergencia, lo cual ayudard a reducir ain
mas el tiempo de ejecucion de las simulaciones numéricas.
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Resumen

Exclusion allows reviewing and analyze situations of poverty, deprivation and inequality. Houghton and
Khandker (2009) consider poverty as the deprivation of well-being in a pronounced way and the lack of
adequate income to face education, health and safety needs; as well as access to the exercise of empowerment
and basic rights. In order to identify the level of poverty, the objective is to review elements of social exclusion
in the population and in particular of the elderly. Through two logistic models, which are supported by the
information of the ENIGH 2016, which differ in number of variables and have or not as heads of older adults,
it is sought to estimate the probability of being below the Welfare Line, in order to identify the level of poverty
in which the population is located. The models show that households where older people are more susceptible
to poverty.

Palabras Clave: Pobreza; Adulto mayor; Linea de bienestar-lb; Exclusién social

1 Introduccién

La exclusién y la pobreza estén ligadas por diversas razones, una de ellas es la propia estructura econdmica,
porque ésta elimina a las personas de diversos ambitos y con ello las excluye de las oportunidades para el desa-
rrollo. Ademéds, como mencionan Sabater y Giré (2015) la exclusién social es un proceso que no sélo afecta a
grupos predeterminados concretos, sino que aqueja a personas y colectivos. La exclusion social adquiere diversas
formas de manifestacién en funcién de grado de vulnerabilidad y el riesgo que presenten tanto las personas como
los colectivos, siempre transformandose en la forma de hacerlo, esto de acuerdo al grado de vulnerabilidad que
presentan de acuerdo a los riesgos que enfrentan.

Subirats, et al. (2005) seflalan que la exclusién social puede entenderse como una situacién concreta resultado
de la acumulacién, superposicién y/o combinacién de diversos factores de desventaja, y genera entre las personas
dificultad de acceder a los mecanismos de desarrollo personal, de insercién socio-comunitaria y sobre todo a los
sistemas de proteccion social.

Tezanos (1999, citados en Sdnchez et. al, 2013) agrega a la definicién anterior, el que la exclusién social en-
globa situaciones que “apartan” a las personas de la sociedad, como por ejemplo la marginacién en lo cultural
o en la vivienda; la pobreza, en el &mbito econémico; y generan enajenacion social por consecuencia de procesos
econdmicos, sociales que obstaculizan la manifestacién de las capacidades en todas las dreas de desarrollo de las
personas.

De acuerdo con Subirats (en Sabater, et al., 2015) la exclusién social tiene siete dimensiones, las cuales indica
que son: econdémica, laboral, formativa, socio-sanitaria, residencial, politica y contexto espacial. Dichas dimensio-
nes que se unen a ejes de desigualdad como el género, la edad, la raza/etnia y la clase social, (mencionado en
Sabater, et al., 2015). Ademds, la exclusién afecta a las personas en diversas dreas de su vida; dentro del &mbito
social, donde los lazos se destruyen y no se desarrollan las relaciones; en lo econémico, con salarios precarios,

32



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientificas y sus Aplicaciones
Afo VII, Nimero 7, Diciembre 2021

limitacion en el consumo y la generacion de pobreza; en lo politico, con desinterés hacia la participacién politica
) i

y sobre todo el impacto de la exclusion se aprecia en la educacion, en la salud, la vivienda, en el trabajo, entre

otras actividades de desarrollo humano.

De lo anterior se deduce que la pobreza se vincula con el aspecto econémico de la exclusiéon social. Por su
parte, a la pobreza se le conceptualiza como la carencia de recursos para cubrir las necesidades de subsistencia, no
es permanente, y por lo general, empeora y vulnera la calidad de vida de las personas. La pobreza es dindmica,
como lo es la sociedad, responde precisamente a los cambios que en ella se dan, afecta de acuerdo a diversos
ambitos de la vida e impacta diferencialmente en funcién de las necesidades del mercado y sobre todo responde
a la exclusién social, que en la sociedad se presenta hacia las personas de diversas edades y sexo.

La pobreza en las sociedades es estructural, es decir, responde al conjunto de las relaciones de produccién que
generan las desigualdades en la sociedad, que ademds se une a las caracteristicas de escasez de recursos y la forma
precaria del empleo. Cabe sefialar que la precariedad en el empleo se asocia con la inseguridad, la incertidumbre
y la falta de garantias econémicas y sociales minimas que garanticen la supervivencia de la persona o de la familia.

El enfoque econémico, es la concepcién que se estd dando a la pobreza en este trabajo, se caracteriza por
bajos niveles de salario o renta, muy poco consumo o gasto; pero en el mismo tenor, la pobreza también estd re-
lacionada con la falta de capacidades individuales para alcanzar un nivel basico de bienestar humanos, (Prialé, s.f.).

Hay que senalar que en este binomio exclusién-pobreza, también interviene un tercer elemento que es la inclu-
sién o insercién, conceptualizada como una serie de medidas politicas y de movilizacion de recursos para organizar
la incorporacién de personas, en este caso, al acceso de recursos.

La exclusién es concebida por la inclusion, porque en su cardcter multidimensional la exclusién genera si-
tuaciones complejas debido a las condiciones econdémicas adversas a los individuos; pero también se expresa en
desigualdades sociales debido a las pocas oportunidades econémicas. De esta forma el desempleo, ingresos reduci-
dos, generan situaciones criticas en la familia que las conduce a la ausencia de redes o a combinaciones de riesgos
que llevan a la ruina a la familia.

Garcfa, Malo y Rodriguez (en Pérez Moya, 2006) indican que se dan siete dmbitos donde las personas se
mueven de acuerdo a exclusién-pobreza-inclusion:

1. La erosion de las redes sociales;

2. Pobreza integrada!, donde las personas tienen bajos ingresos, pero redes sociales sélidas;

3. Pobreza econémica con erosién en las redes sociales no familiares;

4. La exclusion social, las personas sobreviven gracias a la economia sumergida®? y tienen problemas en las
redes sociales familiares;

5. La exclusién social severa en la que sobreviven gracias a la mendicidad y a actos delictivos.
6. La marginacién y muerte social de los individuos.

Las sociedades actuales siempre presentan un grado de exclusién, la cual se da en diversos niveles de afeccion,
Arroyo (2016) senala que la exclusién se presenta en tres niveles de acuerdo con la gravedad de la situacién de
las personas y el como éstas se recuperan, es decir, el grado de resiliencia. El primer nivel se muestra cuando
la persona se encuentra en pobreza extrema®, donde la vida de la persona esté en peligro; el segundo grado es
cuando las personas, aunque pueden provenir de la pobreza extrema, pueden corregir algunas caracteristicas de

!La pobreza integrada es la considerada como la que sufren las personas de forma endémica; se da en paises poco desarrollados.
Las personas que estan en esta categoria no estén estigmatizadas y se piensa que con el desarrollo econémico desaparece esta pobreza.

2Esta economia hace referencia a la economia ilegal, aunque también se incluye la economfa informal.

3Es breze segin CONEVAL d s de seis derecl ial inc 1 vz ducati i

star en pobreza extrema, segin , es cuando tres de seis derechos sociales se incumplen (rezago educativo, carencias

de alimentacién, de servicios de salud, de calidad y espacios de la vivienda, de servicios bésicos de la vivienda o de seguridad social)
y ademads, las personas tienen los ingresos por familia son menores a 1,060.24enzonasruralesol,A77.31 en las urbanas (a precios de
agosto de 2017).
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la pobreza, se diferencia de la de primer grado en la gravedad y en magnitud del riesgo para la supervivencia; de
acuerdo con Arrollo (2016) en este nivel se incluyen a los ancianos, los desempleados, los indigenas, los discapaci-
tados, los enfermos de SIDA, inmigrantes pobres, etcétera. Por tltimo, el tercer nivel es la exclusién en donde la
actitud y acciones del individuo rompen las reglas sociales, morales o legales, incluyen en este caso a los reclusos,
prostitutas, alcohdlicos, homosexuales, etcétera.

Estos niveles de exclusion se dan mas por la vulnerabilidad que ciertos grupos poblacionales presentan,
Herndndez (2008) senala que en los diversos 4&mbitos de la vida se tienen poblaciones que se vuelven mds suscep-
tibles a la exclusién: a) en el 4&mbito econdémico: personas en pobreza y precariedad relativa; b) en lo laboral: los
desempleados y aquellas personas que por sus capacidades les es diffcil ingresar al mercado laboral; ¢) en la parte
formativa: las personas analfabetas o aquellas que tienen un nivel bésico de instruccién, las personas discapacita-
das y a las que el sistema sanitario las vulnera; d) en el &mbito socio-sanitario: las personas drogodependientes y
con enfermedades relacionadas; e) en el d&mbito relacional, socio-sanitario y econdmico: las personas mayores; y f)
en los dmbitos relacional, residencial, econémico y ciudadania: personas sin casa y las que no pueden cubrir sus
necesidades basicas.

Por ello estudiar la exclusion y la pobreza en una poblacién especifica, resulta importante para determinar
algunos factores que pudieran incidir en reducir o, idealmente, eliminar estas vulnerabilidades, y sobre todo para
visibilizar una poblacién que necesita el actuar de politicas piiblicas orientadas a la dignificacién de su vida para
reducir los dos niveles de coexistencia pobreza y exclusién social.

2 Material y Método

Para este trabajo se utilizé la tabla de informacién llamada “concentradohogar” que tiene CONEVAL vincu-
lada a la Encuesta Nacional de Ingreso y Gasto en Hogares 2016. Esta tabla tiene 127 variables que se tomaron
de las otras tablas de la base de datos de la ENIGH 2016 y que el propio INEGI integra. Se concentra por hogar,
ingresos y gastos en toda modalidad posible, se emiten resultados trimestrales.

La variable dependiente fue el ingreso corriente que es considerado como la suma de los ingresos por trabajo,
los provenientes de rentas, de transferencias, de estimacion del alquiler y de otros ingresos. No se tomé tal cual, fue
transformada considerando la Linea de Bienestar (LB), que CONEVAL propone para la medicién de la pobreza.
Este consejo mide la pobreza a través de dos lineas de bienestar, la minima que equivale al valor de la canasta
alimentaria por persona al mes, y la linea de bienestar, que equivale al valor total de la canasta alimentaria y de
la canasta no alimentaria por persona al mes.

La variable de ingreso corriente, fue dividida entre 3 para tener el valor mensual, luego este valor se dividi6
entre el nimero de integrantes por hogar para obtener el ingreso de cada miembro de cada hogar. Para considerar
esta LB se tomé el valor de $2,686.2, con él se siguié el siguiente algoritmo, este valor de la canasta es referente
a peso de 2016 y el que da el porcentaje de pobreza que CONEVAL calcula:

Y linbie — 1 si ingreso corriente < $2,686.2

- ] 0 si ingreso corriente > $2,686.2
Es asi que se clasifican los hogares de acuerdo a los que estdn debajo de la linea de bienestar y los que se sittian
por arriba de la misma.

A continuacion, en el cuadro se muestran las variables que se escogieron de la tabla “concentradohogar” y que
se usaran en el modelo logistico para explicar la probabilidad de caer en pobreza. Las variables independientes
consideradas fueron:
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[ Nombre de la variable |

Descripcion

EST_SOCIO

Estrato socioeconémico que se refiere a la clasificaciéon de las viviendas del pais de
acuerdo a ciertas caracteristicas socioecondémicas de las personas que las habitan,
asi como caracteristicas fisicas y el equipamiento de las mismas expresadas por
medio de 24 indicadores construidos con informacién del Censo de Poblacién y
Vivienda 2010. Los cédigos corresponden a: 1 Bajo, 2 Medio bajo, 3 Medio alto
y 4 Alto

CLASE_HOGAR

Clase hogar que corresponde a la diferenciacién de los hogares a partir del tipo
de relacién consanguinea, legal, de afinidad o de costumbre entre el jefe(a) y
los otros integrantes del hogar, sin considerar a los trabajadores domésticos y a
los familiares de éstos ni a los huéspedes. Se clasifican en: 1 unipersonal: hogar
formado por una sola persona que es el jefe(a); 2 nuclear: hogar constituido por un
solo grupo familiar primario; 3 ampliado: hogar formado por el jefe(a) y su grupo
familiar primario méas otros grupos familiares u otros parientes; 4 compuesto:
hogar formado por un hogar nuclear o ampliado con personas sin parentesco con
el jefe(a); 5 corresidente: hogar formado por dos o més personas que no tienen
parentesco con el jefe(a).

SEXO_JEFE Distincién biolégica que clasifica al jefe del hogar en hombre o mujer. 1 Hombre
vy 2 Mujer.

EDAD_JEFE Anos transcurridos entre la fecha de nacimiento del jefe del hogar y la fecha de
la entrevista.

EDUCA_JEFE Educacion formal del jefe del hogar. Valor etiqueta: 01 Sin instruccién, 02 Prees-
colar, 03 Primaria incompleta, 04 Primaria completa, 05 Secundaria incompleta,
06 Secundaria completa, 07 Preparatoria incompleta, 08 Preparatoria completa,
09 Profesional incompleta, 10 Profesional completa, 11 Posgrado.

TOT_INTEG Numero de personas pertenecientes a este hogar, sin considerar a los trabajadores
domésticos y a los familiares de éstos ni a los huéspedes.

P65MAS Integrantes del hogar que tienen 65 o méds afios de edad.

PERC_OCUP Ntumero de personas perceptoras ocupadas que tienen trabajo y reciben ingreso
corriente monetario.

PERCEP_ING Numero de personas que perciben ingreso corriente monetario

TRANSFER Las transferencias son las entradas en efectivo o en especie recibidas por los inte-

grantes del hogar y por las cuales el proveedor o donante no demanda retribucién
de ninguna naturaleza

ESTIMA_ALQ

Estimacion del alquiler. Es el valor estimado del alquiler que habria de pagar en el
mercado por contar con un alojamiento del mismo tamano, calidad y ubicacién.
La realiza el propio informante con base en su apreciacién del valor de mercado
de la renta de su vivienda.

GASTO_MON Gasto corriente monetario. Es la suma de los gastos regulares que directamente
hacen los hogares en bienes y servicios para su consumo.
MENORES Integrantes menores. Integrantes del hogar que tienen 11 o menos {12 afios de

edad.

Para el modelo matematico se implement6 un diseno logistico, el cual se basa en encontrar una regresion:
/ . o
E (y|lx;) = Bo + B 1x; para X = x; , se considera p; la probabilidad cuando X = z; toma el valor 1, esto es:

E(yle:) =Py =1|z;) * 1+ P (y = 0lz;) x0 = p; = fo + 512

Esto indica que la prediccién de y; estima la probabilidad de que un individuo con caracteristicas definidas
por X = z; pertenezca a la poblacién correspondiente a y = 1.

Es importante garantizar que la respuesta prevista esté entre cero y uno. Esto se logra cuando p; = F (/30 —+ B/lwi)
1

, v obligando que F tenga esa propiedad, para lo cual se propone a F como la funcién logistica: p; = G 7))
Iqe \POTP 1T
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, considerando 1 — p;, tomando el cociente
queda:

121‘,» y renombrando al logaritmo de este cociente como ¢, el modelo
2

_ Pi ) N R
gi = log (1 —m) = log (e_(ﬁw,lxz)) = o+ B i

A este modelo lineal se le llama logit, la variable g representa en una escala logaritmica la diferencia entre las
probabilidades de pertenecer a ambas poblaciones.

Puede utilizarse como pardmetros e¢® y e llamados cociente de momios o cociente de probabilidades. Estos
valores indican cudnto se modifican las probabilidades por unidad de cambio en las variables X. De esta forma el
modelo queda: O; = lf—; = efoefi; extendiendo para el conjunto de las variables x, el modelo se expresa como:

0i= e T", ()"

Con este modelo logistico se medira la probabilidad de estar por abajo de la LB, ya que es el valor de 1 que
se le dio a la variable dependiente en la clasificacién de la tabla de datos de la ENIGH 2016.

3 Resultados

3.1. Modelo general

No. de observaciones: 65, 917; LRx%w) = 41,488.93; Prob > x? = 0.0000001; Log(verosimilitud) = —24, 940.45;
PseudoRR? = 0.4541.

Y_LB2016 B :’: Erree x P> 2] I""":‘;;;“’"‘
EST SOCIO 0503 0.605 0.010 -28 97 10.000 0585 0.626
CLASE_HOGAR 0.193 1213 0029 818| o000 1158 121
SEXO JEFE 0237 1267 0.033 896 10,000 1203 1334
EDAD JEFE 0003 0997 o001 278 0000 0995 0999
EDUCA_JEFE 0103 0902 0005 -1635| 0000 o089 0914
TOT INTEG 1124 30717 o041 8352  oovol 2996 3159
PESMAS 0207, 1230, 0033 755| 0000 1166 1298
PERCEP ING 0263 1301 0021 1617, 0000l 1260 1343
PERC_OCUPA 1133 0322 ooos| 5941 o000 0310, 0334
TRANSFER 000013| 099987 0000002 -5168) 0000 099986 099987
ESTIMA_ALQU | 000028) 099972| 0000005 5135\ 0000 099971 099973
GASTO MON -0.00008 099992 0.000001 -68.39 0,000 099991 099992
CONSTANTE 1406 4080 0342 1676) 0000  3462| 4809

Tabla 1: Resultados del modelo logistico, considerando 65,917 hogares y 12 variables independientes
Fuente: Obtenida por los autores usando la tabla concentrado hogar de CONEVAL y a través del paquete
estadistico STATA 12.

O, = 4.08*(.60555T -80CI0 5| 93| CLASE_HOGAR s | @ SEXO_JEFE % () gg7 EPAD _JEFE

0 902EDUCA7JEFE *3 077TOT71NTEG *1 23P65MAS *1 301PERCEP71NG *0 322PERC70CUPA

#(),9998FANSFER % () 99997 FSTIMA_ALOU () 999QQFASTO _MON

Este primer modelo senala que para estar por abajo o por arriba de la linea de bienestar, las 12 variables
consideradas en el modelo son altamente significantes, ya que el valor P > |z| es cero, lo que senala que las 12
variables explican la probabilidad de caer por abajo o encima de la linea de bienestar. Los cocientes de momios
de la tabla 1 cuantifican la participacién de cada variable a la probabilidad de caer por abajo o no de la linea de
bienestar.
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‘ Variables independientes ‘ I3

‘ Cociente de momios

Interpretacion

EST_SOCIO

-0.503

0.605

La variable estrato socioeconémico tiene un coefi-
ciente negativo, lo que indica que disminuye la pro-
babilidad de estar por debajo de la LB, por cada
nivel de cambio en el estrato socioeconémico, hacia
arriba, la disminucién es del orden de 0.5.

CLASE_HOGAR

0.193

1.213

La clase de hogar tiene signo positivo en su coefi-
ciente, por lo que aumenta la probabilidad de caer
por debajo de la LB, por cada unidad que aumente
en la clase de hogar el logit de estar por debajo de
LB aumenta 0.193.

SEXO_JEFE

0.237

1.267

La variable sexo del jefe del hogar aumenta (valor
positivo del coeficiente) el logit de estar por abajo
de la LB. Cambiar de jefe hombre a jefa mujer un
26 % la probabilidad de estar por debajo de la LB.

EDAD_JEFE

-0.003

0.997

Esta variable es negativa en 3 por lo que influye
disminuyendo la probabilidad de estar por debajo
de la LB.

EDUCA_JEFE

-0.103

0.902

El nivel educativo del jefe de familia presenta en 3
un signo negativo lo que influencia disminuyendo
la probabilidad de estar por debajo de la LB.

TOT_INTEG

1.124

3.077

El total de integrantes influye de manera positiva,
es decir, incrementa la probabilidad de estar por
debajo de la LB. Asf el riesgo de estar en pobreza
se triplica por cada una persona que aumente en
el hogar.

P65MAS

0.207

1.230

La poblacién de 65 anos o més influye de mane-
ra positiva, aumenta la probabilidad de caer por
debajo de la LB, asi por cada persona que aumen-
te en el hogar de esta edad, el riesgo de caer por
debajo de la LB es 0.23.

PERCEP_ING

0.263

1.301

El nimero de perceptores de ingresos en el ho-
gar influye de manera positiva, asi que por cada
aumento de un perceptor en el hogar aumenta la
probabilidad de estar por debajo de la LB.

PERC_OCUPA

-1.133

0.322

El nimero de perceptores ocupados disminuye la
probabilidad de estar por abajo de la LB.

TRANSFER

-0.00013

0.99987

Las transferencias de recursos influyen de manera
inversa a la probabilidad de estar por abajo de la
LB, pero como su coeficiente es casi cero, deja igual
la situacion de estar por arriba o por debajo de la
LB.

ESTIMA_ALQU

-0.00028

0.99972

La estimacion del gasto en el alquiler de vivienda
es negativa por lo que disminuye la probabilidad
de estar por debajo de la LB.

GASTO_MON

-0.00008

0.99992

La influencia de esta variable es inversa, asi que, a
un aumento del gasto monetario, disminuye la pro-
babilidad de caer por debajo de la linea de bienes-
tar.

Tabla 2: Interpretacién de cada variable al modelo general
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3.2. Modelo donde la jefatura es de AM (60 y mds anos) y los hogares tienen al
menos 1 AM

No. de observaciones = 12, 528; LRX(Q_Q) = §,421.47; Prob > x? = 0.0000;
Log(verosimilitud) = —4,451.14; PseudoR? = 0.4861.

Y_LEB 2016 B ;"""""" F‘“" x | S| “"""':l:;%“'i"“
EST_SOCIO -0546 0579 0025 1256 0.000 0532 0631
CLASE_HOGAR 0722 2058 0115 1293 0.000 1.845 2296
EDUCA JEFE -0.078 0925 0015 -4.79 0.000 0.896 0955
TOT_INTEG 1.026 2790 0138 2072 0.000 2532 3075
PESMAS 0613 1.846 0113 1005 0.000 1638 2081
PERCEP ING 0131 1.140 0.059 255 0.011 1.031 1261
PFERC_OCUFA -1.127 0324 0014 2512 0.000 0297 0354
TRANSFER -0.0002) 099980 0000006  -33.63 0.000) 099979 099981
ESTIMA_ALQU 00004 099960 0000137 2534 0000 099962 099968
GASTO_MON 00001 099990 0000004 2514 0.000) 099990 099991
MENORES 0253 1288 0.0 3.48 0.001 1117 1.486
CONSTANTE 1198 3314 0411 9.66 0.000 2599 4225

Tabla 3: Resultados del modelo logistico, considerando 12,528 hogares cuyo jefe de hogar es de 60 0 més anos
y al menos hay una persona mayor en el hogar, se consideran 9 variables independientes, ya que PERCEP_ING
no contribuye al modelo.

Fuente: Obtenida por los autores usando la tabla concentrado hogar de CONEVAL y a través del paquete
estadistico STATA 12.

O; =3.314 0.579EST,SOCIO * 2.058CLASE,HOGAR % 0.925EDUC‘A,JEFE ” 0.138TOTJNTEG*
1.846P6.SM'AS * 0.14PERCEPJNG * 0.324PERC,OCUPA % 0.9998TRANSFER * 0.9996ESTIIW/¢LALQU>,’<

0.9999GASTOJWON * 1.288;\1ENORES

. O,
P, = =
140,

Este modelo senala que para estar por abajo o por arriba de la linea de bienestar, las 11 variables consideradas
son altamente significantes, ya que el valor P > |z| es cero. Los cocientes de momios de la tabla 4 cuantifican la
participacion de cada variable a la probabilidad de caer por abajo o no de la linea de bienestar.
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‘ Variables independientes ‘ I3 ‘ Cociente de momios Interpretacién ‘
EST_SOCIO -0.546 0.579 La variable estrato socioeconémico presenta
un coeficiente negativo lo que significa que al
aumentar de estrato la probabilidad de estar
por debajo de la LB disminuye.
CLASE_HOGAR 0.722 2.058 La variable clase de hogar influye de manera
directa sobre estar debajo de la LB, es decir,
al aumentar el tipo de clase de hogar aumen-
ta la probabilidad de caer debajo de LB. Asi
el riesgo se duplica al cambio del tipo de ho-
gar.

EDUCA_JEFE -0.078 0.925 La educacion del jefe de familia influye de
manera negativa, es decir, al aumentar el ni-
vel educativo la probabilidad de estar debajo
de la LB disminuye.

TOT_INTEG 1.026 2.790 El total de integrantes es una variable de in-
fluencia positiva, al aumentar un integran-
te en la familia la probabilidad de estar por
debajo de la LB aumenta y el riesgo es del
doble.

P65MAS 0.613 1.846 Al aumentar una persona de 65 anos o mas
en el hogar aumenta la probabilidad de estar
por debajo de la LB.

PERCEP_ING 0.131 1.140 Si aumentan los perceptores de ingresos au-
menta la probabilidad de estar debajo de la
LB

PERC_OCUPA -1.127 0.324 Si aumentan los perceptores ocupados dismi-
nuye la probabilidad de estar por debajo de
la LB.

TRANSFER -0.0002 0.99980 Las transferencias tienen una influencia in-
versa en la probabilidad de estar por deba-
jo de LB, asf si aumentan las transferencias,
disminuye la posibilidad de estar debajo de
dicha linea.

ESTIMA_ALQU -0.0004 0.99960 La estimacidn del gasto en alquiler influye de
manera inversa a la posibilidad de estar por
debajo de la LB.

GASTO_MON -0.0001 0.99990 El gasto monetario tiene un comportamiento
parecido a la estimacién del gasto en alquiler
como de las transferencias.

MENORES 0.253 1.288 La variable "menores” al tener un coeficien-
te positivo influye directamente en la proba-
bilidad de caer por debajo de la LB, asi al
aumentar un menor en el hogar aumenta la
probabilidad de estar por debajo de la LB.

Tabla 4: Interpretacién de cada variable al modelo jefatura mayor o igual a 60 afios y al menos un AD en el
hogar

3.3. Comparacion de parametros de los dos modelos
Al obtener los dos modelos, a simple vista parecen semejantes, lo que implicaria que no hay diferencias entre

tener jefatura joven o vieja y considerar hogares de adultos mayores exclusivamente o compuestos. Es de esta
forma en la tabla 5 se muestra estas diferencias o semejanzas, cabe resaltar que el tener en el hogar adultos
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mayores es importante para estar por debajo de la LB, pero es més probable estar por debajo de dicha linea
en los hogares de adultos mayores y cuando hay méas de uno de ellos en él. Los gastos y las transferencias son
importantes en el hogar, en ambos modelos logisticos, pero no determinan estar por arriba o por debajo de la LB,
porque los cocientes de momios son materialmente uno.

Variables Modelo jefe 65 y +, Modelo general, todos . . o
. . Diferencias o similitudes
independientes con al menos un AM los hogares
Coeficiente | Cociente Coeficiente | Cociente
153 de momios | 3 de momios
EST_SOCIO 0.546 0.579 -0.503 0.605 En ambos modelos el signo de § es

negativo, influencia de manera inver-
sa por estar debajo de la LB. Los co-
cientes de momios son parecidos.
CLASE HOGAR 0.722 2.058 0.193 1.213 Tiene ( signo positivo para ambos
modelos, pero el riesgo de estar en
pobreza es mayor en el modelo de
jefe de 65 anos y mas.
EDUCA_JEFE -0.078 0.925 -0.103 0.902 En ambos modelos el signo de § es
negativo, influencia de manera inver-
sa por estar debajo de la LB. Los co-
cientes de momios son parecidos.
TOT_INTEG 1.026 2.790 1.124 3.077 Tiene [ signo positivo para ambos
modelos, pero el riesgo de estar en
pobreza es mayor en el modelo ge-
neral.

P65MAS 0.613 1.846 0.207 1.230 Tiene [ signo positivo para ambos
modelos, pero el riesgo de estar en
pobreza es mayor en el modelo de
jefe de 65 anos y maés.
PERCEP_ING 0.131 1.140 0.263 1.301 Tiene (8 signo positivo para ambos
modelos, pero el riesgo de estar en
pobreza es mayor en el modelo ge-
neral.

PERC_OCUPA -1.127 0.324 -1.133 0.322 En ambos modelos el signo de 5 es
negativo, influencia de manera inver-
sa por estar debajo de la LB. Los co-
cientes de momios son parecidos.
TRANSFER -0.0002 0.9998 -0.00013 0.99987 | En ambos modelos el signo de g es
negativo, influencia de manera inver-
sa por estar debajo de la LB. Los co-
cientes de momios son parecidos.
ESTIMA_ALQU -0.0004 0.9996 -0.00028 0.99972 | En ambos modelos el signo de [ es
negativo, influencia de manera inver-
sa por estar debajo de la LB. Los co-
cientes de momios son parecidos.
GASTO_MON -0.0001 0.9999 -0.00008 0.99992 | En ambos modelos el signo de § es
negativo, influencia de manera inver-
sa por estar debajo de la LB. Los co-
cientes de momios son parecidos.

Tabla 5: Comparaciones de los signos y valores de los pardmetros en los dos modelos logisticos
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3.4. Ejemplos de probabilidades

En la tabla 6 se muestran ejemplos usando el modelo general para calcular probabilidades de quedar debajo de
la LB, asf los dos primeros muestran un jefe de familia joven, pero uno es hombre y el otro es mujer, con un adulto
mayor en el hogar, cuatro integrantes, un perceptor de ingresos, con $3000 de gastos y con $500 de transferencias,
$2000 de gasto de alquiler de vivienda y estrato socioeconémico bajo; se observa que en el caso de la jefatura
masculina, la probabilidad de estar por abajo de la LB es de 0.9743, mientras que si la jefatura es femenina
esa misma probabilidad es 0.9796. Al cambiar la edad del jefe de familia (65 afios de edad) y considerando los
mismos supuestos de los ejemplos anteriores, la probabilidad de estar por arriba de la LB con la caracteristica de
que el jefe de familia es hombre de 65 anos es 0.9720; mientras que, si es mujer de 65 anos la jefa de familia, la
probabilidad es .9778. Cuando se aumenta el nivel escolar del jefe de familia, se sube de estrato socioeconémico,
se tiene propiedad de la vivienda y se disminuyen los integrantes de los hogares las probabilidades de caer por
debajo de la LB disminuyen considerablemente.

YIBWUMadee | 5 | 5 | x| 5 | 5| 5 | x| x
gemeral A B C D E F G H

EST_SOCIO 1 1 1 1 3 3 3 3
CLASE. BOGAR 2 2 2 2 2 2 2 2
SEX0 JEFE 0 1 0 1 0 1 0 1
EDAD JEFE 35 35 65 65 35 35 65 65
EDUCA._JEFE. 5 5 5 5 9 9 9 9
TOT_INTEG 4 4 4 4 2 2 2 2
PESMAS 1 1 1 1 0 0 1 1
PERCEP ING 1 1 1 1 1 1 1 1
PERC_OCUPA 1 1 1 1 1 1 1 1
TRANSFER soo|  soo|  s00] 500 0 0| 500 500
ESTIMA ALQU 20000 20000 2000 2000 0 0 0 0
GASTO MON 3000) 3000 3000 3000 3000 3000 3000 3000
CONSTANTE 1 1 1 1 1 1 1 1
Probabilidad de estar | , o743 | § 9706 | 0.9720 | 0.9778 | 0.5061 | 0.6515 | 0.6085 | 0.6632
por debajo de la LB

Tabla 6: Ejemplos de célculos de probabilidades de estar por abajo de la LB del modelo general

En la tabla 7 se muestran 4 ejemplos del modelo donde sélo se consideré hogares donde el jefe de familia tiene
60 o mas anos y en el hogar existe al menos una persona mayor; asi cuando se tienen las mismas caracteristicas
del modelo general donde el jefe de familia es hombre de 60 afios y maés, variaciéon de integrantes del hogar, con
un o dos adultos mayores, gastos de $3000 y $500 o $1000 de transferencias y tener o no propiedad de la vivienda,
la probabilidad de estar por debajo de la LB es en promedio mayor que en los hogares con jefe joven.
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Y LE2WLMedee | 4 | 5 | % | x| 5 | x5 | 5 | %
gemeral A B C D E F G H

EST _SOCIO 1 1 1 1 3 3 3
CLASFE, HOGAR 2 2 2 2 2 2 2 2
SEXO JEFE 0 1 0 1 0 1 0
EDAD JEFE 35 35 65 65 35 35 65 65
EDUCA._JEFE. 5 5 5 5 9 9 9 9
TOT_INTEG 4 4 4 4 2 2 2 2
PeSMAS 1 1 1 1 0 0 1 1
PERCEP ING 1 1 1 1 1 1 1 1
PERC OCUPA 1 1 1 1 1 1 1 1
TRANSFER so0  so0|  so0] 500 0 0| 500 s00
ESTIMA ALQU 20000 2000 2000 2000 0 0 0 0
GASTO MON 3000| 3000 3000 3000 3000 3000 3000 3000
CONSTANTE 1 1 1 1 1 1 1 1
Probabilidad de estar | , o743 | § 9706 | 0.9720 | 0.9778 | 0.5961 | 0.6515 | 0.6085 | 0.6632
por debajo dela LB

Tabla 7: Ejemplos de célculos de probabilidades de estar por debajo de la LB del modelo con jefatura de
personas con 60 anos y mas y en el hogar al menos un adulto mayor

4 Conclusién

El binomio exclusién-pobreza de la poblacién adulta mayor que Herndndez (2008) clasifica en el &mbito de la
exclusion en relacional, socio-sanitario y econémico, es decir, tres dreas que hacen mas vulnerables a esta pobla-
cién. Asi en el &mbito relacional intervienen el deterioro de las redes familiares (donde hay cuadros de violencia o
de conflictos), escasez de las redes (hogares de una sola persona), rechazo o estigmatizacién social (en la vejez la
incapacidad, la dependencia); en el drea socio-sanitaria que implica el no acceso al sistema, adicciones y enferme-
dades de alto costo, enfermedades infecciosas, enfermedades mentales, cronicas, degenerativas y las que provocan
gran dependencia; por iltimo el &mbito econémico que trae consigo la propia pobreza, las dificultades financieras,
la dependencia a las prestaciones sociales o bien la desproteccién social.

Este binomio pobreza-exclusion se sustenta en todas las poblaciones en lo cultural, econémico y social, donde
los ejes de la desigualdad son el género, la edad, la etnia y la clase social. En este trabajo revisar la exclusion
por edad es importante porque en las personas mayores de antemano se establece una desigualdad en la sociedad,
cuando ya no es posible contratar a las personas en el mercado laboral y por tanto son excluidos de cualquier
beneficio econémico que implica el trabajo. Por otra parte, a determinada edad, el abandono, la orfandad de
amigos y familiares sitiian a las personas mayores en un aislamiento que los conduce a ser una poblacién fragil y
vulnerable, si ademds se junta que en edades mayores a los 70 las enfermedades de alto impacto econdémico son
recurrentes y son el pan nuestro de cada dia, la segregacién de estas personas es mayor.

Arroyo (2016) seniala que ademés a lo anterior hay que agregar que la exclusién social tiene mucho que ver con
los territorios, donde condiciones como las ambientales, las sociales, las culturales y hasta las politicas influyen en
que los grupos sociales sean excluidos de manera diferenciada, no es lo mismo ser adulto mayor urbano con fami-
liares y redes de amigos, que ser indigena adulto mayor, monolingiie, sin familiares y vivir en comunidades aisladas.

Estudios muestran que hay variables de exclusion que estan fuertemente relacionadas con la pobreza, la dindmi-
ca del mercado donde la edad es una variable importante para discriminar a las personas; la rotacion en el empleo
debido a las caracteristicas macroecondémicas o bien por el género, donde las mujeres por su papel de cuidadoras
tienen que abandonar los empleos, el nimero de hijos en los hogares puede llevar a caer en un circulo vicioso
de la pobreza y sobre todo residir en zonas rurales, media urbana o urbana puede hacer la diferencia en la pobreza.
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El PNUD (2016) senala que aunado a lo anterior las trayectorias familiares son esenciales para la exclusién-
pobreza, asi como los problemas de salud; pone especial cuidado en la poblacién indigena o afrodescendiente,
donde la probabilidad de salir de la pobreza de ingresos esté sujeta a esa condicién étnica — racial.

Tener bienes duraderos que sirven para tener efectivo ante las contingencias o como sistema de proteccién
social permite a las familias salir de la pobreza; al igual si el jefe de familia tiene empleo formal. PNUD (2016)
agrega, que no solo el problema econémico incide en la pobreza, factores demograficos y educativos son muy
importantes, ya que pueden generar grandes desigualdades que no les permite a las personas acceder a un mejor
trabajo o a que éste se encuentre en el mercado formal. El empleo formal genera mecanismos de proteccién social
que evitan un retroceso en el bienestar econémico de las personas.

Segun datos de CONEVAL (2016) 53.4 millones de personas (43.6 %) en México en el afio 2016 se encon-
traban en pobreza y 9.4 millones (7.6 %) estaban considerados en la pobreza extrema, varios de los factores ya
mencionados son los que influyen para que las personas permanezcan en la situacién de pobreza o bien caigan en
ella. El mismo CONEVAL (2016) sefiala que una desigualdad importante en el pafs, es la pobreza en los hogares
encabezados por mujeres porque se asocian a vulnerabilidad sociodemogréfica, porque tienen mayor nimero de
ninos y adultos mayores, poblaciones fragiles y sesgadas enfocadas a la exclusion. Es importante senalar que la
jefatura del hogar, la composicién, el ingreso, la educacién, la salud, la vivienda y la seguridad social son elementos
importantes para analizar al binomio pobreza — exclusién.

En los estudios de pobreza en Espaifia, que realiza Llano (2016), proporciona elementos importantes que pueden
extenderse a varios pafses en el mundo: los hombres en jefatura tienen més altas tasas de pobreza (22.5, en 2015
comparado con 21.8% para las mujeres), la pobreza es significativa en la poblacién con menor nivel de estudios
(29.9 % tienen el primer nivel de secundaria), 44.8 % de los desempleados y 21 % de los inactivos caen en esta
situacion, el 13% de las familias monoparentales son las que presentan pobreza.

Considerando estos resultados se elaboraron dos modelos logisticos teniendo como respuesta el estar por abajo
de la LB y como variables independientes el sexo de la jefatura, la edad del jefe de familia, el niimero de integrantes
del hogar, los que tienen 65 y mds anos, el nimero de ocupados, el gasto total, las transferencias, el total de per-
ceptores en el hogar, el estrato socioeconémico, el tipo de hogar, tener menores en el hogar y el nivel educativo de
los jefes de familia. Los dos modelos se hicieron para comparar hogares en general y hogares de adultos mayores.
Los resultados muestran lo que se sabe de la pobreza-exclusién, esas variables son muy importantes para calcular
la probabilidad de estar por arriba de la LB, efectivamente hay diferenciales por ser jefe de familia hombre o
mujer, tener adultos mayores en el hogar o ser jefe adulo mayor, a medida que hay mayor niimero de perceptores
de ingresos, la probabilidad de estar por arriba de la LB.

Con los ejemplos que se calcularon a través de los dos modelos logisticos, puede apreciarse que los hogares de
los adultos mayores tienen mayor probabilidad de caer por debajo de la LB, efectivamente la jefatura del adulto
mayor y con mayor numero de personas mayores en el hogar sitiian a estos hogares en gran vulnerabilidad y
mayor exclusién.
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Resumen

En este trabajo presentamos un andlisis del flujo vehicular para un conjunto de 32 ejes viales principales
dentro la Ciudad de México basado en la implementacién de un proceso estocédstico de cadenas de Markov
discretas (CMD) definido sobre el grafo G de la red vial que constituyen los ejes viales y sus intersecciones.
En particular, y basados en informacién estadistica del INEGI determinamos la matriz de probabilidad de
transiciéon P, la matriz de primer visita promedio (mean first passage time) M y la constante de Kemeny
K, las cuales nos permiten establecer un andlisis cuantitativo de la dindmica de la red. Con base en esta
informacién, analizaremos el promedio del flujo vehicular tanto en la red completa como en los ejes viales
principales. Asimismo, utilizaremos este formalismo para explorar el impacto que tiene el cierre de un eje vial
particular n' dentro de la red sobre el flujo en los demés ejes viales y sobre el flujo vehicular global.

Palabras Clave: Teoria de Grafos; matriz de probabilidad de transicién; vector de distribucién de probabilidad
estacionaria; matriz de primer visita promedio; constante de Kemeny

1 Introduccién

El trafico vehicular es uno de los problemas més importantes que enfrentan actualmente las grandes urbes en
funcién del nimero creciente de vehiculos que circulan y del limitado espacio existente [13]. Los efectos producidos
por el incremento del flujo vehicular van maés alla del impacto econdémico, alcanzando la esfera social, el medio
ambiente y la calidad de vida de los habitantes en si misma [6]. Por tanto, cada vez es mds necesario contar con
herramientas formales y cuantitativas que permitan el disefio de redes de flujo vehicular (avenidas, ciclovias, siste-
mas de transporte piblico) que permitan una comunicaciéon mas eficiente y efectiva entre los distintos puntos de
una ciudad [19]. Esta no es una preocupacion reciente. Los primeros estudios sobre el trafico vehicular se remontan
a la década de 1930-1940 con los trabajos de B D Greenshield, quien aplicé por primera vez métodos fotogréficos
y mateméticos para la medicién de diferentes variables relacionadas con el trafico vehicular y la descripcion de su
comportamiento [12].

Diferentes modelos matemédticos se han aplicado para analizar el problema del transporte eficiente y del flujo
vehicular en redes urbanas. Dependiendo del nivel de detalle, los modelos de tréfico vehicular generalmente se
clasifican como microscépicos, mesoscépicos y macroscopicos [16]. Existen modelos matemadticos basados en ecua-
ciones diferenciales parciales (EDP) [8], autématas celulares (AC) [1], modelos basados en agentes [10], ecuaciones
diferenciales estocdsticas, entre otros. En este trabajo abordaremos el andlisis del flujo vehicular mediante el for-
malismo de los procesos estocdsticos en tiempo discreto. Mdas especificamente, definiremos una cadena de Markov
discreta ( CMD) sobre un grafo dual G el cual representard la dindmica del flujo vehicular a tiempo discreto sobre
un conjunto de nodos {n;} y enlaces {e;} los cuales representan a los ejes viales y sus intersecciones. Basaremos
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este andlisis en el trabajo de Crisostomi et al [9], en donde se discute ampliamente las ventajas del enfoque Mar-
koviano para este tipo de andlisis. Tal como mostraremos en este trabajo, el enfoque estocastico mediante CMD
nos permitird extraer informacién relevante de conectividad y flujo dentro de la red [27, 25].

En este trabajo se analizard el conjunto de 32 ejes viales principales de la Ciudad de México, el cual en conjunto
con sus intersecciones conforma un grafo dual G. A partir de este grafo dual, definimos un proceso estocastico de
tipo cadena de Markov a tiempo discreto con matriz de probabilidad P. Para determinar los elementos p;; de la
matriz P utilizaremos informacién estadistica obtenida a partir de las matrices origen destino (OD) del INEGI
y la Secretarfa de Movilidad de la Ciudad de México [2]. Con esta informacién evaluaremos tanto el vector de
distribucién de probabilidad estacionaria 7 de la cadena de Markov como la matriz de primer visita promedio M y
la constante de Kemeny K. Las cadenas de Markov constituyen uno de los formalismos estocasticos mas utilizados
en la modelacién de un proceso probabilistico[21]. En esencia, este tipo de procesos estocdsticos establece que el
estado actual del proceso sélo depende del resultado inmediato anterior y no del conjunto de estados previos [5].
La propiedad de Markov menciona que la distribuciéon de probabilidad del valor futuro de una variable aleatoria
depende tinicamente de su valor presente, siendo independiente de la historia de dicha variable, por lo que podemos
expresarla como:

P (XolX,) 1)

es decir, sélo depende del valor de la variable estocéstica en el paso inmediato anterior. Tal proceso se denomina
proceso de Markov o cadena de Markov discreta (CMD) y fue propuesto por Andrei Markov .

Este trabajo se presenta de la siguiente manera. En la Seccion II discutiremos los elementos basicos de la
teoria de los procesos de Markov discretos. A continuacién presentaremos la aplicacién de estos resultados a la
red de 32 ejes viales principales de la Ciudad de México. Posteriormente efectuaremos un andlisis cuantitativo
detallado de las cantidades mencionadas previamente y analizaremos el impacto del cierre de un eje vial dado
a la circulacién mediante el uso del bloqueo de un eje vial nf dentro de la red y el calculo de este efecto en las
cantidades anteriormente descritas. Finalmente presentaremos un conjunto de conclusiones y perspectivas que
pueden considerarse en un andlisis posterior a futuro de este trabajo.

2 Cadenas de Markov discretas. Un proceso estocastico clasico

En este trabajo representaremos la conectividad de los ejes viales bajo consideracién y el tréafico vehicular
dentro de la Ciudad de México mediante una cadena de Markov discreta (CMD). Una CMD representa un
proceso estocdstico discreto definido por un conjunto de estados {S;}, para los cuales existe una probabilidad
de transicién p;; de pasar del estado S; al estado S;. Esta probabilidad p;; cumple la propiedad de Markov la
cual establece que si el estado S, al tiempo n y el conjunto de estados discretos a tiempos previos Sy, ..., Sp—1
son conocidos, la probabilidad del estado futuro S,.; no depende de los estados anteriores Sy, ..., S,_1, sino solo
depende del estado actual S,. Esto es, [26]:

P(Sn+1 :5n+1|sl :517S2 :527~~~,Sn:5n) (2)

=P (SnJrl = 57L+1‘Sn = Sn)

la Figura (1) muestra una representacién de una cadena de Markov discreta con un conjunto de estados dado por el
conjunto {Si, S, 53,54} con probabilidades de transicién p;; determinadas. Una CMD estd por tanto determinada
por una matriz de tamafo N x N llamada matriz de probabilidades de transicién P cuyas entradas p;; denotan
la probabilidad de pasar del estado S; al estado .S; en una unidad de tiempo dada. Esto es,

P1r P12 P13
P21 P22 P23 .-
L P31 P32 P33 .- (3)

Los elementos p;; satisfacen que p;; >0y > ;pij = 1. Es decir, las filas de la matriz P suman la unidad.
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Figura 1: Representacion de una cadena de Markov con espacio de estados S1, Ss, S5y Sy para los cuales existe
una probabilidad de transicién probabilidad p;; de que el estado S; pueda pasar al estado S;. Adicionalmente,
dentro de una cadena de Markov pueden existir loops en los cuales puede existir una probabilidad de transicién
pi # 0, tal como se muestra en la representacion.

Dada la matriz de probabilidades estacionarias P determinaremos el vector 7 de distribucion de probabilidad
estacionaria, @ = {7, ..., 7y} el cual es una distribucién de probabilidad invariante para una cadena de Markov
con matriz de probabilidades de transicién P = {p;;} si cumple que [7]:

Ty = Z TiDij 4)

Lo anterior es equivalente a 7 = 7 - P y significa que si una variable aleatoria inicial X tiene una distribucion

7 entonces la distribucién de X, también es m, es decir, esta distribucién no cambia con el paso del tiempo [18].

Para CMD ergddicas, i.e, aquellas en las que es posible alcanzar cualquier estado S, en un nimero finito de pasos,
determinamos la matriz W y la matriz fundamental Z dadas por

lim P" = W ()

n—00

donde W es una matriz con todas sus filas idénticas al vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7
discutido anteriormente. La matriz fundamental Z de esta CMD ergédica estd dada por [22]

Z=1-P+W)"' (6)

donde I es la matriz identidad, P la matriz de probabilidades de transicién y W la matriz discutida anterior-
mente. Es importante mencionar que la matriz fundamental Z para cadenas ergddicas desempefia un papel muy
importante, pues puede usarse para identificar un conjunto de pardmetros relevantes, como la matriz de primer
visita promedio (mean first passage time matriz, en inglés) [23], la cual nos serd fundamental en este trabajo como
una cantidad relevante para calcular la relevancia de los distintos ejes viales de la Ciudad de México.

La matriz de primer visita promedio, en inglés (MFPT) denotada como M;;, es el niimero promedio de pasos
para llegar por primera vez al estado S; partiendo de S;. Se puede calcular de acuerdo con la siguiente expresién:

7,7, ..
My =—+=—=  i#] (7)
T
donde la diagonal M;; = 0 con i = 1,..., N de acuerdo a la definicién dada. Sin embargo, es posible extender

esta definicion para incluir los elementos diagonales de M. Con esa generalizacién, los elementos diagonales son
inversamente proporcionales a los tiempos de recurrencia ;. Esto es, M;; = r;’! [24]. Finalmente, en este trabajo
calcularemos también la constante de Kemeny, la cual nos permite cuantificar la eficiencia de flujo de informacién
dentro de la red, de acuerdo a [17]:

K=Y My ®)
j=1
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donde hemos tomando la convencién de M;; = 0, la constante K es la suma de las entradas del vector de tamano
32 x 1 que resulta del producto de la matriz M;; por el vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7;.
La constante de Kemeny proporciona una cantidad interesante para las cadenas finitas de Markov ergédicas, que
es independiente del estado inicial de la cadena de Markov como se puede ver en [17]. Por lo tanto, la constante
de Kemeny es una medida intrinseca para este proceso estocastico, y si la matriz de transiciéon P tiene valores
propios A; = 1, A9, A3, ..., A, entonces otra forma de calcular K es:

Moo
k=3t (©)
j=2

donde la suma inicia en el indice j = 2. La ecuacién (9) enfatiza el hecho de que K solo depende en realidad de
P y que aumenta si uno o més valores propios de P es real y cercano a 1. [17].

3 Aplicaciones a redes de transporte. Caso de la Ciudad de México

Con base en las herramientas anteriores, definiremos una cadena de Markov discreta (CMD) para analizar
cuantitativamente las propiedades del flujo de tréfico dentro de un conjunto de ejes viales de la Ciudad de
México. Para ello, seleccionaremos un conjunto de avenidas o ejes viales principales y sus respectivos puntos de
cruce como los elementos del grafo GG. En esta representacién G, a la cual definimos como grafo primario, las
intersecciones son los nodos de la red y los enlaces son los ejes viales mismos. Para este grafo G se define el grafo
dual G como aquel en el cual los nodos serdn ahora los ejes viales y las intersecciones de los ejes viales corresponden
a los enlaces del grafo G. Esto es, los enlaces e; y los nodos n; intercambian su papel [4]. La Figura (2) muestra
la red de ejes viales de la Ciudad de México que analizaremos en este trabajo, la cual consta de los 32 principales
ejes viales de la Ciudad de México [14].
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Figura 2: Mapa vial de la Ciudad de México en donde se muestra los 32 principales ejes viales de la ciudad.

El flujo vehicular, es decir, el nimero de vehiculos que circulan en los ejes principales es informacién no
facilmente accesible. Sin embargo, es factible conocer datos estadisticos a partir de la informacién en las bases
de datos del INEGI (Instituto Nacional de Estadistica, Geografia e Informdtica) [15]. Para determinar la matriz
P se requiere conocer el nimero total de viajes V;; que parten del eje vial E; y se dirigen al eje vial E;. Esto es
una cantidad compleja de determinar, sin embargo, se considerara la informacién disponible para una ventana
de tiempo y espacio restringido. En este caso, consideraremos inicialmente un dia en particular de la semana
durante un lapso de tiempo de 2 horas, especificamente consideramos una ventana temporal entre 8 y 10 horas
de la mafiana. Por tanto entonces, la probabilidad p;; se determina por

‘/;.

Pij = S (10)
! Z]‘:1 Vij
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11

cje vial] _ Eje vial N.eje vial| _Eje vial
1| Eje central 17 Eje 4A norte
2 | Eje Loriente 8 Eje 5 norte
3 | Eje 2 oriente 0 Eje 6 norte
7| Eje 3 oriente 20 Eje 1 sur
5 | Eje 4 oriente 21 Eje 1A sur
6 | Eje 5 oriente 2 Eje 2 sur
7 | Eie L ponente |23 Eje 2A sur
8 | Eje 2 poniente | 24 Eje 3 sur
O | Eje 3 poniente | 25 Eje 4 sur
10 | Eje 4 poniente |26 Eje 5 sur
11| Eje 5 poniente | 27 Eje 6 sur
12| Eje L norte 28 Eje 7 sur
13| Eje 2 norte 29 Eje 7A sur
14| Eje 3 norte 30 Eje 8 sur
15| Eje 3A norte 31 Eje 0 sur
16| Eje 4 norte 32 Eje 10 sur

(b)

Figura 3: Representacién del grafo dual G para el conjunto de 32 ejes viales principales y sus intersecciones
en la Ciudad de México. En el lado izquierdo se muestra la representaciéon de G’ asociado a la matriz de
adyacencia correspondiente. En la parte derecha se muestra una tabla de referencia que permite identificar el
nimero del nodo n; con el eje vial correspondiente.

donde p;; son las entradas de la matriz de probabilidad de transicién. Con esta informacién es posible determinar
P y el grafo correspondiente, el cual se muestra en la Figura (3).

A partir de esta informacion, determinamos el vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7, el cual
nos indica el estado de equilibrio de la cadena de Markov definida sobre la red. La figura (4) muestra el vector de
distribucién de probabilidad estacionaria 7 en funcién del nodo, es decir, de los ejes viales considerados. El vector
de distribucién de probabilidad estacionaria 7 indica aquellos ejes viales con mayor probabilidad de ocupacién
para un dia particular de la semana, en un horario de 8 a 10 horas de la manana. Los ejes viales que muestran
una mayor probabilidad de ocupacién, a tiempos largos de evolucion de la CMD son los correspondientes a los
ejes viales 1, 22, 4, 30 y 2, correspondientes al eje Central, eje 2 sur, eje 3 oriente, eje 8 sur y eje 1 oriente.

Uno de los objetivos centrales de este trabajo es determinar la matriz de primer visita promedio, (mean first
passage time) M = {M;,;} la cual nos indica, en promedio, el nimero de pasos requerido para pasar de un nodo
n; a un nodo n; dentro de la red. En este caso, dado que el conjunto de nodos ny, se refiere a los ejes viales en
cuestion, el elemento M;; se refiere al tiempo promedio, considerando todas las rutas posibles, en el cual partiendo
del eje vial ¢ se alcanza el eje vial j por primera vez. Es fundamental considerar que este tiempo (o nimero de
pasos) se refiere a la primera vez que se alcanza el nodo n; dentro de la red. En principio es perfectamente posible
construir trayectorias que lleguen a n; muchas mas de una vez, pero no son las que se consideran en el proceso
estocastico aqui descrito.

La figura (5) muestra una representacién tridimensional de M, en donde los ejes x e y representan los ejes
viales de origen y destino, mientras que el eje z se refiere al valor correspondiente de M;;. Los valores méds grandes
de las entradas M;; representan los tiempos promedio mas grandes de recorrido entre dos ejes viales determinados.

Finalmente, se ha determinado también la llamada constante de Kemeny K, la cual en teoria de grafos corres-
ponde al ntimero de pasos promedio requeridos para alcanzar cualquier nodo n; dentro de la red a partir de un
nodo inicial n;. Interesantemente y como ha sido demostrado, el valor de la constante de Kemeny no depende de
que nodo n; se elija [11, 23]. En la literatura se ha utilizado como una medida de la eficacia de la red, pues redes
caracterizadas por pequenos valores en la constante de Kemeny generalmente tienen un mayor grado de eficiencia
[11]. Para nuestro caso, el valor calculado es K = 34.4376, el cual es un indicador de desempetio vial de la red en
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Figura 4: Vector de distribucién de probabilidad estacionaria correspondiente 7 de la red de ejes viales de la
CDMX calculada mediante la ecuacién (4) en donde @ = 7 - P, contiene informacién de la probabilidad de
ocupacién de cada eje vial.

2008
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Figura 5: Representacion de la matriz de primer visita promedio M correspondientes a la red de ejes viales
considerados de la Ciudad de México. Los ejes x e y contienen los ejes viales de origen y destino, mientras
que el eje z representa el tiempo promedio de primera visita.

general. Para comprender mejor el significado de K considere un conductor al azar que se mueve dentro de la red
de acuerdo a las probabilidades de transicién p;; dadas de la matriz P. En algin momento, nuestro conductor estd
perdido y no sabe el estado (eje vial) en que se encuentra y hacia dénde se dirige. En este contexto, la constante
de Kemeny puede interpretarse como el niimero promedio de pasos que seguira el conductor al azar antes de llegar
a su destino [20].
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Figura 6: Vector de distribucién de probabilidad estacionaria de ocupacién 7* para 10 diferentes redes viales,
considerando en cada caso el cierre de un eje vial en particular, es decir, n}\ el nodo asociado al eje vial
que se encuentra bloqueado o inaccesible al flujo vehicular Panel(a). En la derecha, se muestra el vector de
distribucién de probabilidad estacionaria @ para la red original en donde todos los ejes viales estan abiertos
para la circulacién.

3.1. Identificacién de ejes viales importantes

Una pregunta interesante en el diseno de redes viales es, qué le sucede a la red con respecto a las ocupaciones
de los ejes viales y el tiempo promedio dentro de ella [3]. En particular, un tema central que discutiremos aquf
es tratar de estimar que sucede cuando uno de los ejes viales se cierra o es bloqueado al flujo vehicular, debido
a desastres naturales, obras viales, manifestaciones, entre otras posibilidades. Para realizar esta estimacién, con-
sideraremos la red descrita anterior y llamaremos n' al nodo asociado al eje vial que se encuentra bloqueado o
inaccesible al flujo vehicular en funcién de las razones descritas. Para analizar el efecto de la inaccesibilidad del
nodo n' para el flujo de vehicular dentro de la red, realizaremos lo siguiente. Para el nodo n' sustituiremos por
ceros los valores de la columna de la matriz P asociada al nodo n!. Esto indicard que eje vial 1 no esta disponible
para poder circular y asi sucesivamente. Es decir, se construyen 32 redes diferentes en donde se considera el cierre
de cada nodo, la informacion de las nuevas entradas de cada matriz de transicién se obtiene de acuerdo a la
ecuacién (10), como estamos considerando que Vj; el nimero total de viajes que parten del eje vial E; y se dirigen
al eje vial E; y el eje vial E; permanece cerrado (denotado como n'), entonces su valor serd 0, es decir no se van a
considerar los viajes a ese destino aunque existan, este cambio o restriccién hace que en la parte del denominador
de la ecuacién (10) se considere un viaje menos del total que parten del eje vial E; y asf se vuelven a distribuir
las probabilidades para que las filas sumen 1.

Posteriormente calculamos el nuevo vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7*para cada una de las
redes. Cada nueva red se refiere al bloque del eje vial asociado al nodo n', el cual recorre todos los indices de la red.

Para cada valor del vector de distribucién de probabilidad estacionaria n, el cual en este caso recorrerd todos
los 32 nodos de los ejes viales de la CDMX, se calculard el vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7* de
acuerdo a la prescripcion anterior. A partir de estos resultados se han calculado las constantes de Kemeny k; para
cada caso. La Figura (6) muestra el vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7*, el cual indica el valor
més probable de la distribucién estacionaria de ocupacién de cada eje vial n;, una vez que se ha bloqueado un eje
particular, en cada caso se bloquea el nf el nodo asociado al eje vial que se encuentra bloqueado o inaccesible al
flujo vehicular. Uno de los resultados més interesantes de este andlisis es que el cierre de un eje vial en particular
tiene como consecuencia el aumento de la ocupacién de los deméds. Asimismo se puede observar que en algunos
casos, el grado de ocupacién de algunos ejes viales disminuye cuando algin otro se cierra implicando entonces una
mejora en la circulacién.

La relevancia de un eje vial dado dentro de una red de comunicacién puede definirse de acuerdo a diferentes

criterios, pero en este trabajo consideraremos que un eje vial posee un alto grado de relevancia si el tiempo
promedio de viaje dentro de la red aumentan cuando se cierra este eje vial. Asi, entonces diremos que n* es
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un eje vial critico dentro de la red si se cumple que la constante de Kemeny k* es mayor que la constante de
Kemeny K de la red sin perturbacion. Para determinar aquellos ejes viales cuya relevancia es mayor dentro de la
red, calcularemos las constantes de Kemeny k; asociadas al bloqueo de cada uno de los ejes viales, tal como se
realizé anteriormente. La Figura (7) muestra los valores de k; en funcién del bloqueo del nodo n;. El célculo de
k; muestra que existen al menos dos ejes viales para los cuales el tiempo promedio de recorrido dentro de la red
se incrementa sustancialmente. Estos son nig y N3z los cuales corresponden a los ejes 5 norte y 10 sur. Por otro
lado, se observa que es posible se presente el fendmeno inverso. Es decir, que el bloqueo de un eje fn determinado
pueda disminuir sustancialmente el flujo de la red. Es importante mencionar que estamos discutiendo fenémenos
promedio dentro de la red en un proceso estocastico. De forma que de un cierto conjunto de realizaciones del
proceso estocastico, en promedio se observan estas caracteristicas. No siempre se observara esta disminucién o
aumento de la constante de Kemeny pero resulta un indicador de la estructura de conectividad de la red. Los
valores mds grandes del conjunto {k;} se obtienen si se cierran los ejes viales 31, 17 y 2, correspondientes a eje 9
sur, eje 4A norte, eje 1 oriente; estos ejes viales pueden considerarse las mas criticas de la red. En tanto que los
menos criticos son los ejes viales 28, 30 y 29, correspondientes a eje 7 sur, eje 8 sur y eje TA sur, como se muestra
en la Figura (7), en donde a medida que se cierra algiin eje vial, las demds son afectadas o beneficiadas.

Constante de Kemeny
©
]
>
—
PR S S S

ejes viales cerrados

Figura 7: Célculo del conjunto de constantes de Kemeny {k;} el cual es una estimacién cuantitativa de la
eficiencia de comunicacién dentro de la red. En este cédlculo, se bloqued cada uno de los 32 nodos correspon-
dientes a cada eje vial y se re-calculd el vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7 y a partir de el
valor de la constante de Kemeny correspondiente.

Tal como se mencioné anteriormente,la determinaciéon de la matriz de probabilidad P y la matriz M se
realizaron para un horario especifico. Se extendié este calculo considerando la informacién de las bases de datos
del INEGI correspondientes a tres horarios diferentes [15]. Con base en la informacién de las matrices origen-
destino (OD) correspondientes a tres horarios diferentes se calcularon las matrices de probabilidad de transicién
P y la matriz de primer visita promedio M en los tres casos. La Figura (8) muestra una comparacién del vector
de distribucién de probabilidad estacionaria 7 en cada caso, correspondientes a 3 diferentes horarios para un
dia entre semana, de 8 a 10 Hrs. de la manana, 2 a 4 Hrs. de la tarde y 8 a 10 Hrs. de la noche. Se observa
que esencialmente los tres vectores de distribucién de probabilidad estacionaria tienen esencialmente el mismo
comportamiento. Este resultado es interesante, dado que en principio, se podria pensar que cada horario podria
tener un vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7 completamente diferente. Sin embargo éste no es
el caso.

Finalmente, se realizé el calculo de las constantes de Kemeny con la red completa y funcional para cada uno
de los horarios descritos. Tal como se ha mencionado, la constante de Kemeny es una estimacién cuantitativa
del tiempo promedio de flujo o transito dentro de la red. Los cdlculos mostrados en la Tabla 1 muestran que K
sf tiene una variacion dependiendo del horario. Es decir, en tanto que el vector de distribucién de probabilidad
estacionaria 7 es esencialmente constante, el valor de K si depende del horario. El valor mayor de K corresponde
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Figura 8: Vector de distribucion de probabilidad estacionaria 7 para la red de ejes viales considerada dentro
de la CDMX en 3 horarios diferentes basados en informacién del INEGI. De 8 a 10 de la manana(rojo), 2 a 4
horas de la tarde(azul) y de 8 a 10 de la noche(naranja)

al horario matutino, posteriormente el horario de la tarde y finalmente el horario nocturno. Asi, el flujo dentro de
la red es mucho més lento por la mafiana que la tarde o noche.

Horario Constante de Kemeny K
8 a 10 hrs. de la manana 34.4376
2 a 4 hrs. de la tarde 34.2413
8 a 10 hrs. de la noche 34.1795

Tabla 1: Comparacién de las variaciones del valor de la Constante de Kemeny donde, todos los ejes viales estan
disponibles para poder circular, la constante de Kemeny contiene informacién acerca del tiempo promedio
dentro de la red en 3 diferentes horarios, de 8 a 10 de la manana, 2 a 4 horas de la tarde y de 8 a 10 de la
noche, estimada por Wolfram Mathematica mediante la ecuacién (8) donde, K = 377 My;7;.

Los valores de las constantes de Kemeny obtenidas son bastantes cercanas, por lo que no hay un aumento
significativo en el tiempo promedio de viaje de un eje vial arbitrario a un destino elegido al azar de acuerdo con
la distribucién estacionaria en estos horarios. Los tiempos de viaje son constantes para todas los ejes viales en
los tres horarios (por lo tanto, no hay trafico, o al menos se distribuye uniformemente). En cuanto a la eficiencia
de la red, la red vial correspondiente al horario de 8 a 10 Hrs. de la noche tiene el menor valor de constante de
Kemeny, y redes caracterizadas por valores pequenos de la constante de Kemeny deberian ser mas eficientes en
términos de flujo de tréfico.

4 Conclusiones

En este trabajo se propuso un modelo de cadena de Markov discreta (CMD) para analizar el flujo de trafico
dentro de la red de treinta y dos ejes viales principales de la Ciudad de México. La red de los 32 principales ejes
viales de la Ciudad de México y sus intersecciones se definieron mediante un grafo dual G en donde los nodos n;
corresponden a los ejes viales y los enlaces a sus intersecciones. Sobre esta red, se define una cadena de Markov
discreta (CMD) con matriz de probabilidades de transicién P = {p;;} la cual se obtiene a partir de las matrices
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de origen-destino (OD) de las bases de datos del INEGI. A partir del cémputo de P es posible determinar otros
cuantificadores como el vector de distribucién de probabilidad estacionario 7, la matriz de primer visita promedio
M y la constante de Kemeny.

A partir de los cuantificadores anteriores, se calculé el vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7
para la red de ejes viales en completa funcional, observandose que existe algunos ejes con mayor probabilidad
de ocupacién en el horario considerado inicialmente de 8 a 10 Hrs AM, que son los ejes viales 1, 22, 4, 30 y 2,
correspondientes al eje Central, eje 2 sur, eje 3 oriente, eje 8 sur y eje 1 oriente. Uno de los resultados centrales de
este trabajo es que al considerar tres diferentes horarios de flujo vehicular, de 8 a 10 Hrs am, de 14 a 16 Hrs y de
20 a 22 Hrs no se observa una diferencia sustancial para el vector de distribucién de probabilidad estacionaria 7.
Existen diferencias muy pequenas, pero que en realidad no son significativas, indicando entonces que en promedio
los tres horarios considerados tienen una probabilidad extremadamente similar de ocupacién. Posteriormente se
analizé la influencia del bloqueo de un eje vial particular n' dentro de la red para evaluar la relevancia de este nodo
para el flujo de trafico vehicular. Para hacer esta valoracion, se generaron 32 redes viales diferentes en cada una
de las cuales se bloque6 uno de los ejes viales. Se calculé cada uno de los vectores de distribucion de probabilidad
estacionaria para cada una de estas redes y se observa que dado el cierre de un eje vial en particular tiene como
consecuencia el aumento de la ocupacién de los demds, de igual forma se aprecia que en algunos casos, el grado
de ocupacion de algunos ejes viales disminuye cuando alguno otro se cierra implicando entonces una mejora en la
circulacién.

En una segunda fase de este trabajo se evaliio la constante de Kemeny K tanto para la red vial inicial completa
y funcional, como para cada una de sus 32 variantes en donde existia un eje bloqueado n'. El valor de K para la
red vial inicial es de K = 34.43 el cual es nuestro valor de referencia. Se observa que al generar diferentes bloqueos
en distintos nodos n' de la red la constante de Kemeny k' puede incrementarse o disminuir su valor, incluso por
debajo del valor de referencia. Este es el caso por ejemplo que ocurre en el bloqueo de los ejes que tienen un valor
de K menor que el de referencia, que son el 28, 29 y 30 que corresponden a los ejes viales 7 sur, 7A sur y 8 sur. En
forma contraintuitiva, el bloqueo de estos ejes viales reduce los tiempos promedios de viaje dentro de la red dado
que el flujo vehicular se distribuira en ejes de mayor capacidad. En general, el fendmeno que se observa es que la
intuicién indicarfa. El bloqueo de un eje vial n' induce un incremento en la constante de Kemeny correspondiente.
En general, esto sucede en todos los casos, pero es particularmente notorio en el caso de los ejes viales 31, 17y 2
correspondientes a los ejes viales 9 sur, 4A norte y 1 oriente.
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Resumen

A pesar de tener un sustento biolégico, la regla de Hebb ha encontrado un espacio reducido en las implementa-
ciones de redes neuronales artificiales en las tltimas décadas, siendo los métodos basados en el gradiente mas
utilizados. Esto supone una controversia sobre hasta qué grado entendemos los aspectos computacionales del
aprendizaje a nivel neuronal. En este trabajo, abordamos el problema del aprendizaje hebbiano en términos
de la existencia de una arquitectura conveniente, tanto a nivel teérico como experimental. En el plano tedrico,
se demuestra la existencia de un red hebbiana capaz de lograr minimizar el error de clasificacién a un minimo
global. Si bien esta arquitectura es poco préctica por la explosién combinatoria, se prueba que el algoritmo de
m-celdas con entrenamiento hebbiano logra, en buena medida, resolver sus principales problemas. Finalmente
se verificé experimentalmente que el método de m-celdas alcanza a los métodos basados en el gradiente en
un problema de clasificacién de baja dimensionalidad (base de datos Iris) con 0.967 de exactitud para s = 2,
lo cual, a pesar de sus limitaciones, indica que el aprendizaje hebbiano puede derivar a un algoritmo de
clasificacién competente en el contexto de la Inteligencia Artificial moderna.

Palabras Clave: Regla de Hebb; Redes Neuronales; Modelos de plasticidad sindptica

1 Introduccién

La Regla de Hebb es un modelo tedrico de plasticidad sindptica propuesto originalmente el trabajo de Donald
Hebb [13], aunque, como observa [22], autores como Konorski [17] y Ramén y Cajal [26] ya habfan concebido
ideas semejantes. Unas décadas después, las ideas de Hebb recibieron confirmacién experimental al observarse que
su conjetura modelaba al fenémeno de Potenciacién a Largo Plazo (Long-Term Potentiation, LTP), el cual fue
descrita por primera vez en los trabajos de Terje Lmo y Timothy Bliss [21, 2].

Computacionalmente, la regla de Hebb sefiala un método paramétrico de aprendizaje de redes neuronales que
ha recibido cierto sustento biolégico. Posterior al planteamiento original de la regla de Hebb simple se han pro-
puesto otras reglas de aprendizaje mas proximas a experimentos mas recientes, como es el caso de la regla BCM
[1] o la regla STDP (véase [9] para una formulacién), o tratan de resolver problemas computacionales concretos
como es el caso de la regla de Oja [23]. Sin embargo, a pesar de los avances, los algoritmos de redes neuronales
(incluyendo las profundas) usualmente se entrenan utilizando métodos basados en el gradiente y retropropagacion.

;, Qué ventajas proporciona disponer de un aprendizaje basado en el conocimiento disponible de la plasticidad
frente a los métodos “artificiales”? ;Por qué en la actualidad se han descartado a los métodos basados en la
regla de Hebb frente a los métodos basados en el gradiente? Estas preguntas forman parte de la discusiéon general
existente entre hasta qué punto se debe tratar de emular a los sistemas biolégicos para crear inteligencia artificial,
generalmente enmarcado en la discusién del conexionismo contra el enfoque simbdlico de la Inteligencia Artificial
(véase, por ejemplo [14] para una breve discusién de la situacién actual del debate en un drea concreto). En este
caso, sin embargo, tenemos un caso donde dos enfoques conexionistas entran en debate sobre la forma en que
deben aprender las neuronas, siendo en apariencia el modelo basado en el gradiente el de mayor éxito hasta ahora.
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No es la primera vez que dos modelos conexionistas entran en conflicto sobre el nivel de plausibilidad bioldgi-
ca que se necesita para alcanzar los resultados. Por ejemplo, en cuestiones relacionadas con la arquitectura, los
modelos de redes neuronales profundas han sido senalados por tener un alto grado de abstraccién con respecto
a las neuronas biolégicas [7], siendo modelos como HMAX (véase [20]) preferidos por algunos autores por tener
una construccién mas relacionada con los experimentos en la Corteza Visual.

La discusién que se plantea en este articulo es diferente: dadas redes neuronales generales, jes preferible dispo-
ner de aprendizaje hebbiano sobre aprendizaje basado en el gradiente? Una de las acusadas ventajas que disponen
las reglas basadas en Hebb se refieren a la capacidad de implementarse en tiempo real [4], pero su principal
desventaja es que por lo general no alcanzan el desempeno otorgado por las reglas basadas en el gradiente y en
algunos casos la diferencia es muy aguda [5].

;Por qué un algoritmo bioldgicamente inspirado no alcanza los resultados de clasificaciéon de un algoritmo
aparentemente artificial? Divisamos cinco posibles razones principales por las que esto ocurra:

1. Los modelos de aprendizaje por plasticidad estdn incompletos. Como se ha mencionado anteriormente, los
experimentos y otros datos nos han permitido perfeccionar la regla de aprendizaje sindptica que se tiene.
No obstante, la misma puede no estar suficientemente bien comprendida. Un posible elemento faltante
es el tercer factor que es mencionado por [19] referente a los moduladores de la plasticidad (como es el
caso de los neurotransmisores). Este aspecto ha sido abordado por trabajos como [11] y ha sido explorado
computacionalmente en problemas de IA por [15] para la base de datos MNIST, obteniendo resultados
mejores que la aplicacién directa de la regla de Hebb. El problema es que tales intentos no muestran mejores
resultados que los trabajos que utilizan retropropagacién. Esto puede deberse a que las reglas de aprendizaje
tratan de disenar una forma de aproximarse a los pesos adecuados, mientras que los métodos basados en el
gradiente directamente buscan dichos pesos Optimos.

2. La retropropagacion es biologicamente inspirada. Como si fuera una convergencia evolutiva, es posible que
hayamos partido de una definicién matemaética para encontrar un algoritmo presente en la naturaleza. Este
tema es ampliamente discutido en [24]. Sin embargo, podemos ver de manera rdpida que el aprendizaje de
redes neuronales artificiales actual difiere del aprendizaje de seres humanos, debido a que por lo regular no
se implementa en tiempo real.

3. El modelo de actividad neuronal es simple. Es posible que no se haya tomado un modelo conveniente para la
actividad de las neuronas y dependamos de incluir este factor (y otros como las células gliales, la maduracién
de las neuronas, etcétera). Una solucién en este sentido es el desarrollo de las redes neuronales pulsantes
Spiking Neural Networks o SNN, véase por ejemplo [18]). Sin embargo, incluso la adicién de reglas de
plasticidad avanzadas con STDP (como [9]) no logran alcanzar los resultados logrados por otros modelos
como los basados en el gradiente.

4. La evolucion juega un gran papel. ;Y si los valores de pesos como por ejemplo los kernels de convolucién de la
corteza visual estdn mediados por mecanismos diferentes a la plasticidad para su desarrollo? Esta pregunta
requiere de una respuesta en el area de biologia pero la cuestion que se plantea aqui es que la evolucién
puede ser determinante para el aprendizaje hebbiano pueda ajustarse adecuadamente. Sin embargo, a nivel
algoritmico, implementar un esquema de evolucién para los pesos parece ser excesivo.

wt

La arquitectura es inadecuada. Posiblemente el éxito del aprendizaje profundo reside en su arquitectura
compuesta por multiples capas convolucionales y millones de pardmetros, que se acercan de alguna manera
a la realidad del cerebro, el cual estd compuesto por un ntimero astronémico de neuronas. Al parecer, incluso
un modelo simple pero con una gran cantidad de pardmetros suena suficiente e incluso mejor que un modelo
pequeno pero con aspectos mas basados en la biologia, puesto que obvian el aspecto fundamental que es la
inclusion de millones de neuronas. Para resolver este problema, en conjunto con los puntos anteriores 2 y 4,
en [4] planteamos una red convolucional con pesos pre-entrenados y aprendizaje hebbiano en la capa final,
obteniendo resultados cercanos a los logrados utilizando algoritmos recientes basados en el gradiente. Sin
embargo, si bien los resultados se acercaron a lo logrado por los métodos basados en el gradiente, no fue
posible superarlos.
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En apariencia, los esfuerzos por generar algoritmos biol6gicamente més plausibles para modelos conexionistas
parecen acercarse asintéticamente a los resultados logrados via descenso del gradiente pero sin lograr ain un
resultado contundente que los supere. Esto no quiere decir que las propuestas estén mal fundadas, ya que pueden
incluir otras ventajas como el aprendizaje en tiempo real. Sin embargo, la pregunta sigue abierta y no creemos
que una solucién no exista puesto que los seres humanos somos capaces de realizar tales actividades de reconoci-
miento de imagenes sin dificultad. No obstante, incluso esta idea puede estar mal fundada ya que los modelos de
redes profundas pueden superar a la exactitud humana como clama el articulo de [12]. De esta manera, es posible
que los algoritmos puedan estar sobrecalificados para tareas especificas y disponer de una buena aproximacién a
los mismos con arquitecturas convenientes puede llegar a ser una solucién conveniente y no tratar de aspirar a
entender como las redes bioldgicas logran una mayor capacidad de clasificacion.

En este articulo, trataremos de aproximarnos a las preguntas anteriormente planteadas. La aproximacién que
haremos sera referente a la tltima posible respuesta que se planted, indicando que la arquitectura que se maneja
es insuficiente para resolver los problemas de clasificacién. Hemos visto que dada una arquitectura arbitraria, el
descenso del gradiente suele obtener mejores resultados. Sin embargo, jexistird una arquitectura apropiada para
la regla de Hebb con la que se puedan obtener los resultados que se observan con métodos basados en el gradiente?
Este acercamiento que se dard serd de corte principalmente tedrico, pero se mostrard una implementacion de las
ideas abordadas.

2 Preliminares tedricos

La descripcién matemdtica de la Regla de Hebb estard principalmente basada en [8], salvo donde se indique.
Por simplicidad, partiremos del modelo de tasa de disparo para representar a la actividad de cada neurona
individual. De manera alternativa, se pueden utilizar spikes (potenciales de accién) para modelar la actividad
neuronal, como se realiza en [18]. Sea y € D C R la actividad de una neurona (usualmente postsindptica) que
recibe un vector de senales aferentes x = (x1, -+ , z,,,), las cuales pueden tener origen sensorial (datos de sensores
o de bases) o de otras neuronas. El conjunto D puede ser discreto ({0, 1}), un intervalo continuo ([0, 1]), o bien el
mismo conjunto de los niimeros reales no negativos. La actividad (tasa de disparo) estd modelada por la siguiente
ecuacién diferencial

Ty% =—y+a(w-x),

donde w = (wy,...,wy,) representa el vector de pesos de las entradas, y la constante satisface 7, ~ 0. Para
linealizar la ecuacién, se suele tomar 7, = 0, lo cual lo convierte en el modelo estandar de red neuronal artificial
y de esta forma se trabajard en este articulo. @ : R — D representa a la funcién de activacion y en este caso se
tomard por la funcién identidad cuando utilicemos D = R* o sigmoide si D = [0, 1]. Para fines précticos, en este
articulo se tomard a la funcién de activacién como la identidad.

2.1. Regla de Hebb Simple

Un modelo sencillo de la Regla de Hebb ha sido llamado como Simple o Bésico y tiene como objetivo encapsular
a las propiedades esenciales de la conjetura hebbiana, resumidas por Shatz [3] como “cells that fire together, wire
together”. La regla de Hebb Simple estd dada por

dw

2

Y dt

Es regla lograr representar bien la idea bésica, puesto que si x;,y > 0, entonces w; aumenta (y el aumento es

mayor si ambos tienen alta actividad), pero si uno es 0, entonces no se produce ningtin cambio. Por ejemplo, si
D ={0,1}, entonces x; = y = 1 representan encendidos simultdneos que se traducen en un aumento.

= Xy.

Utilizando el método de Euler podemos discretizar a la regla de Hebb para su implementacién:
w(t+1)=w(t) + ax(t)y(t), (1)

donde a > 0 es la tasa de aprendizaje y w(0) puede tomarse como 0, aunque también puede recibir una inicia-
lizacion aleatoria, la cual es una opcién que evita la inactividad total que podria tener una interneurona si los
pesos fueran todos inicializados en cero.
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3 Resultados teéricos

En esta seccion, probaremos algunos resultados sobre la regla de Hebb relacionados con la clasificacién super-
visada, la cual es un tema relevante puesto que en general dada una red arbitraria y de inicializacién en ceros, una
red de entrenamiento hebbiano no supera a una red neuronal con entrenamiento por descenso de gradiente como
se muestra en [5]. Esto quiere decir, que si definimos a nuestro dataset como {(x(i),y(?))}%; (y(2) € {0,..., k})
y ay = NNy(x) como la salida de una red neuronal de una capa, el entrenamiento hebbiano no converge a
algin minimo de la funcién L(w) = Z?:] 1,()£N Ny (x(3)), como si lo hacen los enfoques basados en el gradiente.
No obstante, eso no significa que no exista una arquitectura competente capaz de efectuar adecuadamente el
aprendizaje hebbiano.

De esta forma, de la ecuacién (1) observamos que, con la base de datos definida,

n

w;(n) = Zx(n)yj(n)

i=1

En este caso, redefinimos y; = 1siy = jy y; = 0si y # j, teniendo una capa de salida de k neuronas. w;
se refiere a los pesos de la j-ésima neurona de salida y las entradas. Asimismo, es posible definir w; = w;(n),
que se refiere a los pesos después de un entrenamiento supervisado. Adicionalmente, anadiremos una capa de
clasificacién, de tal forma que

NNy (x) = Xy
() = e s,

3.1. Red hebbiana infinita

Comenzaremos nuestra descripcién con una red hebbiana construida de la siguiente forma: a cada valor del
espacio vectorial z € D™ C R™, le daremos una representacién geométrica de la siguiente forma: consideremos
una nueva capa de neuronas r, dada por

1, |z—x|=0
T4(x) =

Esta capa debe distinguirse de la capa de entrada, consistente en m neuronas. En su lugar, estd conformada
por todos los valores posibles que x puede tener. Esto quiere decir que la capa de neuronas tiene |D|™ valores
posibles, lo cual es un nimero potencialmente grande incluso si |D| = 2, e infinito si D lo es. A pesar de lo
anterior, dicha capa infinita nos servird como punto de partida y como un modelo teérico de la importancia de la
Regla de Hebb. En términos especulativos, dicha capa puede ser imaginada como la inteligencia de un ser infinito.
No obstante, en algiin momento tendremos que reducir la dimensionalidad de capa infinita, puesto que no nos
interesa estudiar la inteligencia de los seres metafisicos sino de los existentes en el mundo discreto.

La capa de salida para la red hebbiana infinita, la podemos definir expandiendo el concepto de producto punto:

Yi= Y Wina(X).
z

Primeramente, demostraremos la existencia de un minimizador global para posteriormente probar que la regla
de Hebb induce a uno.

Proposicién 1: Sea g : D™ — {0,...,k} definida para cada valor a = (ay, ..., a;,) como
g(a) = arg mdax v(z1(n) = ar, ..., Tm(l) = am, yj(n) = 1),
je{1,....k} Py
donde v es una funcién de verdad binaria. Sea F = {f|f : D™ — {0,...,k}}. Entonces

n
g = arg 1}161']13 Z; Ly r(x(iy)
p
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Notemos que Y., Ly4)z5x)) € N. Por lo tanto, existe g* minimizador global. Supongamos que g* # g.
Entonces existe a = (ay, ..., ay) tal que g*(a) =1y

Zv(xl(i) =ay, .. T(i) = amvyj(i) =j) < ZU(Il(Z) =ay, .., T(i) = am, yi(i) = 1)

Hagamos ¢**(x) = ¢*(x) para x # a y para x = a, tomemos ¢g**(a) = Y v(z1(i) = a1,...,Tm () = am, y; = 1).
Entonces la funcién cuenta con menor error que ¢g*, lo cual contradice su minimalidad. [J

Finalmente probaremos que la red hebbiana infinita H : D™ — {0,...,k} es un minimizador global para la
funcién de costo previamente definida:

Teorema 1: Sea H : D™ — {0, ..., k} una red hebbiana infinita con D = {0,1}. Entonces

H= t 1 i x(
AR D Lyt

Sea a € D™. Entonces

n

Wirw = Y 72(ali))y; ()

i=1

_ Zv(xlw = ay, -, (i) = am, (i) = 1).

de donde vemos que

H(a) = Xy
(a) arg Wax y;

= arg max E Wi Tz(a
& ety — #(2)

=arg mix wj,
jeftonky Y

k}

siguiéndose el resultado por la Proposicién 1. OJ

A pesar de que la prueba de los anteriores resultados es relativamente directa, las consecuencias son importantes
en el contexto de la regla de Hebb simple. A grosso modo, establece que si disponemos de recursos ilimitados,
es posible disefiar una red neuronal de aprendizaje hebbiano que minimice global la suma de los errores totales
que se cometen. La idea bésica resultd ser en crear una capa de representacion con todos los valores posibles de
entrada y la regla de Hebb cuenta cuantos elementos de la base de datos arrojan dichos valores y realiza una
actualizacién hebbiana cuando encuentra uno.

Por situar un ejemplo, podemos tomar una base de datos consistente en los siguientes datos:

B ={(0,0),(1,0),(2,0),---,(127,0),(128,1),--- , (254, 1), (255,1) }.

El primer elemento de cada vector representa a la entrada x; y el segundo a la etiqueta y;. Para dar una
interpretacién a esta base de datos hipotética, podemos entender a la entrada como una tonalidad en escala de
grises y la salida como negro si y; = 0 y blanco si y; = 1'. Este problema de clasificacién puede resolverse de
manera simple con cualquier algoritmo y el la red hebbiana infinita no es la excepcién. La segunda capa de la red
(representacion) estard formada por cada posible valor de x, en este caso 255 neuronas. Finalmente el aprendizaje
hebbiano se da en la tltima capa, compuesta por una neurona ¥, que clasifica el negro y y; que clasifica el blanco.
Notemos que wy . = 1 (y wy, = 0) para z = 0,...,127 porque para los primeros datos tenemos r,(z) =1y yo = 1
para x € {0,...,127} pero a partir de 127 observamos y; = 1, por lo que wp, = 1 para z > 127 pero w; , = 1.
De esta forma, el error el conjunto de entrenamiento seré 1, ya que cada valor posible que puede tomar x estd
perfectamente clasificado. Atin mds, si suministramos datos difusos, por ejemplo (127,0) con (127,1) repetidos

!También podemos distinguir los estados iluminado / poco iluminado para evitar pensar en el gris.
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varias veces, la red tendera por el valor més repetido.

No obstante, este ejemplo de juguete muestra algunas de las desventajas propias del método. La primera es
la acusada falta de datos, que tiene repercusiones sobre el conjunto de prueba. Si, por ejemplo utilizamos un
conjunto de entrenamiento con los datos pares de B y un conjunto de prueba con los impares, el error en el con-
junto de entrenamiento sera 0 pero cerca de la mitad de los datos del conjunto de prueba seran incorrectamente
clasificados, ya que no se suministran los ejemplos concretos y por lo tanto todos los pesos estan en 0.

Este problema puede pensarse que se puede resolver suministrando atin més datos, pero aparece otro problema
en la practica, que es la explosion combinatoria en la capa de representacion. Supongamos ahora que queremos
clasificar 7 colores RGB. Entonces tenemos 2563 = 16777216 valores posibles, lo cual es una gran cantidad de
neuronas incluso para algunos organismos vivos. Una posible solucién reside en compactar a la representacién
reduciendo la dimensién al redondear a unos cuantos valores, lo cual también reduce el problema del conjunto de
prueba mencionado previamente. Sin embargo, el problema persiste: si quisiéramos clasificar 10 imagenes en un
espacio de 7 x 7 que es un caso reducido de MNIST y de entrada binaria, necesitamos un total de 5.62 x 10
neuronas de representacién, es decir, més neuronas que las existentes en los cerebros humanos (8.6 x 101%). Reducir
imdgenes de caracteres a un tamano de 7 X 7 es incluso excesivo y una reducciéon mayor simplemente no se puede
clasificar facilmente. Este caso se complica cuando consideramos imégenes RGB de objetos. Por lo tanto, este en-
foque es irrealizable en la practica computacional y en la biologia misma, donde formas més eficientes toman lugar.

A pesar de las dos desventajas agudas, el objetivo del Teorema 1 es probar que la existencia de una arquitectura
en el que el aprendizaje hebbiano logre una minimizacién perfecta (global) de la funcién de costo suma de los
errores. Esto responde de alguna manera a la pregunta fundamental planteada en este articulo, senalando que
el principal problema del aprendizaje hebbiano recae en la necesidad de hallar una arquitectura conveniente
para su ejecucién. Al menos sabemos que existe una arquitectura donde opera perfectamente, quizé exista una
arquitectura intermedia que resuelva el problema de clasificacién de manera efectiva y eficiente.

3.2. m-celdas

Una posible forma en que se pueden tratar de minimizar los efectos de la red hebbiana infinita en términos
practicos (los seres infinitos pueden ejecutarla sin problemas) consiste en crear dividir a los datos de la capa de
representacion en m-celdas (mejor conocidas en la literatura como k-celdas, pero en esta caso k = m), que es el
enfoque que se traté en el articulo de [5], logrando resultados experimentales comparables con otros métodos de
clasificacién estandares o incluso mejores para datos sintéticos. En esta seccién, intentaremos brindar un mejor
sustento matemadtico sobre por qué el método funciona y finalmente lo aplicaremos en datos no sintéticos.

En general la idea de las m-celdas se reduce a dividir al espacio R™ primero en un espacio compacto donde se
asume que viven los datos y después se subdividen en m-celdas de radio §. Cada celda se puede entender como
una neurona que recibe datos y se activa si los datos de entrada pertenecen a la m-celda. Estas celdas forman
la capa de representacion que se describié en la red hebbiana infinita. Posteriormente, estas celdas se conectan
con las neuronas de salida y en la conexién de las celdas con las neuronas de salida se aplica aprendizaje hebbiano.

La siguiente proposicién establece que es posible aproximarnos a la medida de Lebesgue p de un conjunto
abierto y acotado utilizando un ntmero finito de m-celdas. La notacién que se usard para las celdas es I;(0) si
tiene el indice ¢ y radio d, o bien Iy(6) = [[2, (x; — 0,z; + 9).

Proposicién 2: Sea U C R™ un conjunto abierto y acotado, y € > 0. Entonces existe §> 0 tal que existen d

m-celdas de radio J tales que
d

(@) = (U 10))| <=

i=1
El conjunto de m-celdas abiertas de tamafo arbitrario forman una base del espacio R™ con la topologia de los
conjuntos abiertos.
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Consideremos el conjunto
A={xeU:2;,€Q,i=1,...,m}

Para cada x € A existe I(p) = [[12,(x; — p,x; + p) tal que I,(p) C U. Consideremos Ix(p) = 0 si Ix(p) ¢ U.
Entonces U = ey, U e I(p). Asi, tenemos una unién contable de k-celdas. En particular, los elementos
I;(8;) pueden tomarse disjuntos ya que si I;(6;) N 1;(0;) # 0, podemos definir ;(d;) N 1;(d;) como la unién de otras
m-celdas, o aproximarse tan bien como se desee, segin el procedimiento que se expone al final de esta prueba.

Reindexando y ordenando de mayor a menor ¢;:

[e 5]

Por lo tanto,

=S

i=1
q
= lim ) 2760
q—r00
i=1

Entonces, como U es acotado, u(U) < co y para £/2 > 0 existe ¢ € N tal que

‘M(U) - M(Q 11(52))‘ < %

Ahora, falta aproximar J;_, 1;(6;)). Para cada ¢; tomemos una aproximacién racional 0; = % de 2™¢" con
;

radio £. Notemos que si § = —=1— entonces
2c Hz:] b;

(SAJ' = aj H b2(57

i#]
de donde, para d; = a; [, b

a4
1i(85) = (J . (0):

donde {Iy,(8)} es una particién de I;(3;) de tamafio 8. De esta forma,

dm

[u(1(87)) w(Lijx?(é))( <%

Asi, por la desigualdad del tridngulo y tomando d = > ;_, ay
d
‘/4(U) — u(|J 1) ‘ <e
i=1

d

De manera similar al ultimo argumento, podemos fragmentar por completo al espacio R™ de tal forma que
se aproxime tanto como se puedan a las m-celdas encontradas en la prueba anterior. De este modo, al reducir 0
hemos de encontrar una clasificaciéon mas fina que permita obtener resultados mas precisos.

Para poder realizar clasificacién apropiadamente, debemos asumir que los datos se pueden separar en vecinda-
des o conjuntos abiertos, lo cual siempre es posible para cualquier dispersién, pero idealmente los datos deben no
estar intercalados entre s{ para su correcto funcionamiento en el conjunto de prueba. Este problema también se

63



Boletin de la Sociedad Mexicana de Computacion Cientificas y sus Aplicaciones
Afo VII, Nimero 7, Diciembre 2021

observa si las distribuciones de los datos coinciden y se superponen, pero en general el conjunto de entrenamiento
puede sobreajustarse y resolver el problema en el mismo.

Dado que estamos considerando espacios continuos como R™, utilizando el supuesto de separacién de datos
en conjuntos abiertos, definiremos el error como

donde U es el conjunto abierto donde cada x € U si y sélo si pertenece a la clase j y V4 es el conjunto tal que
para toda x € Vi, NNy (x) = j. Este error se puede reducir tanto como se desee:

Teorema 2: Supongamos que el problema de clasificacién se puede separar en conjuntos abiertos y acotados.
Para cada € > 0, existe una divisién del espacio E™ en m-celdas de tamafio J tales que L(w) < €.

Usando la Proposicién 1, es posible hallar una particién del espacio en k-celdas de tamaifio § tal que

‘,u,(U) - H<Q[i(5)>’ < %

Como cada [;(0) C U, para cada x € I;(6), NNw(x) = j, por lo que L(w) < . Tomando las & clases, tenemos
que L(w) < . (En principio cada ¢ de cada particién puede ser diferente, pero podemos seleccionar uno usando
una técnica similar a la que aparece en la prueba de la Proposicién 2). O

En la prictica, la bondad de este resultado (poder minimizar al costo tanto como se quiera) estd afectado
por varios factores. Primeramente, la superposicion de los datos supone un problema, como ya se ha mencionado
previamente. Ademds, cuando tomamos celdas con menor § si bien aumentamos la precisién el conjunto de
clasificacién, se produce un sobreajuste al aparecer celdas sin asignacién que pueden aparecer en el conjunto de
entrenamiento. Sin embargo, nuevamente este problema puede resolverse con una mayor cantidad de datos. El
otro problema recae en la definicién de m-celdas para dimensiones grandes de m, requiere de definir una cantidad
creciente de celdas. Estos dos problemas son anédlogos a los dos problemas de la red hebbiana infinita, pero al menos
aparecen atenuados y en bajas dimensiones son perfectamente implementables, como se verd a continuacién.

4 Resultados experimentales

En [5] se implementd el algoritmo de m-celdas para datos sintéticos y se compard con métodos estdndares como
la regresién logistica y kNN. En esta ocasién, probaremos su desempeno frente a redes neuronales con métodos
basados en el gradiente y utilizando un dataset no sintético, el cual es la base de datos Iris para la clasificacién
de flores del género Iris a partir de datos biométricos [10]. En este caso, para entrenamiento de las m-celdas se
utilizardn tinicamente dos dimensiones en cierta medida separables: longitud y ancho de pétalo (véase figura 1),
longitud de sépalo y ancho de pétalo (figura 2), y finalmente longitud de sépalo y longitud de pétalo (figura 3).

Como se puede ver, las tres clases del dataset son en gran medida separables, aunque existe cierto traslape
entre las clases I. versicolor e I. virginica. Se tiene un total de 150 datos, de los cuales 75 se utilizaron para
entrenamiento, 30 para validacién y 45 para prueba.

4.1. Descenso de Gradiente

Para contrastar al descenso de gradiente con el aprendizaje hebbiano, se utilizé un esquema de redes neuro-
nales de alimentacién hacia adelante (Feedforward Neural Networks o FNNs). El entrenamiento se realizé con la
funcién de costo de entropfa cruzada categérica a 15 épocas y se utilizé al optimizador Adam [16], uno de los
métodos basados en el gradiente mas recientes y ampliamente utilizados en la actualidad para redes neuronales.
Para este caso, se utilizaron las cuatro dimensiones de los datos. Por ende, se tomaran 4 unidades de entrada y 3
de salida, correspondiente a cada clase.
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Figura 1: Gréfico de las variables longitud y ancho de pétalo del dataset Iris.
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Ese enfoque se estudié de dos maneras: por medio de redes neuronales con arquitectura fija y mediante una
optimizacién hiperparamétrica. Las arquitecturas fijas fueron (50), (50,50) y (50,50, 50), donde cada vector re-
presenta el nimero de neuronas en cada capa intermedia (oculta): es decir la primera arquitectura (Modelo 1)
cuenta con 50 neuronas en una capa intermedia, la segunda 50 en la primera capa oculta y 50 en la segunda
(Modelo 2), mientras que el Modelo 3 cuenta con 50 neuronas en tres capas intermedias.

El modelo 1 tard6 1.586 s y alcanzé una exactitud sobre el conjunto de prueba de 0.967, 0.853 en el conjunto
de entrenamiento y 0.822 en el conjunto de validacién. Por su parte, el modelo 2 logré la misma exactitud sobre el
conjunto de prueba, 0.987 en el conjunto de prueba y 0.911 en el conjunto de validacién durando 1.489 segundos,
mientras que el modelo 3 obtuvo 0.933 en el conjunto de prueba, 0.973 en el conjunto de entrenamiento y 0.866
en la validacién, durando 1.733 s. La figura 4 representa las curvas de aprendizaje de los tres modelos.
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0 2 4 & 8 0 Z 14
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Figura 4: Evolucién de la exactitud de los tres modelos base en 15 épocas.

Para realizar una exploracién sobre el espacio de las FNNs (optimizacién hiperparamétrica), se utilizé la
heuristica de evolucién descrita en [6], utilizando la variante A con constantes u =9, M =4, T =3y k = 10, as{
como quince generaciones.

La optimizacién hiperparamétrica arrojé como arquitectura con méxima validacién a (50, 10, 10, 10), la cual
logré 0.967 de exactitud en el conjunto de prueba, 0.853 en el conjunto de entrenamiento y 0.889 en el conjunto
de validacién. El esquema de evolucion queda patente en la figura 5. En la figura 6 podemos apreciar la evolucién
del nimero de redes neuronales por cada generacién que participa en el proceso de evolucién.

4.2. Algoritmo de m-celdas

En el caso de las m-celdas, se tomaron celdas de tamano i y tnicamente se tomaron dos dimensiones por
simplicidad. Los resultados principales se resumen en la tablas 1, 2, 3 y se obtuvieron al variar s. Los mejores
resultados se obtuvieron al utilizar las variables de los pétalos (longitud y ancho), donde si seleccionamos la méxi-
ma exactitud sobre el conjunto de validacién, obtenemos 0.967 de exactitud sobre el conjunto de prueba, aunque
para s = 3 se obtiene una clasificacion perfecta. Los tiempos de ejecucion fueron considerablemente mas bajos:
0.00072 para la primera combinacién de variables, 0.00055 para la segunda y 0.001 para la tercera. Las otras
combinaciones de variables en general no resultaron lo suficientemente apropiadas, pero el uso del conjunto de
validacién nos puede ayudar a seleccionar el par de variables més significativo, aunque una opcién més apropiada
serfa considerar a todas las variables.

Por otro lado, en las tablas observamos cémo al reducir el tamano de ¢, obtenemos mejores resultados de
clasificacién en el conjunto de entrenamiento, dando confirmacién experimental del Teorema 2, pero al reducirse
el tamafio de las vecindades también dejamos fuera a los datos que no son de entrenamiento, por lo que las
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Figura 6: Nimero de individuos por generacién. Se incluyen generaciones donde se da un decremento.

‘ s ‘ Entrenamiento ‘ Validacién ‘ Prueba ‘

1

© 00 3 O U= W N

—
o

0.893
0.947
0.973
0.987
0.973
0.986
0.987
0.987
0.987
0.987

0.933
0.956
0.933
0.933
0.8
0.911
0.867
0.8
0.756
0.756

0.9
0.967
1
0.966
0.933
0.867
0.867
0.633
0.756
0.6

Tabla 1: Resultados de clasificacion utilizando el algoritmo de m-celdas con aprendizaje hebbiano y diferentes
valores de s con las variables longitud y ancho de pétalo.
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‘ s ‘ Entrenamiento ‘ Validacién ‘ Prueba ‘

1 0.84 0.867 0.833
2 0.947 0.867 0.933
3 0.973 0.867 0.9

4 0.973 0.689 0.767
5 0.973 0.667 0.667
6 0.973 0.644 0.7

7 0.973 0.667 0.633
8 0.973 0.511 0.533
9 0.973 0.511 0.533
10 0.973 0.511 0.533

Tabla 2: Resultados de clasificacién utilizando el algoritmo de m-celdas con aprendizaje hebbiano y diferentes
valores de s con las variables longitud de sépalo y ancho de pétalo.

‘ s ‘ Entrenamiento ‘ Validacién ‘ Prueba

1 0.813 0.822 0.9

2 0.88 0.867 1

3 0.96 0.911 0.767
4 0.96 0.933 0.966
5 0.96 0.556 0.667
6 0.986 0.644 0.633
7 0.987 0.733 0.667
8 0.987 0.511 0.567
9 1.0 0.422 0.533
10 1.0 0.4 0.533

Tabla 3: Resultados de clasificacién utilizando el algoritmo de m-celdas con aprendizaje hebbiano y diferentes
valores de s con las variables longitud de pétalo y longitud de sépalo.
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exactitudes sobre los conjuntos de prueba y validacién se reducen, tendiendo a % La primera tabla también estd
representada en la figura 7.
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Figura 7: Grafico de las exactitudes del algoritmo de m-celdas con las variables longitud y ancho de pétalo
del dataset Iris.

5 Conclusiones

Los resultados observados con las m-celdas dan sustento a la hipdtesis de que la arquitectura tiene una in-
fluencia crucial en las redes neuronales con aprendizaje hebbiano, a pesar de que sea un método poco préactico
de implementar para dimensiones mayores. En este caso se implement6 para m = 2, siendo posible ya que se
puede no utilizar toda la informacién de una base de datos, aunque no siempre parece posible lograr resultados
de clasificacién correctos utilizando pocas dimensiones o reduciéndolas.

En este caso, para la base de datos de iris, se pudieron observar resultados similares pero significativamente
més rapidos que los que arroja el optimizador Adam (una versién moderna del descenso del gradiente), incluso
utilizando un esquema de evolucién. Esto supone una primera victoria de los métodos basados en Hebb frente
al enfoque predominante y es respaldado por los resultados tedricos. Dichos resultados empiricos también son
comparables con otros algoritmos de clasificacién modernos, como los aplicados en [25].

No obstante, el optimismo debe tomarse con cautela. Para mayores dimensiones, parece complicada la ejecu-
cién del algoritmo de m-celdas y el refinamiento del radio ¢ requiere de una mayor capacidad de cémputo. De esta
forma, quizéd sélo se pueda aspirar a celdas burdas para dimensiones medianas, pero parece imposible manejar
m = 20 x 20, que es el caso de las imédgenes.

Sin embargo, a pesar de las limitaciones del método propuesto debemos senalar que el logro obtenido tanto a
nivel tedrico como practico sefiala la existencia de una red en donde el aprendizaje hebbiano opera apropiadamente.
Esto puede darnos esperanzas para sospechar la existencia de una red éptima en el que el aprendizaje hebbiano no
s6lo funcione adecuadamente sino que la red sea eficiente para su implementacién practica en dimensiones altas.
Tal red puede tener una estructura convolucional y disponer de millones de parametros. En el trabajo previo de
[4] se ha tratado de dar dicha aproximacién. Quizd otros componentes como el tercer factor sean necesarios para
lograr el delicado balance entre eficacia y eficiencia.

Disponibilidad de cédigo y datos

El cédigo principal se puede obtener de https://github.com/Pherjev/hebbian-m-cells/blob/master/
HebbMNIST-2.ipynb. La base de datos se obtuvo directamente de la libreria sklearn.
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