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Abstract

This work deals with the stochastic modeling of the seismic action. The
emphasis is placed on those methods useful for engineering purposes, i.e. those
concerning the probabilistic description of strong ground motions which can
be applied for structural safety studies via random vibration methods. In the
first chapter the most useful stationary and nonstationary models are reviewed.
Special emphasis is given to the application of the evolutionary model of Yeh
and Wen to the Clough-Penzien and Kanai-Tajimi power spectral density mod-
els. The next chapter treats the identification of the stochastic model parame-
ters and the simulation of earthquake accelerograms according to a prescribed
model. Some of the concepts and methods described in these chapters are em-
ployed in the last one to the estimation of an adequate stochastic model for the
city of Manizales (Colombia) on the basis of the earthquakes recorded there.
The model so constructed is then used to an assessment of the fragility of a
model of non-seismically designed reinforced concrete buildings using Monte
Carlo simulation.
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Introduccion

En la ingenieria sismica ha habido desde sus comienzos un interés persis-
tente por considerar tanto las acciones como las respuestas estructurales desde
una perspectiva probabilista, debido a las multiples causas de estocasticidad e
incertidumbre presentes en las variables que gobiernan el diseno. Si bien los
cédigos de construcciéon, que gobiernan la practica corriente, incluyen algunos
conceptos y pardametros probabilistas de manera explicita o implicita, también
es cierto que éstos resultan abiertamente insuficientes para determinar de man-
era clara la respuesta estructural en términos probabilistas y, especialmente, la
probabilidad de fallo. Para este propésito la ingenierfa estructural dispone de
varios métodos, los cuales pueden clasificarse en dos grandes grupos, a saber
(cf. Casciati y Faravelli 1991):

1. Métodos analiticos.

2. Métodos seudo-estadisticos, también llamados métodos de Monte Carlo.

Mientras los primeros enfocan el problema desde una perspectiva basada en
una combinacién de la teoria de probabilidades y la dindmica de estructuras,
con lo cual se obtienen ecuaciones diferenciales de algunas medidas probabilis-
tas, los segundos buscan generar una muestra artificial de las respuestas estruc-
turales por medio de la solucién de multiples problemas deterministas con datos
aleatorios correspondientes a la accién sismica y a las variables estructurales es-
tocasticas (Hurtado y Barbat 1998). En ambos casos se requiere de modelos
probabilistas. Variables tales como la resistencia de los materiales, las dimen-
siones de los elementos, etc. pueden ser modeladas simplemente por medio
de su funcién de distribucién de probabilidad. En el caso de del movimiento
del terreno se requiere un modelo estocdstico de la variacion temporal de las
ondas condicionada a la ocurrencia del fenémeno, ademds de la descripcion
probabilista de ésta, que usualmente se asume de tipo Poisson. A partir de este
modelo es posible generar los miltiples acelerogramas artificiales requeridos por
el método de Monte Carlo, cuya aplicacién se facilita cada dia més debido al
rapido avance de la tecnologia de computacion.



En este trabajo se desarrolla la estimaciéon de un modelo estocastico de
dicha variacién temporal de las ondas sismicas para la ciudad de Manizales
(Colombia) con base en los registros obtenidos alli en afos recientes. En el
Capitulo 1 se exponen algunos de los principales modelos propuestos en la lit-
eratura especializada. Por su parte, el Capitulo 2 versa sobre la estimacion de
los pardmetros de los modelos, con especial énfasis en el modelo escogido para
la aplicacién a la ciudad de Manizales, cual es el modelo de espectro evolutivo
de Yeh y Wen (1990). Asimismo, se examinan las técnicas para simulacion de
acelerogramas a partir de modelos estocdsticos. En el Capitulo 3 se exponen los
criterios generales que ha guiado la identificacion de los pardmetros del mod-
elo para Manizales a partir de los acelerogramas registrados y se discuten los
resultados obtenidos. Para ello se han empleado técnicas de identificacion no
lineal de pardametros asi como de procesamiento de senales aleatorias. Igual-
mente, y como aplicaciéon del modelo propuesto para la ciudad, se presentan los
resultados de un andlisis de Monte Carlo de una estructura representativa de
la época en la que no se practicaba el diseno sismo-resistente en la ciudad, que
corresponde a los aflos anteriores a 1981. El objetivo es examinar la vulnerabil-
idad de dicho tipo de construccién ante un sismo que tenga una probabilidad
de excedencia de 10 % en 50 aflos, lo que corresponde a un periodo de retorno
de, grosso modo, 500 afios. El trabajo se cierra con unas conclusiones sobre los
resultados obtenidos.

Como complemento se incluyen dos anexos sobre las teorias de variables
aleatorias y de procesos estocdsticos, respectivamente, que constituyen el fun-
damento matematico del tema tratado.



Capitulo 1

Modelos generales

1.1 Introduccion

Los sismos son aleatorios en un doble sentido. De hecho, no solamente
su ocurrencia es estocastica en el tiempo sino también la trayectoria espacial
impone a sus ondas una forma altamente errdtica. Esto explica por qué, junto
con otras acciones estructurales, tal como el empuje del viento y las ondas
del océano, ha habido un interés persistente en la ingenierfa estructural en
examinarlos desde el punto de vista estocdstico a lo largo de los tiltimos decenios.

Este capitulo versa sobre los modelos estocasticos de la accion sismica. Se
tratara de cubrir tres aspectos del tema, a saber, los modelos estacionarios y no
estacionarios, la estimacion de sus pardmetros a partir de registros verdaderos
y la simulacién digital de acelerogramas para andlisis de dindmica de estruc-
turas. Este dltimo punto constituye la base de la simulacién de Monte Carlo
emprendida en el capitulo siguiente como aplicacion del modelo estocdstico de
sismos para Manizales desarrollado en él.

1.2 Modelos estacionarios

Las primeras propuestas de modelos estocdsticos de la accién sismica con-
sideraban que para el andlisis estructural serfa suficiente utilizar solamente la
parte méas fuerte de un acelerograma, correspondiente a las ondas de corte,
que normalmente son mayores en amplitud que las de compresion y las super-
ficiales. Consiguientemente, esta porcién se describfa como un proceso esta-
cionario (Newmark y Rosenblueth 1971).

Esta consideracién se basaba en gran medida en registros como el de Tmpe-
vial Valley - El Centro (1940) (Figura 1.1) en el que puede observarse una parte
inicial ascendente, un intervalo corto subsiguiente de grandes amplitudes y fi-
nalmente una larga zona de ondas de amplitud decreciente. El periodograma de
esta sefial se muestra en la Figura 1.2. Se puede ver que en su sector mas impor-
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Figura 1.1 Registro del sismo de El Centro (unidades: s, Cnl/Sz)

tante hay una oscilacion alrededor de 100 cm? e 3, que sugiere un ruido blanco
limitado en banda como modelo grueso del sismo (Bycroft 1960). En anos sub-
siguientes se propusieron modelos estacionarios mas sofisticados de la fase fuerte
de movimiento. En el presente trabajo se describird en primer lugar los modelos
de filtros lineales, los cuales pueden integrarse ficilmente en las ecuaciones de
dindmica estructural - un aspecto deseable que se encuentra ausente en otros
modelos espectrales, orientados principalmente hacia aplicaciones puramente
sismoldgicas, asi como en los modelos compatibles con espectros de respuesta.

1.2.1 Modelo de Kanai y Tajimi

e e i g . KT
El modelo de Kanai-Tajimi de aceleracion sismica horizontal, M, se define
coMmo

KT : 2
M =2vw U, +wU, (1.1)

donde U, es la respuesta de un filtro de segundo orden a un ruido blanco W (t):

. ; 2
U, +2v,w, U, +w, U, = —W(t) (1.2)
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El modelo estd determinado por la densidad espectral de potencia del ruido G,
asi como por los pardmetros v, y w,. Aunque éstos se asocian usualmente al
suelo local, realmente influyen en ellos igualmente otros factores, tales como la
magnitud de sismo y la distancia hipocentral, entre otros. (Lai 1982; Kameda
y Nojima 1988; Sawada et al. 1992).

Al aplicar la transformada de Fourier a ambos lados de la ecuacién anterior

se puede mostrar que la funcién de transferencia del movimiento de compuesto

KT
M  es

2
w +12v.w w
& et (1.3)

D) 7.
w, —w +121/gwgw

H(iw) =

y por tanto la densidad espectral unilateral de potencia de esta respuesta com-
binada estd dada por

4 2 2 2
KT L2 w o +4rv w w
GM (w) = |H(lw)‘ Gu' = — b GH' (1.4)

7 2.2 7 2 2
(wg—w) +dv w w




4 Modelos generales

La varianza del proceso, dada por la integral de la densidad espectral de
potencia sobre el eje de frecuencias (ecuacion B.45b), es
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Figura 1.3 Modelos de filtro de la densidad espectral sismica (unidades: rad/s,

cm?/s’)

En la Figura 1.3 se muestra un esquema del espectro de potencia de Kanai-
Tajimi junto con el correspondiente al modelo de Clough-Penzien que se in-
troduce en el parrafo siguiente. Los pardmetros de filtro son w, = 19 rad/s
y v, = 0.65. Ellos dan el espectro una forma total similar al del espectro de

potencia del sismo de El Centro (figura 1.2).

1.2.2 Modelo de Clough y Penzien

La desventaja principal del modelo de Kanai y Tajimi yace en que asigna
un valor espectral no nulo a la frecuencia cero, lo que no estd de acuerdo con lo
observado en espectros reales (cf. figura 1.2). Aunque este aspecto no representa
un error serio en el andlisis de sistemas lineales de altas frecuencias naturales,
puede conducir a errores grandes para el anélisis de estructuras inelasticas en
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las que la plastificacién induce vibraciones temporales de largo periodo. En
tales casos el uso del filtro de Clough-Penzien en conjunto con el anterior es
un modelo més adecuado. Este filtro reduce drasticamente las ordenadas del
espectro K-T en las frecuencias muy bajas, mientras que conserva los valores
asociados a las frecuencias mayores. (Clough y Penzien 1993). La dindmica del
filtro adicional estd regida por la ecuacién lineal convencional

. : 2 KT
Uy +2vw U +w Uy = —M (1.6)

donde los pardmetros v, y w; deben ser seleccionados para el propodsito men-
cionado. El modelo se define como la respuesta de aceleraciéon del segundo filtro,
es decir,
y CP .. . 2 5 2
M =U,=-2vwlU —w U — 2w U, —w, U, (1.7)

Su densidad espectral de potencia es, en consecuencia,

g EWTLILN
CP w w 14
GyWw) =232 102020 g 2% g4g2 = Gy (18)
(W, —w)" +4yjww (wg—w +4v,w w

Finalmente, la varianza del proceso es

2 Aw)
oy = WQB(w) Gy (1.9)
donde
4 2 2 3 3
Alw) = W, (vpw; + Vpw,) + v, w, [ew; + v, + 4ug1/fwgwf(1/gwf + vpwy )]
(1.10)
N

2 2 2 2 2
w, (v, TV )+ 41/g1/fwgwf(wg +w, )] (1.11)

2 2 2 2
B(w) = 2v,1[(w, —w; ) +dw,

En la figura 1.3 el modelo de Clough y Penzien se ha dibujado usando
w, = 2rad /sy Vy = 0.6. El conjunto de los cuatro pardmetros ha sido calculado
por Yeh (1989) a partir del registro de El Centro (figura 1.1).
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1.2.3 Modelos sismolégicos

La investigacion desarrollada por Boore y otros a lo largo de las dos ultimas
décadas constituye un paso importante para la modelacion de movimiento del
terreno con un fuerte arraigo en la teorfa de la sismologfa moderna (Boore y
Joyner 1982; Boore 1986; Boore y Atkinson 1987). De hecho, el objetivo de
estas propuestas es la estimacion del espectro de Fourier ]\?[(w), con base en
las funciones y pardmetros fisicos correspondientes a la radiacion de energia en
la fuente y su atenuacién con la distancia. La densidad espectral de potencia
puede entonces estimarse como un periodograma, usando la duracion de la fase
de movimiento fuerte (cf. ecuaciéon B.44).

En general, un modelo sismoldgico del espectro de Fourier M (w) consta
de los espectros de la radiacién en la fuente, la atenuaciéon con la distancia
ademéds de algunos pardmetros constantes relativos a la energia liberada. Entre
las varias formulaciones de esta clase de espectros existentes en la literatura
hemos elegido una versién dirigida a aplicaciones estructurales en dindmica, en
la medida en que puede ser convertida a un sistema de filtros (Faravelli 1988a)):

M(w) = CMs(w) Me(w) M (w) Ma(w) (1.12)

En esta ecuacién C es un factor de escala dado por

 RgyFV

irpB°R (1.13)
donde Ry es la patron de radiacion , que expresa el direccionamiento espacial
de la radiacién de la energia en la fuente; F' es la ampliacién debida al contacto
con la superficie libre (generalmente se toma F' = 2); V es un factor referido
a la particién de la energia en las dos direcciones ortogonales (para propositos
de calculo se toma comtnmente como 1/ V2); p es la densidad del medio, § la
velocidad de corte de las ondas y R la distancia hipocentral.

Los varios espectros contenidos en la ecuacién (1.11) corresponden a los
factores siguientes:

1. La energia de la fuente:

2
- M
My(w) = —2Ls (1.14)
W2
1+ ()

donde M, es el momento sismico y wy la frecuencia angular de esquina.
2. La amplificacién de las ondas:
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~ 2
J\{[nl((«U) = ——w‘_z (1.15)
1 4 (=)

en donde w,, es una frecuencia de referencia.

3. La atenuacién con la distancia:

(1.16)

donde w, es una frecuencia de corte y C' un factor de atenuacién que general-
mente se modela como una funcién exponencial de la frecuencia y la distancia
hipocentral.

1.2.4 Modelos estocéasticos derivados de espectros de respuesta

En vista de la importancia préactica de los espectros de respuesta en el diseo
sfsmico de estructuras, algunos autores se han esforzado en hallar relaciones
teéricas entre la densidad espectral de potencia y el espectro de respuesta de
osciladores lineales, principlamente con el fin de generar acelerogramas com-
patibles con ellos (Vanmarcke, 1976). El objetivo es calcular dicha funcién a
partir del espectro de velocidad maxima relativa Sy(w) correspondiente a un
sistema lineal de un grado de libertad excitado en la base, caracterizado por
una fraccién de amortiguamiento critico v y frecuencia natural w.

Dentro de los limites de este trabajo no es posible exponer en detalle la
deduccién de la relacién propuesta entre el espectro de velocidad y la densidad
espectral de potencia. Nos limitaremos a decir que sus fundamentos tedricos
son los siguientes:

1. La relacién estocésticas entrada-salida de sistemas lineales. De acuerdo
con ella, la densidad espectral de potencia de una respuesta de un sistema
lineal sencilo es igual al cuadrado del médulo de la funcion de transferencia de
la respuesta multiplicado por la densidad espectral de la excitacion (cf. ecuacion
1.4).

2. La hipétesis de valor maximo de un proceso estocdstico, realizada sobre
informacién probabilista de segundo orden, como la dada por la funcion de
autocorrelacién o la densidad espectral. Esta hipétesis estd basada en la teoria
de cruce de niveles de procesos estocdsticos.

La relacién es la siguiente:

1 w2S2(w) _/‘
w(l%‘ - 1) C(Svp)

S

G(w) ~ ’ G(w)dw (1.17)
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donde vs es un factor de amortiguamiento modificado por la evolucién de la
respuesta desde cero hasta el estado estacionario en un tiempo s:

14

(1.18)

1/5 -

1 — exp(—2vw)
Por otra parte, ((s, p) es una funcién que relaciona el valor maximo probable de
1a velocidad con su desviacién estandar. Es, por tanto, un valor dependiente de
la probabilidad de alcanzar ese maximo, p, y de la duracién que toma el sistema
en alcanzar la fase estacionaria, s:

ws
=~ ,|2In| — L= — . [4vgn(—
({8 4 4| 20 wlnp =] valo mlnp

)} (1.19)

La figura 1.4 muestra la densidad espectral obtenida a partir del espectro
de disefio para Manizales propuesto por Hurtado et al. (1995), usando p = 0.5
y v = 0.05.
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1.3 Modelos no estacionarios

Es un hecho ampliamente reconocido que los registros de sismos son alta-
mente 1o estacionarios. Esto se debe a las diferencias en el tiempo de llegada
y frecuencia de sus ondas componentes. La accion sismica puede ser modelada
estocasticamente como un proceso aleatorio no estacionario en dos formas:

1. Como un proceso uniformemente modulado, es decir un proceso esta-
cionario transformado en uno que es no estacionario tnicamente en ampli-
tud. La transfomacién se realiza mediante una funciéon determinista £(t), cuyos
pardmetros se estiman con base en registros reales (cf. ecuacién B.55).

2. Como un proceso con una densidad espectral de potencia evolutiva, es
decir, como un proceso que no solamente varia en amplitud sino también en el
contenido frecuencial a lo largo del tiempo (cf. ecuacién B.52). La estimacion de
los pardmetros del modelo a partir de registros existentes es, por supuesto, mas
complicada que en el caso previo. A continuaciéon expondremos estos modelos
con mas detalle.

1.3.1 Modelos con modulaciéon uniforme

Sea M (t) un proceso aleatorio estacionario Gaussiano con densidad espec-
tral de potencia G,,(w). Una realizacion a(t) del proceso A(t) correspondiente
a la aceleraciéon de movimiento de terreno con la modulacién uniforme entonces
estd dada por

a(t) = &£(t)m(t) (1.20)

donde m(t) es una realizacién de un proceso estacionario y £(¢)es una funcion
determinista que define la variacién de la amplitud en el tiempo. Segtn la teoria
de procesos no estationarios esbozada en el Anexo B, la densidad espectral de
potencia del proceso a(t) es

2

G (w,t) =£(t) Gy (w) (1.21)

Las siguientes son algunas de las funciones mas usualmente empleadas entre
las varias que pueden encontrarse en la literatura:

1. Shinozuka y Sato (1967)

La expresion de esta funcion es
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Funciones de modulacion
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Figura 1.7 Funciones de modulacién de Shinozuka-Sato

£(t) = —(e™ =) (1.22)

donde a,b y ¢ son los pardmetros. El valor de ¢ puede elegirse para dar a
la funcién un valor mdximo unitario, con el fin de que los pardmetros sean
independientes de la amplitud del registro deseado. Esto da como resultado

a

b
b—a b—a
¢ = max(e~% — 70 = % - % (1.23)

Alternativamente se puede definir ¢ segin el criterio de energia como se ex-
plicard posteriormente. La figura 1.7 muestra dos funciones de este tipo que
corresponden cualitativamente a duraciones sismicas efectivas corta y larga.

2. Amin y Ang (1966)

La caracteristica distintiva de esta funcién es que estd definida por tres de
ramas que imitan las fases respectivas del movimiento de terreno, es decir la
ascendiente, la de movimiento fuerte y la de desvanecimiento de la aceleracion.
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Su expresién es

. t <t
4!
) =4 1, t,<t<t, (1.24)

donde ¢ es un parametro, ¢, corresponde aproximadamente al tiempo de llegada
de las ondas de corte y la diferencia t, — ¢, se asocia a la duracién de la fase
fuerte del movimiento.

3. Yeh y Wen (1990)

Esta funcién esta dada por

b
2 at exp(—ct)

Et)=—1 (1.25)

donde a, b, ¢, d y e son parametros.
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Figura 1.8 Registro del sismo de Orion Boulevard (unidades: s, Cm/52)



12 Modelos generales

1.3.2 Modelos evolutivos

Con base en la fisica puramente teérica de sismos cabe esperar que un reg-
istro obtenido en la superficie libre tenga una naturaleza evolutiva. Por esta
expresion se entiende que tanto la amplitud como las frecuencias dominantes
varfen con el tiempo. Este comportamiento se debe a las diferentes energia
y velocidad de las varias ondas que componen el movimiento y sus multiples
reflexiones, refracciones y difracciones. La evolucién de las frecuencias aparece
claramente en algunos registros tal como el San Fernando (Orion Boulevard,
1971) que se muestra en la figura 1.8, en la que se puede distinguir las zonas
que corresponden respectivamente a las frecuencias altas y amplitudes pequenas
de las ondas P, la zona de grandes amplitudes de las ondas S y las bajas fre-
cuencias de las ondas de superficie. Casos con una evolucién tan clara como
la mostrada en la figura son algo raros. En la mayoria de registros el aspecto
evolutivo no resulta tan evidente debido a los efectos de distancia (en sismos de
fuente cercana las frecuencias aparecen combinadas de manera cadtica mientras
a largas distancias las ondas de frecuencia alta aparecen amortiguadas) o es
més o menos confuso debido a las multiples distorsiones sufridas por las ondas
a lo largo de su trayectoria. En el sismo de Tokachi-oki (1968), por ejemplo, las
ondas de baja frecuencia aparecen en la tltima porcién del registro en combi-
nacién con las frecuencia altas, mientras ondas de frecuencia baja dominan la
porcién central (figura 1.9).

Se han propuesto varios modelos para el andlisis espectral de la accion
s{smica con inclusién del comportamiento evolutivo. Algunos de ellos se basan
de la teoria de procesos no estacionarios desarrollada por Priestley (Priestley
1981), de la cual se da un brevisimo resumen en el Anexo B. El proceso con
modulacién uniforme discutido anteriormente es, de hecho, un caso particular
de tal modelo, en el que la funcién de modulacién &(w,t) es Unicamente una
funcién del tiempo, £(t). La funcién &(w, t) del sismo de México de 1985 ha sido
estimada por Grigoriu et al.  (1988) dividiendo el registro en las tres zonas
tipicas ya mencionadas. Otras propuestas so las debidas a Spanos et al. (1992),
quienes proponen el uso de la energfa de sistemas lineales como medida de la
densidad evolutiva de la accién y la de Beck y Papadimitrou (1993), quienes
desarrollaron un método Bayesiano para el ajuste de un espectro evolutivo de
Kanai-Tajimi a registros de sismo. Enfoques similares han sido propuestos por
Fan y Ahmadi (1990), Kameda y Nojima (1988) y otros. Finalmente, algunos
interesantes modelos sismoldgicos evolutivos han sido propuestos por Faravelli
(1988b) y Carli (1992, 1995), entre otros.

En este trabajo se concede particular atenciéon a un modelo llamado de es-
pectro instantdneo (Yeh y Wen 1990), debido a su facilidad de acoplamiento con
las ecuaciones de la dindmica del sistema estructural, lo que facilita su uso en el
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Figura 1.9 Registro del sismo de Tokachi-oki (unidades: s, cm/ s?)

campo de los métodos analiticos de andlisis de vibraciones aleatorias. Se basa en
el concepto de la modulacién de frecuencia que es corriente en teorfa de comu-
nicaciones, asi como en el modelo de Bendat y Piersol (1971) de representacion
no estacionaria (ecuaciones B.56 y B.57).

Como se indica en el Anexo B, cualquier proceso estacionario tiene una
representacién espectral de la forma

o

X(k) = /_ exp(iwk)dZ(w) (1.26)

en donde Z(w) es proceso estocastico, en general complejo, con media nula e
incrementos orthogonales, es decir

E[dZ(w,)dZ(w,)] =0 (1.27)
para w; # wy, y

E[|dZ(w)['] = Sy (w)dw (1.28)
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donde S (w) es la densidad espectral de potencia de X (k). Sea el argumento
del proceso X () una funcién continua, estrictamente creciente del tiempo. Se
puede crear un nuevo proceso en la forma

Y(t) = X (k(1)) (1.29)

cuya funcién de auto-correlacion instantdnea puede expresarse como (cf. ecua-
cién 1.56)

Ry (t,7) = BIX(t+ 5)X(t - )] =

/Z / oof exp ({1 + ) = (s - D)EZ()dZ ()] (1.30)

que, tomando en cuenta las propiedades del proceso Z(w), se reduce a

o0

R, (t,7) :/ exp(iw Th(t))S y (w)dw (1.31)

—0oQ

para un 7 infinitesimal. Haciendo el cambio de variable @ = £(t)w se obtiene
finalmente la ecuacion siguiente:

R, (t,7) = /_Oo exp(m)ﬁsx(%)dw (1.32)

Esta expresion constituye la relacién especial de Wiener-Jinchin del proceso
Y(t). La condicién impuesta sobre la funcién r(t) (especificamente, de ser
una funcién estrictamente creciente) surge de la necesidad de tener que una
densidad espectral positiva, lo que a la vez requiere una derivada positiva k(t)
en la ecuacion anterior. Con esta condicién se supera la critica principal dirigida
contra el modelo de Bendat y Piersol mencionado en la seccién B.7. Una funcién
que satisface este requerimiento y que estd estrechamente relacionada con la
evolucién de la frecuencia del registro sismico es el nimero acumulado de cruces
de la senal por el nivel cero de aceleracién (cruces-cero) desde el inicio del
registro hasta el tiempo ¢. La expresién propuesta por Yeh y Wen (1990) para
la funcién de modulacién de frecuencia es

K(t) = - (1.33)
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donde n(t) es una funcién polinomial del tiempo ajustada a la funcién real de

cruces-cero y t, es el tiempo de comienzo del movimiento fuerte. La densidad

espectral evolutiva del proceso modulado y(t) = X (r(t)) es, en consecuencia,
YW 1

w
La aplicacién de la modulacién de amplitud § (t) conducird entonces a una no

estacionaridad completa del proceso A(t), que estd dado entonces por

A(t) = EY (t) = () X (x()) (1.35)

Si los pardametros de £(t) se ajustan de tal suerte que la varianza del proceso
estacionario X (k) sea unitaria, la energfa del proceso compuesto A(t) quedard
controlada exclusivamente por la funcién de modulacién de amplitud. Esto se
debe a que la varianza de Y (t), dada por

(o.©]

[ G o= [ oxlga (1.36)

no variara con el tiempo, como puede demostrarse haciendo el cambio de vari-
able # = w/F(t) en la ecuacién anterior. La expresién de la densidad espectral
evolutiva del proceso no estacionario resultante A(t) es entonces
G )™ = £t o= G () (1.37)
w = — Rl = .
AV f(t) X R(t)

Quizas la ventaja principal de este modelo para los propdsitos estructurales
es su versatilidad para modelar sismos por medio de filtros. De hecho, consider-
emos la siguiente ecuacién que describe la dindmica de un filtro lineal excitado
por una aceleracion de terreno y(t) sobre un eje ficticio de tiempo ~:

2" (k) + 2 vwa' (k) + WQ:U(F\)) = —y(K) (1.38)

Aqui las comas representan derivadas con respecto a K. Haciendo x = k(t) y
aplicando la regla de cadena se tiene

. dx daedks 7s
=—=——=2Tk 1.
T T dwar " L33
que implica que
o == (1.40)
K
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Luego,
di  do'ds.  d’k

. S v /

P ol wiiht 1.41

YT T dw * dt? v ( )
lo que es equivalente a

2
i=x"k +ka' (1.42)
De aqui se tiene que
|

Al reemplazar estas expresiones en la ecuacion (1.38), la forma final de la
ecuacion dindmica del filtro en términos de x(t) es

T+ (2vwk — %)% + WkT = —FLQ'y(/i(t)) (1.44)

Sobre esta base es posible introducir la modulacion de frecuencia en los filtros
convencionales de Kanai-Tajimi o de Clough-Penzien. En el primer caso se tiene

N 2,2 .2
Uy + 2w,k — E)Ug tw, i Uy =—k EYW (k(t)) (1.45)

donde la funcién de amplitud £(t) se ha aplicado al ruido W (k(¢)). En el segundo
caso se tiene, ademads,

s ) Ko 5 2,9 eg 2.2

U + (2vw ko — E)Uf +w, i Up = =2v,w, kU, —w, £ Uy (1.46)
Segtin las ecuaciones (B.55), (1.37) y (1.44), el ruido blanco modulado de fondo
tiene una densidad espectral evolutiva igual a

YW 1 2 4 w 2 3

Gy lw,t) ==& ()i )Gy (=) = 7€ ()i )Gy (1.47)

donde G, es la densidad unilateral del ruido no modulado. De otra parte, la
aceleracién de la base en el modelo variable de Kanai-Tajimi (ecuacién 1.1) es

2 VW,

KT 1 o 2 2
M = ?(2 vwg R, +w, K Uy) =

: 2
p Uy +w, U, (1.48)
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mientras que para el espectro tipo Clough-Penzien es

cp 2 . 2 2V, w, - 2
M” = Y 4w U+ —ET, + 0, U (1.49)
K K § s

Esto completa la definicién de la accién sismica por medio de filtros lineales
variables en el tiempo.






Capitulo 2

Estimacién de modelos y
simulacion

2.1 Introduccion

Después de haber examinado los principales modelos estocasticos de la
accién sismica en el capitulo anterior, en este se examinard la caracterizacion
paramétrica de los mismos a partir de acelerogramas reales de sismos. Igual-
mente, se describirdn algunas de las técnicas para simulacion de acelerogramas
artificiales a partir de los modelos asi definidos, lo cual constituye un paso
necesario para el estudio probabilista de la respuesta sismica de estructuras.

2.2 Estimacién de modelos espectrales a partir de acelerogramas

En esta seccién se abordard la estimcién de las funciones que caracterizan de
manera estocdstica la accién sismica a partir de registros reales. En particular,
se describird la estimacién de los pardmetros de las funciones propias del modelo
de espectro instanténeo, el cual serd usado en el capitulo siguiente.

2.2.1 Estimacién de la densidad spectral de potencia

Como en multiples situaciones del mundo fisico, la estimacién de las carac-
teristicas espectrales de un sismo dado debe realizarse a partir de un registro
tinico. Esto obliga a introducir la hipétesis de ergodicidad (cf. seccién B.3.4),
la ual permite suponer que las medidas probabilistas obtenidas en el eje del
tiempo de una realizacién equivalen a las que se hubieran podido obtener en el
eje de muestras si mas de una de ellas estuviera disponible.

En el caso de sismos se debe enfrentar el problema adicional de la no esta-
cionaridad de los registros. Como el énfasis en ingenierfa sismica ha caido sobre
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los alores méximos de las respuestas y éstos suelen ocurrir en la fase fuerte
del movimiento, ha sido practica comun el calcular la densidad espectral sobre
dicha fase, tomada como estacionaria (Soong y Grigoriu 1993). En este caso, el
estimativo de densidad espectral es

2

GA((U) — iA(w)l

(2.1)

TS,

donde fl(w) es la transformada de Fourier de la aceleracion del suelo a(t) y s,
es un estimativo de la duracién de la fase de movimiento fuerte. Con base en la
teoria de procesos estocdsticos, Vanmarcke y Lai (1980) proponen la siguiente
expresion para dicha duracién:

25 E
=2In(20) —2—, > 1.36T: 2.2
%0 n( i )max(a(t))' %0 = ® (2:2)
y
Ex
=2— < 1.367T. 2.3
%0 = “hax(a(t))’ %0 = s (2:3)

donde T, es el perfodo dominante de las ondas en la fase fuerte y Fxo es la
energia del registro dada por

Foo = /OOO o (1) dt (2.4)

Como se indica en el Anexo B, la gran varianza de este estimador de densidad
espectral suele reducirse por medio de ventanas espectrales que se aplican sobre
el registro original a(t) (Oppenheim y Schaffer 1989; Priestley 1981). Con el
fin de suavizar el espectro, es posible igualmente promediar los estimadores de
densidad espectral de N diferentes porciones de la fase fuerte del movimiento
(Soong y Grigoriu 1993):

R 1 N 9
G,y(w) == 3 |An(w)| (2.5)

5o =1

con
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El desarrollo de modelos evolutivos, unido a la observacién de que la omision
de las fases ascendente y decadente del movimiento puede conducir a subesti-
maciones de la respuesta de la respuesta no lineal de estructuras, ha impulsado
el uso de una técnica mas elaborada de estimacion de la densidad espectral, que
se realiza sobre un registro estacionaria y duracién igual a la del registro origi-
nal, obtenido de este éltimo por estabilizacién de la variacién de amplitudes y
frecuencias. Esta técnica, que se utilizard en el capitulo siguiente para estimar
un modelo estocastico adecuado para Manizales, se explicard en el contexto de
la modelacién del espectro instantaneo.

O(J. 1 1 1 1
<o, e B
e
Noo .=
l(“:_' -
- i L
R
o = L
=
m | 5
_ Funcion de energia I
Empirica
i Ajustada B
T T T T T
0. 10. 20. 30. 40. 50 60.
Tiempo

Figura 2.1 Funciones de energia del sismo de Orion (unidades: s, cm?/s”)

2.2.2 Estimacién de la funcién de modulacién de amplitud

Los pardmetros de la funcién de modulacién de amplitud & (t) se determinan
generalmente a partir de la funcién de energia del registro (equacion 2.4), cuyo
valor total es proporcional a la conocida Intensidad de Arias usada como medida
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del potencial de dafio sfsmico. Igualmente, estd relacionada con la transformada
de Fourier a través del teorema de Parseval:

/OOO aQ(t)dt = %/OOC ]A(w)Ide (2.7)

En procesos uniformemente modulados se tiene

A(t) = ()M (1) (2.8)
y por tanto
o1 (1) =€ (D, (0 (2.9)

puesto que £(t) es determinista y M (t) tiene media nula. El valor esperado de
la energia es en consecuencia

E[E(t)] = /Ot ¢ (OE[M (B)]dt (2.10)

Como la distribucién relativa de la energia entre {(t) y M(t) es arbitraria,
. ; 2 , ,
siempre se puede fijar E[M (¢)] = 1 de manera que la energia esperada esté
completamente controlada por &(t):

B[E(#)] = (')t £ (t)at (2.11)

La identificacién de los pardmetros de una funcién dada () puede entonces
realizarse forzando la equivalencia de las energfas asociadas a la funcién y al
registro original, es decir

/t £ (t)dt = /taz(t)dt (2.12)
0 0

Para este fin se hace necesario usar técnicas de identificacién no lineal (Bard
1974; Press et al. 1992)

La figura 2.1 muestra una comparacion de las energias asociadas al registro
de Orion Boulevard (sismo de San Fernando, 1971, componente NS) y a la
funcién ajustada de Yeh-Wen, cuyos pardmetros fueron calculados por medio
del algoritmo de Levenberg-Marquart (Press et al., 1992). éstos son: a =
0.5577E02, b = 0.3214E02, ¢ = 0.5093E00, d = 0.0 y e = 0.2782E02. Puede
verse que existe una similitud aceptable entre la curva empirica y la ajustada.
En la figura 2.2 se repite el trazo del registro junto con la funcién estimada £(t).
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Figura 2.2 Registro del sismo de Orion y funcién de amplitudes de Yeh - Wen (u-
nidades: s, cm/s”)

2.2.3 Modelacién de un espectro instantaneo
Ademés del calculo de la funcién de modulacién de la amplitud, la con-
struccién de un modelo de espectro instantdneo requiere los siguientes pasos:

1. Ajustar un modelo de funcién de modulacién de frecuencias K(t).

9. Transformar la senal no estacionaria original en una estacionaria usando las
funciones ajustadas de modulacién de amplitudes y frecuencias.

3. Calcular la densidad espectral de potencia de la sefial modificada y ajustar
un modelo suave a ella, tal como el de Kanai-Tajimi o el de Clough-Penzien.

Como se dijo anteriormente, la funcién de frecuencia se puede obtener aju-
stando un polinomio de orden M a la funcién empirica de cruces por cero del
registro:

f(t) = (,"(ﬂ | (2.13)

donde
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M

alt) = 7'iti (2.14)
i=1

El tiempo ¢, que corresponde al inicio de la fase fuerte, se puede estimar por
inspeccién visual como el primer punto de inflexién de la funcién de energfa £(t)
del registro (ver figura 2.1). La precision en la estimacion de este pardmetro no
es critica, ya que la densidad espectral final es escasamente sensible a él.

2: | 1 ] !
a5 ]
= -
=
v T =
~
e = | -
S =
A -
(5]
=
S 2 -
=
=
Funcion de frecuencia
=] . n
I Empirica
| Ajustada
T T T T T
0. 10. 20. 30. 40. 50. 60.
Tiempo, s

Figura 2.3 Funcién de modulacién de frequencia del sismo de El Centro

Las figuras 2.3 y 2.4 muestran las regresiones correpondientes a los cruces
por cero de los registros de El Centro y Orion Boulevard, respectivamente. Sus
pardmetros se consignan en la tabla 2.1 junto con los del sismo de SMART 45.
Al comparar las figuras 1.1 y 1.8 se puede ver que la evolucién de frecuencias
altas a bajas es mucho mds fuerte en el registro de Orion que en el de El Centro.
El de SMART corresponde a una situacién intermedia entre ambos. La figura
2.5 muestra dos instantes de la evolucién de un espectro de Clough-Penzien de
la figura 1.3 calculados con la funcién x(t) del registro de Orion Boulevard y

(1) =1.
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Tabla 2.1 Pardmetros de las funciones de modulacion de frecuencia ajustadas
Sismo T Py Py t. n(t,)
Imperial Valley | 0.7826 ¢ 01 | 0.2733 e -01 | -0.1260 e -02 | 2.0 | 0.7921 e 01
SMART 45 0.9806 e 01 | -0.1980 ¢ 00 | 0.1833 e-02 | 7.5 | 0.7145 e 01
San Fernando 0.9585 e 01 | -0.2291 e 00 | 0.2298 e -02 2.5 | 0.8148 e 01

El paso siguiente es la transformacion de la senal original no estacionaria en
estacionaria. Esto se realiza en dos fases. Inicialmente se estabilia el registro en
amplitudes dividendo la sefial por la funcién de amplitudes empirica o ajustada:

g (B === (2.15)

Luego, la sefial asi obtenida se mapea del eje de tiempo ficticio constituido por
la funcién de modulacién de frecuencias al eje de tiempo real:

m(t) = m, (k(t)) (2.16)
Este resultado puede usarse para estimar la densidad espectral de potencia
usando la duracién total del registro en la ecuacién (2.1). Como ilustracion de
este proceso, la figura 2.6 muestra la historia de aceleracién original del registro
del sismo de Belalcazar (agosto 15 de 1992), componente EW, registrado en
el sitio de El Cable en Manizales. La figura 2.7 hace lo propio con el registro
estabilizado obtenido por la técnica descrita.

2.2.4 Estimacién de los pardmetros de modelos espectrales de filtro

Lai (1982) y Faravelli (1988a) han propuesto estimar los pardmetros de
modelos simples y compuestos del modelo de Kanai-Tajimi por minimizacién
del error que media entre los primeros momentos espectrales del registro y del
modelo. Dichos momentos estdn definidos por

o0

A = / W' G(w)dw (2.17)

Como el modelo de Kanai estd definido por tres pardmetros, se impone resolver
un igual ntimero de ecuaciones no lineales simultdneamente, que corresponden a
los momentos de 6rdenes 0, 1 v 2. El proceso se facilita por la disponibilidad de
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Figura 2.4 Funcién de modulacion de frequencia del sismo de Orion

la siguientes expresiones explicitas para tales momentos calculadas por Faravelli
(1988a):

A2 X,
) P —%Qﬂ (2.18)
g
con
/ wg wg wmax
Ny = Gy | =5 (H1 — Hy) + = (T1 + T2) (2.19)
8,/1 — Vg Vg 0
M =G [ wg (Ty — T )] e (2.20)
W 4Vg /———1 — Vg2 1 2 . :
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Figura 2.5 Densidad evolutiva tipo Clough-Penzien (unidades: rad /s, cm?/ 53)

i u)3 u)3 1 |“max
Mo =G, | -—=2—=(H1 — H)) + 2 (T1 + T 2.21
2 W i SM( ) 4Vg( ) . ( )
/\/ G 'wg (H I ) w;(l — 21/:) (T 7 )1 Wmax (2 22)
=Gy | H+Hg) — ——F7— 1 — 12 .
" | 4 41/g,/1—1/§ 1o
/ wg (3 — 4I/g2) wg 9 “Wmax
Ny= Gy lw— 5L (H) — Hy) + —& (1 - 402)(Ty + T) (2.23)

donde w es la frecuencia maxima de integracién, estimada sobre considera-

Hy{ = ln(wg + 2ww, /1 — Vg + w?) (2.24)

ciones sismolégicas y
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Figura 2.6 Sismo de Belalcdzar (unidades: s, cm/sz)

Hy = hl(wg2 — 2w w1 — I/g2 + @) (2.25)
w+w, /1 —v2
T = tan_1< : & > (2.26)
WeVs
w—w,/1— 12
Ty = tan_1< & g) (2.27)
Wy,

Para otros modelos, tales como los de Clough-Penzien y Boore se requiere
evaluar las integrales del modelo de manera numeérica en cada paso.

Un importante estudio estadistico sobre la forma de la densidad espectral
de potencia fue realizado por Moayyad y Mohraz (1982) sobre una muestra
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Figura 2.7 Acelerograma estacionario obtenido del sismo de Belalcdzar(unidades: s,
2
cm/s”)

de registros de E.U. Los autores agruparon los registros en tres categorias,
correspondientes a tipos diferentes de suelos, especificamente duros, medios y
blandos y promediaron los espectros normalizados. Sues et al. (1983) calcularon
los modelos de Kanai-Tajimi que se ajustasen a los promedios resultantes. Los
resultados se muestran en la tabla 2.2.

Es importante observar que cuando se ajusta el modelo Kanai-Tajimi a
registros individuales se observan valores inferiores de v, a los recogidos en
la tabla anterior. De hecho, Lai (1982) ha encontrado que v, se concentra
alrededor de una media de 0.32 con coeficiente de variacién de 0.421. Esto
significa que los altos valores del estudio de Moayyad y Mohraz (1982) confieren
a los espectros una banda méas amplia de frecuencias que para la generacion de
seales aleatorias puede resultar poco realista. Esto puede interpretarse como
una consecuencia del promediado de densidades espectrales correspondientes a
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Tabla 2.2 Pardmetros del modelo de Kanai-Tajimi (segin Sues et al. 1983)

Suelo w, v,
Blando 10.9 0.96
Intermedio 16.5 0.80
Duro 16.9 0.94

condiciones dindmicas muy diversas. En el capitulo siguiente, el caso Manizales
servird para ilustrar que la dispersién de estos pardmetros para condiciones mas
homogéneas lleva a una dispersiéon menor.

2.3 Simulacién de acelerogramas sismicos

La simulacién sintética de procesos estocdsticos y, especificamente, de a-
celerogramas ha sido un 4rea activa de investigacion desde el surgimiento de
computadoras rapidas. En la actualidad hay un espectro amplio de algoritmos
para ese propésito. La eleccion entre ellos depende de la informacion disponible,
las caracteristicas que se pretenda dar a la senal, la eficiencia computacional y
la exactitud (Nigam y Narayanan 1994).

En este trabajo se hard uso de los algoritmos que se exponen a continuacion,
que corresponden a procesos Gaussianos. Esta restriccion se debe al hecho que
en el caso Gaussiano el proceso estd completamente definidos por la informacién
estadistica de segundo orden. Como ésta estd dada indirectamente por la den-
sidad espectral de potencia del proceso, se tiene la certeza que las realizaciones
asi obtenidas corresponden fielmente al modelo probabilista. Esto no es valido
en el caso de procesos no Gaussianos, los cuales requieren informacion espectral
de mayor orden.

2.3.1 Simulacién de ruido blanco filtrado

Hay, en general, dos de maneras de hacer este tipo de simulacién. La primera
consiste en generar una realizacién de un proceso blanco w(t) (cf. Anexo B)
y luego calcular la respuesta de los filtros resolviendo sus ecuaciones dindmica,
que pueden expresarse sucintamente como

L[z, t] = w(t) (2.28)

donde L[] es el operador matematico del filtro. La segunda técnica se basa
en la disponibilidad de una expresién matemdtica o empirica de la funcién de
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densidad espectral de potencia del proceso, Sy (w). Las realizaciones pueden
ser generadas por el algoritmo (Shinozuka 1987):

M

z(t) =) 2\/Sy(w;)Awcos(w;t + () (2.29)
j=1

donde la densidad espectral ha sido discretizada en M frecuencias, que tienen
un angulo asociado de fase aleatorio ¢; uniformemente distribuido entre 0 y 2.
Evidentemente,

w

Aw = 22 2.30
M ( )
donde w,_, es la frecuencia mdxima por dar a la senal, seleccionada sobre

consideraciones sismoldgicas y estructurales. Las frecuencias w; se asignan o
bien en medio de cada intervalo o bien aleatoriamente dentro suyo. El algoritmo
estd basado en la representacion espectral de procesos estocasticos descrita en
el Anexo B. En particular (cf. ecuaciéon B.36) la varianza total calculada sobre
las realizaciones sintéticas

M
z(t) =) Z; cos(w;t +¢;) (2.31)
j=1
es
2 1 2
oy =3 2.2, (2.32)

Por otra parte, la varianza esta dada también por
9 .00
o = / S (w)dw (2.33)
—00

Consiguientemente, se puede asignar a las amplitudes Zj el valor

Z;=2\/5x(w;)Aw (2.34)
Puede demostrarse que la funciéon de densidad de las sefiales x(t) obtenidas por
este método tiende a la del proceso X (t) como M — oo (Shinozuka 1987).

Al expresar el coseno en la ecuacién (2.31) como la parte real de un expo-
nencial complejo, la simulacién puede ser efectuada mucho mads eficientemente
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por medio de la transformada répida de Fourier (Shinozuka y Lenoe 1976). De
hecho, la ecuacién (2.31) puede ponerse en la forma

M
i) = 9%{ > 2/ (w;)Aw exp(ic;) X exp(iwjt)} (2.35)
j=1

que indica que (t) puede calcularse como la parte real (R(+)) de la transformada
discreta de Fourier del conjunto complejo

{2\/5x (w;)Aw exp(i¢;)} (2.36)

2.3.2 Simulacién de acelerogramas no estacionarios

La simulacién de realizaciones de procesos no estacionarios Gaussianos de
media nula caracterizados por una densidad espectral de potencia variable en
el tiempo Sy (w j,t) puede realizarse por una modificacién simple del algoritmo
anterior:

M

z(t) =Y 2,/Sy (w;, 1) Aw cos(w;t + ¢;) (2.37)
=

En el caso particular de procesos modelados segtin el modelo evolutivo de Priest-
ley, es decir

S (w,t) = [€(t,w)[ Sy (w) (2.38)

se tiene

M

a(t) = €t w)| Y 24/Sy (w;)Aw cos(w;t + () (2.39)
=1

que en el supuesto de modulacion uniforme se reduce a

M

z(t) = £(t) D 21/ (w;)Aw cos(w;t + ¢) (2.40)
j=1

La figura 2.8 muestra un acelerograma artificial generado por este método
utilizando como base el espectro de diseo propuesto para Manizales por Hurtado
et al. (1995). Para darle el caracter no estacionario se utilizé la funcién de
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modulacién de amplitudes de Amin y Ang (1966) (ecuacién 1.24) con t; =2's
y ¢ = 0.18. En la figura 2.9 aparece el espectro de velocidades dado junto con
el espectro del acelerograma sintético. Puede verse que, para efectos practicos,
las diferencias entre ambos espectros son poco significativas.

|

| i
\'f \(.’ V\\ ka W V‘J\\Wﬁ«\/\m\,wm.w
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Aceleracion
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=

100
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-200.
|
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Manizales
Acelerograma generado
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0. 5. 10. 15. 20. 25. 30. 35, 40.
Tiempo

Figura 2.8 Acelerograma artificial generado a partir del espectro de diseno prop-
uesto para Manizales (Hurtado et al. 1995) (unidades: s, cm/s”)

La simulacién de acelerogramas segiin el modelo de espectro instantaneo
puede realizarse al resolver las ecuaciones de movimiento de los filtros variables
en el tiempo excitados por las realizaciones sintéticas del ruido blanco de fondo
(ecuaciones 1.45 y 1.46).

2.3.3 Correccién del acelerograma sintético

La seifial generada por el método descrito presenta aun algunas deficiencias
que pueden ser facilmente eliminadas o atenuadas. El error mas importante
corresponde al posible valor no nulo de la velocidad final del terreno. Para esto
se puede emplear la misma técnica usada en el caso de acelerogramas registrados
por medios analégicos. Esta consiste en una correccién parabdlica de la linea
de base del acelerograma, donde los coeficientes de la correccion son elegidos de
manera tal que minimicen el valor cuadritico medio de la velocidad.
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Figura 2.9 Espectros de seudovelocidad de disefio y del registro sintético (unidades:
s, cm/s)

Si a(t) es un acelerograma obtenido mediante el procedimiento descrito, el
acelerograma corregido a’(t), tiene la forma:

a'(t) = alt) +co + Clg + (2)2 (2.41)

donde s es la duracién de la senial. La velocidad se obtiene integrando la ecuacion
anterior con condiciones iniciales nulas y los coeficientes cg, ¢; y c» se seleccio-
nan de manera tal que el valor cuadrdtico medio de ésta sea minimo en el
intervalo [0, s]. Con todo esto se llega a la relacion:

¢ 2300 900 —630 7 ( by
¢ b= 1800 —5760 4200 |{ by (2.42)
& 1890 6300 —4725] | by
donde y
bA,:s‘k_3/ o)t dt  k=0,1,2 (2.43)
0

y donde v(t) es la velocidad correspondiente a a(t).
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Las integrales de la ecuacién (2.43) se pueden evaluar numéricamente, bajo
el supuesto de que la aceleracion a(t) varia linealmente entre dos instantes de
tiempo consecutivos. Después de esta correccién, la doble integracién de a(¢)
proporciona las velocidades y desplazamientos, respectivamente. Aunque nor-
malmente las funciones a(t) y a’(t) son muy similares, es importante la modifi-
cacion en la velocidad v(t).






Capitulo 3

Modelo estocastico de los movimientos
sismicos en Manizales (Colombia)

3.1 Introduccién

Después de haber examinado en el capitulo anterior algunos de los princi-
pales modelos estocdsticos de la accién sismica publicados en la literatura es-
pecializada, asi como los pasos necesarios para la obtencién de sus parametros,
en el presente capitulo se aplican tales conceptos y métodos para obtener una
aproximacién razonable de un modelo tal para el caso de Manizales (Colom-
bia), a partir de los registros disponibles. En primer lugar se describen y se
relacionan dichos registros; a continuacién se describen los pasos de cédlculo del
programa de obtencién de los pardmetros del modelo y finalmente se analizan
los resultados en comparacién con algunos referentes a otras regiones sismicas.

3.2 Registros sismicos obtenidos en Manizales

La tabla 3.1 presenta los datos generales de los registros obtenidos en la ciu-
dad que se han utilizado para este estudio. Los cinco primeros fueron obtenidos
en un acelerémetro tipo Montana de registro fotografico en papel, instalado
en la ciudad por el U. S. Geological Survey y administrado por el Instituto
Geofisico de los Andes. Cuatro de estos registros fueron digitados por Cérdoba
y Gémez (1987), y el quinto por Hurtado et al. (1981). Los registros restantes
han sido obtenidos en los equipos digitales marca Kinemetrics gestionados por
el autor entre 1991 y 1993 en la Universidad Nacional, Sede Manizales.

Puede decirse que casi todos los registros corresponden al perfil tipico de los
suelos de la ciudad, descrito por Aguirre y Gutierrez (1992), formado por limos
arenosos de origen volcdnico de gran espesor. A este perfil tipico pertenecen
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Tabla 3.1 Registros sismicos en Manizales
Sismo No. Registros No. Epicentro Fecha Estacion
1 1 Dabeiba 08.31.77 Banco del Comercio
2 2 Pereira 04.13.75 Banco del Comercio
3 3 Versalles 06.25.80 Banco del Comercio
4 4 Umpala 03.22.77 Banco del Comercio
o 5 La Tebaida 05.18.76 Banco del Comercio
6 6,7 Belalcazar 08.15.92 El Cable
8,9 Belalcazar 08.15.92 Universidad Nacional
7 10, 11 Murindé 10.17.92 El Cable
12, 13 Murindé 10.17.92 Universidad Nacional
8 14, 15 Murindé 10.18.92 El Cable
16, 17 Murindé 10.18.92 Universidad Nacional
9 18, 19 Murindé 10.18.92 El Cable
20, 21 Murindé 10.18.92 Universidad Nacional
10 22, 23 Toribio 06.06.94 J. Hada
24, 25 Toribio 06.06.94 E.P.M.
11 26, 27 Tauramena 01.19.95 E.P.M.
12 28, 29 Calima 02.08.95 El Cable
30, 31 Calima 02.08.95 Confamiliares
32, 33 Calima 02.08.95 E.P. M.
13 34, 35 Risaralda 08.19.95 El Cable
36, 37 Risaralda 08.19.95 E. P. M.
38, 39 Risaralda 08.19.95 Acueducto

los sitios indicados en la tabla 3.1 como El Cable, Banco del Comercio, Uni-
versidad Nacional, Confamiliares y E. P. M. Las principales variaciones que
pueden hallarse a lo largo y ancho del casco urbano corresponden a la presen-
cia de algunos rellenos mecénicos o hidrdulicos de diferente espesor, los cuales
alteran el comportamiento de las ondas sismicas en una medida que resulta
dificil de ponderar. Las estaciones que figuran en la tabla como Universidad
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Nacional, El Cable y Confamiliares presentan un perfil similar, con la diferencia
de que en el tltimo hay una capa de espesor moderado de dichos rellenos que,
aparentemente, parece haber ocasionado pequenas amplificaciones en ciertos
periodos. Por otra parte, el suelo del edificio E.P.M. y zonas aledanas presenta
caracteristicas excepcionales que han causado tradicionalmente mayores inten-
sidades alli que en otras partes de la ciudad. Particularmente, la zona sufrié
una masiva destruccion de viviendas de bahareque en el ano de 1979, lo que se
refleja en las altas intensidades obtenidas en el sismo del 23 de noviembre de
1979 (no registrado), las cuales alcanzaron alli un valor de IX.

3.3 Estimacion de parametros del modelo estocastico

Como se dijo en el capitulo anterior, un modelo estocastico riguroso de
la accién sismica debe incluir su no estacionaridad en amplitud y en frecuen-
cia. Para ello se ha adoptado el modelo de espectro instantaneo (Yeh y Wen
1990) descrito en detalle en el capitulo anterior. El proceso de cédlculo de los
parametros espectrales del modelo es el siguiente:

1. Célculo de las funciones empiricas de modulacion de amplitudes, é (t) y
de frecuencias &(t).

2. Estabilizacién estacionaria del registro, es decir, calculo de un registro
estacionario equivalente obtenido al remover las tendencias no estacionarias en
amplitud y frecuencia caracterizadas por £(t) y x(t), tal como se explicéd en
el capitulo anterior. En este estudio se utilizaron las funciones empiricas de
amplitud y frecuencia en lugar de modelos no lineales ajustados a ellas. Esto se
debe a que la tltima opcién tiene sentido cuando se busca generar acelerogramas
sintéticos similares a uno dado (por ejemplo, en estudios de danos caudados por
un evento que haya sido registrado) o cuando se persigue realizar un estudio
estadistico de los pardmetros de las funciones £(t) y x(t). Como en el caso
presente no se trata de modelar un evento dado y, ademas, la base de datos
disponible no es lo suficientemente amplia como para obtener una modelacion
fiable de los multiples pardmetros de ambas funciones, se ha optado por utilizar
las funciones empiricas directamente en la estabilizacién estacionaria de cada
registro, explicada en el capitulo anterior, y concentrar el estudio estadistico en
los pardmetros de la densidad espectral que son, con mucho, los mas importantes
del modelo evolutivo completo. Las densidades espectrales de potencia de los
registros estabilizados se calcularon como el promedio de las densidades de tres
segmentos de los mismos. Para el célculo se utilizé la ventana espectral de
Hanning (cf. Priestley 1981).

3. Célculo de la duracién del segmento de fase fuerte, s,, segin la definicion
de Vanmarcke y Lai (1980) (ecuaciones 2.3 y 2.3). Esta duracién se utilizard
para modelar la modulacién de amplitudes en la generacién de acelerogramas
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sintéticos que se discute mas adelante.
4. Célculo de los pardmetros espectrales del modelo. En el presente caso se
adopté el espectro de Clough y Penzien, cuya densidad espectral estd dada por

4 EIPEEE
Ay w w
G(w) = - i = = Gy (3.1)

=73 R 7 2 32 N2 7 7 3
(W —w’)" +4y ww (wg—w) +dyw w

A los pardmetros w; y v; se les asignaron unos valores fijos que se juzgaron
adecuados a la vista de los espectros empiricos de los registros etabilizados,
mientras que los pardmetros de la parte de Kanai - Tajimi del espectro se cal-
cularon siguiendo el método de ajuste de los momentos espectrales expuesto en
el capitulo anterior. Para ello se utilizaron las ecuaciones explicitas de los mo-
mentos espectrales del filtro de Kanai - Tajimi obtenidas por Faravelli (1988a)
(ecuaciones 2.18 a 2.27). El algoritmo de ajuste no lineal utilizado fue el Leven-
verg - Marquart. Por otra parte, con el fin de evitar un sesgo en la estadistica
de los valores se prescindié de algunos registros del sismo No. 8 y de todos los
del No. 9, que es una réplica del anterior.

La tabla 3.2 retine los valores de los pardmetros s, w, y V. En las figuras
3.1 y 3.2 se presentan histogramas de los dos ultimos valores junto con las
funciones de densidad siguientes (tipos Weibull y Lognormal, respectivamente)
que se han juzgado adecuadas para ellas:

1.55 w, — 7.5

. g 0.55 g *“N\1.55
)= - S i 3.9
Flog) = SR T2)05 e (B 215 (32)

1 1 1111/g+1.9442 9
- pf (i 33
fW) = t3seavam. P 7303865 )°] (3.3)

g

La figura 3.3 muestra la densidad espectral evolutiva del registro 7 corre-
spondiente al modelo de Yeh-Wen:

2 1 w

G(w,t) =€) —=G(—=) (3.4)

La densidad ha sido calculada con los pardmetros que aparecen en la tabla
3.2 y usando su funcién empirica de evolucién de frecuencias k(t) y como mod-
ulacién de amplitudes la funcién de Amin y Ang (1966) (ecuacién 1.24)

(%)27 t < tl
E(t) =4 1, Lt L6 (3.5)
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Tabla 3.2 Valores calculados de los parametros del modelo estocdstico

39

Registro No. S0 Omax wg Vg
(s) (cm/s?) (rad/s)
5 9.73 48.60 8.85 0.150
6 12.04 16.30 16.34 0.247
¥ 20.24 16.25 17.49 0.262
8 14.31 16.29 13.93 0.250
9 13.33 14.88 15.55 0.233
10 21.34 6.22 10.92 0.093
11 21.36 6.75 10.86 0.135
12 22.17 6.34 10.17 0.093
13 22.85 5.86 9.11 0.119
14 30.70 14.83 12.09 0.145
15 32.99 13.92 11.03 0.149
24 21.46 9.44 8.83 0.052
25 29.93 5.90 9.24 0.069
26 20.34 12.30 9.11 0.077
27 13.16 19.99 9.32 0.086
28 16.53 26.42 13.66 0.191
29 20.46 38.02 13.48 0.184
30 25.34 22.98 11.23 0.133
31 14.10 28.53 11.31 0.1232
32 12.94 55.86 9.01 0.136
33 25.46 35.38 9.53 0.110
34 16.14 51.58 17.03 0.229
35 11.91 46.78 18.93 0.231
36 19.30 35.26 13.22 0.181
37 24.46 34.06 12.16 0.178

con pardmetros t; =2s,c=0.18yt, =1, + s,.
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Figura 3.1 Histograma y modelo probabilista de la frecuencia de Kanai-Tajimi para
Manizales (unidades: rad/s)

3.4 Generacién de acelerogramas artificiales para Manizales

Con el fin de utilizar el modelo espectral asi definido para generar acelerogra-
mas artificiales adecuados para Manizales, consistentes con su amenaza sismica,
se hace necesario examinar la relacion existente entre los valores sy, w, ¥ ¥, de
un lado y la aceleraciéon méaxima, amax, por otro, debido a que la amenaza se
encuentra definida para todo el territorio nacional en términos de ésta (Garcia
et al. 1984). La figura 3.4 muestra la relacién existente entre s, y amax. En ella
también se recogen los datos de la costa oeste norteamericana evaluados por Lai
(1982). Puede observarse que los datos de Manizales muestran la misma ten-
dencia a una correlacién negativa de s, con respecto a dmax; lo cual se explica
principalmente por el hecho de que la duracién crece con la distancia epicentral
al contrario que la aceleraciéon maéxima. Asimismo, se puede ver que la dis-
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Figura 3.2 Histograma y modelo probabilista del amortiguamiento de Kanai-Tajimi
para Manizales

persién de los datos de Manizales, en el pequetio rango de aceleraciones que ha
sido posible registrar hasta el momento, muestran una dispersion muy inferior
que los usados por Lai (1982), lo que se debe a la mayor homogeneidad de la
muestra de una misma ciudad empleada en este caso. Esto ilustra la inconve-
niencia de utilizar informacién de bases de datos correspondientes a regiones
diversas en estudios de objetivo local como aquellos para los cuales este trabajo
pretende servir de insumo, es decir, la generacién de acelerogramas artificales
para estudios de vulnerabilidad y riesgo en Manizales.

Sobre la base de la informacién reunida en la tabla 3.2 se ha calculado la
siguiente regresién entre duracién de la fase fuerte y aceleracion maxima:

111 80 — _0.0102 (Lnlax + 31707 + G (3-6)
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Modelo evolutivo
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Figura 3.3 Densidad espectral evolutiva basada en el registro No. 7 (unidades: s,
2
cm/s”)

En esta expresion e es una variable aleatoria normal con media cero y desviacion
estdandar 0.2867. Como quiera que para valores altos de aceleracion se puede
obtener duraciones muy pequenas, se propone fijar un valor minimo de 1 s.
De otra parte, las figuras 3.5 y 3.6 muestran las relaciones w, - dmax ¥y
Vg = Gmax; respectivamente. En consonancia con lo observado por Lai (1982),
ninguna de las dos variables muestra una tendencia definida a crecer o disminuir
con la aceleracién maxima, lo cual hace que, para efectos précticos, puedan ser
consideradas efectivamente como propiedades (estocésticas) de los suelos de la
regién bajo estudio, modeladas por las ecuaciones (3.2) y (3.2). Para estudios
de vulnerabilidad y riesgo, en los cuales se hace necesario generar acelerogramas
artificiales para un amplio rango de aceleraciones maximas, esta independencia
de los pardmetros espectrales del nivel de aceleracién sismica permite generar
los acelerogramas a partir de una misma densidad espectral caracterizada ella
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Figura 3.4 Relacién aceleracién maxima / duracién de la fase fuerte (unidades: s,
2
cm/s”)

misma por pardmetros aleatorios. En consecuencia, el proceso de generacion
de acelerogramas artificiales propuesto para la ciudad, a partir del modelo es-
tocdstico asi definido, es el siguiente:

1. Definir la aceleracién méxima objetivo del registro.

9 Cenerar una duracién aleatoria de la fase fuerte, teniendo en cuenta que
el pardmetro € en la ecuacién (3.6) es aleatorio.

3. Generar valores aleatorios de los pardmetros de la densidad espectral de
potencia de acuerdo a sus distribuciones (ecuaciones 3.2 y 3.3).

4. Generacién de un ruido blanco de duracién equivalente a la duracién total
del evento (cf. Anexo B, seccion B.5) y aplicacién de la funcion de modulacién
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de Amin y Ang (ecuacién 3.5).

5. Simulacién del acelerograma por medio de la solucién de la dindmica del
filtro variable de Clough - Penzien (ecuaciones 1.45 y 1.46).

6. Correccién de la linea base (cf. Seccién 2.3.3).

20 T T T T T

* * observaciones
valor medio

10 -

max

Figura 3.5 Relacién aceleracion maxima / frecuencia del filtro (unidades: cm/s”,
rad/s)

3.5 Vulnerabilidad de edificios sin diseno sismo-resistente

Como una primera aplicacién practica del modelo estocastico expuesto, en
este apartado se hard uso de él para estimar la vulnerabilidad de una estructura
representativa de las construcciones de concreto reforzado carentes de diseno
sismo-resistente bajo condiciones de un sismo fuerte. Como valor indicativo de
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Figura 3.6 Relacién aceleracién maxima / amortiguamiento del filtro

este 1ltimo se toma el correspondiente a una probabilidad de excedencia de 10%
en 50 aflos, caracterizado por una celeracién maxima de 0.25 g y reglamentado
por el cédigo de disefio sismo-resistente de la ciudad para las construcciones
nuevas. La meta de este andlisis es la obtencién de una funcién de distribucion
de probabilidad del dafio de una estructura representativa de los edificios de
la ciudad de la época anterior a la expedicién de la primera norma sismica, la
cual permite estimar el escenario posible de danos y pérdidas en ese grupo de
edificios™.

El método que se seguird para esta evaluacion es el método de Monte Carlo
(Hurtado y Barbat 1998; cf. Anexo A), que consiste en la realizacién de un
amplio ndmero de andlisis deterministas de la estructura con datos aleatorios
con el fin de disponer de una muestra sobre la cual realizar las estadisticas

*  El diseiio de este modelo representativo fue realizado por Samuel D. Prieto y Josué Galvis.
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correspondientes. Los pasos requeridos por el método en un caso como este son
los siguientes:

1. Disenio de una estructura altamente representativa de la época. La
estructura en cuestion es un edificio de concreto reforzado de seis plantas, con
cinco marcos de dos vanos cada uno, que soportan losas de concreto y cargas
vivas de tipo vivienda. El diseno se realizé de acuerdo a las normas y costumbres
de las décadas de los sesenta y setenta.

9. Definicién de un indice de dano. En los ultimos anos se ha impuesto en
la literatura internacional el modelo de Park y Ang (Park 1984; Ang 1987) el
cual estima el dafio producido en cada elemento estructural como funcién de la
deformacién maxima y de la energia disipada. La ecuacion del indice para un
elemento ¢ es

om 15} i
J: = 00, / dE .
‘ ' ()U + F}'(Su I (3 7)

donde dy, v 0y son la deformacion méaxima bajo carga sismica y bajo carga
monoténica, respectivamente, Fy la resistencia a cedencia del elemento y § un
coeficiente de peso de la energia disipada por histéresis, E. Park (1984) propone
expresiones para las variables mencionadas y modelos de histéresis para cada
tipo de carga a los que tipicamente se ven sometidos los elementos estructurales
bajo sismos: flexo-compresion, corte y adherencia. Asimismo, para un edificio

’

en su conjunto, propone tomar como {ndice de dafio global la expresion

p - xhidi (3.8)
Y E;

que implica el tomar la energia disipada como factor de ponderacion. La mayor
ventaja de este indice es que ha sido cuidadosamente calibrado con respecto a
dafios sismicos realmente ocurridos por medio de analisis no lineales de historia
de respuesta de varios edificios sometidos a los registros de los terremotos cor-
respondientes (Ang 1987). La tabla 3.3 muestra los rangos de valores del fndice
correspondientes a varias calificaciones del dafo, los cuales suelen ser tomados
como referencia en diferentes estudios de este tipo (Barbat et al. 1996; Singhal
y Kiremidjian 1996).

3 Definicién de las variables aleatorias. En este caso se tomardn las vari-
ables que se indican en la tabla 3.4 con las distribuciones y pardmetros que alli
se indican. La variable f/ es la resistencia Gltima del concreto a compresion,

C
cuya media se toma igual a 1.14 veces la resistencia nominal del concreto de
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Tabla 3.3 Rangos del indice de Park y Ang para diferentes estados de dano
(Singhal y Kiremidjian 1996)

Estado de dano Rango
Leve 0.1-0.2
Moderado 0.2-0.5
Fuerte 0.5-1.0
Colapso > 1.0

Tabla 3.4 Descripcién de las variables aleatorias

No. Variable Distribucién I o
1 € Normal 0 0.2867
2 W, Weibull 12.096 3.022
3 v Lognormal 0.154 0.062
4 7 Normal 0.0239 0.00335
5 f. Lognormal 0.4410 0.04851

disefio comun en la época, 0.02058 kN/ mm?. En cuanto a la media de la re-
sistencia tltima del acero f,, se toma un cinco por ciento superior a la nominal,

0.4116 kN/mm?.

4. Generacién de conjuntos de datos aleatorios y combinacién de los mismos
de acuerdo a una técnica de reduccién de la varianza, que para este caso serd
la de muestreo descriptivo (Ziha 1995) comentada en el Anexo A.

5. Generacién de un conjunto igual de acelerogramas sintéticos por medio
de la solucién para U, de las ecuaciones del filtro variable de Clough-Penzien:

U, + 2vw,h — %)Ug tuw i U, =~k EQW(s(2) (3.9)

Uf

L Ry 2.9 s 2.2
+ (2w ki — E)Uf +w, ki Up = 20w, kU, —w & U, (3.10)
6. Anadlisis de historia de respuesta no lineal de todos los modelos con los
grupos de datos aleatorios. Para este propésito se utilizé el programa IDARC
(Kunnath et al. 1992), desarrollado para el anélisis inelastico de estructuras de
concreto reforzado.

7. Andlisis estadistico de los resultados.
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Tabla 3.5 Probabilidades de excedencia del indice de dano

d P[D > d]
0.1 1.000 E 00
0.2 7.452 B -01
0.3 4.214 E -03
0.4 3.322 B -07

*

09 —
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Figura 3.7 Funciones de distribucion del indice de daiio de Park y Ang

Qe realizaron en total 66 andlisis ineldsticos del modelo. La figura 3.7 recoge
los valores de la distribuciones empirica del indice de dano. A ellos se ha ajus-
tado una funcién lognormal, la cual permite estimar las probabilidades asociadas
a estados no observados en la simulacién, indicados en la tabla 3.5. En ella puede
observarse que para el grado de daro leve y en parte para el grado moderado
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Figura 3.8 Histograma del radio de deriva mdxima

hay casi total certeza de su ocurrencia, mientras que las probabilidades corre-
spondientes a niveles de daiio mayores son muy reducidas. El fuerte contraste
entre estos valores de probabilidad de excedencia entre los grados leve y mod-
erado, de una parte, y los mayores, de otra, se explica por el reducido valor del
coeficiente de variacién del indice de dano, que es tan sélo de 0.123. Este com-
portamiento claramente positivo de los edificios sin disenio sismo-resistente se
explica en parte por la correlacién negativa que guardan la aceleracion maxima
y la duracién de la fase fuerte, la cual hace que para sismos fuertes el numero de
pulsos de maxima intensidad sea menor. Por esta razén no resulta sorprendente
que la vulnerabilidad de esta clase de estructuras ante sismos mas moderados
sea semejante a la correspondiente a los sismos fuertes considerados, tal como
indican algunos analisis preliminares realizados. Nétese que la carencia de reg-
istros de una aceleracién méaxima semejante a la considerada obliga a estimar
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los valores de s, a partir de la informacién de sismos débiles, lo cual genera una
cierta incertidumbre sobre estas conclusiones. Sinembargo, los datos de Lai
(1982) incluidos en la figura 3.4 muestran que son poco probables los valores
altos de s, correspondientes a grandes aceleraciones mdximas.

Una dispersién menor que la del indice de dano se obtuvo en el caso del
radio de deriva méxima (definida como la relacién entre la deriva de piso y su
altura), cuyo histograma se muestra en la figura 3.8. La media y el coeficiente de
variacion de esta variable fueron, respectivamente, 0.0193 y 0.026. Con el fin de
valorar este resultado, es conveniente mencionar que los codigos de diseno sismo-
resistente especifican un valor maximo del radio de deriva entre 0.01 y 0.015.
Esto indica que, en general, pueden esperarse grandes danos en elementos no
estructurales en edificios de esta clase ante el tipo de evento considerado. Con
el fin de complementar esta diagnéstico preliminar deben efectuarse estudios
similares en estructuras con disefio sismo-resistente, asi como un estudio mas
amplio y detallado de las que se han examinado preliminarmente en este trabajo.
Por ejemplo, deben considerarse las distribuciones reales de fC’ y f. de acuerdo a
los datos disponibles en laboratorios de ensayos correspondientes a las diferentes
épocas bajo estudio, las cuales aqui han sido meramente supuestas.



Anexo A

Variables aleatorias

A.1 Definicién de probabilidad

Un suceso aleatorio puede definirse como el resultado de un experimento
no causal, esto es, de un experimento en el que a una causa determinada no
estd asociado un efecto preciso sino varios efectos posibles y el resultado fi-
nal depende del azar. Alternativamente, puede interpretarse también como un
resultado determinista en el que intervienen multiples causas desconocidas, lo
que hace imposible conocer por anticipado el resultado del experimento. En
ambos casos se estd ante un espacio de resultados posibles del experimento.
Por esa razén interesa distinguir entre resultados mds probables que otros. La
definicién clasica de probabilidad afirma que si, previamente a la realizacién de
experimento alguno, podemos afirmar que en n resultados igualmente probables
del experimento, hay un ntmero n, de resultados a favor de cierto suceso 4, la
probabilidad de éste es

P[A] = lim ' (A1)
n—00 n

El hecho de que haya miiltiples resultados posibles en el experimento aleato-

rio sugiere el uso de la teorfa de conjuntos para la definicién de los conceptos
bésicos de probabilidad. Asi, el espacio de resultados posibles §; del exper-
imento, mencionado anteriormente, se denomina espacio de probabilidad, U.
Obviamente, el tamano de tal espacio depende de la manera como haya sido
definido. Asi, en el caso del lanzamiento de un dado el espacio tiene seis el-
ementos, si se define como el conjunto de apariciones de cada nimero, o dos
elementos, si sélo interesa la obtencién de un nimero par o impar. Por otra
parte, en el espacio pueden considerarse diversos subconjuntos de resultados
posibles, los cuales son justamente los sucesos aleatorios. Si, por ejemplo, el
experimento consiste en el lanzamiento de una moneda dos veces al aire, el
espacio de probabilidad consistird de los elementos aa,ar,ra,rr, donde a y r
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indican el anverso y reverso de la moneda. Dentro de este espacio se podrian
definir un subconjunto A, que consisitiese de los elmentos correspondientes a
salidas repetidas de cualquiera de las caras: A = aa,rr.

Los siguientes enunciados de la teoria de conjuntos se interpretan de la
manera descrita a continuacién en la teoria de probabilidades:

. A (conjunto A): A ocurre.

A (complemento de A): A no ocurre.

. AU B (unién de A y B): Ocurre al menos A 6 B.

. AB = AN B (interseccién de A y B): Ocurren A y B.

. AB = O (la interseccién de A y B es el conjunto vacio): Los sucesos A
y B son mutuamente excluyentes.

6. A C B (A es subconjunto de B): La ocurrencia de A conlleva necesaria-
mente la de B.

La definicién de probabilidad que hoy se acepta universalmente es la dada
por Kolmogorov y estd fundada en la teoria de conjuntos. La definicién se
conoce con el nombre de axiomdtica, ya que se expresa por los siguientes ax-
iomas:

1. P[A]>0

2. PlU]=1

3. Si AN B = O, entonces P[A+ B] = P[A] + P[B].

Segun el primer axioma, la probabilidad es un nimero real, no negativo e
inferior a la unidad. El segundo establece que el espacio de todos los resultados
posibles, U, es un suceso cierto, ya que hay certeza total de que siempre se
realice. Por el contrario, el conjunto vacio O denota un suceso imposible. Fi-
nalmente, el tercer axioma se refiere a la probabilidad de sucesos mutuamente
excluyentes como la suma de las probabilidades individuales.

Para cualquier conjunto o espacio de probabilidad U, compuesto por m
elementos &1, &9, ...6, v del cual A, B, etc. son subconjuntos (definidos como
sucesos), se dan los siguientes axiomas:

1. P[Q] =0.

2. P[A] =1 — P[A]

3. Para cualesquier A, B, P[A+ B] = P[A] + P[B] — P[AB].

El tercer axioma de Kolmogorov es un caso particular de este tltimo enun-
ciado, cuando el producto (la interseccion) de A y B es el conjunto vacio.

Finalmente, se define la probabilidad condicional del evento A, dado el
evento B, como

[

Ot = W o

P[A|B] = == (A.2)

La nocién de independencia de dos sucesos se basa en este concepto. De
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hecho, se afirma que dos sucesos A y B son independientes cuando la probabil-
idad condicional de que suceda A dado B es igual a la probabilidad P[A]. En
este caso se tiene

P[AB] = P[A|P[B] (A.3)

Los siguientes teoremas son de gran importancia:

Teorema de la probabilidad total. Si los sucesos By, By, ...B, son mutua-
mente excluyentes y exhaustivos (esto es, su unién agota el espacio U ), entonces,
para un suceso A cualquiera

P[A] = ﬁ:lP[A\Bj]P[Bj] (A.4)
=

Esto se desprende de la definicién de probabilidad condicional y de la
condicién de exclusién mutua. Aunque a simple vista parece que la ecuacion
anterior implica un rodeo para obtener la probabilidad de A, en la practica
resulta muy util, debido a que suelen ser mds asequibles empiricamente las
probabilidades condicionales que las absolutas.

Teorema de Bayes. Sean A y B dos sucesos arbitrarios de probabilidad
diferente de cero. Entonces

plaj) = AL a5
y a partir del teorema anterior
P(B;|A] = P[A|B;|P[B] (A.6)

_1 P[A|B;j]P|Bj]

Este teorema tiene amplia aplicacién en las situaciones en que se trata de
predecir el comportamiento posterior de una variable a partir del conocimiento
actual del mismo.
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A.2 Variables, procesos y campos aleatorios

Se denomina realizacion de un suceso al elemento £ del espacio U que re-
sulta del experimento, como puede ser el obtener la misma cara de la moneda
en el experimento de lanzarla dos veces, dentro de las cuatro posibilidades ex-
istentes. Una variable aleatoria X (€) es un nimero asociado a una realizacién
¢ de un experimento, por medio de una regla de correspondencia o funciéon de-
terminada. Asi definida, una variable aleatoria no se diferencia de una funcién
deterministica cualquiera, mas que por el hecho de que su valor esté asociado a
una ocurrencia al azar de un suceso.

Mateméaticamente, el nimero X (£) es una variable aleatoria si la funcion
X, real o compleja, estd definida en el espacio U del experimento aleatorio y si,
ademds, el conjunto de todas las realizaciones &, tales que sus correspondientes
X (€) sean menores o iguales que cierto valor z, es un subconjunto de . A
diferencia del caso determinista, este conjunto, denotado por [X(§) < ], no
constituye un rango de dado de valores, sino un conjunto de resultados exper-
imentales posibles en el espacio U, y que solamente puede ser apreciado con
respecto a otros intervalos por medio de una probabilidad de ocurrencia. Lo
mismo es valido para otros sucesos, tales como [X (€) = z], [z1 < X(§) < 2],
etc. Una condicién adicional de la teoria de probabilidades estipula que la
probabilidad de los sucesos [X (£) = oo] y [X(§) = —oc] es nula.

En lo que sigue se omitird la indicacién de la realizacion §. Igualmente,
las variables aleatorias asociadas a una determinista se denotardn por medio de
letras mayusculas.

Un proceso estocdstico o aleatorio X (t) es una coleccién de variables aleato-
rias X asociadas a una variable independiente ¢, que en general denota el tiempo.
El movimiento del terreno en un sismo como funcién del tiempo, asi como la
respuesta estructural pueden ser considerados como realizaciones de un proceso
estocdstico. Por otra parte, en un campo aleatorio las variables aleatorias se aso-
cian a variables independientes cualesquiera, tales como el espacio, el tiempo
o ambos. Ejemplos tipicos son el de la variacién aleatoria de las propiedades
de un material en el espacio, o la variacién espacial y temporal del movimiento
sismico considerada en el analisis de estructuras de gran longitud.

A.3 Funciones de distribucion

Intuitivamente se comprende que de los multiples resultados posibles de
un experimento puede anticiparse en ciertos casos que unos son mas probables
que otros, o en otros que todos son igualmente probables, como en el caso del
lanzamiento del dado. La funcién de distribucion de probabilidad (o su derivada,
si existe, llamada de densidad de probabilidad) caracteriza completamente la
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probabilidad de obtener un valor o rango de valores de la variable aleatoria,
los cuales pueden formar un campo continuo, como el eje real, o discreto, como
valores enteros, racionales, etc.

Tanto para el caso discreto como para el continuo, la funcion de distribucion
de probabilidad Fy () se define como la probabilidad de que la variable aleato-
ria X sea menor que una cierta cantidad w:

Fy(e) = P[X < 1] (A7)

Es evidente que cuando o — oo, Fy(z) — 1, ya que @ agota todo el campo
real. Andlogamente Fiy(z) — 0 cuando @ — —oo. En términos generales, puede
decirse que la funcién de distribucién es no-negativa, no decreciente, continua
por la derecha y acotada entre 0 y 1.

La probabilidad de que una variable aletoria tome valores entre dos ntimeros
a y b, tales que a < b viene dada por

P[CL < X< b] = FX(Z)) — FX(LL) (AS)
Si la funcién de distribucién es continua en el intervalo (a,b], de acuerdo al

teorema fundamental del célculo integral la ecuacién anterior puede escribirse
€omo

Pla < X < b] = Fx(b) — Fy(a) = /ab f(x)dw (A.9)

lo que define la funcién de densidad de probabilidad

dFy (z
xle) = P50 (A.10)
;) también
Fy(z) = /_loo fy(w)du (A.11)

Si la funcién fy(x) es continua sobre todo el eje real, entonces
0o
/ fx(z)de =1 (A.12)
—00

En el caso de variables aleatorias que solamente puedan tomar valores dis-
cretos x;,i = 1,2,...n, se define la funcién de masa de probabilidad como
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px(z;) = P[X = x4 (A.13)
En consecuencia,
0<px(z;) <1 (A.14)
n
> px(z) =1 (A.15)
1=1

Las funciones de masa y de distribucion de probabilidad guardan en este caso
las siguientes relaciones:

px(z;) = Fx (%) — Fx(wi-1) (A.16)
Fy(z) = Z px(z;) (A.17)
i <w

Para efectos de cdlculo, resulta ttil darle a la funcién de masa una expresion
analitica usando la funcion delta de Dirac:

fx(e) = 3 px ()o@ — ;) (A.18)
1=1

A.4 Distribucién de multiples variables

Todo lo dicho en el apartado anterior se refiere al comportamiento proba-
bilista de una sola variable aleatoria. En la practica, se requiere con frecuencia
conocer el comportamiento de dos o més variables aleatorias de manera aislada
o relativamente de unas a otras. Se define la funcion de distribucidn conjunta
de dos variables como

FYl,‘\’Q(:EI’:UQ) = P([X1 < 2] ﬂ[XQ < @y)) (A.19)

<

y de manera analoga para mds de dos variables. De acuerdo a lo dicho anteri-
ormente, se cumplen las siguientes relaciones:
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Fx, X,..X,(00,00,...) = 1,
FXl,XQ,...Xn(_OQ —0Q, ) = 0, (A.QO)
F‘Yl,‘\'Q,...;\rn (007 0, IUj, o0, ) = F‘\’j'/vj

Esta dltima ecuacién indica que la distribucién de una variable cualquiera
(o distribucién marginal) puede obtenerse a partir de la distribucion conjunta
haciendo tender a infinito las variables restantes. Por su parte, la funcion de
densidad conjunta de maltiples variables se calcula derivando parcialmente la
funcion de distribucién con respecto a las variables de interés. Por ejemplo,
para el caso de dos variables,

OFy, x
X1,X9
V. X (Ly, Ly) = — = A.21
f‘\l,‘\g( 13 2) 85018332 ( )
La relacion inversa a la anterior es, por tanto,
‘Zl'l '.’L'2 .
FXI,X‘Z (Il:l, 'LZ) = /_oo /_OO le,UQ (’LLI./UQ)duld’LL2 (A.22)

Teniendo en cuenta la primera de las relaciones asintéticas de la funcién de
distribucién conjunta, se demuestra fcilmente que la densidad de una vari-
able cualquiera ( o densidad marginal) puede obtenerse a partir de la densidad
conjunta integrando sobre las variables restantes:

» m &
fx\r]. (:vl) = /—OO j‘\rl,‘\'g ($1,$2)d$2 (A23)

De acuerdo a la definicién de probabilidad condicional dada mds arriba,
para el caso de dos variables X e Y se puede definir una funcién de densidad
condicional de probabilidad dada por

ety = 2L (4.24)

a partir de la cual la condicién de independencia de las dos variables es

fxy(zly) = fx (@) (A.25)

On

fxy(z,y) = fx(@)fy(y) (A.26)
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A.5 Valor esperado y momentos

A pesar de que las funciones mencionadas en los apartados anteriores de-
scriben completamente la distribucién de la probabilidad de una o muchas vari-
ables aleatorias sobre sus valores posibles, en la mayoria de los casos resulta
conveniente calificar el comportamiento de las mismas con unos pocos indices
que describen los rasgos generales de la distribucion.

Se define el valor esperado o esperanza matemdtica de una funcién g(X) de
la variable aleatoria X a la expresion

Xl =2 g(@ipx () (A.27)
si X es discreta y
Elg(X)) = [ g@)fx(@)ds (A.28)

si X es continua . En estas definiciones se ha asumido que tanto el sumatorio
como la integral impropia convergen absolutamente.

De acuerdo con esta definiciéon, el valor esperado de una funcién se calcula
como el promedio ponderado de la funcion, segin los pesos dados por la funcién
de densidad o de masa de probabilidad. Para el caso especifico en que la funcién
g(X) es igual a la potencia n—ésima de la variable, el valor esperado se denomina
momento n—ésimo de X:

xn=E[X"] = Z 7:l px (z;) (A.29)

vyn=E[X"] = /OO @ fy(z)dw (A.30)
Un momento de maxima importancia es el de orden n =1, vy 1 (denotado
simplemente como my 6 E(X)), que corresponde al caso en el que la funcién
g(X) es la variable aleatoria misma, y se conoce con el nombre de media o valor
medio esperado.
Los momentos centrales estan dados por

HXn = E[(X —my)"] = Z(zl —myg) px(z;) (A.31)
1
o0

pxn =EUX —my) = [~ @=mo) fx@)de  (A32)
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El momento central de orden dos py 2, que se denota usualmente como
Var(X), se denomina varianza de la variable aleatoria, y constituye una medida
de la dispersién o concentracién de la funcién de densidad o de masa alrededor
de la media. Otras medidas de dispersion son la desviacion estdndar, oy, que
es la rafz cuadrada positiva de la varianza, y el coeficiente de variacion, dado
por

gy
px = —= (A.33)

my
La asimetria de la distribucion es calificada por el coeficiente de sesgamiento

X3

g = (239
Oy

que es positivo cuando la funcién de densidad es sesgada hacia la derecha, y
negativo en caso contrario. Finalmente, el coeficiente de curtosis califica lo
plana que sea la densidad:

TEI= —a (A.35)

Un valor de vy 2 menor que 3 implica una distribucién un tanto plana, mientras
que en el caso contrario la funcién de densidad tiene una forma esbelta y aguda.

A.6 Funcion caracteristica

Una forma alternativa de definir la distribucién de probabilidad de una vari-
able aleatoria es mediante la funcidn caracterisitica dada por la transformada
de Fourier de la funcién de densidad de probabilidad:

0.0) .
ox(t)= [ fy(a)da (A.36)
—00
donde i = —1 y ¢ es una variable real arbitraria. Se observa que
Px(0) =1
O x(—t) = X (2) (A.37)

=
[@x ()| <1

La importancia de la funcién caracteristica reside en que, como puede de-
mostrarse facilmente, permite generar los momentos de todo orden:
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vy, =170 (0) (A.38)

donde CID(Y)( t) es la derivada n—ésima de @y (t). Igualmente, los momentos
estéan relacionados con los llamados acumulantes, definidos por

&
ng =i ﬁq)f{j)(t)\tzo (A.39)

En los érdenes inferiores, los acumulantes se relacionan directamente con los
primeros momentos. Asi, el primero es igual a la media, el segundo a la varianza
y el tercero al tercer momento central. Para ordenes superiores al tercero las
relaciones entre acumulantes y momentos son mas complejas.

Ademsis de las posibilidades descritas, el conocimiento de la funcion car-
acteristica permite, para el caso de funciones continuas, calcular la funcién de
densidad por medio de la transformada inversa de Fourier:

1

fx(z)= 5 /_o:o e—imtq)X(a;)d:U (A.40)

En el caso de distribuciones de dos variables, la funcion caracteristica con-
Junta se define por

Dyy(t) = Bl = [© " ) ey (e y)dady (A1)

donde el significado de iy ¢, s es igual al descrito anteriormente. También en
este caso se cumplen las relaciones

Py (0,0) =1
Oy (~t,—s) = Pxy(t s) (A.42)
| xy(t,s)] <1
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A.7 Modelos probabilistas

Empiricamente, la distribucién de probabilidades puede calcularse a partir
de la distribucién de frecuencias, utilizando la definicion de probabilidad dada
por la ecuacién (A.3.1). Para efectos analiticos, no obstante, resulta preferible
ajustar los datos a una funcién de masa o de probabilidad conocida, la cual cor-
responde a un modelo determinado sobre la naturaleza de la variable aleatoria
bajo andlisis, o calcular tedricamente el modelo correspondiente a una variable
previamente a su obtencién empirica. A continuacion describiremos brevemente
algunos de los modelos més usuales en forma secuencial, de manera que resalte
su encadenamiento y relaciones mutuas.

1. Modelo binomial o de Bernoulli. Sea p la probabilidad de obtener
un éxito en un experimento determinado; por lo tanto, 1—p serd la probabilidad
de fracaso. Si el experimento se repite n veces, de manera tal que los resultados
son independientes entre si y p se mantiene constante, el nimero aleatorio de
éxitos X tendrd por funcién de masa de probabilidad

px(z) = (na)p®*(1—p)"~* (A.43)

La media y la varianza de X vendrdn dadas por
my = np (A.44)
2
oy =np(l —p) (A.45)

2. Modelo de Poisson. Si en el modelo anterior se aumenta hasta el
infinito el ntmero n de intentos pero se mantiene constante el valor esperado
de éxitos A = pn, la funcién de masa de probabilidad tiende asintéticamente a

#EAme—A

5 (A.46)

px ()

Al calcular el valor medio esperado se obtiene el valor A. La desviacién estandar
tambien resulta igual a éste valor.

my = A (A.47)
2 2
oy = A (A.48)

Una modificacién usual de este modelo consiste en hacer constante la tasa
de ocurrencia de los éxitos v, antes que el nimero total de ellos, con el fin de
dejar libre la variable temporal. Haciendo entonces A = vt, se tiene
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TVt
p(a) = T (A.49)
Este modelo encuentra amplia aplicacién en la teoria de procesos estocdsticos.
3. Distribucién exponencial. Mientras que el modelo anterior es ttil
para describir la ocurrencia de éxitos, el modelo exponencial, que se deduce de
él, caracteriza el intervalo aleatorio X de tiempo transcurrido entre dos éxitos.
Su formulacion, asi como la de los modelos restantes, se da en el campo continuo.

fx(@)y=ve™, — t>0 (A.50)
1
my = — (A.51)
v
2 1
oy = —5 (A52)
v

4. Distribucién Gamma. Finalmente, dentro de la mencién de modelos
utiles para la estimacion probabilistica de procesos temporales, mencionaremos
la distribucién del tiempo X necesario para alcanzar el k—ésimo éxito, y que se
deduce igualmente del modelo de Poisson. Para el caso discreto,

k—1 :
v(vx) eV
(z) = A.
En el caso continuo,
k—1 .
_ v(ve) e vV
()= —F——— A.54
fx(2) T0F) (A.54)
donde I'(.) es la funcién gama, dada por
(k) = / e~k 1qy (A.55)
0
En ambos casos, la media y la desviacién estandar estdn dadas por
]\';
My = — A.56
mx y ( )
oy = (A.57)

(Y
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Puede observarse que el modelo exponencial es un caso particular de la dis-
tribucién Gamma, con k =1

5. Distribucién normal o de Gauss. La preponderancia de esta funcion
se debe al hecho de que surge asintéticamente y bajo ciertas condiciones rel-
ativamente débiles, como la distribucién de una variable que es la suma de
miltiples variables aleatorias. Las condiciones mencionadas se refieren justa-
mente a la relacién y distribucién de estos sumandos. Los detalles sobre este
tema, que corresponde al conocido teorema central limite pueden encontrarse en
cualquier libro general de teoria de probabilidades. Para nuestro propdsito nos
interesa destacar solamente que el origen aditivo de esta distribucién la hace
adecuada para modelar las variables y procesos estocdsticos que surgen como
superposicién de multiples efectos aleatorios.

La funcién de densidad normal es

1 _(z—m)

fx(z) = e 2 (A.58)

oV 2w

donde m y ¢ son la media y la desviacién estandar, respectivamente, y son, por
tanto, los Gnicos pardmetros necesarios para definirla. Una variable aleatoria
que se caracterice por esta funcién se denota como N(m, o).

Esta funcién puede obtenerse a partir del modelo binomial, haciendo np(1—
p) > 1 por medio de la expresién asintética dada por el teorema de De Moivre
- Laplace:

_ . 1 __(z—np)
(nz)p*(1 —p)" " ~ e 2np(1-p) (A.59)

np(l —p)v2r

lo cual indica que la distribucién de Bernoulli tiende a N (np, \/np(1 — p))
La funcién de distribucion normal se expresa como

—(z—m)

Fx(x) 20°  dw (A.60)

1 L
= — e
oV 21 /_oo

La lista siguiente retne los modelos de densidad mds usados comunmente
en diversas aplicaciones.

Binomual
py(z) = (Z) pl=p)"* z=12...n (A.6Gla)
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E(X) =np
Var(X) = np(1 — p)

Geométrica
py(z) =p(l— p)tl e =1,2,...

E(X)=1/p
Var(X) = (1-p)/p’

Poisson

Ezxponencial

Gamma

E(X)==Fk/v
Var(X) = k/v?
Normal (o Gaussiana)

1 1 x—my

fJY(x): \/ﬁaYeXP[_i( oy )

)

—oo< T <X

E(X)=mx

(A.61D)

(A.61lc)

(A.62a)

(A.62b)

(A.62c)

(A.63a)

(A.63b)

(A.63c)

(A.64a)
(A.64b)

(A.64c)

(A.650)

(A.65¢)

(A.66a)

(A.66D)
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Var(X) = 0%
Lognormal

1 1 Inax— A

Fxle) = o ew 5 (=

E(X) =exp(A+ %CZ)

Var(X) = E2(X)[eS” — 1]

Rayleigh

Uniforme

B(X) = (a +b)/2

1
Var(X) = (b - a)?

Triangular
2 xr—a

fx(z) = (

b—a u—a

2 (b—:z:
b—a'b—u

fx(z) =

E(X) = %(a+b+u)

] z>0

67

(A.66¢)

(A.67a)

(A.67b)

(A.67c)

(A.68a)

(A.68D)

(A.68c)

(A.69a)

(A.690)

(A.69c)

(A.70a)

(A.70D)

(A.70c)
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1 .
Var(X) = ﬁ(cﬂ + 0%+ u? — ab — au — bu)

Beta

: 1 (z—a)? - D
fx(z) = Blg,7) = a)f1+"'—1 a<x<b

E(X)=a+

h—
q+7'( a)

qr
(q+7m)2(g+7r+1)

Var(X) = (b— G)Q

Gumbel (Tipo I-mdzimos)

fx(x) = ae0@V

Fréchét (Tipo II-mdzimos)

_ E(E)k—}—le(u/k)k 750

fx(@)= (2

1
E(X) =ul'(1 - Z)

Var(X) = u?[0(1 — %) — % -

Weibull (Tipo III-minimos)

k x—¢€ 1_
)k 1

fx(z) = (

w—€ W—¢ w—£&

exp[—e W] _oco <z < oo

(A.70d)

(A.71a)

(A.71D)

(A.71c)

(A.72a)

(A.720)

(A.72¢)

(A.73a)

(A.73b)

(A.73c)

(A.74a)

(A.74b)

(A.74c)
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A.8 Generacién de variables aleatorias

La generacion de variables aleatorias ocupa un lugar importante en las apli-
caciones modernas de la teorfa de probabilidades en aquellas situaciones en que
se requiera conocer el comportamiento estocdstico de un sistema por medio de
simulacién intensa por computador. El objetivo de la generacion es obtener una
muestra sintética (es decir, artificial) de valores de una variable cuya funcién
de densidad empirica se ajuste lo més fielmente posible a la dada como modelo
probabilista de ella. La figura A.1 muestra el concepto basico de generacion
de valores aleatorios por el llamado método de inversidn, el cual abarca los
siguientes pasos:

1
uniform L
deviate v X
| F(x)=| p(x)dx
X 0
p(x)
0 % +
transformed
deviate x

Figura A.1 Generacién de valores aleatorios por el método de inversion

1. Generar un nimero con distribucién uniforme entre 0 y 1, el cual repre-
senta asi un valor de la funcién de distribucién de la variable Fy (z) = u.

2. Calcular la funcién inversa de la distribucién, lo que da como resultado
el valor buscado,

= F{l(u) (A.75)

Evidentemente, la forma de la funcién de distribucién hace que sea mas
probable obtener valores en la zonas de fuerte pendiente, que corresponden a
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Figura A.3 Métodos de combinacion éptima de valores aleatorios
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los picos de la funcién de densidad, que en las zonas extremas correspondientes
a valores poco frecuentes.

Esta idea de generar polaciones aleatorias artificiales es la base del llamado
método de Monte Carlo, el cual consiste en generar una muestra sintética de
respuestas de un sistema cualquiera a partir de una poblacién semejante de
datos del mismo. Estos dltimos pueden ser obtenidos de la manera indicada,
combinando las muestras correspondientes a cada dato aleatorio, tal como in-
dica la figura A.2. Estas combinaciones pueden ser dadas como insumo a un
algoritmo determinista en forma secuencial o paralela, con el fin de obtener la
poblacién artificial de respuestas cuyo estudio estadistico se pretende realizar.
Sin embargo, puede verse en la figura A.2 que la combinacién de valores alli rep-
resentada es sélo una de las muchas posibles. Se han propuesto varios métodos
que buscan generar una muestra 6ptima, en el sentido de que sea minimo el
nimero de combinaciones posibles entre los valores aleatorios sin perjucio de la
distribucién de probabilidad de cada una de las variables. Algunos de ellos son
ol muestreo estratificado (Press et al. 1992), el hipercubo latino (Florian 1992),
el muestreo descriptivo (Ziha 1995), etc. Los dos ultimos, en particular, divi-
den el rango de las variables en zonas y realizan una seleccién aleatoria de las
combinaciones posibles entre ellos de tal manera que no se muestree dos veces
en una misma zona (figura A.3). Con esto se logra la méxima economia en el
ndmero de andlisis deterministas del sistema (cf. Hurtado and Barbat, 1998)






Anexo B

Procesos estocasticos

B.1 Definicién

El término proceso estocdstico hace referencia a una variable aleatoria es-
calar o vectorial que evoluciona en el tiempo. Esto quiere decir que el valor
de una funcién z(t) en cualquier instante t es imprecedicble con certeza y, por
tanto, es una variable aleatoria X (t) que s6lo puede ser tratada de manera prob-
abilista. De acuerdo con esta definicién, la relacion existente entre la teoria de
procesos estocdsticos y la de variables aleatorias es paralela a la existente entre
la dindmica y la estatica de estructuras.

La figura B.1 muestra un acelerograma de un sismo. A diferencia de la visién
determinista corriente en dindmica estructural, que toma este registro como el
acelerograma verdadero, desde el punto de vista estocdstico es sélo cuestion de
azar que ésta y no otra historia de aceleraciones haya sido registrada y muchas
otras con una estructura probabilista de fondo semejante podrian igualmente
haber ocurrido. Sin embargo, las respuestas estructurales ante cada realizacién
posible serdn en cada caso diferentes, especialmente si el sistema es 1o lineal.
En consecuencia, tanto la excitacién como la respuesta deben ser consideradas
como procesos estocdsticos.

La mencionada estructura probabilista de fondo es el objeto de estudio de la
teorfa de vibraciones aleatorias. Es decir, si los estados discretos de la variable
aleatoria vectorial X (¢) son X, X,, X;,... en los instantes ¢, < £, < 13,...
la descripcién de la variable debe hacerse por medio de medidas probabilistas
comunes para todas las realizaciones posibles &y, Byy Byg;0 s BN dependencia de
la informacién disponible se pueden obtener una serie de medidas que conviene
distinguir jerdrquicamente. Asi, la descripcién probabilista mds completa del
proceso es el conjunto de funciones de distribucién de probabilidad conjunta del
tipo
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150.
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Figure B.1 Registro de aceleraciones sismicas (unidades: s, cm/s”)

F(xz,,t) = PIX,(t,) <=z
F(z),t);2y,t,) = P[X,(t;) <o,
F(z, b2y, by .. ) = P[X (8) <oy

YYmo 'm

]

N X,(t,) < ) (B.1)
n...X,_ (t,) <z,

Las correspondientes densidades de probabilidad se obtienen derivando para-
cialmente con respecto a todos los argumentos. Para un proceso escalar se
tiene

m

O F(z,,t;;2q,ty...2,,1,)

‘m>’ “m

ox; 0z . . 0%,

flz,tsay, by m,t,) = (B.2)

Una clase importante de procesos para los cuales la descripcion (B.1) se
puede simplificar en gran medida es la de procesos difusivos de Markov. Tales
procesos pueden ser especificados completamente por densidades condicionales
del tipo

f@y, ]z, t)) (B.3)

que expresan la probabilidad de que el proceso pase por el estado @, en el
instante ¢, dado que se hallaba en el estado x, en el instante ¢,. Esta nocién
ha permitido el desarrollo de la teorfa de ecuaciones diferenciales estocasticas.
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En muchos casos, sin embargo, atn la determinacién de tales funciones de
probabilidad condicional resulta dificil y solamente es posible estimar algunos
momentos del vector de respuesta, dados por

ky ko ‘kn

u‘kl(X;t) = /11 x,” ..o, [(zt)de (B.4)
donde k es un multi-indice que denota las potencias de las variables del vector
k=1[k,ky..] (B.5)

y |k| es la suma de sus elementos,
\k| =% +ky+ ... (B.6)

Dichos momentos constituyen, obviamente, una descripcion probabilista del
proceso mas pobre que las densidades. El grado més bajo de la jerarquia de
informacién ocurre cuando sélo se dispone de los momentos probabilistas de
primero y segundo ordenes (|k| = 1,2). Empero, si el proceso es Gaussiano
(es decir, si las densidades marginales y conjuntas obedecen la ley normal), tal
descripcién es equivalente a la densidad de probabilidad, debido a que la ley
Gaussiana puede ser especificada completamente por los dos primeros moimen-
tos (Papoulis 1991). Si el proceso no es Gaussiano, la informacién de primer
y segundo orden es, de todas formas, relevante para la descripcién aproximada
de caracteristicas del proceso tales como maximos esperados, sobrepaso de um-
brales, etc.

B.2 Elementos de cdlculo estocastico

Como las realizaciones de un proceso estocdstico son inciertas, las nociones
convencionales del cdlculo de Riemman, tales como limite, continuidad, diferen-
ciabilidad, etc., requieren un reformulacion en este contexto. Es decir, la incer-
tidumbre sobre la trayectoria temporal de la funcion precisa la introduccién de
definiciones especificas de tales conceptos en forma probabilista. A continuacién
se presenta un resumen de tales nociones.

1. Norma de una variable aleatoria.

Se dice que una variable aleatoria X es de segundo orden si su varianza
E[X?] es finita. Para tal situacién se define su norma como

1X | = (B[X?Y)? (B.7)
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Se puede demostrar que el valor esperado anterior cumple con las propiedades
de producto interno.

2. Distancia entre variables aleatorias.
La distancia entre las variables aleatorias X| y X, se define como

—_— 7
d(X17X2) - HX1 o ‘XQH (B-S)
Se llama espacio L, a uno provisto de producto interno, norma y distancia de
variables aleatorias. Para las nociones siguientes es importante la propiedad de
que en tal espacio hay un limite unico para una secuencia X, .
3. Convergencia en media cuadratica.

Se dice que la secuencia X, de variables aleatorias converge en media cua-
drdtica a la variable aleatoria X si

lim ||X, — X||=ms. lim X =0 (B.9)
n—00 n—00

4. Continuidad en media cuadrdtica.
Un proceso estocdstico es continuo en media cuadrdtica si la funciéon

Ry (t,5) = B[X(t) X (s)] (B.10)

es continua en s = t. Esta funcién se denomina funcidn de auto-correlacion'y
cumple un importante rol en la teorfa y de procesos estocasticos.

5. Derivacién en media cuadratica.
La derivada en media cuadrdtica X (t) de un proceso X (t) se define como el
limite

X —
m.s. lim -+ 7) X(®)
7—0 T

(B.11)

si éste existe. Para ello debe cumplirse que la derivada generalizada de la funcion
de auto-correlaciéon, dada por

) 1
7,15130 T_J[RX (t+7,54+0)— Ry(t+7.5)— Ry(t,s+0)+ Ry(t, s)] (B.12)
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exista en (¢,t) y sea finita. Un resultado importante de la derivacion en media
cuadratica es que si un proceso estocdstico es derivable en media cuadratica N
veces, se cumple que

n

4" X(t) d
E|l—5—-| = —=E[X(¢ B.1
R e (0) (B.13)
Igualmente, si X o (t) denota la derivada d—d;nﬁ, luego
’ an+/nR (t S)
R™™ (¢, 5) = E[X™ () X" (5)] = i (B.14)
% ot 0s

si las derivadas implicadas existen.

6. Integracién en media cuadrdtica

El concepto de integrales de Riemann o Riemann-Stieltjes en media cua-
dratica requiere de algunas definiciones previas. Considérese una particién del
intervalo [t,,ty] C T en N puntos. Es decir, los puntos t,,k = 0,1,2,.. LN
son tales que t, <t; <1, <...ty. Sean

Ay =max(t, —1, ;) (B.15)

y X () un proceso estocdstico con momentos de segundo orden finitos y definidos
en [t,,t,]. Finalmente, sea f (t, u) una funcién determinista definida en el mismo
intervalo e integrable en sentido ordinario de Riemann para todo u € U. La
variable

N

Yy (u) = kz: Flr,w) X (1) (t, — t_y) (B.16)
i=1

donde 7, es un punto arbitrario en el intervalo [t, ,, t,), es una variable aleatoria
dependiente de U definida para tal particién. Siparatodou € U y una secuencia
de subdivisiones [t,,t,] existe el limite

1.S. ]\171_)113)0 Y, =Y (u) (B.17)
AN—>0

éste se denomina integral de Riemann en media cuadrdtica de f(t,u) en el
intervalo [ty,t,] y se denota por
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Y (u) = / & F(t,u) X (t)dt (B.18)

t

La condicién necesaria y suficiente para la existencia de esta integral en media
cuadrética es que la integral ordinaria

/~tN /'tN Ft,u) f (s, u) Ry (£, 5)dt ds (B.19)
ty It ‘

exista y sea finita.
Las integrales de Riemann-Stieltjes en media cuadrdtica se pueden plantear
de manera similar. Por ejemplo, la integral

= /t :N X(H)dF(t) (B.20)

en la que X(t) es un proceso estocdstico y F(t) es una funcién determinista
o0 estocastica no necesariamente continua, puede expresarse como el limite en
media cuadratica

I =ms. 1\1{1_)11(1)0 Iy (B.21)
AN—)O
donde
N
Iy(u) = > X(r)[F(t,) - F(t, )] (B.22)
k=1

Una condicién suficiente para la existencia de este limite es que F'(t) varie de
manera acotada, es decir,

N
SOIF(t) = Pt )l <M (B.23)
k=1

donde M is un valor finito. Esta condicién es violada por funciones estocésticas
tales como el proceso de Wiener (conocido en fisica como movimiento Browni-
ano).
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B.3 Procesos estacionarios

Una clase importante de procesos esté formada por aquellos cuya estructura
probabilista no varia en el tiempo. Mds claramente, un proceso estacionario en
sentido estricto se define como aquel para el cual sus distribuciones probabilistas
(B.1) permanecen inalteradas para una traslacion arbitraria 7 del eje de tiempo,
o0 sea,

t

287 8 my

By 5B o B30

PO
tYm?

t ) = F(z,, Ty, .. Tyt + 7,0 +7,.. 1, +7) (B.24)

1 Ymo m

Haciendo 7 = —¢, se puede ver que las distribuciones no dependen de la posiciéon
absoluta en el eje de tiempo sino del retraso temporal 7 solamente.

Para el caso especifico de la distribucién de primer orden (m = 1) no hay
dependencia temporal en absoluto, por lo cual los momentos del proceso seran
constantes:

E[Xi(t)] =const, Z=1,2,... (B.25)

Por su parte, los momentos de segundo orden dependeran solamente de la difer-
encia T =%, —t; y en consecuencia

E[X(¢,)X(t,)] =EX )X+ 7)] = Ry(7) (B.26)
Por tanto, la funcién de auto-covarianza, definida como
S () = BUX(8) — it HX () — (L)) (B.27)
donde p(t;) es la media del proceso en el tiempo ¢,
u(t,) = E[X ()], i=1,2 (B.28)

se reduce a

Syt ty) = Ry(r) = (B.29)

x\tps
para T =t, — 1.

La exigente condicién, mencionada anteriormente, para considerar un pro-
ceso como estacionario en sentido estricto puede ser relajada para dar lugar a
los procesos estacionarios en sentido débil. Estos se definen por las condiciones
siguientes: (a) los momentos de primer y segundo érdenes son constantes y (b)



78 Procesos estocdsticos

la funcién de auto-correlacién depende sélamente del retraso temporal, como en
la ecuacién (B.26). Como los procesos estacionarios en sentido estricto cumplen
estas condiciones, puede decirse que la estacionaridad en sentido débil no im-
plica la estacionaridad en sentido fuerte. La tinica excepcion la constituyen los
procesos Gaussianos, por estar definidos completamente por los momentos de
los dos primeros érdenes.

B.3.1 Auto-correlacién y de densidad espectral de potencia

Una clase importante de procesos estacionarios en sentido débil es la de los
llamados procesos con incrementos ortogonales. Su definicién matematica se
puede deducir a partir del examen del siguiente proceso:

X(t) = Z,e“1! + Z,elva! (B.30)

donde Z, y Z, son variables aleatorias complejas de media nula, i = —1y Wy,
w, son constantes. La media del proceso es, evidentemente,

E[X ()] =0 (B.31)

debido a la naturaleza arménica de la funcién exponencial compleja. La funcion
de auto-correlacion es

E[X (£)X°(t + 7)) = B[Z,2°)e 17 + B[ 7, 25 el (7]
B(Z,2° et ()] 4 BZ, 7 )e 712" (B.32)
Para que el proceso sea estacionario en sentido débil se requiere que E[Z,Z C] =
E[Z, ZC] = 0, de manera que la funcién de auto-correlacién no dependa del

tiempo ¢ (de ahi el nombre de ortogonal). Bajo estas condiciones la funcién de
auto-correlacién se reduce a

E[X ()X (t + 7)) = B[|Z,'Je 17 + E[|Z, Je 2 (B.33)

Generalizando, un proceso estacionario con auto-correlacion

R (1) = E[X(t)X (t+7)] ZE|Z| Je T \wkT (B.34)

by

puede ser construido con la suma de armonicos



Procesos estacionarios 79

n .
X(t)= Y Ze“kt (B.35)
k=1

bajo la condicién de que E[Z; Z°1=0,j# k.

La versién continua de este proceso da origen a la llamada representacion
espectral de procesos estacionarios, la cual estd dada por la integral estocdstica
de Fourier-Stieltjes

Ne o)

X(t) = /AOO REAVA) (B.36)

en la que Z(w) es un proceso estocastico complejo con incrementos ortogonales,
o0 sea,

E[dZ(w,)dZ(w,) ] = 0,w, # w, (B.37)

E[|dZ(w)|] = dd(w) (B.38)
donde ®(w) es una funcién aleatoria no necesariamente continua. La diferencia
entre esta representacion y la de una integral convencional de Fourier-Stieltjes
reside en que la funcién Z(w) es también un proceso estocdstico, lo cual im-
plica que es diferente para las diversas realizaciones del proceso X (t). Por
tanto, los diferenciales en integrales involucrados en esta representacion deben
ser entendidos en sentido estocéstico (o sea, en media cuadratica), tal como se
explicé anteriormente. Segun las anteriores derivaciones, la funcion de auto -
correlacion de este proceso esta dada por
o

R, (7) :/ E[|dZ(w)[ Je~ /OO e (w) (B.39)

2%
—00 o0

Si la funcién @(w) es absolutamente continua su diferencial poder representarse
como

dP(w) = Sy (w)dw (B.40)

y entonces la funcién de auto - correlacion estda dada por la siguiente transfor-
mada de Fourier :
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o

R, (r) = /_oo e W0S (w)dw (B.41)

)

La funcién S (w), que puede ser obtenida por inversion de la expresién anterior

1 .00

Se() =5 /_oo IR (1)dr (B.42)

se llama la densidad espectral de potencia del proceso. Estas relaciones de
Fourier se conocen con el nombre de férmulas de Wiener-Jinchin.

La densidad espectral es una funcién real y no negativa que juega un papel
similar al que la transformada de Fourier hace en el analisis de senales deter-
ministas. De hecho, provee una descripcion de la distribucion de la energia
esperada asociada a las varias frecuencias que estdn presentes en las realiza-
ciones del proceso. El nexo entre ambas funciones frecuenciales esta dado por
la definicién de la densidad espectral usada en la teorfa de senales

Sy (w) = lim BllXw)l] (B.43)
Aqui X (w) indica la transformada de Fourier de las realizaciones de un proceso
estacionario X (t) de duracién s. Mediante una derivacién algo tediosa puede
mostrarse que esta ecuacion reduce a la anterior definicion de la densidad es-
pectral (B.42). En la préctica cotidiana de proceso de senales, la densidad se
estimada por la aproximacion

~ 2
S (W)~ X W)l (B.44)
‘ 21s

que se conoce con el nombre de periodograma. La gran varianza inherente a
esta estimacion se suele reducir por medio de las llamadas ventanas espectrales
(Priestley 1981). Alternativamente, el espectro de potencia puede ser estimado
con base en el principio de maxima entropfa, que coincide con del modelo Auto
- Regresivo (AR) (Papoulis 1991).

Notese que de las definiciones de las funciones de auto-correlaciéon y espectral
de potencia se sigue que la varianza de un proceso con media nula esta dada
por

o =R, (0) (B.45q)

asi como por
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o = /_ Sy (w)dw (B.45b)

Finalmente, debe anotarse que el uso de la densidad espectral unilateral de
potencia

Gy(w)=25(w), w>0 (B.45¢)

es convencional en aplicaciones de ingenieria debido a la no-negatividad de las
frecuencias fisicas.

B.3.2 Ruido blanco

Un importante proceso estocdstico estacionario es el ruido blanco, W (t),
que puede definirse como un proceso que tiene una densidad espectral constante
sobre todo el eje de frecuencias, es decir,

S,y (w) = const (B.46)

lo que significa que a cada frecuencia se asocia una cantidad igual de energia
(lo que explica el término “blanco”). La funcién de autocorrelacion se obtiene
por transformacién de Fourier, o sea

Ry (7) = 2m8,,0(7) (B.47)

donde §(-) es la funcién delta de Dirac. El significado de esta ecuacion es
que cualquier valor del proceso se correlaciona unicamente con si mismo. Si,
ademads, el ruido es Gaussiano, éste es completamente independiente de los
valores préximo o previo. Esta es, por supuesto, una situacién altamente ideal-
izada que es imposible encontrar en el mundo fisico. No obstante, el proceso de
ruido blanco es muy tutil en derivaciones tedricas y el analisis practico de vibra-
ciones aleatorias y sus realizaciones se pueden simular por medio del algoritmo
siguiente (Clough y Penzien 1993; Nigam y Narayanan 1994):

1. Generar un conjunto de ntmeros aleatorios con distribuciéon uniforme
{z,,2,,...x,} en el rango [0, 1].

2. Hacer la transformacion

y, = \/—2Inz, cos 2mz,; | (B.48)

Yis1 = -9 ln:ui sin 27”31'+1
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3. Multiplicar todos los ntmeros y; por la intensidad del proceso 275, y

asignarlos a valores de tiempo igualmente espaciados a intervalos h.
Puede demostrarse que el proceso resultante tiende al un ruido blanco segin
h — 0. La figura B.2 muestra una realizacion de un ruido blanco de S,, =1
obtenida de esta manera. La importancia de ruido blanco en la mecanica yace
en el hecho que muchas cargas aleatorias (y, en general, muchos fenémenos
naturales) pueden modelarse o bien como ruido blanco o bien como la respuesta
de filtros lineales o no lineales a excitacion blanca. Este punto se tratard en el
capitulo siguiente en el caso especifico de excitacién sismica.

1500.

1000.
Il
T

-590.

0 i(]IO
1 T

-1000.

T T T T
0. 5. 10. 15. 20. 25. 30. 35. 40.
Tiempo, s

Figura B.2 Realizacién de un ruido blanco

B.3.3 Ergodicidad

Una hipdétesis importante para la obtenciéon de los pardmetros estadisticos
de un proceso estocdstico estacionario a partir de sus realizaciones fisicas es la de
ergodicidad, por que se establce una equivalencia entre los promedios obtenidos
en el espacio de muestreo y los calculados a partir de una realizacién 1nica
sobre el eje temporal. Especificamente, si x(t) es una realizacién del proceso
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estocéstico X (), el promedio de tiempo de una funcién determinista de esta
realizacion, g[x(t)] estd dado por

‘3
1 3
< glz(t)] >= lim —/ gle(t)|dt B.49
glo(®)) >= fim o [ gle(t) (B.49)
Consiguientemente, un proceso estocastico se denomina ergddico con respecto
al espacio de funciones G si, para cada g[xz(t)] € G el promedio obtenido sobre
el eje de tiempo g¢[-] iguala el promedio de conjunto con probabilidad uno. Esto
es,

< g[X ()] >= E[g[X (¥)] (B.50)

En la practica, el mayor interés reside principalmente sobre la ergodicidad con
respecto a promedios comunes tales como la media, media cuadradatica y la auto
- correlacion. Las condiciones para la existencia de tales tipos de ergodicidad
se puede hallar en textos basicos sobre procesos aleatorios.

B.4 Procesos no estacionarios

Como se dijo anteriormente, un proceso aleatorio estacionario admite una
representacion espectral del tipo

.00

X(t) = /; ewtdZ(w) (B.51)

donde Z(w) es un proceso aleatorio con incrementos independientes que en gen-
eral debe ser representado en el campo complejo. Esta ecuacién indica que
cualquier proceso estacionario puede descomponerse en una suma infinita de
armoénicos de amplitudes aleatorias, que pueden ser relacionados estadistica-
mente con su frecuencia respectiva mediante una funcién aleatoria que tenga
una naturaleza espectral. Esta descomposicién constituye, de hecho, el funda-
mento de la simulacién de procesos aleatorios continuos, como se mostrara en el
capitulo siguiente. En el caso de procesos no estacionarios, sin embargo, no es
posible representarlos como una suma de funciones seno y coseno porque estas
son completamente estacionarias. Como la representacion espectral es atractiva
tanto en sentido tedrico (para célculos analiticos) como practico (para fines de
simulacién) por el hecho de que el espectro del proceso estd implicito en su
definicién, algunos autores han propuesto modelos no estacionarios basados en
la representacion espectral. La propuesta mas divulgada es la debida a Priestley
(1981). Debido a que la trasformada de Fourier de una funcién seno o coseno
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es un pulso de Dirac ubicado en la frecuencia respectiva, mientras el de un
armonico amortiguado exponencialmente es una funcion Gaussiana centrada a
su alrededor, Priestley propuso interpretar esto ultimo como la trasformada de
Fourier de una onda con amplitud evolutiva y, consiguientemente, desarrollé la
teoria de funciones oscilatorias y de espectro evolutivo. La teoria generaliza el
concepto de frecuencia y permite la conservacion del significado de densidad
espectral en el caso de procesos no estacionarios. En este trabajo, sin embargo,
sblo es posible resumir brevemente la nocién de espectro evolutivo, el cual estéd
dado por

Sy (w,t) = €, B)]’Sy () (B.52)

donde Sy (w) es la densidad espectral de potencia de un proceso asociado Y(t)
y &(w,t) es una funcién oscilatoria suave (en general, compleja) que controla
la evolucién del proceso tanto en amplitud como en frecuencia. Esta ecuacién
es la base de la representacion espectral de procesos no estacionarios propuesta
por Priestley

00

X(t) = /_Oog(w,t)eiwtdZ(w> (B.53)

que es posible si se cumplen algunas condiciones impuestas sobre £(w,t). Una
simplificacién ampliamente usada de este modelo es el de modulacion uniforme,
en que la funcién de modulacién es real e independiente de la frecuencia, es
decir,

E(w,t) = &() (B.54)

por lo cual controla inicamente la amplitud del proceso. La densidad espectral
evolutiva se reduce a

2

Sy (w,t) =E(t) Sy (w) (B.55)

Otro enfoque para la descripcion espectral de procesos no estacionarios se
debe a Bendat y Piersol (1971) quienes proponen describir el proceso por medio
de la funcién local de auto - correlacién

Ry (t,7) = E[X (t - %)X(t + g)] (B.56)

Una densidad espectral de potencia dependiente del tiempo puede derivarse
como la transformada de Fourier
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,00

1 3
/ IR (t, T)dT (B.57)

Sy (w,t) = —
X ( ) ) o2 o

Se ha observado, sin embargo, que en el anterior modelo no siempre se respeta la

no negatividad que por definicién debe tener el espectro de potencia (Priestley

1981).
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