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Resumen

El presente articulo se basa en la denominada Aprozimacidén de continuo de discontinuidades fuertes (CSDA)
para modelar el fenémeno de localizacién de deformaciones y discontinuidades del campo de desplazamien-
tos. Mediante el anélisis de discontinuidad fuerte, y adoptando un modelo de dafio continuo (tensién-
deformacién) isétropo, se deriva el modelo constitutivo discreto proyectado (vector traccién versus salto del
campo de desplazamiento), junto con las condiciones de discontinuidad fuerte que restringen los estados ten-
sionales en el régimen discontinuo. Se detallan un modelo de ancho de banda variable, con objeto de inducir
automdaticamente las condiciones de discontinuidad fuerte, y un procedimiento de bifurcacién discontinua
con el que determinar el inicio y la propagacién de la discontinuidad. Al final del articulo se expone una
serie de ensayos numéricos.

Palabras clave: Aproximacion de continuo de discontinuidades fuertes, fallo material,
localizacion, fractura, dano

CONTRIBUTIONS TO MATERIAL FAILURE NUMERICAL SIMULATION IN INFINITESIMAL
DEFORMATION SETTINGS. DAMAGE MODELS

Summary

The paper focus on the so called Continuum strong discontinuity approach (CSDA) for modeling displace-
ment discontinuities and strain localization phenomena. By means of the strong discontinuity analysis,
and for damage continuum (stress-strain) constitutive models, projected discrete (tractions-displacement
jumps) constitutive models are derived, together with the strong discontinuity conditions that restrict the
stress states at the discontinuous regime. Also a variable bandwith model, to automatically induce those
strong discontinuity conditions, and a discontinous bifurcation procedure, to determine the initiation and
propagation of the discontinuity, are sketched. Numerical simulation issues are tackled at the end of the
paper.
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INTRODUCCION

La modelizacién del inicio y desarrollo de discontinuidades materiales (fisuras, lineas
de deslizamiento, fracturas, etc.) ha sido objeto de intensa investigaciéon en mecanica del
sélido durante las ultimas décadas. Junto a las aproximaciones de la mecédnica de fractura
clasica no lineal®®, un modo comin de modelar discontinuidades en el campo de los des-
plazamientos, desde el punto de vista de la mecanica del continuo, ha sido la simulacién de
los fenémenos de localizacién de la deformacién empleando modelos constitutivos provistos
de ablandamiento por deformacion. Esto puede justificarse no solo desde un punto de
vista fisico (este modo de deformacién puede observarse tanto en materiales drictiles?46
como en materiales cuasi fragiles*®, sino también desde un punto de vista cinemético al
inducir la localizacién de la deformacién desplazamientos relativos a ambos lados de la
discontinuidad que pueden ser interpretados como saltos en el campo de desplazamientos.
Sin embargo, es bien sabido hoy en dia que los modelos disipativos continuos inviscidos
clésicos con ablandamiento por deformacién presentan problemas de valor de contorno mal
puestos. Esto es particularmente evidente en simulaciones numéricas donde los resultados
obtenidos (empleando elementos finitos) exhiben una fuerte dependencia segin el tipo de
malla y falta de convergencia con el refinamiento de la misma.

En la literatura se encuentran diferentes remedios a este problema, basados, funda-
mentalmente, en la modificacién de la respuesta constitutiva inviscida cldsica mediante la
adicién de gradientes de deformaciéon de alto orden, dependencia no local o dependencia

con la tasa en la ecuacién constitutiva tensién-deformacién®.

En los dltimos anos se estd desarrollando un segundo grupo de procedimientos basados
en el concepto de discontinuidad fuerte. Dichos procedimientos emplean la cinemdtica de
discontinunidad fuerte consistente en la modificacion de la descripcion cinematica estandar
del continuo con objeto de permitir la aparicién de campos de desplazamientos discontinuos
a través de interfaces materiales en el sélido®1415:23:3741  Una caracterfstica comin asociada
a estos métodos es la tecnologia del elemento finito, la cual deberia permitir capturar saltos
en el campo de desplazamientos. A tal efecto, ha surgido una nueva familia de elementos
con discontinuidades incrustradas®8:11:16:23,

La consideracién de la cinemética de discontinunidad fuerte presenta consecuencias inte-
resantes, tales como qué modelos constitutivos estandar de continuo (tensién-deformacion)
que exhiben dicha cinemadtica inducen modelos contitutivos discretos (traccién-salto de des-
plazamientos) en la interfaz de discontinuidad?® (una condicién crucial para que esto ocurra
es que la cinematica de discontinuiad fuerte esté conectada con el modelo constitutivo con-
tinuo a través de la regularizacién del pardmetro de endurecimiento/ablandamiento, per-
mitiendo al modelo relacionar tracciones acotadas con deformaciones no acotadas). Estos
modelos discretos pueden asociarse con proyecciones de los modelos constitutivos originales
sobre la interfaz de discontinuidad, heredando las caracteristicas bésicas del modelo con-
tinuo del que procede?. Sin embargo, los modelos discretos sélo pueden inducirse cuando
se alcanza un estado tensional particular en la interfaz, denominandose condiciones de
discontinuidad fuerte a dichas restricciones en el campo tensional.

Dependiendo de cémo los diferentes modelos hagan uso de los discretos inducidos y del
formato en el que son introducidos en el analisis, pueden clasificarse las aproximaciones de
la siguiente forma:

1. Aprozimaciones discretas'®37: Introducen en la interfaz un modelo constitutivo dis-
creto que es completamente independiente del continuo. Su conexién con la cinematica
de discontinuidad fuerte reside en aspectos numéricos, esencialmente en el empleo de
elementos finitos que presentan discontinuidades incrustradas.
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2. Aprozimaciones discreto-continuas® 3% Introducen la ecuacién constitutiva discre-
ta inducida en el problema en un formato discreto, es decir, se deduce analiticamente
la ecuacién constitutiva discreta para, posteriormente, introducirla de forma explicita
como ley que gobierna el comportamiento de la interfaz discontinua.

3. Aprozimaciones de continuo: Se basan en un uso total de las conexiones existentes
entre los modelos constitutivos continuos y los discretos inducidos aunque, en realidad,
estos ultimos nunca se implementan explicitamente en la interfaz discontinua, sino que
son inducidos implicitamente por los primeros como consecuencia de la activacién de
la cinematica de discontinuidad fuerte una vez se han verificado las condiciones de
discontinuidad fuerte. Por ello, tanto el andlisis como la simulacién se mantienen en
formato de continuo.

El presente trabajo se basa en el ultimo enfoque, de aqui en adelante denominado
Aprozimacion de Discontinuidad Fuerte de Continuo (ADFC).

CINEMATICA DE MEDIOS DISCONTINUOS

Toda la descripcién cinematica se centra en medios bidimensionales, pues la teoria
desarrollada analiza casos de deformaciéon y tensién plana, aunque su extensiéon a dominios
tridimensionales resultaria inmediata.

Sean 2 € IR? el dominio constituido por los puntos materiales x y la linea material S
en ), denominada linea de discontinuidad, de normal unitaria n (Figura 1).

Considérese un sistema de coordenadas ortogonal curvilineo £ y 1, donde la linea coor-
denada 7 coincide con la linea de discontinuidad S (S := {x(&,n) € Q ; £ = 0}), siendo
{é¢,€,} la base ortogonal asociada a dicho sistema; 7¢(&§,n) y r,(§,n) los factores de escala
correspondientes; ds¢ y ds;, los diferenciales de longitud de arco a lo largo de las lineas
coordenadas £ y 7, respectivamente, verificindose dsg = r¢ d§ y ds; = 1y dn.

Sea " 1a banda de discontinuidad tal que Q" := {x(&,7) ; € € [€7,£7]}, denominando a
las lineas coordenadas £ = £1 y € = £~ que delimitan dicha banda STy S, respectivamente.

Se define el ancho representativo de Q" como ancho de banda, de valor h(n) = r¢(0,7)
€ —¢).

Los dominios Q1 y Q= vienen definidos como las regiones de Q\Q" hacia las que se
orientan los vectores n y —n, respectivamente, de modo que Q = Qt U Q- U Q"

Detallados los conceptos anteriores, se define a continuacién la descripcién del movimien-
to y deformacién de un cuerpo que, bajo condiciones determinadas, exhibe localizacién de
las deformaciones.

Cinematica de discontinuidad débil

La cinemaética de discontinuidades débiles caracteriza campos de desplazamientos con-
tinuos, donde las deformaciones se presentan discontinuas, aunque acotadas (Figura 1).

Considérese la descripcion cinematica de la discontinuidad débil para un medio continuo
Q de la forma:

u(x,t) = u(x,t) +Han(§) [A](n, 1) (1)
x€Q™ (<€)
Hon = {1 x€QF (£>¢7) (2)
= xeh (¢ <<

donde u(x, t) representa el campo de desplazamientos, constituido por las funciones a(x, t) y
[u](n, t) de continuidad C° en €.
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Figura 1. a) Cinemética de discontinuidad débil; b) cinemdtica de discontinuidad
fuerte y c) expresion regularizada del campo tasa de las deformaciones
representativa de discontinuidades débiles y fuertes

La funcién rampa Hq(§,t) también es continua en 2, exhibiendo un salto aparente
unitario entre ST y &~ sobre una misma linea coordenada ¢ = ([Hqorn] = Han(E1,n) —

Hon(§7,m) = 1Vn).
El gradiente de Hqn se detalla a continuacién:

1 OHgn 1 OHgn . I, 1
VHqorn = ST eg—l—rn on €, = Uqh hgeg—MQh hgn
he(€m) = re(§m) (€7 —¢€7)

he(0,m) = 7¢(0,n) (€7 —&7) = h(n)
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donde pgn es la denominada funcién de colocacién, definida en Q (ugn = 1V x € QF y
por =0V x € Q\QM).
El campo de deformaciones (tasa) cinemdaticamente compatible con (1) seria

F(x,0) = Vi = V' + Hon VO[] + umh%([[fl]] @ n)’ (4)

término continuo
término discontinuo

La expresién V#(-) representa el operador gradiente simétrico de (+). El término discon-
tinuo de (4) presenta saltos en STy S~ (Figura 1).

Cinematica de discontinuidad fuerte. Expresion regularizada

La cinematica representativa de discontinuidades fuertes viene caracterizada por la pre-
sencia de campos de desplazamientos discontinuos en la linea de discontinuidad S (Figura 1b),
constituyendo el caso limite de la discontinuidad débil cuando el ancho de la banda de dis-
continuidad tiende a cero, h (1) — 0, de donde Q" — S.

La descripcion cinemética para un medio €2 que exhibe una discontinuidad fuerte se
expresa de la forma:

u(x,t) = u(x,t) + Hs [a](x, ¢) (5)
é(x,t) =Vu= V°u + Hs V'[u] + ds([u] ®n)° (6)
términovacotado término r::) acotado

donde Hgs representa la funcién escalén situadaen S (Hs(x) =0Vx € Q~ y Hs(x) = 1Vx €
Q71), transformada de la funcién rampa cuando el ancho de banda tiende a cero y ds es la dis-
tribucidn delta de Dirac sobre S ([, o(x) 0s dQ = [5p(x) dS ¥V ¢(x) € C°(Q)), obtenida
de la derivacién (en el sentido de las distribuciones) de la funcién escalén (VHs(x) = dsn)*s.

Con objeto de realizar simulaciones numéricas que involucren este tipo de cinematica,
se emplea una version regularizada de (6) mediante la aproximacién de la distribucién delta
de Dirac a través de un parametro de regularizacién h y una funcién de posiciéon ps sobre
S(us=1vVxeSypus=0VxeQ\S), obteniéndose la funcién distribucién regularizada
delta de Dirac 6%

1
00 = us) (7
comprobdndose que, en el sentido distribucional, }llir% 5g (x) =ds.

Considerando (7) en (6) se obtienen las siguientes expresiones que definen la cinematica
regularizada de una discontinuidad fuerte (Figura 1c)

u(x,t) = u(x,t) + Hs [u](x, t) (8)

P t) =V Hs V] 4 psy (9] 90 (9)
[ —

[é] =no acotado cuando h—0

&= acotado
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Es importante resaltar que, dependiendo del valor que adopte el pardmetro de regulari-
zacién h, las ecuaciones (8) y (9) pueden representar tanto la cinemdtica de discontinuidad
débil como de discontinuidad fuerte (ndtese que, excepto en el caso h — 0, el campo de
deformaciones (9) no es cinematicamente compatible con (8), pues VHg = s n # 3 /s n).

Si denominamos £ (x,t) al término acotado y [¢](x, ) al no acotado, la ecuacién (9) se
puede expresar como:

eh(x,t) = £ (x,t) + [](x.1) (10)

Cuando h — 0, como ya se ha expuesto en el presente subapartado, la cinematica
regularizada recupera las expresiones de la cinemética de discontinuidad fuerte (5) y (6),
mientras que para valores de h # 0, presenta la misma estructura de discontinuidad débil

que (1) y (4).

h, h

fos/ e

t=tg tg <t <ty

@) heo h (®)

© @

Figura 2. De a) a c¢) colapso de una discontinuidad débil (h # 0) en una discon-
tinuidad fuerte (h — 0) y d) evolucién del ancho de banda

Si bien el presente trabajo se centra, fundamentalmente, en el concepto de discon-
tinuidades fuertes, se considera que el mecanismo de formacién de las mismas consiste en
el colapso de una discontinuidad débil (h # 0) desarrollada en € en un instante deter-
minado t,, instante de bifurcacién, donde se inicia una bifurcacién discontinua local del
campo de deformaciones (ver apartado Formacion de discontinuidad fuerte) y en la poste-
rior evolucién del ancho de banda h(t), decreciendo con el tiempo hasta colapsar en una
discontinuidad fuerte en el instante ¢, (h = k — 0) (Figura 2). Integrando la ecuacién
(10) en un tiempo t > ¢, obtenemos la siguiente expresién para la deformacion:

b t . tDF 1 ] t 1 )
Soxt| = [earens [T L@alonr der ps [ dlenr ey
t2tpp 0 0 h g h
g‘t:tDF
S| = 4 + psp(Afu] ©n)’ (12
) >ty = t=typ :uSh

~
acotado para h=k—0 no acotado para h=k—0
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donde se ha considerado el cardcter material de la linea de discontinuidad S (n = 0). El
término Afu] de la ecuacién (12) representa el salto incremental desarrollado desde el inicio
de la discontinuidad fuerte (¢ = ¢, ) hasta el instante de analisis ¢t > ¢ .

def
Au(x,t) = [u](x, 1) = [u](x,t,,) (13)
Por motivos computacionales, el valor del ancho de banda final se supone h ‘tztDF =k,

donde k es un pardametro de regularizacién tan pequeno como sea posible en funcion del
grado de precisién del ordenador empleado.

DEFINICION DEL PROBLEMA. ECUACIONES DE GOBIERNO

Sea 2 € IR? la configuracién de referencia de un sélido y €2 su contorno con normal
hacia fuera v (Figura 3). I'y, Cc 9Q y ', c 9Q (I, UT, =9Q, ', N T, = 0) representan
subconjuntos de 0 () donde se prescriben las condiciones de contorno esenciales y naturales,
respectivamente. La linea material de discontinuidad &, con normal unitaria n, divide al
sélido en dos partes, QT y Q.

Figura 3. Problema de contorno en un medio que exhibe una discontinuidad

Las ecuaciones que gobiernan el problema de valores de contorno en forma local o
fuerte, considerando por simplicidad el problema cuasiestatico, en medios que exhiben dis-
continuidades pueden representarse de la forma:

V.o+b=0 V (x,t) e O\S x [0,T]  (a)
u=nu" vV (x,t) € I'y x [0,T] (b)
o-v=t* v (X,t) el', x [O,T] (C) (14)
c-n=0"'n Vo (x,t) € S x[0,T] (d)
7T =0,n=0"n=0c"n V (xt)€Sx]0,T] (e)

donde b representa las fuerzas masicas, o el tensor de tensiones, u* y t* los valores pres-
critos de los desplazamientos y tracciones en el contorno, respectivamente; 7 el vector
traccion y [0, 7] el intervalo de tiempo de interés. Las ecuaciones (14d) y (14e) establecen
la continuidad del vector traccién a través de la linea de discontinuidad S, siendo o 4 la
tensién en los puntos que pertenecen a la linea de discontinuidad y ¢© y ¢~ la tensién
en los puntos pertenecientes a ST y S~ respectivamente, es decir, a aquellos puntos que
encontrandose en los subdominios Q* y Q= delimitan con S.

Las ecuaciones (14a), (14b) y (14c) constituyen las ecuaciones clasicas del problema de
valores de contorno!” y la expresién (14d) se considera en medios que presentan discon-
tinuidades débiles'”, expresando la continuidad del vector traccién a ambos lados de S.
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En el contexto de las discontinuidades fuertes y de la cinemaética regularizada presentada
en la seccion Cinemdtica de discontinuidad débil se extiende, como hipdtesis ad hoc, la
ecuacién (14d) al interior de la interfaz de discontinuidad S, obteniéndose la expresion
(14e), donde 0 5 = 0 (x,t)|, s es el tensor de tensiones de Cauchy evaluado en S. Esta
hipétesis se sustenta en la percepcién fisica de que si existen puntos materiales entre QF
y Q7, la continuidad del vector traccién (equilibrio) deberia aplicarse también a dichos
puntos.

Junto a (14) se requiere establecer, con objeto de definir completamente el problema,
tanto las ecuaciones constitutivas (relacién entre tensién y deformacién) como las relaciones
cineméticas (deformacién funcién del campo de desplazamientos) en todo el dominio.

El estado tensodeformacional de la linea de discontinuidad puede representarse mediante
una relacién constitutiva discreta o continua.

En los modelos discretos se establece una relacién entre el vector traccion 7g = 65 - n
y el vector salto en el campo de desplazamientos producido a través de S de la forma:

T, = 3" ([u]) (15)

donde % representa la relacién constitutiva discreta®6:10.

La relacién (15) puede considerarse dato del material, independiente de la ecuacién
constitutiva utilizada en la descripcién de la parte del sélido continuo Q\S, como ocurre
en los modelos de fisura discreta cohesiva®*, donde una vez verificada la condicién de inicio
de fisuracién, el comportamiento constitutivo de la interfaz producida viene gobernado por
una ley de evolucién de la ecuacién tipo (15).

Por otro lado, la ecuacién constitutiva discreta puede deducirse del modelo continuo con-
siderado en el resto del dominio mediante un analisis consistente con el tipo de cinemética
empleada, limitandose su aplicacion a aquellas situaciones donde se cumplan, en el instante
de inicio de la fisura (bifurcacién), las condiciones verificadas en el anélisis realizado. En
este contexto se incluyen los trabajos presentados en®3!.

La relacién constitutiva continua en S viene descrita por la misma ecuacion constitutiva
empleada en Q\S, es decir

con

Is=% " (&)-n (16)

con X" representando la funcién constitutiva empleada en el dominio Q\S. Esta se-
gunda opcioén ha sido la empleada en el presente trabajo. Este tipo de relaciéon constitutiva
continua engloba tanto los modelos que contemplan la situacion limite del concepto de dis-
continuidad, discontinuidad fuerte*?3:2414 como aquéllos que consideran en su cinemaética
tan sélo la discontinuidad débil*, donde el ancho de banda h # 0 es supuesto una cons-
tante adicional del problema. Resulta interesante notar que la relacién (16) degenera en
una ecuacién discreta tipo (15) en régimen de discontinuidad fuerte (h — 0, ver seccién
Ecuacion constitutiva discreta), aunque explicitamente no se considere.

MODELO CONSTITUTIVO DE DANO CONTINUO ISOTROPO

Considérese el modelo (el concepto ecuacion constitutiva se reserva para la descripcién
matematica que relaciona las tensiones y las deformaciones, constituyendo un elemento
particular del modelo constitutivo, el cual involucra, ademads, definiciones de energia li-
bre, variables internas, leyes de evolucién, condiciones de carga-descarga y leyes de en-
durecimiento/ablandamiento) hipereldstico isétropo de dano continuo con ablandamiento
definido a partir de la energfa libre de Helmolz3%:

(e, d) = (1 —d)¥0e) (0<d<1) (17)



Contribuciones a la simulacién numérica del fallo material en deformaciones infinitesimales. 307

1

WO(e) = PGk C%e (18)

_OU(ed) . _
o= =(1-d)Che=(1-d)7 (19)
b=(1—d) C é—dC%e=C% ¢ (20)
d:1—@ (0<d<1) (21)

donde ¥ representa la densidad de energfa libre de Helmolz y ¥V la densidad de energfa
libre elastica; €, o y & son, respectivamente, los tensores de deformacién infinitesimal,
tension y tensién efectiva; r representa una variable interna tipo deformacién; C¢ es el
tensor is6tropo de propiedades elasticas definido como C* = A1 ® 1+ 2u I (siendo 1 el
los tensores unitarios de segundo y cuarto orden, respectivamente y A y u los pardmetros
de Lamé); C? es el tensor constitutivo tangente; d la variable interna de dafio, definida
en términos de la variable de endurecimiento ¢ (r) que, a su vez, evoluciona en funcién
del pardmetro de endurecimiento/ablandamiento H (salvo que se especifique lo contrario,
se considera un parametro H < 0, es decir, sélo se analizan casos con ablandamiento por
deformacién).

El modelo presentado se complementa con la ecuacién de evolucién de la variable interna
r, el criterio de dafio, las condiciones de carga-descarga, la condicién de persistencia y la
ley de endurecimiento que se exponen a continuacion:

T=r, T 2To, TOZ% (22)

flo,q) =71, —q, TU:\/J:CT:\/E (23)
¥>0, f<0, vf=0, 7f=0 (24)
q=H() 7 H:a%ir), Q=10 qQ=>¢=>0 (25)

donde el parametro v es el multiplicador de dano involucrado en las condiciones de Kuhn-
Tucker; f(o,q) = 0 define la superficie de dano en el espacio de tensiones, acotando el
dominio elastico (E, := {(0,q); f(0,9) =7, — ¢ <0}), en funcién de la norma 7, y de
la variable de endurecimiento ¢ y rg determina el dominio eldstico inicial, caracterizado en
funcién del limite elastico uniaxial o, y del médulo de Young F.

AC q
Gy [ %
o=(1-d)Ee
H
E
o Ta-dE
€ O'u/\/E r

Figura 4. Modelo de dafio continuo uniaxial

En la Figura 4 se representan las principales caracteristicas del modelo constitutivo
detallado, particularizado para el caso uniaxial.
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Integracion de la ecuacién constitutiva

Una caracteristica importante del modelo constitutivo expuesto en el apartado Modelo
constitutivo de dano continuo isdétropo es la posibilidad de integracién analitica cerrada en
términos de deformacion, definiendo para ello la norma del tensor de deformaciones (en la
métrica definida por C¢) 7. siguiente:

Te = ||G(€)||ge-1 = VE:C¢ ' :d =Ve:Ce:e=+/2T(e) (26)

Te=vV2Ve) = 17=01-d) e (27)

donde se ha considerado la ecuacién (19).
Se demuestra, teniendo en cuenta (26), la total equivalencia de los criterios de dano
definidos en el espacio de tensiones o de deformaciones:

flo.4) =0 = 7o —q=(1-d)re—q=(1-d)7e = (1-d) r=0 (28)

flo,q9) =0 < gle,r)= (e —7)=0 (29)

La integracién de la variable interna r (el valor ¢ viene determinado a través de un
ensayo uniaxial.; denominando o1 y €1 a la tensién y deformacién obtenidas en la direcciéon

2
. g .z
de ensayo, 79 equivale a e:0 = \/e101 = \/ 7 = "\/—i, tanto en casos de deformacién

plana como de tensién plana) en (22) puede realizarse ahora de modo directo aplicando la
condicién de persistencia (24) de la forma:

r=v20
7>0= f(0,q) =0<=g(e,r)=0<=r=7 ) =r=s¢c (0, t)max{ro, 72} (30)
Tt=0 = T0

coincidiendo con el resultado cldsico obtenido para este tipo de familia de modelos cons-
titutivos en funcién de la norma 72°. Nétese que una vez determinado el valor de r en
términos de las deformaciones actuales, mediante la ecuacién (30), las variables restantes
(d,o) se obtienen de modo trivial.

Observacion 1. El modelo constitutivo detallado permite expresar las tensiones de la forma
o(t) = X(e;), donde X es una funcion tensorial de la historia de deformaciones €, hasta el
instante t (7 € {0,t}), que debe proporcionar valores acotados a las tensiones incluso para
valores no acotados de las deformaciones. De modo similar, las tensiones (su tasa) pueden
expresarse como 6(t) = I'(e;,€;), donde T’ debe proporcionar valores acotados a & incluso
para valores no acotados de las deformaciones, €., y de sus tasas, €,. FEsta caracteristica
serd analizada en posteriores apartados.

ANALISIS DE DISCONTINUIDAD FUERTE

Mediante el analisis de discontinuidad fuerte se obtienen las condiciones que deben
verificar las ecuaciones constitutivas estandar (tensién-deformacién) con objeto de hacerlas
compatibles con la cinematica de discontinuidad fuerte, es decir, las condiciones para las
cuales la expresién (12) presente consistencia fisica y matemadtica cuando h — 0y [a] # 0
(discontinuidad fuerte).
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Las hipdtesis de partida consideradas en el analisis de discontinuidad fuerte son la
continuidad del vector traccién (y de su derivada temporal) a través de la linea de discon-
tinuidad S (donde se ha considerado la ecuacién (14d)), las cuales emergen del principio
de conservacion del momento de la cantidad de movimiento. Dichas hipdtesis han sido

consideradas en los trabajos pioneros?*?; obteniéndose las siguientes expresiones:

T (x,1) = 04,4 (x1)-n(x) = 05(x,t) n(x)

TQ\S (X,t) s (X,t)

: . . VeeS,Vtelt,,,oo) (31)
T (x,t)= 6455 (xt)-n(x) = 65(x,t) n(x)

TQ\S (X,t) Ts(x,t)

donde 7 representa el vector traccién, o el tensor de tensiones en un punto material
situado en la linea de discontinuidad y Oos el tensor de tensiones en un punto material
préximo al anterior situado sobre la parte continua del cuerpo Q\S.

La ecuacién (31) puede representarse de la forma:

[T] xt)=0="T, . (x,t) — T5 (x,1)

oS

. . , Vee S, Vtelt,,,) (32)
[[T]] (X’t) =0 :TQ\S (X’t)_ Ts (X’t)

Partiendo del conjunto de ecuaciones (32), se deducen las siguientes conclusiones:

1. El cardcter regular de las deformaciones en el dominio 2\S (presentan una naturaleza
acotada) determina el cardcter también acotado de las tensiones en dicho dominio,
Oq\s» ¥, Por consiguiente, el del vector traccién 7 (téngase en cuenta que |[n[| =1

y 1 = 0, obteniéndose un valor acotado de n). De (32) se establece, por tanto, la
naturaleza acotada del vector traccién 7 (x,t) en cualquier punto material de la linea
de discontinuidad S. Dicha condicién (7, (acotado) = 75 = o, - n (acotado))
requiere la naturaleza acotada de todas las componentes de o, con objeto de que las

combinaciones lineales de las mismas también lo sean (7;; = o n])
)

2. El mismo proceso puede aplicarse a 7 (x,t), derivada temporal del vector traccién,
estableciéndose el requerimiento de que el tensor derivada temporal de la tensién
sea acotado (aun cuando el tensor tasa de las deformaciones €, sea no acotado).

3. La norma 7, (05) = |0slle-t = y/os:C ' :0 4 y su derivada temporal Toq

—1 o . , .
_71 os:C :0 ; son acotadas al considerar el cardcter acotado de o y .
o
S

S

4. La variable de ablandamiento/endurecimiento ¢ sélo evoluciona ante situaciones de
carga, una vez superado el régimen eldstico, de lo que se deduce 7 =y #0 < ¢ # 0
y aplicando la condicién de persistencia v f = 0, se concluye ¢ #0 = f =17, — ¢ =
0 = ¢ = 7. En consecuencia, ¢ € {0,7,} y, por tanto, queda establecido su carécter
acotado.
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Ecuacion constitutiva discreta. Ley de ablandamiento discreto

Considérense, para un punto material de la linea de discontinuidad S, las tensiones
segin la expresién detallada en (19), aplicando la cinemadtica (12) de la forma siguiente:

o.,= (1-d)C°:e = &S)Ce: [E+1(A[[u]] ®n)8} (33)

S S
T h

El vector traccién en régimen de discontinuidad fuerte (¢t > ¢, = h = k — 0) puede
expresarse como:

T=0,-n = }ILI_I% _g—i C°: [6+(A[u] ® n)?] -n]
_ : [ 4s e.[p = 57 .
= lim |£C%: [he+ (A[u] @ n)’] n}
_ : _‘1_3 e. s .
= Jim | C (Al @ m)" o] (34)

= 4, Q°(n-C° ) Au] lim (71-)

= 45 QA Jim (1)

S
término acotado

donde Q¢ = n-C®-n es el denominado tensor actstico eldstico de cardcter definido
positivo. Analizando las expresiones (34), donde el vector traccién es acotado y el término
qs Q°-Afu] distinto de cero (la situacién Q°-AJu] = 0 con AJu] # 0 no se produce debido
al cardcter no singular de Q°), (excepto en el caso AJu] = 0, correspondiente a la situacién
de no desarrollo de la discontinuidad fuerte), se deduce, por consistencia matemadtica, el
:

lim (hrg) #0 ¥V Afu] #0 (35)

valor acotado del término lim ( > y, por tanto,
h—0 h

Con objeto de imponer dicha condicién, se define la siguiente ley de evolucion de la
variable interna rg

Q-

e = hl Vi>t,, con 07|t:tDD =0 (36)

siendo & una variable acotada (asf como @) denominada variable interna discreta.
Integrando (36) para un tiempo ¢ > ¢, .. (régimen de discontinuidad fuerte) se obtiene:

t.
ry = focsdt

DD | t 1 - t
:/O e dt4 iyl wim a (M drt h (7)

Top constanteh=k

— rDD+/ttDthT)a(7)dT+ 1/; a (1) dr

DF

n'g

=l

ThR Aa
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siendo
Ay = & —a, € [t 00)
Top = Tsli=i,, (38)
Tpr = Ts‘t:tDF

por lo que la expresién (35) queda de la forma:

lim (hrs) = lim (hry,+hi Aa) = Jim (k. +kE Ad) (39)
= Aa#0

pues limk r,, = 0 al ser r,, un término acotado.
h—0

Una vez demostrado que la expresion propuesta como ley de evolucién de la variable
interna rs es consistente con la ecuacién (35) y permite obtener un valor acotado del vector
traccién cuando Afu] # 0, el vector traccién 7 de la ecuacién (34) se expresa:

T=2Q-Alu] Vit>t,, (40)

Se resalta que la relacién (40) emerge “de modo natural” de la relacién constitutiva
de continuo de dano isétropo en régimen de discontinuidad fuerte, no siendo necesaria la
obtencion, de forma explicita, de dicha relacién discreta ni su implementacién en el modelo
numérico empleado en la simulacién de la discontinuidad fuerte. Tanto el comportamiento
de la parte continua del dominio €2 como el de la interfaz producida al generarse la discon-
tinuidad pueden describirse mediante una tnica relacién constitutiva de continuo (tensién
versus deformacion).

La ecuacién (40) constituye la ecuacion constitutiva discreta, estableciendo el valor del
vector traccién 7 en los puntos materiales de la discontinuidad en funcién del vector salto
Afu].

La imposicién de la ley de evolucién para rg en (36) puede hacerse mediante la ley
de evolucion de la variable de endurecimiento g. Partiendo de (25) y (36) se tiene, para
una particula situada en § y sometida al régimen de discontinuidad fuerte, la siguiente
expresion:

. . 1 .
s =H(rg) rs = Hh_ a (41)

donde tanto ¢, como a son términos de naturaleza acotada (ver seccién Normas discretas),
deduciéndose, por consistencia matemética de (41):

. 1 def =
}ILII% Hh_ = valor acotado y constante I i (42)
denominando al pardmetro H < 0 pardmetro de ablandamiento intrinseco o discreto (H
es considerado propiedad del material), en contraposicién al pardmetro de ablandamiento
continuo H de la ecuacién (25).

Con objeto de satisfacer (42), se define H de la forma:

HE)=h(t) H YVt>t,, (43)

La expresién (43) se define tanto en régimen de discontinuidad fuerte (denominada
entonces condicion de regularizacion del pardmetro de ablandamiento'®?2) como en régimen
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de discontinuidad débil (en el contexto de modelo de ancho de banda variable referido en
la seccién Cinemdtica de discontinuidad fuerte).

La integracion de la ecuacién (41) a lo largo del tiempo, considerando (43), permite
obtener la siguiente ley discreta de ablandamiento:

Gs= Ha g5 €0, (44)
Q(AO_‘) = Q4s = fot ds dt
= ngF}_Id(T) d7'+ftt Ha(r)dr
DF
t
= qs‘t:t +H/ o (7) dr (45)
WE/ thp
W T

= q+HAaL0

donde se constata la relacién directa entre la variable de endurecimiento ¢ y la variable
interna discreta Aa en la linea de discontinuidad S. La imposibilidad de adoptar valores
negativos en ¢ reside en la propia definicién de la variable interna de dano d, ecuacién (21),
donde se limitan sus valores entre 0 < d < 1.

La ecuacién constitutiva discreta (40) se reescribe a continuacién:

T = £QAN]=2 QA
= (1-w) 1 Q¢ Aly] Vi>t,, (46)
w(Aa) = 1- Z—%l Aa € [0,00)w € (—o0,1]
entendiendo el término w (A@) como una variable discreta de dano que varfa de w = —o0

(para Aa = 0) en el instante de inicio de la discontinuidad fuerte aw = 1 (para Aa = 00) (el
parametro [ desempena, aqui, el papel de cualquier longitud, con el objetivo de proporcionar
a 2% un cardcter adimensional). Se observa que la ecuacién constitutiva discreta en
(46) y la ecuacién constitutiva continua en (19) y (21) exhiben el mismo formato, con la
correspondencia entre variables discretas y continuas detallada en la Tabla I.

Modelo continuo @ € Ce d r q(r)
Modelo discreto 7 AJu] Q°=n-C° n w Aa ¢(Aa)

Tabla I. Correspondencia entre variables del modelo continuo y discreto

Si se considera la base ortonormal (&1, &2, €3) de la Figura 5, donde el vector &; coincide
con el vector unitario n (normal a un punto material de la linea de discontinuidad S), &
con el vector unitario t (tangente a un punto material de la linea de discontinuidad S) y €3
con el vector unitario perpendicular al plano definido por é; y &; la ecuacién constitutiva
discreta (46) presenta el siguiente formato, tanto en régimen de deformacién plana como
de tensiéon plana
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T=(1-w)lQ Aul=(1-w)? [M 1+(X+M) n@n} - A[u]

_ 1 (3
r (1-w) } (A+2u) Au],
T=| L= (-u}uap, (47)
3
(1 - w) % MA[[U]]a
5= A deformacién plana
B % tensién plana

Figura 5. Base ortonormal en la superficie de discontinuidad

Energia libre discreta
Considérese la energia libre de Helmolz, ecuacién (17), particularizada para una particula
perteneciente a la linea de discontinuidad S

q
\I](svr)’xes = \Ils(ssvrs) =(1- ds) \I/g(esvrs) = T_S\I’g(esvrs) (48)
S
donde la energia libre eldstica W0, segiin (18), vendria expresada como:
s:Ce
[6'+%L(A[[u]] ® n)s] : C¢: [6'+%L(A[[u]] ® n)s]
Dentro del régimen de discontinuidad fuerte (¢t > ¢,, — h = k = constante) se define
la energia libre discreta ¢ de la forma:

\I’g(es’rs) = € s

(49)

NI NI

e < lm (h )
= Jim (s lerh@nren ] o Bri@Ren ) )
= (1-w)} Alu]-Q°-A[u]

@0

p(w, Afu]) = (1 -w) 1 ¢"(Afu])

0 _1 . QF. (51)
¢ (Alu]) = 5 Afu] - Q- Afu]
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obteniendo la denominada energia libre de dano discreta ¢ (se puede identificar como la
energfa libre por unidad de superficie de interfaz de discontinuidad S) y su correspondiente
término elastico ¥ (al ser ¥ la energfa libre por unidad de volumen, densidad de energfa
libre, y considerando un volumen elemental dV en la linea de discontinuidad, correspon-
diente a una superficie de discontinuidad diferencial dS con un ancho de banda h, se puede
escribir dV = hdS; por lo tanto, la energia libre asociada a este volumen diferencial es
d¥V = U dV = ¥ hdS y la energia libre por unidad de superficie de discontinuidad resulta
p = fl—g = hW). Nétese que tanto ¢ como ¥ exhiben el mismo formato en términos de las
correspondientes variables detalladas en la Tabla I.

Realizando ciertas operaciones en el término Wgs se obtiene:

0
S~——
7s (52)
7= haA[[uﬂ\I/s
se expresa:
7= /%1_{% (7 Oap¥s) = Oaqu] [;ILI_I)I%) (h \Ifs)} = OALu]¥ (53)

que corresponde a un modelo hiperelastico discreto.

La ecuacién (53) pone en evidencia una consecuencia crucial al considerar una cinemética
de discontinuidades fuertes en modelos continuos (tensién-deformacién): la proyeccién de
dichos modelos continuos en modelos discretos (traccién-salto de desplazamiento). De he-
cho, la energia libre discreta ¢, obtenida como la correspondiente energia libre del continuo
¥ en la susperficie de discontinuidad, se convierte en un potencial del vector traccién 7,
con relacién al salto incremental de desplazamiento Afu]. Todo ello sugiere que puede
derivarse de la energia libre discreta un modelo constitutivo discreto y, por tanto, de la
inclusiéon de una cinemética de discontinuidad fuerte en el modelo continuo original. Esto
se demuestra en los siguientes apartados.

Condiciones de discontinuidad fuerte

Como se detalls en el comienzo del apartado Andlisis de discontinuidad fuerte, el analisis
de discontinuidad fuerte se basa en el cardcter acotado del vector traccién 7. Sin embargo,
como se analizé en esa misma seccién, no sélo 7 sino también os (tensor de tensiones en
la linea de discontinuidad S) presentan naturaleza acotada.

Considerando esta ultima caracteristica de o, junto a las ecuaciones (19), (21), (37),
(45) y la cinemética (12), se obtiene, en régimen de discontinuidad fuerte,

. = Q(rs)ce: £ — lim I:ﬂ Cce. [§+%L(A[[u]] ®n)s}:|

S h—0 TDF-i-hi Aa
— L q(Aa) e. = s
= lim [h A8 2 C b &+ (Aful @ n) ]}
= L C%(Au] ® n)*

Reescribiendo (54) se deduce la siguiente expresion:

s _ Aa efl, _ Aa a
&



Contribuciones a la simulacién numérica del fallo material en deformaciones infinitesimales. 315

donde £ es el campo de deformacion efectiva, € = C¢ ' : 0 = (1 —d) €. La ecuacién (55) re-
presenta la denominada ecuacién de discontinuidad fuerte®"2%?* estableciendo una relacién
entre el tensor de tensiones o5 y el vector salto de desplazamiento Afu], que debe verificarse
en régimen de discontinuidad fuerte.

Debido a la simetria de la ecuacién tensorial (55), dicho sistema se reduce a un conjunto
de seis ecuaciones algebraicas. Tres de estas expresiones representan las ecuaciones consti-
tutivas discretas (40) 6 (46), obteniéndose al multiplicar n a ambos lados de (55) y realizar
algunas operaciones algebraicas. De las tres ecuaciones restantes se obtienen expresiones
que involucran a g, y constituyen las ecuaciones de discontinuidad fuerte.

Empleando la base ortonormal (Figura 5) anteriormente utilizada (&; = n, és,8&3), la
ecuacién de discontinuidad fuerte puede expresarse de la forma:

Alul,  3A[u], §A[ul, s €11 €12 €13
% Alu], 0 0 =5 | f12 2 ém (56)
5 Afu], 0 0 €13 €23 €33

de las que se obtienen las tres ecuaciones de discontinuidad fuerte siguientes:

€99 = €93 =E33=0= [Ce_l 20‘3} v = [Ce_l :0‘3] = [Ce_l :0'3] 5 =0 (57)

23

Observacion 2. El sistema de ecuaciones (57) representa las condiciones de discontinuidad
fuerte?2224 que imponen restricciones cruciales al estado tensional en el instante de inicio
de formacion de la discontinuidad fuerte. De no werificarse dichas condiciones en el mo-
mento de bifurcacion del campo de deformaciones® %0, instante que representa el comienzo
de la formacion de la discontinuidad, se imposibilitard el desarrollo de una discontinuidad

fuerte (h — 0), induciéndose, por tanto, una discontinuidad débil (h # 0).

Normas discretas. Criterios de dano

Las condiciones de discontinuidad fuerte necesarias para el desarrollo del régimen de
discontinuidad fuerte inducen un estado de tensiones que afecta, también, a la estructura
de la norma del continuo 7, = ||¢||ce-1 definida en el modelo isétropo de dano continuo
detallado al comienzo del presente capitulo.

Teniendo en cuenta la expresién (54):

—1
Tos = V\0s:C° :0s5=

- (@) @l e cxal o] - 9

= 25 [Au] - (- C°-n)- A2 = & VAN[- Q° - Au]

la ecuacién (58) se reescribe, al considerar la ecuacién constitutiva discreta (46) (A[[u]] =
% Q° ' - T), de la forma:

Tws = \VTQ T =|T g1+ s (59)

Las condiciones de discontinuidad fuerte (57), dentro de la interfaz de discontinuidad S,
proyectan, asi pues, la norma continua de las tensiones 7, = ||||ce-1 en la norma discreta de
las tracciones 77 = || 7 ||qe—1 (en la métrica Q°~!). Se constata, de nuevo, la correspondencia
entre las variables detalladas en la Tabla I.
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Se define una norma discreta del vector salto de los desplazamientos Ta[y) en la interfaz
de discontinuidad S de la forma:

Tap] = VAu] - Q¢ - Alu] = |Afu] e
\ (60)

7 = a5 Tap = (1= W) § Tap)

habiendo considerado las ecuaciones (58) y (46). La expresion (60) representa la ecuacién
discreta de la relacién (27) que se establece entre las normas 7 y 75 del continuo.

Finalmente, el criterio de dano definido en (28) y las condiciones de carga-descarga
detalladas en (24) corresponden, en su versién discreta, con:

f(05,q) = Tog —qETT—q_d;ff(T,q_) (61)

F<0, 720, 3F=0, 7 F=0 (62)
donde el multiplicador de dafio discreto 7 emerge de las leyes de evolucién (36), (38) y (22)

D(Aa) =a=his=hys 23>0 (63)

Modelo de dano discreto

En la ecuacién (64) se resume el modelo constitutivo discreto que rige el comportamiento
de la interfaz S obtenido en el andlisis de discontinuidad fuerte, que emerge del modelo
constitutivo continuo (apartado Modelo constitutivo de danio continuo isétropo) a través de
la imposicién de la cinematica de discontinuidad fuerte [ecuacién (9)].

El modelo constitutivo discreto (64) viene caracterizado por la variable de dano discreta
w (funcién de la variable interna discreta Aa) y el mddulo constitutivo discreto secante
(degradado) Q° = (1 —w) + Q° Como se detallé en (46), w varfa entre —oco (Aa = 0)
y 1 (Aa = o), obteniéndose un valor inicial de Q° infinito (Q°* = +w Q€). El modelo
discreto puede denominarse, por tanto, modelo discreto de dano rigido. En la Figura 6
pueden apreciarse los modelos contitutivos de dano continuo y discreto inducido para un
caso unidimensional.

A (o} T
- o=(1-d)Ee T =1-)E/l Alu]
,,,,,,,,,,,,, .
! de[o1] u we (—o1]
E e=E+6,Alu
descarga >\ S8 carga
/,ﬁ A-d)E "/ﬁ(’l_w)E“
& Alul]

Figura 6. Modelos constitutivos de dafio continuo y discreto inducido para un
caso unidimensional

Conviene resaltar, de acuerdo con los razonamientos previos, que el modelo constitutivo
discreto [ecuacién (64)] es inducido implicitamente por la introduccién de la condicién de
regularizacién del pardmetro de ablandamiento [ecuacién (43)] en el modelo constitutivo
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continuo, por la presencia de deformaciones no acotadas que se desarrollan en la interfaz
de discontinuidad, segin la ecuacién (12), y por la imposicién de la continuidad del vector
traccién (14e).

Estos ingredientes especificos son los tnicos introducidos por la aproximacion de dis-
continuidad fuerte, junto a un modelo constitutivo continuo estandar.

p=(1-w) 7¢°
Energfa libre oV = % Afu] - Q¢ - Afu]
Q°=n-C° n
Ecuacién constitutiva 7 = (1 — w) % Q¢ - Afu]
Variable de dafnio w=1- Q(AAS) l, w €(—o00,1]
_ R _ (64)
Ley de evolucién %(Aa) =a=7%, Aa €]0,00)
Criterio de dano FT,q)=rr—q 717 =|T]qe
Condiciones _ _ _
carga-descarga F<0, 720, 7F=0, 7F=0
Ley de = 7 N 7 1 q_ € (07qDF]
endurecimiento ¢ =1H(Aa)a (H B Hh_) ’ q_‘t:tDF =dpr
CONDICION DE LOCALIZACION
Partiendo del denominado anélisis de bifurcacién discontinual®47,40,33:27,:28,38,18 " go o}

tienen las condiciones de bifurcacién de un campo de deformacién inicialmente suave en uno
de discontinuidad débil compatible con el equilibrio del cuerpo. Por tanto, en el instante
t =t, se inicia un campo tasa de la deformacién no suave, descrito en la ecuacién (9).

Anailisis de bifurcacion discontinua en ¢t =1,

A continuacién se exponen brevemente los principales puntos que constituyen el anélisis
de bifurcacién discontinua.

La condicién de equilibrio (14e), a través de la superficie de discontinuidad S, requiere
que el salto de la tasa del vector traccion sea cero:

[[T]] (X7 t) = [0 (X57t) -6 (XQ+ ) t)] ‘n (X) =0 (65)

Suponiendo condiciones de carga en S y carga neutra en Q\S (mediante un andlisis
previo sencillo se demuestra que esta situacién determina la primera posible bifurcacién), y
tras algunas operaciones algebraicas, se deduce de la ecuacién (65) la siguiente expresién?’:

Q"-[a]= (n-C*n)- [0 =0 (66)

QL

donde C? es el tensor constitutivo tangente. El criterio para determinar el inicio de la bifur-
cacién se basa en la deteccién de la singularidad del tensor de localizacién QF, obteniéndose
una solucién no trivial para el vector velocidad del salto de desplazamientos ([i] # 0) en
la ecuacién (66):

det [QF (n, H,)] =0 para t=t, (67)

representando H, un valor del médulo de ablandamiento compatible con la ecuacién (67).
El instante en el que dicha ecuacién se verifica por primera vez, para un punto material
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dado, determina el instante de bifurcacién ¢, para ese punto, ademds de permitir obtener el
vector normal n, el cual define la direccién de propagacion de la interfaz de la discontinuidad
S. El valor del parametro de ablandamiento en el instante de bifurcacién es el maximo de
todos los valores M, posibles®’.

En la ecuacién (68) se expresan los valores del pardmetro de ablandamiento continuo
‘H, que verifican la ecuacién det(QL) = 0, funcién de las variables de estado, tensiones,
etc. y de la direccién de propagacion de la discontinuidad:

1y - (68)

H, =1
By n-g-Qe1.6-n

De entre todos los valores de H , que verifican (68), el maximo de ellos, H,,, determinara
la direccién de propagacién de la discontinuidad’, n,:

Her = max [H € G] (69)
G={HeR | IneR™=; |n|=1; det [Q" (H,n)] =0} (70)

Donde G representa el conjunto constituido por todos los valores de H que verifican la
ecuacion det(QL) = (0 y presentan, al menos, una solucién para n y donde ngi, define la
dimensién del problema.

Resulta interesante remarcar la posibilidad de obtener dos valores diferentes de la di-
reccion de propagacién de la discontinuidad que maximicen Hp.

Si el conjunto G es no vacio, las direcciones n., que cumplen det(QL) = 0 para H =
‘Hr se corresponden con las posibles orientaciones de la banda de localizacién:

n. € {n €R"m; |n| = 1; det [Q" (Her,n)] =0} (71)

La obtencién de H., vy n. puede llevarse a cabo mediante la aplicacién del circulo de

Mohr?233 o empleando métodos analiticos?.

Bifurcacion discontinua en régimen de discontinuidad fuerte

Los modelos elasticos degradables son suceptibles de experimentar bifurcacién discon-
tinua, produciéndose, una vez superado el régimen eldstico, cuando el parametro de a-
blandamiento continuo del sélido presente un valor igual o inferior a H,.., cota maxima
del conjunto de todos los posibles parametros de ablandamiento que verifican la condicién
de bifurcacién discontinua det(Q¥) = 0. Iniciada la bifurcacién discontinua, se activa la
cinemdtica expresada en (9).

Si el estado tensional del sélido, en el instante de bifurcacién, verifica las condiciones
de discontinuidad fuerte (55), la cinematica requerida vendra definida por la expresién (6),
empledndose la versién regularizada (9) con fines computacionales donde h =k — 0.

De no verificarse las condiciones de discontinuidad fuerte en el inicio de la bifurcaciéon
discontinua, la cinematica requerida sera la denominada cinematica de discontinuidad débil,
caracterizada formalmente por la misma expresién regularizada (9) empleada en la repre-
sentacion de la discontinuidad fuerte, donde el parametro de regularizacién h adopta valores
no préximos a cero (h - 0).

Al aplicar las condiciones de discontinuidad fuerte (55) a la ecuacién (69), se obtiene
un valor de H,, nulo, pudiéndose expresar los requisitos para el inicio de la discontinuidad
fuerte en bifurcacién tanto por el estado tensional descrito en (55) como por la condicién
Her = 0.

Por tanto, podemos enunciar el siguiente teorema: la condicion necesaria y suficiente
para que en el instante de bifurcacion se produzca discontinuidad fuerte es que Her = 0. A
continuacion se detalla la demostracién de dicho teorema.
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Condicion necesaria

Si la bifurcarciéon se produce en régimen de discontinuidad fuerte, verificAndose por
tanto las condiciones de discontinuidad fuerte (55), el valor del pardmetro H,, obtenido es
nulo:

t=t =t & —
257 ([, ®m)* = ZPEC o

(AJu] @ n)* = % ce o (72)

DF

y premultiplicando ambos términos de la ecuacién (72) por C¢ y posmultiplicando por n
se obtiene:

G ([i],, @) = 2, 73)
(n-C°-n)- [a],, = Lo, .n=CSpE T
N——_—— pr dpr  SpF dpp ~PF (74)
Qe
Considerando (36) se deduce:
O;‘DF = thF:hr;FasDF sDF:h’ﬁ Spp € pr
— 1 . [& 1M
- h qDF O-SDF' [EDF + h([[u]]DF ®n)8 ] (75)
- ﬁ Tspr H([a]pr ®@n)* = T‘DIF (USDF n) - [il,r
= ﬁ T, [0lpr
e incluyendo la tltima igualdad de (75) en (74) se obtienen las expresiones:
Q- [[ﬁ]]DF - é (TDF ® TDF) ’ [[ﬁ]]DF =0 (76)
Q-—— 7,07, | [, =0
q—%F DF DF DF (77)
Apr

Comparando la expresién (77) con la condicién de bifurcacién Q¥ -[u] = 0 se constata el
valor nulo del parametro de ablandamiento en el inicio de la bifurcacién, como se demuestra
a continuacion:

QF:fu] = 0=[2Q°~ % (¢q—H7) n-6®5-n]:[i]
= [%Qe—ﬁ(q—ﬁr)n-ff@a-n]r[[ﬁ]] (78)
=t -t @-nr) TeT|: [

App [ilpy =0=|Q ~ i (g-Hr) TRT|:[W] > H=0=H,  (79)

Condicion suficiente

Si al bifurcar se obtiene un valor de H,, nulo, se verifican automéaticamente las condi-
ciones de discontinuidad fuerte, bifurcandose en régimen de discontinuidad fuerte.

Al ser H. = 0, y aplicando la ecuacién (68), se obtiene:

r?=n-5-Q e n=57TQ T=¢@=7-Q T (80)
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que constituye la norma discreta de los vectores traccién, expresién (59), en la métrica

Qf1 en la interfaz de discontinuidad S, inducida en la norma continua al verificarse las
condiciones de discontinuidad fuerte.

La correspondencia entre la verificacion de las ecuaciones de discontinuidad fuerte y el
valor nulo del parametro de ablandamiento en el inicio de la bifurcacién discontinua permite
determinar la cinematica a activar en el instante de bifurcacién: obtenido un valor H., = 0,
la cinematica requerida serd la representativa de discontinuidad fuerte, empledndose la
cinematica de discontinuidad débil cuando H,,- # 0.

La utilizacién de la cinemdtica detallada en la ecuacién (12) permite activar ambos
tipos de discontinuidad, dependiendo del valor del parametro de regularizacién h adoptado
(discontinuidad débil < h - 0, discontinuidad fuerte < h =k — 0).

Para aquellas situaciones donde la bifurcacion se produzca en régimen de discontinuidad
débil (He # 0), la fase de transicién entre el inicio de la bifurcacién discontinua y el
comienzo del régimen de discontinuidad fuerte se simulard mediante leyes de variacién del
ancho de banda de localizacion, h, funcién del proceso de carga.

FORMACION DE DISCONTINUIDAD FUERTE. TRANSICION ENTRE
DISCONTINUIDAD DEBIL Y FUERTE

Los modelos constitutivos de dano continuo isétropo detallados en el apartado Modelo
constitutivo de dano continuo isétropo, junto a la cinemdtica expresada en (12), permiten
simular el comportamiento de sélidos sometidos a procesos de carga exhibiendo bifurcacién
discontinua. Las diferentes etapas que pueden presentarse a lo largo de todo el proceso de
carga son las siguientes: régimen eldstico inicial, régimen de dano sin bifurcacién discon-
tinua, régimen de bifurcacién discontinua débil y régimen de bifurcacién discontinua fuerte.
Las caracteristicas de cada etapa se detallan a continuacién (Figura 7):

1. Régimen eldstico inicial

El comportamiento del sdlido serd eldstico hasta que se supere el dominio eldstico
inicial (instante ¢ = t, ), una vez el valor de la variable interna r iguale al pardmetro
umbral 7y (funcién del limite eldstico uniaxial o, y del médulo de Young E). El valor
de la variable interna de dano d es nulo en toda esta etapa.

El final del régimen eldstico inicial viene representado por el punto Y de las graficas
a) y d) de la Figura 7.

2. Régimen de dano sin bifurcacion discontinua

Alcanzada la superficie de dafio, la variable interna de dafio d (funcién de las variables
de endurecimiento ¢ e interna r, ecuacién (21)) evoluciona conforme avanza el proceso
de carga, asi como el pardmetro de ablandamiento H [ecuacién (25)], como se aprecia
en la Figura 7. La cinemética empleada sera la estdndar (no exhibiendo salto en el
campo de desplazamientos).

3. Régimen de bifurcacion discontinua débil

El instante de inicio de la bifurcacién (¢t = t,) se obtiene mediante la comparacién
del valor del pardmetro de ablandamiento H de la ecuacién (25) y el valor de H,,. La
bifurcaciéon discontinua se produce en el instante en el que H = H,,, prolongandose
la discontinuidad seguin la direccién n.,., relacionada con H,, (Figura 7c).
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Si el valor de H,, en el instante de bifurcacién, H,,,., presenta un valor no nulo, no
se verificaran las condiciones de régimen de discontinuidad fuerte al inicio del proceso
de localizacién, requiriéndose la cinematica representativa de discontinuidad débil, es
decir, una cinematica donde el parametro de regularizacion presente un valor finito
mayor que cero (h - 0). La fase de transicién entre el régimen de discontinuidad
débil y el de discontinuidad fuerte viene caracterizada por una ley de variaciéon del
pardmetro h 'y por el valor inicial del mismo en el instante de bifurcacién (h,). Por
consistencia entre la ley de evolucién del parametro de ablandamiento H una vez
producida la bifurcacién [ecuacién (43)] y la ley de variacién del ancho de banda h se
obtiene el siguiente valor de h:

HQIF
H
El simbolo de valor absoluto empleado en la ecuacién (81) en la definicién de h,

pretende reafirmar el valor positivo del mismo, aunque no resultarfa necesario teniendo
en cuenta que tanto H como H,, presentan valores negativos.

Hcr|t:tB = H|t:tB =Hpyp = hy H = hy = (81)

En la Figura 7d se observan las diferentes trayectorias de equilibrio (bifurcacién) que
siguen los dominios regular y de discontinuidad.

4. Régimen de bifurcacion discontinua fuerte

La verificacién de las condiciones de discontinuidad fuerte a lo largo del proceso de
carga constituye la fase final del régimen de bifurcacién discontinua exhibiendo discon-
tinuidad débil. Una vez verificadas dichas condiciones, el pardmetro de regularizacion
h adopta el valor constante k (h = k — 0), permaneciendo el pardmetro de ablan-
damiento continuo H = kH (Figuras 7c y 7d).

Modelos de ancho de banda variable

La estructura del médulo de ablandamiento continuo H viene definida, como se expuso
n (43), de la forma

H=hH con H<O0 (82)

donde el pardmetro de ablandamiento intrinseco H se considera una propiedad del material.

En aquellos casos donde el estado tensional en el instante de la bifurcaciéon no contemple

las condiciones de discontinuidad fuerte (H,,, # H,. = 0, h - 0), el ancho de banda en

el inicio de la localizacién, h,, debe exhibir un valor finito mayor que cero, requiriéndose

una fase de transicién entre la bifurcacién en régimen de discontinuidad débil y el inicio de

la discontinudad fuerte. A continuacién se describen diversas opciones en la variacién del
ancho de banda en la fase de transicién.

Variacion lineal del ancho de banda

Se define una ley de variacién lineal (Figura 8) del ancho de banda h con la variable
tipo tensién ¢, pues mantiene su caricter acotado durante todo el proceso de carga, de la
forma:

O =t (g —q,) PATA 4y 242 dp, (transicién) (83)
k para ¢ < ¢, (disc. fuerte)
donde h, y g, representan los valores de las variables h y g en el instante de la bifur-
cacion, respectivamente; g, el valor de ¢ en el inicio de la discontinuidad fuerte, y k es
un parametro lo suficientemente pequeno como para poder asumir s ~ 0 (a efectos fisicos,
basta suponer k algunos 6rdenes de magnitud inferior a la dimensién del problema que se
esté analizando).



Contribuciones a la simulacién numérica del fallo material en deformaciones infinitesimales. 323

: >

Oor Os 4

Figura 8. Modelo lineal de ancho de banda variable

Recordando la ecuacién (25) del modelo de dano is6tropo empleado, se tiene

R ) (54)

y resolviendo la ecuacion diferencial (84) se deduce la siguiente expresién de ¢(r)

(e b1y 1 . -
o(r) = { % + xhgex (r—rg) r, <r<r,, (transicién) (85)

Qpp +EH(r—1,,) T>Toe (discontinuidad fuerte)

donde 7, es el valor de la variable interna tipo deformacién en el instante de bifurcacion y
T, en el inicio del régimen de discontinuidad fuerte de expresién:

Tpp =T T Xln(hi) (86)
_ (TB B qDF)
T b 57

Variacion automdtica del ancho de banda

Entre las diversas leyes de variacién del ancho de banda h con la variable ¢ que se pueden
establecer, un grupo utilizado en el presente trabajo ha sido el constituido por funciones
que relacionan h con el estado tensional del medio continuo, induciéndose la formacién de
discontinuidades fuertes (h = k — 0) al verificarse las condiciones de discontinuidad fuerte,
es decir, cuando las tensiones que experimenta el sélido son tales que verifican las ecuaciones
(55).

En este tipo de leyes es necesario determinar explicitamente las condiciones de discon-
tinuidad fuerte del modelo constitutivo empleado.

DISIPACION. ENERGIA DE FRACTURA

Resulta interesante considerar la energia consumida en la formacién de una discon-
tinuidad material durante el intervalo de tiempo (0, t¢_ ], donde ¢ representa el instante
en el que tiene lugar la total decohesion de la fisura o discontinuidad.

En virtud del teorema de la fuerzas vivas, y considerando un problema cuasiestatico
donde la energia cinética puede despreciarse frente a la potencia tensional, la potencia
introducida en un sistema por las fuerzas externas es equivalente a la potencia tensional?®:

pert—pit — [ o:2d0 (33)
Q
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Definiendo la fraccién de la potencia externa consumida en la formacién del salto [i]
en la superficie de discontinuidad S como P;”t, la energia total consumida en la formacién
de la discontinuidad fuerte, Ws, se puede expresar como:

Ws = /t P dt = / / : ([0] ®n)® dS dt (89)

DF

WS_//S ] dS dt = / /:r [a] dS dt (90)

Considerando el modelo hipereléstico discreto (traccién-salto de desplazamiento) in-
ducido al considerar una cinematica de discontinuidad fuerte en modelos continuos (tensién-
deformacién) de la ecuacién (64), Ws podra expresarse de la forma:

p (Aul,Aa) = 7 ¢" =35 25 Au] - Q° - Afu]

s o (91)
ziﬁ.Aﬂuﬂ:%%%.Qe—l.%:%qAa
donde ¢ (A[u], Aa) es la denominada energia libre de dano discreta:
. . N S
<p:QAM<p-[[u]]+6A&<p-a:§qAa+§qa (92)
——
TS
y considerando las ecuaciones (91) y (60) se obtiene:
I N
Ona pra=5qAa—Sqa (93)
2 2
Sustituyendo (93) en (92):
7. -[a]=q a (94)

La energia consumida en la formacién de una unidad de drea de discontinuidad fuerte,
energfa de fractura G, viene definida por la expresion:

(o) o) 00 = 0

. _ - _q
Gf:/ ’];[[u]] dt:/ qadt:/ qﬁdt:/
thp t t q

DF DF DF

dq (95)

ml|'Q\

donde se ha considerado la ley de endurecimiento de la ecuacién (64).

En la Figura 9 se puede apreciar graficamente el concepto de energia disipada en la
formacién de una discontinuidad fuerte.

Es necesario resaltar que la energia de fractura asi obtenida s6lo contempla el desarrollo
del régimen de discontinuidad fuerte, no considerando la energia consumida en la parte de
discontinuidad débil de su régimen de formacion.

Para el caso concreto de pardmetro de ablandamiento discreto lineal, H = cte., y con-
siderando que la discontinuidad fuerte se produce desde el instante de bifurcacién (no se
produce discontinuidad débil), coincidiendo este ultimo con el instante final del régimen
elastico, la energia de fractura se expresa de la forma:

Glgoe = | Hdi=52E=-B - 02l (96)

=cte _ H
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Figura 9. Energia disipada en la formacién de una discontinuidad fuerte. Curvas

’TS —[u] y § — A& para un caso de ablandamiento exponencial

La energia total consumida en la formaciéon de toda la discontinuidad fuerte, Wg, se
puede formular, por tanto, de la forma:

00 0 g
Ws = / / 7; . [[u]] dS dt = / Gf dS =/ / i dgq dS (97)
thp /S S SJipp H

EJEMPLOS NUMERICOS

En el presente apartado se muestran simulaciones numéricas de diversos problemas de
localizacién en medios degradables, basadas en la aproximacion de discontinuidades fuertes,
en régimen de deformacién infinitesimal. Con estas simulaciones se pretende constatar la
capacidad de dicha aproximacién para predecir la respuesta estructural (tanto cualitativa
como cuantitativamente) de sistemas cuyo colapso estructural viene determinado por el
fenémeno de localizacion.

Todas las implementaciones numéricas del presente trabajo se llevaron a cabo en el
programa COMET (Coupled Mechanical and Thermal Analysis), desarrollado en el Centro
Internacional de Métodos Numéricos en la Ingenieria y en la Universidad Politécnica de
Catalufia’.

A continuacién se presenta una serie de simulaciones numéricas basadas en el modelo de
dafio continuo detallado en apartados anteriores sobre fractura y fisuracién en el hormigén,
confrontando los resultados con experimentos de laboratorio bien documentados.

Se muestran casos de propagacién de fractura en modo I y mixto (segin la terminologia
empleada en la mecdnica de fractura). Aunque no existe consenso sobre la cuestién de si la
fractura en modo mixto realmente existe en geomateriales como el hormigon, se presentan
ejemplos tipicos de dicho modo de fractura.

Placa plana con entalla con fractura modo I

La placa plana de hormigén de la Figura 10, que presenta una entalla en su borde
inferior, se ha simulado adoptando un estado de tensién plana. Su geometria y solicitacion
(par de fuerzas Fj separando el interior de la entalla) se detallan en la Figura 10a.

Las caracteristicas mecédnicas del material son: médulo de deformacién F = 30.5 G Pa,
coeficiente de Poisson v = 0.2, energfa de fractura Gy = 100 N/m y tensién tltima o, = 3
M Pa. El espesor de la placa es de 0.0508 m.
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Figura 10. Placa plana de hormigén con entalla: a) geometria y cargas aplicadas;
b), ¢) y d) mallas de elementos finitos; e) isolineas de desplazamien-
tos; f) trayectoria de fractura numérica y g) amplificacién de la malla

deformada,
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Con la presente simulacién se pretende resaltar, en particular, la clara independencia de
los resultados obtenidos con relacién a la malla de elementos finitos empleada (considerando
tanto el tamano del elemento como la orientacién de la malla) y con relacién al valor del

parametro k de regularizacion.

La Figura 11a muestra la curva fuerza aplicada, F', versus abertura del extremo de la
entalla, d, para tres mallas diferentes: una grosera (Figura 10b) y dos con refinamiento
mayor en diferentes direcciones (Figuras 10c y 10d). La misma relacién F' — d se muestra
en la Figura 11b, donde se emplean, para una misma malla determinada, cuatro valores

diferentes del parametro k.

F (kN)

malla 3
malla 2
malla 1

0,4 05
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-
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Figura 11. Placa plana de hormigén con entalla: a) curva F' — d para tres mallas
diferentes y b) curva F' — d para diferentes valores del pardmetro k,

considerando una unica malla
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Placa plana con entalla con cargas diagonales

Se simula numéricamente la misma placa plana anterior, pero solicitada de forma di-
ferente. La pieza se encuentra sometida a un par de fuerzas Fj separando el interior de
la entalla y a otro par de fuerzas de compresién diagonales F» (Figura 12a), aplicadas
progresivamente como se indica en la Figura 12b, con objeto de inducir una fisura en modo
mixto. Dicha fisura se desarrolla desde el extremo de la entalla hacia el borde superior de
la placa con una inclinacién de 71° respecto a la horizontal de la pieza (Figura 13b).
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Figura 12. Placa con entalla con cargas diagonales: a) geometria y cargas apli-
cadas; b) proceso de carga y c) malla de elementos finitos
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Figura 13. Placa con entalla con cargas diagonales: a) iso-lineas de desplazamiento
y b) trayectoria de la fisura

Los resultados tedricos obtenidos en la relaciéon salto tangencial-salto normal a la su-
perficie de la fisura (Figura 14b), en el punto A de la placa (Figura 13b), evidencian que al
ser el salto tangencial de un orden menor que el salto normal, no podria considerarse del
todo una fractura en modo mixto, sino mas bien en modo L.

Kobashashi y colaboradores realizaron este ensayo experimentalmente'®, con el que se
contrasta los resultados obtenidos numéricamente con la aproximacién de discontinuidades
fuertes. Rots®” realizé una simulacién numérica del mismo basandose en la aproximacién
de fisura distribuida.
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La malla de elementos finitos triangulares enriquecidos empleada se puede apreciar en
la Figura 12c¢ (constituida por 1332 elementos).

En la Figura 13b se puede comparar la trayectoria de la fractura obtenida numéricamente
en la simulacién con la experimental de los ensayos de Kobashashi'®.

La Figura 14a muestra la curva carga F} aplicada versus abertura del extremo de la
entalla d. Al compararla con los resultados experimentales se aprecia una ligera sobreesti-
macién de la carga limite y una buena aproximacién de la fase poscritica.
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Figura 14. Placa con entalla con cargas diagonales: a) curva fuerza Fi wversus
abertura en el extremo de la entalla d y b) salto de desplazamiento
normal versus salto de desplazamiento tangencial a la superficie de la
fisura en el punto A

Flexién de vigas con entalla sometidas a fuerzas en tres y cuatro puntos

Se han simulado numéricamente, empleando la aproximacion de discontinuidades fuertes,
una serie de ensayos experimentales llevados a cabo por Galvez y colaboradores'?, donde
desarrollan un procedimiento de ensayo novedoso en fractura en modo mixto en hormigén
sometido a un proceso de carga no proporcional.

La Figura 15a muestra la geometria de dos diferentes piezas de ensayo, dependiendo de
la condicién de contorno del muelle. Un valor de la rigidez del muelle igual a cero (K = 0)
representa un ensayo a flexién sometido a fuerzas en tres puntos, mientras que un valor
infinito (K = 0o) serfa un ensayo a flexién sometido a fuerzas en cuatro puntos.

La malla de elementos finitos empleada en la simulacién (compuesta de 1600 elementos
triangulares lineales enriquecidos) se muestra en la Figura 15b.

Las caracteristicas mecdnicas del material considerado son: médulo de deformacién
E = 38 GPa, coeficiente de Poisson v = 0.18, tension ultima o, = 3.0 M Pa y energia de
fractura Gy = 69 N/m. El espesor de la pieza es t = 50 mm.

Las trayectorias de las fisuras numéricas se aproximan muy bien a las experimentales
(Figura 15c¢). Notese que diferentes valores de la rigidez del muelle (K') producen diferentes
trayectorias de fisura. En la Figura 15d se puede apreciar una amplificacion del conjunto
de elementos deformados que capturan la discontinuidad cerca de la entalla.

En las Figuras 15e (caso K = oo) y 15f (caso K = 0), se muestran las curvas carga
P versus CMOD (abertura de los labios de la fisura, crack mouth opening displacement)
obtenidas en la simulacién numérica, constatandose la buena aproximacién obtenida con
relacién a la banda envolvente de resultados experimentales.
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Figura 15. Ensayos a flexién de vigas sometidas a fuerzas en tres y cuatro puntos:
a) geometria y cargas aplicadas; b) malla de elementos finitos; ¢) envol-
ventes experimentales y predicciones numéricas de las trayectorias de
las fisuras; d) amplificacién de la malla deformada; e) curva P—CMOD
para K = oo y f) curva P — CMOD para K =0

La Figura 16a exhibe el caracter de modo mixto que presenta la fractura a través de la
curva salto tangencial versus salto normal a la superficie de discontinuidad (K = o).

En la Figura 16b se muestran las trayectorias tensiéon horizontal versus salto de des-
plazamiento normal a la fisura, en la punta de la entalla, para un proceso de carga ciclico:
al alcanzarse el punto B de la gréfica, comienza el proceso de descarga hasta relajarse las
tensiones totalmente en el punto C; posteriormente, vuelve a cargarse la pieza hasta que se
produce el colapso total. La fisura se inicia en el punto A, al alcanzarse la maxima tension,
continuando un proceso de carga (con ablandamiento) hasta el punto B, donde se inicia la
descarga; a partir de este punto tiene lugar una descarga eldstica hasta alcanzar el punto
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C donde la fisura se ha cerrado completamente y las tensiones se han relajado. Al volver a
cargar la estructura se produce un comportamiento eléstico hasta alcanzar el punto B y, a
continuacion, se desarrolla la trayectoria B-D en régimen de carga (con ablandamiento).

Lull, (mm)

Oxx (Mpa)

-0.025 4

G EUH: (mm) . :
0035 - 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

[[ll ]] n (mm)

a) b)

Figura 16. Ensayos a flexién de vigas sometidas a fuerzas en tres y cuatro puntos:
a) curva salto de desplazamiento normal versus salto de desplazamiento
tangencial (a la superficie de la fisura) (K = o0) y b) curva tensién
horizontal versus salto de desplazamiento normal a la fisura en la punta
de la entalla (K = 0)

CONCLUSIONES

El modelo tedrico desarrollado en el presente articulo se ha aplicado en la simulacién
numérica de diversos ejemplos que exhiben fenémenos de localizacion.
Se destacan las principales conclusiones que se han extraido:

- La aproximacién de continuo de discontinuidades fuertes constituye un método eficaz,
desde el punto de vista computacional, en la simulacion numérica de fenémenos de
localizacion.

Del analisis de discontinuidad fuerte se extrae informacién sobre los modelos discre-
tos (traccién-salto desplazamiento) que gobiernan el comportamiento de la linea de
discontinuidad. Estos modelos emergen de modo natural de los continuos de los que
proceden al aplicar una cinematica de discontinuidad fuerte, pero no se implementan
explicitamente en el algoritmo, constituyendo una caracteristica especifica frente a
otro tipo de aproximaciones, pues un unico modelo continuo, junto a la cinemética de
discontinuidad fuerte, permite modelar el comportamiento de la totalidad del medio
a lo largo de todo el proceso de carga. Por otro lado, la obtencién de los modelos
discretos puede resultar pesada en determinados modelos constitutivos continuos.

- El analisis de discontinuidad fuerte permite obtener todos los ingredientes necesarios
para afirmar que los modelos discretos inducidos o proyectados por la cinematica de
discontinuidad fuerte se constituyen en auténticos modelos contitutivos, heredando
muchas de las propiedades del modelo continuo del que proceden. Es interesante
resaltar una propiedad que no conservan: la isotropia del modelo continuo se trans-
forma en anisotropia en el discreto, caracterizando el concepto direccional de la fisura
o localizacion.
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- Se constata que el parametro de regularizaciéon k empleado en la cinematica de discon-
tinuidad fuerte no representa ningun papel de longitud caracteristica en el problema
al obtenerse respuestas objetivas con amplios rangos del mismo.

- El empleo de tensores constitutivos tangentes algoritmicos constituye una valiosa
herramienta en la simulacién numérica de problemas de fallo material a gran escala.

Por todo lo analizado en el presente articulo, se puede concluir que la aproximacion
de continuo de discontinuidades fuertes, basada en modelos degradables en deformaciones
infinitesimales, provee un marco consistente, robusto y computacionalmente eficaz para el
andlisis del fallo material en sélidos.
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