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Resumen

El presente art́ıculo se basa en la denominada Aproximación de continuo de discontinuidades fuertes (CSDA)
para modelar el fenómeno de localización de deformaciones y discontinuidades del campo de desplazamien-
tos. Mediante el análisis de discontinuidad fuerte, y adoptando un modelo de daño continuo (tensión-
deformación) isótropo, se deriva el modelo constitutivo discreto proyectado (vector tracción versus salto del
campo de desplazamiento), junto con las condiciones de discontinuidad fuerte que restringen los estados ten-
sionales en el régimen discontinuo. Se detallan un modelo de ancho de banda variable, con objeto de inducir
automáticamente las condiciones de discontinuidad fuerte, y un procedimiento de bifurcación discontinua
con el que determinar el inicio y la propagación de la discontinuidad. Al final del art́ıculo se expone una
serie de ensayos numéricos.

Palabras clave: Aproximación de continuo de discontinuidades fuertes, fallo material,
localización, fractura, daño

CONTRIBUTIONS TO MATERIAL FAILURE NUMERICAL SIMULATION IN INFINITESIMAL
DEFORMATION SETTINGS. DAMAGE MODELS

Summary

The paper focus on the so called Continuum strong discontinuity approach (CSDA) for modeling displace-
ment discontinuities and strain localization phenomena. By means of the strong discontinuity analysis,
and for damage continuum (stress-strain) constitutive models, projected discrete (tractions-displacement
jumps) constitutive models are derived, together with the strong discontinuity conditions that restrict the
stress states at the discontinuous regime. Also a variable bandwith model, to automatically induce those
strong discontinuity conditions, and a discontinous bifurcation procedure, to determine the initiation and
propagation of the discontinuity, are sketched. Numerical simulation issues are tackled at the end of the
paper.
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INTRODUCCIÓN

La modelización del inicio y desarrollo de discontinuidades materiales (fisuras, ĺıneas
de deslizamiento, fracturas, etc.) ha sido objeto de intensa investigación en mecánica del
sólido durante las últimas décadas. Junto a las aproximaciones de la mecánica de fractura
clásica no lineal35, un modo común de modelar discontinuidades en el campo de los des-
plazamientos, desde el punto de vista de la mecánica del continuo, ha sido la simulación de
los fenómenos de localización de la deformación empleando modelos constitutivos provistos
de ablandamiento por deformación. Esto puede justificarse no sólo desde un punto de
vista f́ısico (este modo de deformación puede observarse tanto en materiales dúctiles20,46

como en materiales cuasi frágiles48, sino también desde un punto de vista cinemático al
inducir la localización de la deformación desplazamientos relativos a ambos lados de la
discontinuidad que pueden ser interpretados como saltos en el campo de desplazamientos.
Sin embargo, es bien sabido hoy en d́ıa que los modelos disipativos continuos inv́ıscidos
clásicos con ablandamiento por deformación presentan problemas de valor de contorno mal
puestos. Esto es particularmente evidente en simulaciones numéricas donde los resultados
obtenidos (empleando elementos finitos) exhiben una fuerte dependencia según el tipo de
malla y falta de convergencia con el refinamiento de la misma.

En la literatura se encuentran diferentes remedios a este problema, basados, funda-
mentalmente, en la modificación de la respuesta constitutiva inv́ıscida clásica mediante la
adición de gradientes de deformación de alto orden, dependencia no local o dependencia
con la tasa en la ecuación constitutiva tensión-deformación6.

En los últimos años se está desarrollando un segundo grupo de procedimientos basados
en el concepto de discontinuidad fuerte. Dichos procedimientos emplean la cinemática de
discontinunidad fuerte consistente en la modificación de la descripción cinemática estándar
del continuo con objeto de permitir la aparición de campos de desplazamientos discontinuos
a través de interfaces materiales en el sólido3,14,15,23,37,41. Una caracteŕıstica común asociada
a estos métodos es la tecnoloǵıa del elemento finito, la cual debeŕıa permitir capturar saltos
en el campo de desplazamientos. A tal efecto, ha surgido una nueva familia de elementos
con discontinuidades incrustradas5,8,11,16,23 .

La consideración de la cinemática de discontinunidad fuerte presenta consecuencias inte-
resantes, tales como qué modelos constitutivos estándar de continuo (tensión-deformación)
que exhiben dicha cinemática inducen modelos contitutivos discretos (tracción-salto de des-
plazamientos) en la interfaz de discontinuidad25 (una condición crucial para que esto ocurra
es que la cinemática de discontinuiad fuerte esté conectada con el modelo constitutivo con-
tinuo a través de la regularización del parámetro de endurecimiento/ablandamiento, per-
mitiendo al modelo relacionar tracciones acotadas con deformaciones no acotadas). Estos
modelos discretos pueden asociarse con proyecciones de los modelos constitutivos originales
sobre la interfaz de discontinuidad, heredando las caracteŕısticas básicas del modelo con-
tinuo del que procede25. Sin embargo, los modelos discretos sólo pueden inducirse cuando
se alcanza un estado tensional particular en la interfaz, denominándose condiciones de
discontinuidad fuerte a dichas restricciones en el campo tensional.

Dependiendo de cómo los diferentes modelos hagan uso de los discretos inducidos y del
formato en el que son introducidos en el análisis, pueden clasificarse las aproximaciones de
la siguiente forma:

1. Aproximaciones discretas16,37: Introducen en la interfaz un modelo constitutivo dis-
creto que es completamente independiente del continuo. Su conexión con la cinemática
de discontinuidad fuerte reside en aspectos numéricos, esencialmente en el empleo de
elementos finitos que presentan discontinuidades incrustradas.



Contribuciones a la simulación numérica del fallo material en deformaciones infinitesimales. 301

2. Aproximaciones discreto-continuas1,3,9,14 : Introducen la ecuación constitutiva discre-
ta inducida en el problema en un formato discreto, es decir, se deduce anaĺıticamente
la ecuación constitutiva discreta para, posteriormente, introducirla de forma expĺıcita
como ley que gobierna el comportamiento de la interfaz discontinua.

3. Aproximaciones de continuo: Se basan en un uso total de las conexiones existentes
entre los modelos constitutivos continuos y los discretos inducidos aunque, en realidad,
estos últimos nunca se implementan expĺıcitamente en la interfaz discontinua, sino que
son inducidos impĺıcitamente por los primeros como consecuencia de la activación de
la cinemática de discontinuidad fuerte una vez se han verificado las condiciones de
discontinuidad fuerte. Por ello, tanto el análisis como la simulación se mantienen en
formato de continuo.

El presente trabajo se basa en el último enfoque, de aqúı en adelante denominado
Aproximación de Discontinuidad Fuerte de Continuo (ADFC ).

CINEMÁTICA DE MEDIOS DISCONTINUOS

Toda la descripción cinemática se centra en medios bidimensionales, pues la teoŕıa
desarrollada analiza casos de deformación y tensión plana, aunque su extensión a dominios
tridimensionales resultaŕıa inmediata.

Sean Ω ∈ IR2 el dominio constituido por los puntos materiales x y la ĺınea material S
en Ω, denominada ĺınea de discontinuidad, de normal unitaria n (Figura 1).

Considérese un sistema de coordenadas ortogonal curviĺıneo ξ y η, donde la ĺınea coor-
denada η coincide con la ĺınea de discontinuidad S (S := {x(ξ, η) ∈ Ω ; ξ = 0}), siendo
{êξ, êη} la base ortogonal asociada a dicho sistema; rξ(ξ, η) y rη(ξ, η) los factores de escala
correspondientes; dsξ y dsη los diferenciales de longitud de arco a lo largo de las ĺıneas
coordenadas ξ y η, respectivamente, verificándose dsξ = rξ dξ y dsη = rη dη.

Sea Ωh la banda de discontinuidad tal que Ωh := {x(ξ, η) ; ξ ∈ [ξ−, ξ+]}, denominando a
las ĺıneas coordenadas ξ = ξ+ y ξ = ξ−que delimitan dicha banda S+ y S−, respectivamente.

Se define el ancho representativo de Ωh como ancho de banda, de valor h(η) = rξ(0, η)
(ξ+ − ξ−).

Los dominios Ω+ y Ω− vienen definidos como las regiones de Ω\Ωh hacia las que se
orientan los vectores n y −n, respectivamente, de modo que Ω = Ω+ ∪ Ω− ∪ Ωh.

Detallados los conceptos anteriores, se define a continuación la descripción del movimien-
to y deformación de un cuerpo que, bajo condiciones determinadas, exhibe localización de
las deformaciones.

Cinemática de discontinuidad débil
La cinemática de discontinuidades débiles caracteriza campos de desplazamientos con-

tinuos, donde las deformaciones se presentan discontinuas, aunque acotadas (Figura 1).
Considérese la descripción cinemática de la discontinuidad débil para un medio continuo

Ω de la forma:
u̇(x, t) = ˙̄u(x, t) + HΩh(ξ) [[u̇]](η, t) (1)

HΩh =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 x ∈ Ω− (ξ ≤ ξ−)
1 x ∈ Ω+ (ξ ≥ ξ+)
ξ−ξ−

ξ+−ξ− x ∈ Ωh (ξ− < ξ < ξ+)
(2)

donde u(x, t) representa el campo de desplazamientos, constituido por las funciones ū(x, t) y
[[u]](η, t) de continuidad C0 en Ω.



302 M.D.G. Pulido y J. Oliver

-

+

h

S 

S 

S 
--

-

S 

+

u

S 
-

.

.
u

S 
+

S 

.

S S 
-

S 
+

u
.

n

S 

nu
.

.

n

S 

u
.

.

S 

u
.

u
.

S 

∞ 

 
 

a) b) 

+ + 

c) 

Figura 1. a) Cinemática de discontinuidad débil; b) cinemática de discontinuidad
fuerte y c) expresión regularizada del campo tasa de las deformaciones
representativa de discontinuidades débiles y fuertes

La función rampa HΩ(ξ, t) también es continua en Ω, exhibiendo un salto aparente
unitario entre S+ y S− sobre una misma ĺınea coordenada ξ = ([[HΩh ]] = HΩh(ξ+, η) −
HΩh(ξ−, η) = 1 ∀η).

El gradiente de HΩh se detalla a continuación:

∇HΩh =
1
rξ

∂HΩh

∂ξ
ê ξ +

1
rη

∂HΩh

∂η
ê η = µΩh

1
hξ

ê ξ = µΩh

1
hξ

n

hξ(ξ, η) = rξ(ξ, η) (ξ+ − ξ−)

hξ(0, η) = rξ(0, η) (ξ+ − ξ−) = h(η)

(3)
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donde µΩh es la denominada función de colocación, definida en Ω (µΩh = 1 ∀ x ∈ Ωh y
µΩh = 0 ∀ x ∈ Ω\Ωh).

El campo de deformaciones (tasa) cinemáticamente compatible con (1) seŕıa

ε̇ (x, t) = ∇su̇ = ∇s ˙̄u + HΩh ∇s[[u̇]]︸ ︷︷ ︸
término continuo

+ µΩh

1
hξ

([[u̇]] ⊗ n)s︸ ︷︷ ︸
término discontinuo

(4)

La expresión ∇s(·) representa el operador gradiente simétrico de (·). El término discon-
tinuo de (4) presenta saltos en S+ y S− (Figura 1).

Cinemática de discontinuidad fuerte. Expresión regularizada

La cinemática representativa de discontinuidades fuertes viene caracterizada por la pre-
sencia de campos de desplazamientos discontinuos en la ĺınea de discontinuidad S (Figura 1b),
constituyendo el caso ĺımite de la discontinuidad débil cuando el ancho de la banda de dis-
continuidad tiende a cero, h (η) → 0, de donde Ωh → S.

La descripción cinemática para un medio Ω que exhibe una discontinuidad fuerte se
expresa de la forma:

u̇(x, t) = ˙̄u(x, t) + HS [[u̇]](x, t) (5)

ε̇ (x, t) = ∇su̇ = ∇s ˙̄u + HS ∇s[[u̇]]︸ ︷︷ ︸
término acotado

+ δS ([[u̇]] ⊗ n)s︸ ︷︷ ︸
término no acotado

(6)

donde HS representa la función escalón situada en S (HS(x) = 0 ∀x ∈ Ω− y HS(x) = 1 ∀x ∈
Ω+), transformada de la función rampa cuando el ancho de banda tiende a cero y δS es la dis-
tribución delta de Dirac sobre S (

∫
Ω ϕ(x) δS dΩ =

∫
S ϕ(x) dS ∀ ϕ(x) ∈ C0(Ω) ), obtenida

de la derivación (en el sentido de las distribuciones) de la función escalón (∇HS(x) = δSn)45.
Con objeto de realizar simulaciones numéricas que involucren este tipo de cinematica,

se emplea una versión regularizada de (6) mediante la aproximación de la distribución delta
de Dirac a través de un parámetro de regularización h y una función de posición µS sobre
S (µS = 1 ∀ x ∈ S y µS = 0 ∀ x ∈ Ω\S), obteniéndose la función distribución regularizada
delta de Dirac δh

S

δh
S (x) =

1
h
µS(x) (7)

comprobándose que, en el sentido distribucional, lim
h→0

δh
S (x) = δS .

Considerando (7) en (6) se obtienen las siguientes expresiones que definen la cinemática
regularizada de una discontinuidad fuerte (Figura 1c)

u̇(x, t) = ˙̄u(x, t) + HS [[u̇]](x, t) (8)

ε̇h (x, t) = ∇s ˙̄u + HS ∇s[[u̇]]︸ ︷︷ ︸
˙̄ε= acotado

+ µS
1
h
([[u̇]] ⊗ n)s︸ ︷︷ ︸

[[ε̇]] =no acotado cuando h→0

(9)
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Es importante resaltar que, dependiendo del valor que adopte el parámetro de regulari-
zación h, las ecuaciones (8) y (9) pueden representar tanto la cinemática de discontinuidad
débil como de discontinuidad fuerte (nótese que, excepto en el caso h → 0, el campo de
deformaciones (9) no es cinemáticamente compatible con (8), pues ∇HS = δS n 	= 1

hµS n).
Si denominamos ˙̄ε (x, t) al término acotado y [[ε̇]](x, t) al no acotado, la ecuación (9) se

puede expresar como:

ε̇ h(x, t) = ˙̄ε (x, t) + [[ε̇]](x, t) (10)

Cuando h → 0, como ya se ha expuesto en el presente subapartado, la cinemática
regularizada recupera las expresiones de la cinemática de discontinuidad fuerte (5) y (6),
mientras que para valores de h 	= 0, presenta la misma estructura de discontinuidad débil
que (1) y (4).

����

����

����

����

0h  

Btt = DFB ttt <<

DFtt ≥  

h

0≈h  

Bt DFt  

0h

k  

h  

t

�  

��  

Discontinuidad débil Disc. fuerte 

Figura 2. De a) a c) colapso de una discontinuidad débil (h �= 0) en una discon-
tinuidad fuerte (h → 0) y d) evolución del ancho de banda

Si bien el presente trabajo se centra, fundamentalmente, en el concepto de discon-
tinuidades fuertes, se considera que el mecanismo de formación de las mismas consiste en
el colapso de una discontinuidad débil (h 	= 0) desarrollada en Ω en un instante deter-
minado t

B
, instante de bifurcación, donde se inicia una bifurcación discontinua local del

campo de deformaciones (ver apartado Formación de discontinuidad fuerte) y en la poste-
rior evolución del ancho de banda h(t), decreciendo con el tiempo hasta colapsar en una
discontinuidad fuerte en el instante t

DF
(h ≡ k → 0) (Figura 2). Integrando la ecuación

(10) en un tiempo t ≥ t
DF

obtenemos la siguiente expresión para la deformación:

εh (x, t)
∣∣∣
t≥t

DF

=
∫ t

0

˙̄ε dt + µS

∫ t
DF

0

1
h
([[u̇]] ⊗ n)s dt︸ ︷︷ ︸

ε̄|t=t
DF

+ µS

∫ t

t
DF

1
h
([[u̇]] ⊗ n)s dt (11)

εh (x, t)
∣∣∣
t≥t

DF

= ε̄|t=t
DF︸ ︷︷ ︸

acotado para h≡k→0

+ µS
1
h
(∆[[u]] ⊗ n)s︸ ︷︷ ︸

no acotado para h≡k→0

(12)
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donde se ha considerado el carácter material de la ĺınea de discontinuidad S (ṅ = 0). El
término ∆[[u]] de la ecuación (12) representa el salto incremental desarrollado desde el inicio
de la discontinuidad fuerte (t = t

DF
) hasta el instante de análisis t ≥ t

DF

∆[[u]](x, t)
def
= [[u]](x, t) − [[u]](x, t

DF
) (13)

Por motivos computacionales, el valor del ancho de banda final se supone h |t≥t
DF

= k,
donde k es un parámetro de regularización tan pequeño como sea posible en función del
grado de precisión del ordenador empleado.

DEFINICIÓN DEL PROBLEMA. ECUACIONES DE GOBIERNO

Sea Ω ∈ IR2 la configuración de referencia de un sólido y ∂ Ω su contorno con normal
hacia fuera ν (Figura 3). Γu ⊂ ∂Ω y Γσ ⊂ ∂Ω (Γu ∪ Γσ = ∂ Ω, Γu ∩ Γσ = ∅) representan
subconjuntos de ∂ Ω donde se prescriben las condiciones de contorno esenciales y naturales,
respectivamente. La ĺınea material de discontinuidad S, con normal unitaria n, divide al
sólido en dos partes, Ω+ y Ω−.

Ω  

+Ω  
−Ω  

Ω∂  
∅=ΓΓ σ�u

 

n

S  

uΓ  

σΓ  

*t  
σΓΓ=Ω∂ �u

 

ν 

Figura 3. Problema de contorno en un medio que exhibe una discontinuidad

Las ecuaciones que gobiernan el problema de valores de contorno en forma local o
fuerte, considerando por simplicidad el problema cuasiestático, en medios que exhiben dis-
continuidades pueden representarse de la forma:

∇ · σ∇ · σ∇ · σ + b = 0 ∀ (x,t) ∈ Ω\S × [0, T ] (a)
u = u∗ ∀ (x,t) ∈ Γu × [0, T ] (b)
σ · νσ · νσ · ν = t∗ ∀ (x,t) ∈ Γσ × [0, T ] (c)
σσσ+·n = σσσ−·n ∀ (x,t) ∈ S × [0, T ] (d)
T = σσσ S ·n = σσσ+·n = σσσ−·n ∀ (x,t) ∈ S × [0, T ] (e)

(14)

donde b representa las fuerzas másicas, σσσ el tensor de tensiones, u∗ y t∗ los valores pres-
critos de los desplazamientos y tracciones en el contorno, respectivamente; T el vector
tracción y [0, T ] el intervalo de tiempo de interés. Las ecuaciones (14d) y (14e) establecen
la continuidad del vector tracción a través de la ĺınea de discontinuidad S, siendo σσσ S la
tensión en los puntos que pertenecen a la ĺınea de discontinuidad y σσσ+ y σσσ− la tensión
en los puntos pertenecientes a S+ y S−, respectivamente, es decir, a aquellos puntos que
encontrándose en los subdominios Ω+ y Ω− delimitan con S.

Las ecuaciones (14a), (14b) y (14c) constituyen las ecuaciones clásicas del problema de
valores de contorno17 y la expresión (14d) se considera en medios que presentan discon-
tinuidades débiles17, expresando la continuidad del vector tracción a ambos lados de S.
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En el contexto de las discontinuidades fuertes y de la cinemática regularizada presentada
en la sección Cinemática de discontinuidad débil se extiende, como hipótesis ad hoc, la
ecuación (14d) al interior de la interfaz de discontinuidad S, obteniéndose la expresión
(14e), donde σσσ S = σσσ (x,t)|x ∈S es el tensor de tensiones de Cauchy evaluado en S. Esta
hipótesis se sustenta en la percepción f́ısica de que si existen puntos materiales entre Ω+

y Ω−, la continuidad del vector tracción (equilibrio) debeŕıa aplicarse también a dichos
puntos.

Junto a (14) se requiere establecer, con objeto de definir completamente el problema,
tanto las ecuaciones constitutivas (relación entre tensión y deformación) como las relaciones
cinemáticas (deformación función del campo de desplazamientos) en todo el dominio.

El estado tensodeformacional de la ĺınea de discontinuidad puede representarse mediante
una relación constitutiva discreta o continua.

En los modelos discretos se establece una relación entre el vector tracción TS = σσσS · n
y el vector salto en el campo de desplazamientos producido a través de S de la forma:

TS = Σ
dis

([[u]]) (15)

donde Σdis representa la relación constitutiva discreta36,10.
La relación (15) puede considerarse dato del material, independiente de la ecuación

constitutiva utilizada en la descripción de la parte del sólido continuo Ω\S, como ocurre
en los modelos de fisura discreta cohesiva34, donde una vez verificada la condición de inicio
de fisuración, el comportamiento constitutivo de la interfaz producida viene gobernado por
una ley de evolución de la ecuación tipo (15).

Por otro lado, la ecuación constitutiva discreta puede deducirse del modelo continuo con-
siderado en el resto del dominio mediante un análisis consistente con el tipo de cinemática
empleada, limitándose su aplicación a aquellas situaciones donde se cumplan, en el instante
de inicio de la fisura (bifurcación), las condiciones verificadas en el análisis realizado. En
este contexto se incluyen los trabajos presentados en2,3,1.

La relación constitutiva continua en S viene descrita por la misma ecuación constitutiva
empleada en Ω\S, es decir

TS = Σ
con

(εS ) · n (16)

con Σcon representando la función constitutiva empleada en el dominio Ω\S. Esta se-
gunda opción ha sido la empleada en el presente trabajo. Este tipo de relación constitutiva
continua engloba tanto los modelos que contemplan la situación ĺımite del concepto de dis-
continuidad, discontinuidad fuerte42,43,24,14, como aquéllos que consideran en su cinemática
tan sólo la discontinuidad débil4, donde el ancho de banda h 	= 0 es supuesto una cons-
tante adicional del problema. Resulta interesante notar que la relación (16) degenera en
una ecuación discreta tipo (15) en régimen de discontinuidad fuerte (h → 0, ver sección
Ecuación constitutiva discreta), aunque expĺıcitamente no se considere.

MODELO CONSTITUTIVO DE DAÑO CONTINUO ISÓTROPO

Considérese el modelo (el concepto ecuación constitutiva se reserva para la descripción
matemática que relaciona las tensiones y las deformaciones, constituyendo un elemento
particular del modelo constitutivo, el cual involucra, además, definiciones de enerǵıa li-
bre, variables internas, leyes de evolución, condiciones de carga-descarga y leyes de en-
durecimiento/ablandamiento) hiperelástico isótropo de daño continuo con ablandamiento
definido a partir de la enerǵıa libre de Helmolz30,29

Ψ(ε, d) = (1 − d)Ψ0(ε) (0 ≤ d ≤ 1) (17)
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Ψ0(ε) =
1
2

ε : Ce: ε (18)

σ =
∂Ψ(ε,d)

∂ε
= (1 − d) Ce: ε = (1 − d) σ̄ (19)

σ̇ = (1 − d) Ce: ε̇−ḋCe: ε = Cd: ε̇ (20)

d = 1 − q (r)
r

(0 ≤ d ≤ 1) (21)

donde Ψ representa la densidad de enerǵıa libre de Helmolz y Ψ0 la densidad de enerǵıa
libre elástica; εεε, σσσ y σ̄̄σ̄σ son, respectivamente, los tensores de deformación infinitesimal,
tensión y tensión efectiva; r representa una variable interna tipo deformación; Ce es el
tensor isótropo de propiedades elásticas definido como Ce = λ 1 ⊗ 1 + 2µ I (siendo 1 e I
los tensores unitarios de segundo y cuarto orden, respectivamente y λ y µ los parámetros
de Lamé); Cd es el tensor constitutivo tangente; d la variable interna de daño, definida
en términos de la variable de endurecimiento q (r) que, a su vez, evoluciona en función
del parámetro de endurecimiento/ablandamiento H (salvo que se especifique lo contrario,
se considera un parámetro H ≤ 0, es decir, sólo se analizan casos con ablandamiento por
deformación).

El modelo presentado se complementa con la ecuación de evolución de la variable interna
r, el criterio de daño, las condiciones de carga-descarga, la condición de persistencia y la
ley de endurecimiento que se exponen a continuación:

ṙ = γ, r ≥ r0, r0 =
σu√
E

(22)

f(σ, q) ≡ τσ − q, τσ =
√

σ : Ce−1: σ =
√

2Ψ (23)

γ ≥ 0, f ≤ 0, γ f = 0, γ ḟ = 0 (24)

q̇ = H(r) ṙ, H =
∂q (r)

∂r
, q0 = r0, q0 ≥ q ≥ 0 (25)

donde el parámetro γ es el multiplicador de daño involucrado en las condiciones de Kuhn-
Tucker; f(σσσ, q) = 0 define la superficie de daño en el espacio de tensiones, acotando el
dominio elástico (Eσ := {(σσσ, q); f(σσσ, q) ≡ τσ − q ≤ 0}), en función de la norma τσσσ y de
la variable de endurecimiento q y r0 determina el dominio elástico inicial, caracterizado en
función del ĺımite elástico uniaxial σu y del módulo de Young E.

r  Eu /σ  

�  

q  

uσ  

�d )( −1  

� 

ε  

σ  

E
uσ  

εσ �d )( −= 1

Figura 4. Modelo de daño continuo uniaxial

En la Figura 4 se representan las principales caracteŕısticas del modelo constitutivo
detallado, particularizado para el caso uniaxial.
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Integración de la ecuación constitutiva
Una caracteŕıstica importante del modelo constitutivo expuesto en el apartado Modelo

constitutivo de daño continuo isótropo es la posibilidad de integración anaĺıtica cerrada en
términos de deformación, definiendo para ello la norma del tensor de deformaciones (en la
métrica definida por Ce) τε siguiente:

τεεε
def
= ‖σ̄̄σ̄σ (εεε)‖Ce−1 =

√
σ̄ : Cσ̄ : Cσ̄ : Ce−1 : σ̄̄σ̄σ =

√
εεε : Ce : εεε =

√
2Ψ0(εεε) (26)

τεεε =
√

2Ψ0(εεε) =⇒ τσσσ = (1 − d) τεεε (27)

donde se ha considerado la ecuación (19).
Se demuestra, teniendo en cuenta (26), la total equivalencia de los criterios de daño

definidos en el espacio de tensiones o de deformaciones:

f(σσσ, q) = 0 =⇒ τσσσ − q = (1 − d) τεεε − q = (1 − d) τεεε − (1 − d) r = 0 (28)

f(σσσ, q) = 0 ⇐⇒ g(εεε, r) = (τεεε − r) = 0 (29)

La integración de la variable interna r (el valor r0 viene determinado a través de un
ensayo uniaxial.; denominando σ1 y ε1 a la tensión y deformación obtenidas en la dirección

de ensayo, r0 equivale a
√

ε : σε : σε : σ =
√

ε1σ1 =
√

σ2
1

E = σu√
E

, tanto en casos de deformación
plana como de tensión plana) en (22) puede realizarse ahora de modo directo aplicando la
condición de persistencia (24) de la forma:

ṙ = γ � 0
ṙ > 0 ⇒ f(σσσ, q) = 0 ⇐⇒ g(εεε, r) = 0 ⇐⇒ r = τεεε

rt=0 = r0

⎫⎬
⎭⇒ r = s ∈ (0, t)max {r0, τ

s
εεε } (30)

coincidiendo con el resultado clásico obtenido para este tipo de familia de modelos cons-
titutivos en función de la norma τ29

ε . Nótese que una vez determinado el valor de r en
términos de las deformaciones actuales, mediante la ecuación (30), las variables restantes
(d,σσσ) se obtienen de modo trivial.

Observación 1. El modelo constitutivo detallado permite expresar las tensiones de la forma
σσσ(t) = Σ(εεετ ), donde Σ es una función tensorial de la historia de deformaciones εεετ hasta el
instante t (τ ∈ {0, t}), que debe proporcionar valores acotados a las tensiones incluso para
valores no acotados de las deformaciones. De modo similar, las tensiones (su tasa) pueden
expresarse como σ̇̇σ̇σ(t) = Γ(εεετ , ε̇̇ε̇ετ ), donde Γ debe proporcionar valores acotados a σ̇̇σ̇σ incluso
para valores no acotados de las deformaciones, εεετ , y de sus tasas, ε̇̇ε̇ετ . Esta caracteŕıstica
será analizada en posteriores apartados.

ANÁLISIS DE DISCONTINUIDAD FUERTE

Mediante el análisis de discontinuidad fuerte se obtienen las condiciones que deben
verificar las ecuaciones constitutivas estándar (tensión-deformación) con objeto de hacerlas
compatibles con la cinemática de discontinuidad fuerte, es decir, las condiciones para las
cuales la expresión (12) presente consistencia f́ısica y matemática cuando h → 0 y [[u̇]] 	= 0
(discontinuidad fuerte).
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Las hipótesis de partida consideradas en el análisis de discontinuidad fuerte son la
continuidad del vector tracción (y de su derivada temporal) a través de la ĺınea de discon-
tinuidad S (donde se ha considerado la ecuación (14d)), las cuales emergen del principio
de conservación del momento de la cantidad de movimiento. Dichas hipótesis han sido
consideradas en los trabajos pioneros44,3; obteniéndose las siguientes expresiones:

T (x, t) = σσσ
Ω\S (x, t) · n (x)︸ ︷︷ ︸

TΩ\S (x,t)

= σσσS (x, t) · n (x)︸ ︷︷ ︸
TS (x,t)

·
T (x, t) = σ̇̇σ̇σ

Ω\S (x, t) · n (x)︸ ︷︷ ︸
·
T Ω\S(x,t)

= σ̇̇σ̇σS (x, t) · n (x)︸ ︷︷ ︸
·
T S(x,t)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

∀x ∈ S, ∀t ∈ [t
DD

,∞) (31)

donde T representa el vector tracción, σσσS el tensor de tensiones en un punto material
situado en la ĺınea de discontinuidad y σσσ

Ω\S el tensor de tensiones en un punto material
próximo al anterior situado sobre la parte continua del cuerpo Ω\S.

La ecuación (31) puede representarse de la forma:

[[T ]] (x, t) = 0 = T
Ω\S (x, t) − TS (x, t)

[[
·
T ]] (x, t) = 0 =

·
T Ω\S (x, t)−

·
T S (x, t)

⎫⎬
⎭ ∀x ∈ S, ∀t ∈ [tDD ,∞) (32)

Partiendo del conjunto de ecuaciones (32), se deducen las siguientes conclusiones:

1. El carácter regular de las deformaciones en el dominio Ω\S (presentan una naturaleza
acotada) determina el carácter también acotado de las tensiones en dicho dominio,
σσσ

Ω\S , y, por consiguiente, el del vector tracción T (téngase en cuenta que ‖n‖ =1
y ṅ = 0, obteniéndose un valor acotado de n). De (32) se establece, por tanto, la
naturaleza acotada del vector tracción T (x, t) en cualquier punto material de la ĺınea
de discontinuidad S. Dicha condición (T

Ω\S (acotado) = TS = σσσS · n (acotado))
requiere la naturaleza acotada de todas las componentes de σσσS , con objeto de que las
combinaciones lineales de las mismas también lo sean (Tij = σSij

· nj).

2. El mismo proceso puede aplicarse a
·
T (x, t), derivada temporal del vector tracción,

estableciéndose el requerimiento de que el tensor derivada temporal de la tensión σ̇̇σ̇σS
sea acotado (aun cuando el tensor tasa de las deformaciones ε̇̇ε̇εS sea no acotado).

3. La norma τσσσ (σσσS ) = ‖σσσS‖C−1 =
√

σσσS : C
−1 : σ: σ: σ S y su derivada temporal τ̇σσσS

=
1

τσσσS
σσσS : C

−1
: σ̇: σ̇: σ̇ S son acotadas al considerar el carácter acotado de σσσS y σ̇̇σ̇σS .

4. La variable de ablandamiento/endurecimiento q sólo evoluciona ante situaciones de
carga, una vez superado el régimen elástico, de lo que se deduce ṙ = γ 	= 0 ⇔ q̇ 	= 0
y aplicando la condición de persistencia γ ḟ = 0, se concluye q̇ 	= 0 ⇒ ḟ = τ̇σ − q̇ =
0 ⇒ q̇ = τ̇σ. En consecuencia, q̇ ∈ {0, τ̇σ} y, por tanto, queda establecido su carácter
acotado.
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Ecuación constitutiva discreta. Ley de ablandamiento discreto
Considérense, para un punto material de la ĺınea de discontinuidad S, las tensiones

según la expresión detallada en (19), aplicando la cinemática (12) de la forma siguiente:

σσσS = (1 − d) Ce : ε: ε: ε S =
q(rS )
rS

Ce:
[
ε̄+̄ε+̄ε+

1
h
(∆[[u]] ⊗ n)s

]
(33)

El vector tracción en régimen de discontinuidad fuerte ( t ≥ t
DF

⇒ h ≡ k → 0) puede
expresarse como:

T = σσσS · n = lim
h→0

[
qS
rS

Ce:
[
ε̄+̄ε+̄ε+1

h(∆[[u]] ⊗ n)s
]
· n
]

= lim
h→0

[
qS

h rS
Ce: [h ε̄+ε̄+ε̄+ (∆[[u]] ⊗ n)s] · n

]

= lim
h→0

[
qS

h rS
Ce:(∆[[u]] ⊗ n)s · n

]

= qS Qe(n · Ce · n)︸ ︷︷ ︸ · ∆[[u]] lim
h→0

(
1

h rS

)
= qS Qe · ∆[[u]]︸ ︷︷ ︸

término acotado

lim
h→0

(
1

h rS

)

(34)

donde Qe = n ·Ce · n es el denominado tensor acústico elástico49 de carácter definido
positivo. Analizando las expresiones (34), donde el vector tracción es acotado y el término
qS Qe ·∆[[u]] distinto de cero (la situación Qe ·∆[[u]] = 0 con ∆[[u]] 	= 0 no se produce debido
al carácter no singular de Qe), (excepto en el caso ∆[[u]] = 0, correspondiente a la situación
de no desarrollo de la discontinuidad fuerte), se deduce, por consistencia matemática, el
valor acotado del término lim

h→0

(
1

h rS

)
y, por tanto,

lim
h→0

(h rS ) 	= 0 ∀ ∆[[u]] 	= 0 (35)

Con objeto de imponer dicha condición, se define la siguiente ley de evolución de la
variable interna rS

ṙS = 1
h

.
ᾱ ∀ t ≥ t

DD
con ᾱ|t=t

DD
= 0 (36)

siendo ᾱ una variable acotada (aśı como
.
ᾱ) denominada variable interna discreta.

Integrando (36) para un tiempo t ≥ t
DF

(régimen de discontinuidad fuerte) se obtiene:

rS =
∫ t
0 ṙS dt

=
∫ t

DD

0
ṙS dt︸ ︷︷ ︸

r
DD

+
∫ t

DF
t
DD

1
h (τ)

.
ᾱ (τ) dτ +

∫ t
t
DF

1
h (τ)︸ ︷︷ ︸

constanteh≡k

.
ᾱ (τ) dτ

= rDD +
∫ t

DF

t
DD

1
h (τ)

.
ᾱ (τ) dτ︸ ︷︷ ︸

r
DF

+ 1
h

∫ t

t
DF

.
ᾱ (τ) dτ︸ ︷︷ ︸
∆ᾱ

= r
DF

+ 1
h ∆ᾱ

(37)
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siendo

∆ᾱt = ᾱt − ᾱt
DF

∈ [t
DD

,∞)

r
DD

= rS |t=t
DD

r
DF

= rS |t=t
DF

(38)

por lo que la expresión (35) queda de la forma:

lim
h→0

(h rS ) = lim
h→0

(
h r

DF
+ h 1

h ∆ᾱ
)

= lim
k→0

(
k r

DF
+ k 1

k ∆ᾱ
)

= ∆ᾱ 	= 0
(39)

pues lim
h→0

k r
DF

= 0 al ser r
DF

un término acotado.

Una vez demostrado que la expresión propuesta como ley de evolución de la variable
interna rS es consistente con la ecuación (35) y permite obtener un valor acotado del vector
tracción cuando ∆[[u]] 	= 0, el vector tracción T de la ecuación (34) se expresa:

T = qS
∆ᾱ Qe · ∆[[u]] ∀ t ≥ t

DF
(40)

Se resalta que la relación (40) emerge ”de modo natural” de la relación constitutiva
de continuo de daño isótropo en régimen de discontinuidad fuerte, no siendo necesaria la
obtención, de forma expĺıcita, de dicha relación discreta ni su implementación en el modelo
numérico empleado en la simulación de la discontinuidad fuerte. Tanto el comportamiento
de la parte continua del dominio Ω como el de la interfaz producida al generarse la discon-
tinuidad pueden describirse mediante una única relación constitutiva de continuo (tensión
versus deformación).

La ecuación (40) constituye la ecuación constitutiva discreta, estableciendo el valor del
vector tracción T en los puntos materiales de la discontinuidad en función del vector salto
∆[[u]].

La imposición de la ley de evolución para rS en (36) puede hacerse mediante la ley
de evolución de la variable de endurecimiento q. Partiendo de (25) y (36) se tiene, para
una part́ıcula situada en S y sometida al régimen de discontinuidad fuerte, la siguiente
expresión:

q̇S = H(rS ) ṙS = H 1
h

.
ᾱ (41)

donde tanto q̇S como
.
ᾱ son términos de naturaleza acotada (ver sección Normas discretas),

deduciéndose, por consistencia matemática de (41):

lim
h→0

H 1
h

= valor acotado y constante
def
= H̄ (42)

denominando al parámetro H̄ < 0 parámetro de ablandamiento intŕınseco o discreto (H̄
es considerado propiedad del material), en contraposición al parámetro de ablandamiento
continuo H de la ecuación (25).

Con objeto de satisfacer (42), se define H de la forma:

H(t) = h(t) H̄ ∀ t ≥ t
DD

(43)

La expresión (43) se define tanto en régimen de discontinuidad fuerte (denominada
entonces condición de regularización del parámetro de ablandamiento19,22) como en régimen
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de discontinuidad débil (en el contexto de modelo de ancho de banda variable referido en
la sección Cinemática de discontinuidad fuerte).

La integración de la ecuación (41) a lo largo del tiempo, considerando (43), permite
obtener la siguiente ley discreta de ablandamiento:

q̇S = H̄
.
ᾱ qS ∈ [0, r0] (44)

q̄ (∆ᾱ) = qS =
∫ t
0 q̇S dt

=
∫ t

DF
0 H̄

.
ᾱ (τ) dτ +

∫ t
t
DF

H̄
.
ᾱ (τ) dτ

= qS |t=t
DF︸ ︷︷ ︸

q
DF

+ H̄

∫ t

t
DF

.
ᾱ (τ) dτ︸ ︷︷ ︸
∆ᾱ

= qDF + H̄ ∆ᾱ ≮ 0

(45)

donde se constata la relación directa entre la variable de endurecimiento q̄ y la variable
interna discreta ∆ᾱ en la ĺınea de discontinuidad S. La imposibilidad de adoptar valores
negativos en q reside en la propia definición de la variable interna de daño d, ecuación (21),
donde se limitan sus valores entre 0 ≤ d ≤ 1.

La ecuación constitutiva discreta (40) se reescribe a continuación:

T = qS
∆ᾱ Qe · ∆[[u]] = q̄S

∆ᾱ Qe · ∆[[u]]

= (1 − ω) 1
l Qe · ∆[[u]] ∀ t ≥ t

DF

ω (∆ᾱ) = 1 − q̄S
∆ᾱ l .∆ᾱ ∈ [0,∞)ω ∈ (−∞, 1]

(46)

entendiendo el término ω (∆ᾱ) como una variable discreta de daño que vaŕıa de ω = −∞
(para ∆ᾱ = 0) en el instante de inicio de la discontinuidad fuerte a ω = 1 (para ∆ᾱ = ∞) (el
parámetro l desempeña, aqúı, el papel de cualquier longitud, con el objetivo de proporcionar
a q̄S

∆ᾱ l un carácter adimensional). Se observa que la ecuación constitutiva discreta en
(46) y la ecuación constitutiva continua en (19) y (21) exhiben el mismo formato, con la
correspondencia entre variables discretas y continuas detallada en la Tabla I.

Modelo continuo σσσ εεε Ce d r q (r)

Modelo discreto T ∆[[u]] Qe = n · Ce · n ω ∆ᾱ q̄(∆ᾱ)

Tabla I. Correspondencia entre variables del modelo continuo y discreto

Si se considera la base ortonormal (ê1, ê2, ê3) de la Figura 5, donde el vector ê1 coincide
con el vector unitario n (normal a un punto material de la ĺınea de discontinuidad S), ê2

con el vector unitario t (tangente a un punto material de la ĺınea de discontinuidad S) y ê3

con el vector unitario perpendicular al plano definido por ê1 y ê2; la ecuación constitutiva
discreta (46) presenta el siguiente formato, tanto en régimen de deformación plana como
de tensión plana
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T = (1 − ω) 1
l Qe · ∆[[u]] = (1 − ω) 1

l

[
µ 1+

(
λ̂ + µ

)
n⊗ n

]
· ∆[[u]]

T =

⎡
⎣ T1

T2

T3

⎤
⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

(1 − ω) 1
l

(
λ̂ + 2µ

)
∆[[u]]1

(1 − ω) 1
l µ ∆[[u]]2

(1 − ω) 1
l µ ∆[[u]]3

⎤
⎥⎥⎥⎦

λ̂ =
{

λ deformación plana
2µλ

λ+2µ tensión plana

(47)

Ω  
S  

nê1 ≡

tê2 ≡  

3ê
+Ω  −Ω  

Figura 5. Base ortonormal en la superficie de discontinuidad

Enerǵıa libre discreta
Considérese la enerǵıa libre de Helmolz, ecuación (17), particularizada para una part́ıcula

perteneciente a la ĺınea de discontinuidad S

Ψ(εεε, r)|x∈S = ΨS (εεεS , rS ) = (1 − dS )Ψ0
S (εεεS , rS ) =

qS

rS
Ψ0

S (εεεS , rS ) (48)

donde la enerǵıa libre elástica Ψ0, según (18), vendŕıa expresada como:

Ψ0
S (εεεS , rS ) = 1

2 εεεS : Ce : ε: ε: ε S

= 1
2

[
ε̄+̄ε+̄ε+ 1

h(∆[[u]] ⊗ n)s
]
: Ce:

[
ε̄+̄ε+̄ε+ 1

h(∆[[u]] ⊗ n)s
] (49)

Dentro del régimen de discontinuidad fuerte ( t ≥ t
DF

→ h ≡ k = constante) se define
la enerǵıa libre discreta ϕ de la forma:

ϕ
def
= lim

h→0
(h ΨS )

= lim
h→0

(
h qS

rS

[
ε̄+̄ε+̄ε+1

h(∆[[u]] ⊗ n)s
]
: Ce:

[
ε̄+̄ε+̄ε+1

h(∆[[u]] ⊗ n)s
])

= (1 − ω) 1
l ∆[[u]] ·Qe · ∆[[u]]︸ ︷︷ ︸

ϕ0

(50)

ϕ (ω,∆[[u]]) = (1 − ω) 1
l ϕ0 (∆[[u]])

ϕ0 (∆[[u]]) = 1
2 ∆[[u]] · Qe · ∆[[u]]

(51)
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obteniendo la denominada enerǵıa libre de daño discreta ϕ (se puede identificar como la
enerǵıa libre por unidad de superficie de interfaz de discontinuidad S) y su correspondiente
término elástico ϕ0 (al ser Ψ la enerǵıa libre por unidad de volumen, densidad de enerǵıa
libre, y considerando un volumen elemental dV en la ĺınea de discontinuidad, correspon-
diente a una superficie de discontinuidad diferencial dS con un ancho de banda h, se puede
escribir dV = hdS; por lo tanto, la enerǵıa libre asociada a este volumen diferencial es
dΨ = Ψ dV = Ψ hdS y la enerǵıa libre por unidad de superficie de discontinuidad resulta
ϕ = dΨ

dS = hΨ). Nótese que tanto ϕ como Ψ exhiben el mismo formato en términos de las
correspondientes variables detalladas en la Tabla I.

Realizando ciertas operaciones en el término ΨS se obtiene:

∂ΨS
∂∆[[u]] = ∂∆[[u]]ΨS = ∂εS

ΨS︸ ︷︷ ︸
σS

: ∂∆[[u]]εS = 1
h σσσS · n =1

h T

T = h ∂∆[[u]]ΨS

(52)

se expresa:

T = lim
h→0

(
h ∂∆[[u]]ΨS

)
= ∂∆[[u]]

[
lim
h→0

(h ΨS )
]

= ∂∆[[u]]ϕ (53)

que corresponde a un modelo hiperelástico discreto.
La ecuación (53) pone en evidencia una consecuencia crucial al considerar una cinemática

de discontinuidades fuertes en modelos continuos (tensión-deformación): la proyección de
dichos modelos continuos en modelos discretos (tracción-salto de desplazamiento). De he-
cho, la enerǵıa libre discreta ϕ, obtenida como la correspondiente enerǵıa libre del continuo
Ψ en la susperficie de discontinuidad, se convierte en un potencial del vector tracción T ,
con relación al salto incremental de desplazamiento ∆[[u]]. Todo ello sugiere que puede
derivarse de la enerǵıa libre discreta un modelo constitutivo discreto y, por tanto, de la
inclusión de una cinemática de discontinuidad fuerte en el modelo continuo original. Esto
se demuestra en los siguientes apartados.

Condiciones de discontinuidad fuerte

Como se detalló en el comienzo del apartado Análisis de discontinuidad fuerte, el análisis
de discontinuidad fuerte se basa en el carácter acotado del vector tracción T . Sin embargo,
como se analizó en esa misma sección, no sólo T sino también σS (tensor de tensiones en
la ĺınea de discontinuidad S) presentan naturaleza acotada.

Considerando esta última caracteŕıstica de σσσS , junto a las ecuaciones (19), (21), (37),
(45) y la cinemática (12), se obtiene, en régimen de discontinuidad fuerte,

σσσS = q(rS )

rS
Ce: εεεS = lim

h→0

[
q̄(∆ᾱ)

r
DF

+ 1
h

∆ᾱ
Ce:

[
ε̄+̄ε+̄ε+1

h(∆[[u]] ⊗ n)s
]]

= lim
h→0

[
q̄(∆ᾱ)

h r
DF

+ ∆ᾱCe: [h ε̄+̄ε+̄ε+ (∆[[u]] ⊗ n)s]
]

= q̄
∆ᾱ Ce:(∆[[u]] ⊗ n)s

(54)

Reescribiendo (54) se deduce la siguiente expresión:

(∆[[u]] ⊗ n)s = ∆ᾱ
q̄ Ce−1

: σσσS︸ ︷︷ ︸
ε̂̂ε̂ε

= ∆ᾱ
q̄ ε̂̂ε̂ε (55)



Contribuciones a la simulación numérica del fallo material en deformaciones infinitesimales. 315

donde ε̂̂ε̂ε es el campo de deformación efectiva, ε̂̂ε̂ε = Ce−1
: σ = (1 − d) εεε. La ecuación (55) re-

presenta la denominada ecuación de discontinuidad fuerte21,22,24, estableciendo una relación
entre el tensor de tensiones σσσS y el vector salto de desplazamiento ∆[[u]], que debe verificarse
en régimen de discontinuidad fuerte.

Debido a la simetŕıa de la ecuación tensorial (55), dicho sistema se reduce a un conjunto
de seis ecuaciones algebraicas. Tres de estas expresiones representan las ecuaciones consti-
tutivas discretas (40) ó (46), obteniéndose al multiplicar n a ambos lados de (55) y realizar
algunas operaciones algebraicas. De las tres ecuaciones restantes se obtienen expresiones
que involucran a σσσS , y constituyen las ecuaciones de discontinuidad fuerte.

Empleando la base ortonormal (Figura 5) anteriormente utilizada (ê1 ≡ n, ê2, ê3), la
ecuación de discontinuidad fuerte puede expresarse de la forma:⎡

⎣ ∆[[u]]1
1
2 ∆[[u]]2

1
2 ∆[[u]]3

1
2 ∆[[u]]2 0 0
1
2 ∆[[u]]3 0 0

⎤
⎦ = ∆ᾱ

q̄

⎡
⎣ ε̂11 ε̂12 ε̂13

ε̂12 ε̂22 ε̂23

ε̂13 ε̂23 ε̂33

⎤
⎦ (56)

de las que se obtienen las tres ecuaciones de discontinuidad fuerte siguientes:

ε̂22 = ε̂23 = ε̂33 = 0 ⇒
[
Ce−1

:σσσS
]
22

=
[
Ce−1

:σσσS
]
23

=
[
Ce−1

:σσσS
]
33

= 0 (57)

Observación 2. El sistema de ecuaciones (57) representa las condiciones de discontinuidad
fuerte21,22,24 que imponen restricciones cruciales al estado tensional en el instante de inicio
de formación de la discontinuidad fuerte. De no verificarse dichas condiciones en el mo-
mento de bifurcación del campo de deformaciones31,40, instante que representa el comienzo
de la formación de la discontinuidad, se imposibilitará el desarrollo de una discontinuidad
fuerte (h → 0), induciéndose, por tanto, una discontinuidad débil (h 	= 0).

Normas discretas. Criterios de daño

Las condiciones de discontinuidad fuerte necesarias para el desarrollo del régimen de
discontinuidad fuerte inducen un estado de tensiones que afecta, también, a la estructura
de la norma del continuo τσσσ = ‖σσσ‖Ce−1 definida en el modelo isótropo de daño continuo
detallado al comienzo del presente caṕıtulo.

Teniendo en cuenta la expresión (54):

τσσσS =
√

σσσS : Ce−1 : σσσS =

=
[( q̄

∆ᾱ

)2 (∆[[u]] ⊗ n)s: Ce:(∆[[u]] ⊗ n)s
]1/2

=

= q̄
∆ᾱ [∆[[u]] · (n ·Ce · n) · ∆[[u]]]1/2 = q̄

∆ᾱ

√
∆[[u]] · Qe · ∆[[u]]

(58)

la ecuación (58) se reescribe, al considerar la ecuación constitutiva discreta (46) (∆[[u]] =
∆ᾱ
q̄ Qe−1 · T ), de la forma:

τσσσS =
√

T ·Qe−1 · T = ‖T ‖Qe−1
def
= τT (59)

Las condiciones de discontinuidad fuerte (57), dentro de la interfaz de discontinuidad S,
proyectan, aśı pues, la norma continua de las tensiones τσσσ = ‖σσσ‖Ce−1 en la norma discreta de
las tracciones τT = ‖T ‖Qe−1 (en la métrica Qe−1). Se constata, de nuevo, la correspondencia
entre las variables detalladas en la Tabla I.
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Se define una norma discreta del vector salto de los desplazamientos τ∆[[u]] en la interfaz
de discontinuidad S de la forma:

τ∆[[u]] =
√

∆[[u]] ·Qe · ∆[[u]] = ‖∆[[u]]‖Qe

⇓
τT = q̄

∆ᾱ τ∆[[u]] = (1 − ω) 1
l τ∆[[u]]

(60)

habiendo considerado las ecuaciones (58) y (46). La expresión (60) representa la ecuación
discreta de la relación (27) que se establece entre las normas τεεε y τσσσ del continuo.

Finalmente, el criterio de daño definido en (28) y las condiciones de carga-descarga
detalladas en (24) corresponden, en su versión discreta, con:

f(σσσS , q) ≡ τσσσS − q ≡ τT − q̄
def
= F (T ,q̄) (61)

F ≤ 0, γ̄ ≥ 0, γ̄ F = 0, γ̄
.
F= 0 (62)

donde el multiplicador de daño discreto γ̄ emerge de las leyes de evolución (36), (38) y (22)

∂
∂t(∆ᾱ) =

.
ᾱ= h ṙS = h γS

def
= γ̄ ≥ 0 (63)

Modelo de daño discreto
En la ecuación (64) se resume el modelo constitutivo discreto que rige el comportamiento

de la interfaz S obtenido en el análisis de discontinuidad fuerte, que emerge del modelo
constitutivo continuo (apartado Modelo constitutivo de daño continuo isótropo) a través de
la imposición de la cinemática de discontinuidad fuerte [ecuación (9)].

El modelo constitutivo discreto (64) viene caracterizado por la variable de daño discreta
ω (función de la variable interna discreta ∆ᾱ) y el módulo constitutivo discreto secante
(degradado) Qs = (1 − ω) 1

l Qe. Como se detalló en (46), ω vaŕıa entre −∞ (∆ᾱ = 0)
y 1 (∆ᾱ = ∞), obteniéndose un valor inicial de Qs infinito (Qs = +ω Qe). El modelo
discreto puede denominarse, por tanto, modelo discreto de daño ŕıgido. En la Figura 6
pueden apreciarse los modelos contitutivos de daño continuo y discreto inducido para un
caso unidimensional.

�����
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Figura 6. Modelos constitutivos de daño continuo y discreto inducido para un
caso unidimensional

Conviene resaltar, de acuerdo con los razonamientos previos, que el modelo constitutivo
discreto [ecuación (64)] es inducido impĺıcitamente por la introducción de la condición de
regularización del parámetro de ablandamiento [ecuación (43)] en el modelo constitutivo



Contribuciones a la simulación numérica del fallo material en deformaciones infinitesimales. 317

continuo, por la presencia de deformaciones no acotadas que se desarrollan en la interfaz
de discontinuidad, según la ecuación (12), y por la imposición de la continuidad del vector
tracción (14e).

Estos ingredientes espećıficos son los únicos introducidos por la aproximación de dis-
continuidad fuerte, junto a un modelo constitutivo continuo estándar.

Enerǵıa libre

ϕ = (1 − ω) 1
l ϕ0

ϕ0 = 1
2 ∆[[u]] · Qe · ∆[[u]]

Qe = n ·Ce · n
Ecuación constitutiva T = (1 − ω) 1

l Qe · ∆[[u]]

Variable de daño ω = 1 − q̄(∆ᾱ)
∆ᾱ l, ω ∈ (−∞, 1]

Ley de evolución ∂
∂t(∆ᾱ) =

.
ᾱ = γ̄, ∆ᾱ ∈ [0,∞)

Criterio de daño F (T ,q̄) ≡ τT − q̄, τT = ‖T ‖Qe−1

Condiciones
carga-descarga F ≤ 0, γ̄ ≥ 0, γ̄ F = 0, γ̄

.
F= 0

Ley de
endurecimiento

.
q̄ = H̄ (∆ᾱ)

.
ᾱ
(
H̄ = H 1

h

)
,

q̄ ∈ (0, q
DF

]
q̄|t=t

DF
= q

DF

(64)

CONDICIÓN DE LOCALIZACIÓN

Partiendo del denominado análisis de bifurcación discontinua14,47,40,33,27,28,38,18, se ob-
tienen las condiciones de bifurcación de un campo de deformación inicialmente suave en uno
de discontinuidad débil compatible con el equilibrio del cuerpo. Por tanto, en el instante
t = t

B
se inicia un campo tasa de la deformación no suave, descrito en la ecuación (9).

Análisis de bifurcación discontinua en t = t
B

A continuación se exponen brevemente los principales puntos que constituyen el análisis
de bifurcación discontinua.

La condición de equilibrio (14e), a través de la superficie de discontinuidad S, requiere
que el salto de la tasa del vector tracción sea cero:

[[
·
T ]] (x, t) =

[
σ̇̇σ̇σ (xS , t) − σ̇̇σ̇σ (x

Ω+ , t)
]
· n (x) = 0 (65)

Suponiendo condiciones de carga en S y carga neutra en Ω\S (mediante un análisis
previo sencillo se demuestra que esta situación determina la primera posible bifurcación), y
tras algunas operaciones algebraicas, se deduce de la ecuación (65) la siguiente expresión40:

QL · [[u̇]] = (n · Cd · n)︸ ︷︷ ︸
QL

· [[u̇]] = 0 (66)

donde Cd es el tensor constitutivo tangente. El criterio para determinar el inicio de la bifur-
cación se basa en la detección de la singularidad del tensor de localización QL, obteniéndose
una solución no trivial para el vector velocidad del salto de desplazamientos ([[u̇]] 	= 0) en
la ecuación (66):

det
[
QL (n, H

B
)
]

= 0 para t = t
B

(67)
representando H

B
un valor del módulo de ablandamiento compatible con la ecuación (67).

El instante en el que dicha ecuación se verifica por primera vez, para un punto material
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dado, determina el instante de bifurcación t
B

para ese punto, además de permitir obtener el
vector normal n, el cual define la dirección de propagación de la interfaz de la discontinuidad
S. El valor del parámetro de ablandamiento en el instante de bifurcación es el máximo de
todos los valores H

B
posibles40.

En la ecuación (68) se expresan los valores del parámetro de ablandamiento continuo
H

B
que verifican la ecuación det(QL) = 0, función de las variables de estado, tensiones,

etc. y de la dirección de propagación de la discontinuidad:

HB =
q

r

[
1 −

r2

n · σ̄̄σ̄σ · Qe−1 · σ̄̄σ̄σ · n

]
(68)

De entre todos los valores de H
B

que verifican (68), el máximo de ellos, Hcr, determinará
la dirección de propagación de la discontinuidad40, ncr:

Hcr = max [H ∈ G] (69)

G =
{
H ∈ IR | ∃n ∈IRndim; ‖n‖ = 1; det

[
QL (H,n)

]
= 0

}
(70)

Donde G representa el conjunto constituido por todos los valores de H que verifican la
ecuación det(QL) = 0 y presentan, al menos, una solución para n y donde ndim define la
dimensión del problema.

Resulta interesante remarcar la posibilidad de obtener dos valores diferentes de la di-
rección de propagación de la discontinuidad que maximicen HB.

Si el conjunto G es no vaćıo, las direcciones ncr que cumplen det(QL) = 0 para H =
Hcr se corresponden con las posibles orientaciones de la banda de localización:

ncr ∈
{
n ∈IRndim; ‖n‖ = 1; det

[
QL (Hcr,n)

]
= 0

}
(71)

La obtención de Hcr y ncr puede llevarse a cabo mediante la aplicación del ćırculo de
Mohr22,33 o empleando métodos anaĺıticos32.

Bifurcación discontinua en régimen de discontinuidad fuerte
Los modelos elásticos degradables son suceptibles de experimentar bifurcación discon-

tinua, produciéndose, una vez superado el régimen elástico, cuando el parámetro de a-
blandamiento continuo del sólido presente un valor igual o inferior a Hcr, cota máxima
del conjunto de todos los posibles parámetros de ablandamiento que verifican la condición
de bifurcación discontinua det(QL) = 0. Iniciada la bifurcación discontinua, se activa la
cinemática expresada en (9).

Si el estado tensional del sólido, en el instante de bifurcación, verifica las condiciones
de discontinuidad fuerte (55), la cinemática requerida vendrá definida por la expresión (6),
empleándose la versión regularizada (9) con fines computacionales donde h ≡ k → 0.

De no verificarse las condiciones de discontinuidad fuerte en el inicio de la bifurcación
discontinua, la cinemática requerida será la denominada cinemática de discontinuidad débil,
caracterizada formalmente por la misma expresión regularizada (9) empleada en la repre-
sentación de la discontinuidad fuerte, donde el parámetro de regularización h adopta valores
no próximos a cero (h � 0).

Al aplicar las condiciones de discontinuidad fuerte (55) a la ecuación (69), se obtiene
un valor de Hcr nulo, pudiéndose expresar los requisitos para el inicio de la discontinuidad
fuerte en bifurcación tanto por el estado tensional descrito en (55) como por la condición
Hcr = 0.

Por tanto, podemos enunciar el siguiente teorema: la condición necesaria y suficiente
para que en el instante de bifurcación se produzca discontinuidad fuerte es que Hcr = 0. A
continuación se detalla la demostración de dicho teorema.
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Condición necesaria
Si la bifurcarción se produce en régimen de discontinuidad fuerte, verificándose por

tanto las condiciones de discontinuidad fuerte (55), el valor del parámetro Hcr obtenido es
nulo:

(∆[[u]] ⊗ n)s = ∆ᾱ
q̄ Ce−1

: σS
t=t

DF
=t

B=⇒ ([[u̇]]DF ⊗ n)s =
.
ᾱ

DF
q̄
DF

Ce−1
: σS

DF
(72)

y premultiplicando ambos términos de la ecuación (72) por Ce y posmultiplicando por n
se obtiene:

Ce : ([[u̇]]
DF

⊗ n)s =
.
ᾱ

DF
q̄
DF

σσσSDF
(73)

(n · Ce · n)︸ ︷︷ ︸
Qe

· [[u̇]]DF =
.
ᾱ

DF
q̄
DF

σσσS
DF

· n =
.
ᾱ

DF
q̄
DF

TDF (74)

Considerando (36) se deduce:
.
ᾱ

DF
= h ṙ

DF
= h 1

r
DF

σ̄̄σ̄σS
DF

: ε̇: ε̇: ε̇
DF

= h 1
q̄
DF

σσσS
DF

: ε̇: ε̇: ε̇
DF

= h 1
q̄
DF

σσσS
DF

:
[

˙̄εεε
DF

+ 1
h([[u̇]]

DF
⊗ n)s

]
= 1

q̄
DF

σσσS
DF

: ([[u̇]]
DF

⊗ n)s = 1
r
DF

(σσσS
DF

· n) · [[u̇]]
DF

= 1
q̄
DF

T
DF

· [[u̇]]
DF

(75)

e incluyendo la última igualdad de (75) en (74) se obtienen las expresiones:

Qe · [[u̇]]
DF

− 1
q̄2
DF

(T
DF

⊗ T
DF

) · [[u̇]]
DF

= 0 (76)

[
Qe − 1

q̄2
DF

T
DF

⊗ T
DF

]
︸ ︷︷ ︸

A
DF

· [[u̇]]
DF

= 0
(77)

Comparando la expresión (77) con la condición de bifurcación QL ·[[u̇]] = 0 se constata el
valor nulo del parámetro de ablandamiento en el inicio de la bifurcación, como se demuestra
a continuación:

QL : [[u̇]] = 0 =
[ q

r Qe − 1
r3 (q −H r) n · σ̄̄σ̄σ ⊗ σ̄̄σ̄σ · n

]
: [[u̇]]

=
[

q
r Qe − 1

r q2 (q −H r) n · σσσ ⊗ σσσ · n
]

: [[u̇]]

= q
r

[
Qe − 1

q3 (q −H r) T ⊗ T
]

: [[u̇]]

(78)

ADF · [[u̇]]DF = 0 =
[
Qe − 1

q3 (q −H r) T ⊗ T
]

: [[u̇]] ⇒ H = 0 = Hcr (79)

Condición suficiente
Si al bifurcar se obtiene un valor de Hcr nulo, se verifican automáticamente las condi-

ciones de discontinuidad fuerte, bifurcándose en régimen de discontinuidad fuerte.
Al ser Hcr = 0, y aplicando la ecuación (68), se obtiene:

r2 = n · σ̄̄σ̄σ · Qe−1 · σ̄̄σ̄σ · n = r2

q2 T ·Qe−1 · T ⇒ q2 = T ·Qe−1 · T (80)
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que constituye la norma discreta de los vectores tracción, expresión (59), en la métrica
Qe−1

en la interfaz de discontinuidad S, inducida en la norma continua al verificarse las
condiciones de discontinuidad fuerte.

La correspondencia entre la verificación de las ecuaciones de discontinuidad fuerte y el
valor nulo del parámetro de ablandamiento en el inicio de la bifurcación discontinua permite
determinar la cinemática a activar en el instante de bifurcación: obtenido un valor Hcr = 0,
la cinemática requerida será la representativa de discontinuidad fuerte, empleándose la
cinemática de discontinuidad débil cuando Hcr 	= 0.

La utilización de la cinemática detallada en la ecuación (12) permite activar ambos
tipos de discontinuidad, dependiendo del valor del parámetro de regularización h adoptado
(discontinuidad débil ⇔ h � 0, discontinuidad fuerte ⇔ h ≡ k → 0).

Para aquellas situaciones donde la bifurcación se produzca en régimen de discontinuidad
débil (Hcr 	= 0), la fase de transición entre el inicio de la bifurcación discontinua y el
comienzo del régimen de discontinuidad fuerte se simulará mediante leyes de variación del
ancho de banda de localización, h, función del proceso de carga.

FORMACIÓN DE DISCONTINUIDAD FUERTE. TRANSICIÓN ENTRE
DISCONTINUIDAD DÉBIL Y FUERTE

Los modelos constitutivos de daño continuo isótropo detallados en el apartado Modelo
constitutivo de daño continuo isótropo, junto a la cinemática expresada en (12), permiten
simular el comportamiento de sólidos sometidos a procesos de carga exhibiendo bifurcación
discontinua. Las diferentes etapas que pueden presentarse a lo largo de todo el proceso de
carga son las siguientes: régimen elástico inicial, régimen de daño sin bifurcación discon-
tinua, régimen de bifurcación discontinua débil y régimen de bifurcación discontinua fuerte.
Las caracteŕısticas de cada etapa se detallan a continuación (Figura 7):

1. Régimen elástico inicial

El comportamiento del sólido será elástico hasta que se supere el dominio elástico
inicial (instante t = t

Y
), una vez el valor de la variable interna r iguale al parámetro

umbral r0 (función del ĺımite elástico uniaxial σu y del módulo de Young E). El valor
de la variable interna de daño d es nulo en toda esta etapa.

El final del régimen elástico inicial viene representado por el punto Y de las gráficas
a) y d) de la Figura 7.

2. Régimen de daño sin bifurcación discontinua

Alcanzada la superficie de daño, la variable interna de daño d (función de las variables
de endurecimiento q e interna r, ecuación (21)) evoluciona conforme avanza el proceso
de carga, aśı como el parámetro de ablandamiento H [ecuación (25)], como se aprecia
en la Figura 7. La cinemática empleada será la estándar (no exhibiendo salto en el
campo de desplazamientos).

3. Régimen de bifurcación discontinua débil

El instante de inicio de la bifurcación (t = t
B
) se obtiene mediante la comparación

del valor del parámetro de ablandamiento H de la ecuación (25) y el valor de Hcr. La
bifurcación discontinua se produce en el instante en el que H = Hcr, prolongándose
la discontinuidad según la dirección ncr, relacionada con Hcr (Figura 7c).
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Figura 7. a) Curva σ-ε para un medio continuo que exhibe discontinuidades
fuertes y probeta ensayada; b) variación del parámetro de endureci-
miento q a lo largo del proceso de carga (tiempo); c) variación del
ancho de banda h, del parámetro de ablandamiento H y de Hcr con
el tiempo, y d) trayectoria de equilibrio, en el plano de las tensiones
principales, en la superficie de discontinuidad S y en el dominio regular
Ω\S
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Si el valor de Hcr en el instante de bifurcación, H
BIF

, presenta un valor no nulo, no
se verificarán las condiciones de régimen de discontinuidad fuerte al inicio del proceso
de localización, requiriéndose la cinemática representativa de discontinuidad débil, es
decir, una cinemática donde el parámetro de regularizacion presente un valor finito
mayor que cero (h � 0). La fase de transición entre el régimen de discontinuidad
débil y el de discontinuidad fuerte viene caracterizada por una ley de variación del
parámetro h y por el valor inicial del mismo en el instante de bifurcación (h

B
). Por

consistencia entre la ley de evolución del parámetro de ablandamiento H una vez
producida la bifurcación [ecuación (43)] y la ley de variación del ancho de banda h se
obtiene el siguiente valor de hB :

Hcr|t=t
B

= H|t=t
B

= H
BIF

= h
B

H̄ ⇒ h
B

=
∣∣∣∣HBIF

H̄

∣∣∣∣ (81)

El śımbolo de valor absoluto empleado en la ecuación (81) en la definición de hB

pretende reafirmar el valor positivo del mismo, aunque no resultaŕıa necesario teniendo
en cuenta que tanto H̄ como Hcr presentan valores negativos.
En la Figura 7d se observan las diferentes trayectorias de equilibrio (bifurcación) que
siguen los dominios regular y de discontinuidad.

4. Régimen de bifurcación discontinua fuerte
La verificación de las condiciones de discontinuidad fuerte a lo largo del proceso de
carga constituye la fase final del régimen de bifurcación discontinua exhibiendo discon-
tinuidad débil. Una vez verificadas dichas condiciones, el parámetro de regularización
h adopta el valor constante k (h ≡ k → 0), permaneciendo el parámetro de ablan-
damiento continuo H = kH̄ (Figuras 7c y 7d).

Modelos de ancho de banda variable
La estructura del módulo de ablandamiento continuo H viene definida, como se expuso

en (43), de la forma

H = hH̄ con H̄ ≤ 0 (82)
donde el parámetro de ablandamiento intŕınseco H̄ se considera una propiedad del material.

En aquellos casos donde el estado tensional en el instante de la bifurcación no contemple
las condiciones de discontinuidad fuerte (H

BIF
	= H

DF
= 0, h � 0), el ancho de banda en

el inicio de la localización, h
B
, debe exhibir un valor finito mayor que cero, requiriéndose

una fase de transición entre la bifurcación en régimen de discontinuidad débil y el inicio de
la discontinudad fuerte. A continuación se describen diversas opciones en la variación del
ancho de banda en la fase de transición.

Variación lineal del ancho de banda

Se define una ley de variación lineal (Figura 8) del ancho de banda h con la variable
tipo tensión q, pues mantiene su carácter acotado durante todo el proceso de carga, de la
forma:

h(q) =

{
h

B
− (hB−k)

(q
DF

−q
B

) (q − q
B
) para q

B
≥ q ≥ q

DF
(transición)

k para q ≤ q
DF

(disc. fuerte)
(83)

donde h
B

y q
B

representan los valores de las variables h y q en el instante de la bifur-
cación, respectivamente; q

DF
el valor de q en el inicio de la discontinuidad fuerte, y k es

un parámetro lo suficientemente pequeño como para poder asumir h � 0 (a efectos f́ısicos,
basta suponer k algunos órdenes de magnitud inferior a la dimensión del problema que se
esté analizando).
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Figura 8. Modelo lineal de ancho de banda variable

Recordando la ecuación (25) del modelo de daño isótropo empleado, se tiene

∂q(r)
∂r

= H = H̄ h(q(r)) (84)

y resolviendo la ecuación diferencial (84) se deduce la siguiente expresión de q(r)

q(r) =

{
(q

DF
hB−r

B
k)

(h
B
−k) + χhBe

H̄
χ

(r−r
B

)
rB ≤ r ≤ rDF (transición)

q
DF

+ k H̄ (r − r
DF

) r ≥ r
DF

(discontinuidad fuerte)
(85)

donde r
B

es el valor de la variable interna tipo deformación en el instante de bifurcación y
r

DF
en el inicio del régimen de discontinuidad fuerte de expresión:

r
DF

= r
B

+ χ ln(
k

h
B

) (86)

χ =
(rB − qDF )
(hB − k)

(87)

Variación automática del ancho de banda

Entre las diversas leyes de variación del ancho de banda h con la variable q que se pueden
establecer, un grupo utilizado en el presente trabajo ha sido el constituido por funciones
que relacionan h con el estado tensional del medio continuo, induciéndose la formación de
discontinuidades fuertes (h ≡ k → 0) al verificarse las condiciones de discontinuidad fuerte,
es decir, cuando las tensiones que experimenta el sólido son tales que verifican las ecuaciones
(55).

En este tipo de leyes es necesario determinar expĺıcitamente las condiciones de discon-
tinuidad fuerte del modelo constitutivo empleado.

DISIPACIÓN. ENERGÍA DE FRACTURA

Resulta interesante considerar la enerǵıa consumida en la formación de una discon-
tinuidad material durante el intervalo de tiempo (0, t∞ ], donde t∞ representa el instante
en el que tiene lugar la total decohesión de la fisura o discontinuidad.

En virtud del teorema de la fuerzas vivas, y considerando un problema cuasiestático
donde la enerǵıa cinética puede despreciarse frente a la potencia tensional, la potencia
introducida en un sistema por las fuerzas externas es equivalente a la potencia tensional26:

Pext = Pint =
∫

Ω
σ : ε̇εεσ : ε̇εεσ : ε̇εε dΩ (88)
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Definiendo la fracción de la potencia externa consumida en la formación del salto [[u̇]]
en la superficie de discontinuidad S como Pint

S , la enerǵıa total consumida en la formación
de la discontinuidad fuerte, WS , se puede expresar como:

WS =
∫ ∞

t
DF

Pint
S dt =

∫ ∞

t
DF

∫
S

σσσS : ([[u̇]] ⊗ n)s dS dt (89)

WS =
∫ ∞

t
DF

∫
S
(σS · n︸ ︷︷ ︸

TS

) · [[u̇]] dS dt =
∫ ∞

t
DF

∫
S
T

S
· [[u̇]] dS dt (90)

Considerando el modelo hiperelástico discreto (tracción-salto de desplazamiento) in-
ducido al considerar una cinemática de discontinuidad fuerte en modelos continuos (tensión-
deformación) de la ecuación (64), WS podrá expresarse de la forma:

ϕ (∆[[u]],∆ᾱ) = q̄
∆ᾱ ϕ0 = 1

2
q̄

∆ᾱ ∆[[u]] ·Qe · ∆[[u]]

= 1
2 T

S
· ∆[[u]] = 1

2
∆ᾱ
q̄ T

S
· Qe−1 · T

S
= 1

2 q̄ ∆ᾱ
(91)

donde ϕ (∆[[u]],∆ᾱ) es la denominada enerǵıa libre de daño discreta:

ϕ̇ = ∂∆[[u]] ϕ︸ ︷︷ ︸
TS

· [[u̇]] + ∂∆ᾱ ϕ·
.
ᾱ=

1
2

.
q̄ ∆ᾱ +

1
2

q̄
.
ᾱ (92)

y considerando las ecuaciones (91) y (60) se obtiene:

∂∆ᾱ ϕ·
.
ᾱ =

1
2

.
q̄ ∆ᾱ − 1

2
q̄

.
ᾱ (93)

Sustituyendo (93) en (92):

T
S
· [[u̇]] = q̄

.
ᾱ (94)

La enerǵıa consumida en la formación de una unidad de área de discontinuidad fuerte,
enerǵıa de fractura Gf , viene definida por la expresión:

Gf =
∫ ∞

t
DF

T
S
· [[u̇]] dt =

∫ ∞

t
DF

q̄
.
ᾱ dt =

∫ ∞

t
DF

q̄

.
q̄

H̄
dt =

∫ 0

q̄
DF

q̄

H̄
dq̄ (95)

donde se ha considerado la ley de endurecimiento de la ecuación (64).
En la Figura 9 se puede apreciar gráficamente el concepto de enerǵıa disipada en la

formación de una discontinuidad fuerte.
Es necesario resaltar que la enerǵıa de fractura aśı obtenida sólo contempla el desarrollo

del régimen de discontinuidad fuerte, no considerando la enerǵıa consumida en la parte de
discontinuidad débil de su régimen de formación.

Para el caso concreto de parámetro de ablandamiento discreto lineal, H̄ = cte., y con-
siderando que la discontinuidad fuerte se produce desde el instante de bifurcación (no se
produce discontinuidad débil), coincidiendo este último con el instante final del régimen
elástico, la enerǵıa de fractura se expresa de la forma:

Gf |H̄ = cte =
∫ 0

q̄
DF

q̄

H̄
dq̄ =

1
2

q̄2
DF

H̄
=

1
2

q2
0

H̄
=

1
2

r2
0

H̄
=

1
2

σ2
u

E H̄
(96)
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Figura 9. Enerǵıa disipada en la formación de una discontinuidad fuerte. Curvas
TS − [[u̇]] y q̄ − ∆ᾱ para un caso de ablandamiento exponencial

La enerǵıa total consumida en la formación de toda la discontinuidad fuerte, WS , se
puede formular, por tanto, de la forma:

WS =
∫ ∞

t
DF

∫
S
T

S
· [[u̇]] dS dt =

∫
S

Gf dS =
∫
S

∫ 0

q̄
DF

q̄

H̄
dq̄ dS (97)

EJEMPLOS NUMÉRICOS

En el presente apartado se muestran simulaciones numéricas de diversos problemas de
localización en medios degradables, basadas en la aproximación de discontinuidades fuertes,
en régimen de deformación infinitesimal. Con estas simulaciones se pretende constatar la
capacidad de dicha aproximación para predecir la respuesta estructural (tanto cualitativa
como cuantitativamente) de sistemas cuyo colapso estructural viene determinado por el
fenómeno de localización.

Todas las implementaciones numéricas del presente trabajo se llevaron a cabo en el
programa COMET (Coupled Mechanical and Thermal Analysis), desarrollado en el Centro
Internacional de Métodos Numéricos en la Ingenieŕıa y en la Universidad Politécnica de
Cataluña7.

A continuación se presenta una serie de simulaciones numéricas basadas en el modelo de
daño continuo detallado en apartados anteriores sobre fractura y fisuración en el hormigón,
confrontando los resultados con experimentos de laboratorio bien documentados.

Se muestran casos de propagación de fractura en modo I y mixto (según la terminoloǵıa
empleada en la mecánica de fractura). Aunque no existe consenso sobre la cuestión de si la
fractura en modo mixto realmente existe en geomateriales como el hormigón, se presentan
ejemplos t́ıpicos de dicho modo de fractura.

Placa plana con entalla con fractura modo I

La placa plana de hormigón de la Figura 10, que presenta una entalla en su borde
inferior, se ha simulado adoptando un estado de tensión plana. Su geometŕıa y solicitación
(par de fuerzas F1 separando el interior de la entalla) se detallan en la Figura 10a.

Las caracteŕısticas mecánicas del material son: módulo de deformación E = 30.5 GPa,
coeficiente de Poisson ν = 0.2, enerǵıa de fractura Gf = 100 N/m y tensión última σu = 3
MPa. El espesor de la placa es de 0.0508 m.
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Figura 10. Placa plana de hormigón con entalla: a) geometŕıa y cargas aplicadas;
b), c) y d) mallas de elementos finitos; e) isoĺıneas de desplazamien-
tos; f) trayectoria de fractura numérica y g) amplificación de la malla
deformada
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Con la presente simulación se pretende resaltar, en particular, la clara independencia de
los resultados obtenidos con relación a la malla de elementos finitos empleada (considerando
tanto el tamaño del elemento como la orientación de la malla) y con relación al valor del
parámetro k de regularización.

La Figura 11a muestra la curva fuerza aplicada, F , versus abertura del extremo de la
entalla, d, para tres mallas diferentes: una grosera (Figura 10b) y dos con refinamiento
mayor en diferentes direcciones (Figuras 10c y 10d). La misma relación F − d se muestra
en la Figura 11b, donde se emplean, para una misma malla determinada, cuatro valores
diferentes del parámetro k.
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Figura 11. Placa plana de hormigón con entalla: a) curva F − d para tres mallas
diferentes y b) curva F − d para diferentes valores del parámetro k,
considerando una única malla
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Placa plana con entalla con cargas diagonales
Se simula numéricamente la misma placa plana anterior, pero solicitada de forma di-

ferente. La pieza se encuentra sometida a un par de fuerzas F1 separando el interior de
la entalla y a otro par de fuerzas de compresión diagonales F2 (Figura 12a), aplicadas
progresivamente como se indica en la Figura 12b, con objeto de inducir una fisura en modo
mixto. Dicha fisura se desarrolla desde el extremo de la entalla hacia el borde superior de
la placa con una inclinación de 71o respecto a la horizontal de la pieza (Figura 13b).
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Figura 12. Placa con entalla con cargas diagonales: a) geometŕıa y cargas apli-
cadas; b) proceso de carga y c) malla de elementos finitos
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Figura 13. Placa con entalla con cargas diagonales: a) iso-ĺıneas de desplazamiento
y b) trayectoria de la fisura

Los resultados teóricos obtenidos en la relación salto tangencial-salto normal a la su-
perficie de la fisura (Figura 14b), en el punto A de la placa (Figura 13b), evidencian que al
ser el salto tangencial de un orden menor que el salto normal, no podŕıa considerarse del
todo una fractura en modo mixto, sino más bien en modo I.

Kobashashi y colaboradores realizaron este ensayo experimentalmente13, con el que se
contrasta los resultados obtenidos numéricamente con la aproximación de discontinuidades
fuertes. Rots39 realizó una simulación numérica del mismo basándose en la aproximación
de fisura distribuida.
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La malla de elementos finitos triangulares enriquecidos empleada se puede apreciar en
la Figura 12c (constituida por 1332 elementos).

En la Figura 13b se puede comparar la trayectoria de la fractura obtenida numéricamente
en la simulación con la experimental de los ensayos de Kobashashi13.

La Figura 14a muestra la curva carga F1 aplicada versus abertura del extremo de la
entalla d. Al compararla con los resultados experimentales se aprecia una ligera sobreesti-
mación de la carga ĺımite y una buena aproximación de la fase poscŕıtica.
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Figura 14. Placa con entalla con cargas diagonales: a) curva fuerza F1 versus
abertura en el extremo de la entalla d y b) salto de desplazamiento
normal versus salto de desplazamiento tangencial a la superficie de la
fisura en el punto A

Flexión de vigas con entalla sometidas a fuerzas en tres y cuatro puntos

Se han simulado numéricamente, empleando la aproximación de discontinuidades fuertes,
una serie de ensayos experimentales llevados a cabo por Gálvez y colaboradores12, donde
desarrollan un procedimiento de ensayo novedoso en fractura en modo mixto en hormigón
sometido a un proceso de carga no proporcional.

La Figura 15a muestra la geometŕıa de dos diferentes piezas de ensayo, dependiendo de
la condición de contorno del muelle. Un valor de la rigidez del muelle igual a cero (K = 0)
representa un ensayo a flexión sometido a fuerzas en tres puntos, mientras que un valor
infinito (K = ∞) seŕıa un ensayo a flexión sometido a fuerzas en cuatro puntos.

La malla de elementos finitos empleada en la simulación (compuesta de 1600 elementos
triangulares lineales enriquecidos) se muestra en la Figura 15b.

Las caracteŕısticas mecánicas del material considerado son: módulo de deformación
E = 38 GPa, coeficiente de Poisson ν = 0.18, tensión última σu = 3.0 MPa y enerǵıa de
fractura Gf = 69 N/m. El espesor de la pieza es t = 50 mm.

Las trayectorias de las fisuras numéricas se aproximan muy bien a las experimentales
(Figura 15c). Nótese que diferentes valores de la rigidez del muelle (K) producen diferentes
trayectorias de fisura. En la Figura 15d se puede apreciar una amplificación del conjunto
de elementos deformados que capturan la discontinuidad cerca de la entalla.

En las Figuras 15e (caso K = ∞) y 15f (caso K = 0), se muestran las curvas carga
P versus CMOD (abertura de los labios de la fisura, crack mouth opening displacement)
obtenidas en la simulación numérica, constatándose la buena aproximación obtenida con
relación a la banda envolvente de resultados experimentales.
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Figura 15. Ensayos a flexión de vigas sometidas a fuerzas en tres y cuatro puntos:
a) geometŕıa y cargas aplicadas; b) malla de elementos finitos; c) envol-
ventes experimentales y predicciones numéricas de las trayectorias de
las fisuras; d) amplificación de la malla deformada; e) curva P−CMOD
para K = ∞ y f) curva P − CMOD para K = 0

La Figura 16a exhibe el carácter de modo mixto que presenta la fractura a través de la
curva salto tangencial versus salto normal a la superficie de discontinuidad (K = ∞).

En la Figura 16b se muestran las trayectorias tensión horizontal versus salto de des-
plazamiento normal a la fisura, en la punta de la entalla, para un proceso de carga ćıclico:
al alcanzarse el punto B de la gráfica, comienza el proceso de descarga hasta relajarse las
tensiones totalmente en el punto C; posteriormente, vuelve a cargarse la pieza hasta que se
produce el colapso total. La fisura se inicia en el punto A, al alcanzarse la máxima tensión,
continuando un proceso de carga (con ablandamiento) hasta el punto B, donde se inicia la
descarga; a partir de este punto tiene lugar una descarga elástica hasta alcanzar el punto
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C donde la fisura se ha cerrado completamente y las tensiones se han relajado. Al volver a
cargar la estructura se produce un comportamiento elástico hasta alcanzar el punto B y, a
continuación, se desarrolla la trayectoria B-D en régimen de carga (con ablandamiento).

 

��� ���

Figura 16. Ensayos a flexión de vigas sometidas a fuerzas en tres y cuatro puntos:
a) curva salto de desplazamiento normal versus salto de desplazamiento
tangencial (a la superficie de la fisura) (K = ∞) y b) curva tensión
horizontal versus salto de desplazamiento normal a la fisura en la punta
de la entalla (K = 0)

CONCLUSIONES

El modelo teórico desarrollado en el presente art́ıculo se ha aplicado en la simulación
numérica de diversos ejemplos que exhiben fenómenos de localización.

Se destacan las principales conclusiones que se han extráıdo:

- La aproximación de continuo de discontinuidades fuertes constituye un método eficaz,
desde el punto de vista computacional, en la simulación numérica de fenómenos de
localización.

Del análisis de discontinuidad fuerte se extrae información sobre los modelos discre-
tos (tracción-salto desplazamiento) que gobiernan el comportamiento de la ĺınea de
discontinuidad. Estos modelos emergen de modo natural de los continuos de los que
proceden al aplicar una cinemática de discontinuidad fuerte, pero no se implementan
expĺıcitamente en el algoritmo, constituyendo una caracteŕıstica espećıfica frente a
otro tipo de aproximaciones, pues un único modelo continuo, junto a la cinemática de
discontinuidad fuerte, permite modelar el comportamiento de la totalidad del medio
a lo largo de todo el proceso de carga. Por otro lado, la obtención de los modelos
discretos puede resultar pesada en determinados modelos constitutivos continuos.

- El análisis de discontinuidad fuerte permite obtener todos los ingredientes necesarios
para afirmar que los modelos discretos inducidos o proyectados por la cinemática de
discontinuidad fuerte se constituyen en auténticos modelos contitutivos, heredando
muchas de las propiedades del modelo continuo del que proceden. Es interesante
resaltar una propiedad que no conservan: la isotroṕıa del modelo continuo se trans-
forma en anisotroṕıa en el discreto, caracterizando el concepto direccional de la fisura
o localización.
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- Se constata que el parámetro de regularización k empleado en la cinemática de discon-
tinuidad fuerte no representa ningún papel de longitud caracteŕıstica en el problema
al obtenerse respuestas objetivas con amplios rangos del mismo.

- El empleo de tensores constitutivos tangentes algoŕıtmicos constituye una valiosa
herramienta en la simulación numérica de problemas de fallo material a gran escala.

Por todo lo analizado en el presente art́ıculo, se puede concluir que la aproximación
de continuo de discontinuidades fuertes, basada en modelos degradables en deformaciones
infinitesimales, provee un marco consistente, robusto y computacionalmente eficaz para el
análisis del fallo material en sólidos.
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