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Resumen

En este trabajo se plantea un nuevo modelo para la evaluacién de la fiabilidad (prediccién de la funcién de
distribucién de la vida) de elementos estructurales metalicos bometldos a carga‘ ciclica (fatiga) en la fase de
crecimiento de grieta. Para ello, y al contrario de los trabajos previos® en los que se enfoca el problema de
la fiabilidad en crecimiento de grietas en fatiga aleatoria como un problema de optimizacién, en este trabajo
se considera este caso como un proceso de dafio acumulado discreto en el tiempo y en el espacio, utilizando
modelos estadisticos desarrollados por Bogdanoff y Kozin” para el estudio de laﬁ incertidumbres encontradas
en ensayos asociados a procesos fisicos de dafio acumulado (modelos B). Con ello se evita parte de los
problemas concernientes al tratamiento del problema como un problema de optimizacién: deteccién de un
minimo local en lugar de uno absoluto, tiempo de computacién, etc. Se consideran como variables aleatorias
la longitud inicial y final de grieta, el 4ngulo inicial de propagacién de la grieta, la posicién inicial de la grieta,
los pardmetros del material y las cargas aplicadas. No obstante, incertidumbris de otra indole pueden ser
incluidas de forma muy simple en el esquema propuesto y en el médulo de programacién desarrollado. En
este articulo se describen detalladamente las bases del modelo propuesto, el procedimiento de construccién
del mismo mediante la utilizacién de resultados provenientes de un andlisis por elementos finitos probabilistas
y se presentan sendos ejemplos en modo I puro, y en modo mixto I-IT donde S(T: constatan las posibilidades
del método asi como la precisién del mismo al compararlo con resultados derivados de una simulacién de
Monte Carlo con 400 000 muestras de uno de los problemas propuestos.

RELIABILITY OF METAL ELEMENTS IN RANDOM FATIGUE DURII\‘IG THE CRACK

PROPAGATION STAGE BY MEANS OF PFEM AND B-MODELS

Summary |

In this study a new model for the evaluation of the reliability (prediction of the cumulative distribution
function of the life) of structural metal elements under cyclic loading (fatigue) during the crack propagation
stage is established. On the contrary to previous works® in which the crack growth reliability problem is
analyzed by an optimization approach, in the present analysis this problem isl considered as a cumulative
damage process discrete in time and space and the statistical models developed by Bogdanoﬂ" and Kozin
(B models)” for the analysis of the random features appearing in experimental tests concerning different
cumulative damage processes have been used. With this, some of the problems related to the alternative
optimization approach as the possibility of detecting a local non global minimum and a higher computer
cost are avoid. The random variables that have been considered here are the initial and final crack lengths,
the initial crack propagation angle, the initial location of the crack, the material fracture parameters and
the applied loads. Anyhow, other possible type of uncertainties can be included-in the model by establishing
the statistical properties (mean, standard deviation, etc.) of the appropriate variable defining that kind of
randomness in the proposed scheme. In this paper, the theoretical basis of the proposed model and the
procedure to construct the B-model from the results obtained from a probabilistic analysis using standard
PFEs are described in detail. Also, several examples for pure mode I and mixed mode I, II are included
where the possibilities and accuracy of the method are made clear comparing the results with some other
obtained by a standard Monte Carlo simulation process with 400 000 different riea,lizations.
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INTRODUCCION

La fatiga, especialmente de materiales metalicos, es reconocida en la actualidad como
una de las principales causas de fallo de elementos estructurales. Es un proceso de deterioro
progresivo que aparece en materiales sometidos a cargas alternadas, consistente en la genera-
¢ién localizada de microgrietas en diversos puntos de la estructura y su posterior crecimiento
hasta convertirse en una o varias macrogrietas que pueden crecer hasta que la seccién
remanente no es capaz de¢ soportar la carga produciéndose la rotura catastréfica de la pieza.
Segin ello, en el proceso de fatiga se pueden distinguir tres etapas:

1. etapa de nucleacién de grietas,
2. etapa de crecimiento de grietas,
3. rotura estatica final.

Es obvio que los modelos de prediccién de vida tratan de medir el tiempo (nimero de ciclos
de carga habitualmente) de vida de las dos primeras que, al corresponder a mecanismos de
dano distintos son tratados asimismo de manera independiente.

Los modelos aplicados a la fase de nucleacién estdn basados esencialmente en la teoria
de las deformaciones locales!?, mientras que los aplicados a la fase de propagacién lo estin
en los conceptos de la mecdnica de la fractura®. Tanto en uno como en otro caso, la gran
mayoria de los anélisis enfocan el tema desde un punto de vista determinista.

Sin embargo, el crecimiento de grietas en fatiga es sensible a un gran ndmero de
pardmetros, y éstos rara vez pueden ser determinados de forma precisa. Las incertidum-
bres en la geometria de la grieta, propiedades del material, direccién de propagacién, la
geometria del elemento estructural y la historia de cargas influyen de manera decisiva en
el fenomeno de crecimiento de grieta. Ello es la causa de que la variabilidad respecto a los
valores medios de las respuestas esperadas sea la mayor causa de roturas o fallos imprevis-
tos. Todo ello sugiere la inclusién de la variabilidad en las cargas y en el modelo desde el
principio. Actualmente no existen dudas acerca de la conveniencia de tratar la fatiga como
un fenémeno aleatorio, debiendo tratarse la prediccién de vida en nucleacién y crecimiento
de grietas como un problema probabilista.

Nos centraremos en la etapa de crecimiento, objetivo de este trabajo. Varios autores
han estudiado el problema del crecimiento de grieta en fatiga aleatoria desde un punto de
vista estadistico (Kozin y Bogdanoff!, Lin y Yang!!, Saouma y Zatz'®, Wu y Wirsching??,
Sobcezyk!® y Tang et al.?® entre otros).

En cuanto a modelos probabilistas para la evaluacién de los estadisticos de la variable
vida en la fase de crecimiento, lo que habitualmente recibe el nombre de fiabilidad del
elemento mecdnico (obviamente en lo que se refiere al fenémeno estudiado), los métodos de
fiabilidad estructural tratan de determinar la vida del elemento cuyo nivel de daifio (tamafio
de grieta) inicial estd por debajo de un cierto umbral detectable, para una probabilidad de
fallo determinada. No obstante, existen dos grandes impedimentos para realizar el estudio
de la fiabilidad de una estructura con macrogrieta por fatiga: por un lado, la carencia de
datos en la distribucién de las incertidumbres de las variables aleatorias presentes y, por
otro lado, la gran carga computacional asociada a un andlisis probabilistico. En efecto, el
propésito inicial de los métodos computacionales de fiabilidad para modelos con variables
aleatorias es evaluar la integral multidimensional de la funcién de densidad conjunta de las
citadas variables aleatorias. Sin embargo, s6lo se conocen unos pocos resultados analiticos.

Las técnicas de integraciéon numérica convencionales no suelen ser adecuadas para los
problemas aqui considerados. Generalmente suele ser necesario utilizar simulaciones de
Monte Carlo o los métodos de fiabilidad de primer o segundo orden (FORM/SORM).

En una serie de articulos recientes, Liu et al.!? han descrito un método de elementos
finitos probabilistas (PFEM) que constituye una herramienta adecuada para la estimacién
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de los efectos de las incertidumbres en las cargas, propiedades del material y la geometria
en las incertidumbres de la respuesta mecéanica del sistema estructPral. Gracias a la fusién
del método de los elementos finitos probabilistas con las técnicas de mecédnica de la fractura
ha sido posible la estimacién de los estadisticos del factor de intensidad de tensiones en el
frente de grieta. En este sentido se han encaminado los trabajos de Besterfield et al.5¢

Recientemente se ha enfocado el problema de la fiabilidad en crecimiento de grietas en
fatiga aleatoria como un problema de optimizacién®. Esto no obstante acarrea el problema
de verificar que no se ha encontrado una seolucién correspondiente a un minimo local.

En este articulo se considera el fendmeno de crecimiento de grieta en fatiga de metales
como un proceso de dano acumulado, discreto en el tiempo y el espacio, utilizando modelos
estadisticos desarrollados por Bogdanoff y Kozin” para estudiar las incertidumbres de los
ensayos de procesos fisicos de dafio acumulado. Estos modelos esﬂén basados en la teoria
de cadenas de Markoff y son conocidos como modelos B. No obstante, en los trabajos
de Bogdanoff y Kozin dichos modelos siempre se aplican a resultados obtenidos mediante
€nsayos.

En este articulo se describe el procedimiento de construccién de|tales modelos en base a
resultados provenientes de un andlis por elementos finitos probabilistas. Este procedimiento
evita los problemas concernientes al tratamiento del problema como un problema de opti-
mizacién: deteccién de un minimo local en lugar de uno absoluto, tiempo de computacién,
etc. En él se analiza tanto el crecimiento de grieta en modo I puro, como en modo mixto
I-11, dado que las grietas rara vez crecen en linea recta con comportamiento en modo I. Se
presenta asimismo una metodologia para la determinacién de la probabilidad de fallo por
fatiga aleatoria en modo mixto I-II. En el elemento estructural se consideran como vari-
ables aleatorias la longitud inicial y final de grieta, el dngulo inicial de propagacién de la
grieta, la posicién inicial de la grieta, los pardmetros del material‘ y las cargas aplicadas.
No obstante, incertidumbres de otra indole pueden ser incluidas de forma muy simple en el
esquema propuesto y en el médulo de programacién desarrollado.

El procedimiento propuesto en este trabajo consiste en la construccién de un modelo B
de dafio acumulado a partir de los resultados de andlisis por elementos finitos probabilistas
efectuados para distintas longitudes de grieta situadas entre el valor medio de la longitud
aleatoria inicial considerada y el valor medio de la longitud final. En primer lugar serd
necesario conocer la forma de construir el modelo B en base a estadisticos de las variables
aleatorias que intervienen en el proceso de dafio acumulado: ello se describe en el apartado
siguiente de este articulo.

A continuacién, en la seccién siguiente, se describen de forma escueta los fundamentos
del PFEM necesarios para la aplicacién del método propuesto. Posteriormente, se analiza
el modelo utilizado para la caracterizacién del proceso de avance de grieta, que es el proceso
fisico de acumulacién de dafio tratado en este trabajo. A este nivel se analizan las variables
aleatorias que intervienen en la determinacién de la vida en la fase cise propagacion en fatiga
aleatoria y se obtienen los estadisticos de las mismas que no son conocidos a priori. Ello
se realiza a partir de los anteriormente citados andlisis por elementos finitos probabilistas.
Al final se muestran los resultados obtenidos para sendos ejemplos de crecimiento de grieta
cldsico en modos I y mixto, para terminar con sendos apartados de donclusiones, referencias
y dos apéndices donde se demuestran algunos de los resultados originales incluidos en este
trabajo.

Es de resaltar que un planteamiento andlogo puede realizarse para otros procesos fisicos
de acumulacién de dano, por ejemplo la fase de nucleacién de grietas, en la que actualmente
se estd trabajando. j :
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MODELO DE DANO ACUMULADO

Hipétesis y propiedades del modelo

El objetivo del presente apartado es mostrar cdmo construir un modelo que contemple,
en una estructura matematica simple, las mayores fuentes de variabilidad que ocurren en
un fenémeno fisico de dano acumulado.

El proceso fisico que se considera en este articulo es el fenémeno de propagacion de
grictas en fatiga aleatoria. En él existe una magnitud fisica mensurable que caracteriza el
daio sufrido por el elemento estructural: la longitud de grieta, si bien es obvio que no existe
una relacién lineal entre el nivel de dafio sufrido, entendido éste como la mayor o menor
cercania al fallo estructural. Los modelos de dafio acumulado que utilizaremos son los
modelos estadisticos de Bogdanoff y Kozin” (en adelante modelos B), basados en cadenas
de Markoff. Como ya se indicé anteriormente, en los trabajos originales de Bogdanoff y
Kozin estos modelos se aplican exclusivamente a resultados obtenidos por experimentacién
sobre diversos fenémenos fisicos de acumulacién de dafio. La idea de este trabajo es la
de construir estos modelos en base a resultados numéricos que se obtendran mediante la
utilizacién intensiva del método de los elementos finitos probabilistas (PFEM).

Un modelo B queda caracterizado por una serie de hipétesis basicas de partida (a las que
pueden afiadirse otras para definir un determinado tipo de modelo B). Son las siguientes:

1. Existen “ciclos de dano” repetidos de severidad constante. En lo sucesivo se denotardn
por CD. Ello ¢s equivalente a considerar que durante la vida del componente objeto de
estudio suceden un ndmero indeterminado de procesos de “ataque” sobre dicho com-
ponente, de tal forma que cualquier accién que suceda durante tales procesos, ocurre
igualmente en todos ellos.

2. Los niveles de dano son discretos 1,2,...,7...,b, siendo este ultimo el estado que
consideraremos de fallo. Esto es, la vida de un componente finaliza cuando se alcanza el
nivel b.

3. La formulacién de dano en un CD depende sélo del propio CD y del nivel de dano en el
inicio del CD.

4. El nivel de dafio en un CD solamente puede incrementarse a lo sumo del nivel ocupado
en ¢l inicio del CD al nivel inmediatamente superior.

Kl tiempo se considera discreto por la primera hipétesis, lo que, unido a la hipdtesis 2,
hace que el modelo tenga niveles de dafio finitos (y discretos), por lo que se pueden utilizar
cadenas de Markoff'®. El modelo de dafio acumulado propuesto por Bogdanoff y Kozin” es
un proceso de Markoff estacionario, discreto en el tiempo y de estados finitos.

La hipétesis de considerar los ciclos de dafio de severidad constante implica, en ¢l caso
del problema de fatiga, la imposibilidad de acciones de amplitud variable en el tiempo, si
bien es posible extender este modelo B simple a otro més complejo capaz de incorporar esta
situacion sin una complicacién excesiva como ya veremos. En realidad, esta hipdtesis de
“severidad constante” es 1til para una primera descripcién y construccion del modelo, pero
no es en si una limitacién del mismo.

La hipdtesis 3 es la hipdtesis de Markoff, esto es, la acumulacién de dafio en un CD sélo
depende de dicho CD y del nivel de dafio al inicio de dicho CD. Cémo se ha alcanzado dicho
nivel de dafio (al comienzo del CD), no es significativo. Esto es bastante real en lo que
se refiere al problema de propagacién de grietas en fatiga (al menos en lo que se refiere a
la utilizacién de las hipétesis de fractura eldstica lineal) donde unicamente la longitud de
grieta actual (ademés obviamente de las condiciones externas al dano como cargas exteriores
o parametros del material) es suficiente para caracterizar el progreso de la misma.

La hipétesis 4, finalmente, implica que se tiene un modelo de salto unidad y que los
niveles 1,2,...,b — 1 son estados de transicién: una vez que el nivel de dafio pasa de un
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estado al nivel superior, nunca puede volver al nivel que ha dejafho vacante, mientras que
cuando se alcanza el nivel b ocurre el fallo del componente estructural (o su sustitucién por
otro), por lo que el estado b, en la nomenclatura de Bogdanoff, es un estado de absorcion.

A continuacién se formulan las ideas expuestas anteriormente. | Sea la variable aleatoria
Dy el nivel de danio ocupado en el instante £ = 0. La distribucién inicial de los niveles de
dano para t = 0 puede indicarse con el vector py

pg={W1>W2>---,Wb—1,0} (1)

b—1
donde P{Dy = j} = n; > 0 y ademds se debe cumplir ) n; = 1. ée ha considerado que no
7=:1

tiene sentido que algiin componente inicie su vida en el estado b, por lo que se ha tomado
Ty = 0 ‘

Asociada con cada ciclo de dafo existe la misma matriz de probabilidad de transicién
P, ya que por la primera hipétesis todos los ciclos tienen la misma severidad’ y puesto que

sblo puede irse de un nivel de dafio al inmediato superior, P debe ser de la forma
pn ¢ 0 O 0 0 7
0 0 0 0 cee Po1 Go-1
o 0 0 0 ... 0 1 |

donde p; es la probabilidad de permanecer en el nivel 5 durante un dD y g; es la probabilidad
de que en un CD el daiio avance del nivel j al 7 + 1. Luego 1 > p; > 0; p; +q; = L.
Sea D, la variable aleatoria “nivel de dano en el instante de tiempo ¢”, con probabilidad

P{D;=j}=p(j) 7=1,2,...,b (3)

b
cumpliéndose que p;(j) > 0y > pi(j) = 1. El término ps(b) es una‘ funcién de distribucién
j=1

para el instante t. Efectivamente, en el limite, cuando ¢ tiende a infinito, p;(b) tiende a uno,
va que toda la masa al final llega al nivel b, por ser un estado de absorcién, y permanece
en ese nivel. p,(b) es la probabilidad de que D, esté en el nivel j en‘el instante ¢, por tanto,
la funcién de distribucién Fy (z;b) de la variable “aleatoria tiempo hasta alcanzar el estado
b” es p;(b) (dicha variable aleatoria se denotard W), es decir |

w (£:6) = P{W, <t} =pi(b) £=0,1,2... (4)
Definiendo ¢l vector }

p; = {p:(1), ..., p(b)} (5)
y utilizando los resultados de las cadenas de Markoff, se puede escribir

: —
p:=pP'=p;:.i P £=0,1,2... ‘ (6)
t Obviamente la consideracién de matrices de probabilidad de transicién P dependientes del ciclo permitiria el
tratamiento de ciclos de “severidad” variable. ‘
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En la Figura 1 se muestra el significado de la ecuacién (6). La altura de cada una de
las dreas coloreadas es p;(j), donde se ha tomado ¢ en intervalos igualmente espaciados.
Se puede observar que, a medida que ¢ aumenta, la masa de probabilidad se mueve desde
niveles con ndmeros bajos a los niveles més altos, y finalmente, toda la masa se acumula en
el estado b.

Niveles b

Figura 1. Evolucién del dano acumulado

A partir de ahora se va a suponer, sin pérdida de generalidad, que 7; = 1, lo cual significa
que el proceso de dafio acumulado se inicia en el nivel 1 para el instante ¢ = 0. El sentido
fisico de esta ultima hipétesis es que consideraremos que, en el instante inicial, la grieta
tiene una longitud inferior a un cierto valor umbral (por ejemplo la longitud minima que es
capaz de detectarse por distintos procedimientos de inspeccién en ensayos no destructivos).
Dada la relacién existente entre longitudes de grieta y niveles de dafio, es fcil ver que el
modelo B puede construirse de forma que tales longitudes de grieta correspondan al nivel
de dafo primero. La relacién mencionada puede verse en la Figura 2, cuya gréfica se ha
obtenido a partir de datos experimentales de ensayos de ecrecimiento de grieta, realizados
pof Virkler et al.?}, bajo cargas de amplitud constante. ‘
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34 |
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Figura 2. Relacién entre niveles de dafio y longitudes de grieta (modelo B calculado a partir
de ensayos de fatiga realizados por Virkler et. al.)
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La esperanza y los primeros momentos centrales de W, ; se pueden obtener a partir de
las siguientes expresiones

b—1 b—1
B{Wi,}=> (1+r;)  Var{Wy} =Y rj(1+r;) ‘
Jj=1 j=1
b—1 ‘
ps{Wis} =Y (1 +7;) (1 +2r)) (7)
i=1
b—1 bl
,LL4{W1’b} = 3[Va,r{W1,b]2 + Z 7"]'(]. + 'I"j)(]. + 2T'J)(1 + 3’/’j) + Z’I"j(l + 7']')
j=1 L=l
donde
Dj 1 T
r, = — = — — 1’ p = | 8

Las dos primeras férmulas de (7) se utilizardn como punto de partida para la construccién
del modelo B de salto unidad. Los valores de la esperanza y varianza de la vida a fatiga
para unas determinadas longitudes de grieta intermedias se obtendran a través de diversos
analisis por elementos finitos probabilistas. Con ello, el primer miembro de las dos primeras
ecuaciones (7) serd conocido para dichas longitudes de grieta a;. | Ademds se planteard un
modelo B constante en bloques, lo que fisicamente significa que el incremento de longitud
de grieta desde una longitud analizada mediante PFEM a la siguiente se divide en varios
subincrementos para cada uno de los cuales supondremos que existe la misma probabilidad
de transicién que para la longitud inicial asociada a tal incremento. Matemdticamente ello se
traduce en la existencia de un conjunto de submatrices dentro de la matriz de probabilidad
de transicién del modelo con sus elementos constantes que corresponderdn a cada uno de los
bloques incrementales desde una longitud de grieta calculada a la siguiente. El ntimero de
saltos (elementos de cada submatriz) es evaluado de forma automética para hacer cumplir
las expresiones caracteristicas del modelo B, tal como se detalla en el apartado siguiente.

La idea por tanto es construir un modelo B constante en bloques, a partir de los resultados
obtenidos provenientes de un conjunto de andlisis por elementos finitos probabilistas. Sera
necesario para ello utilizar las expresiones (7), donde el primer término se evaluard utilizando
los resutados de los citados andlisis por PFEM, ademds de las formulas que se describen
mas adelante. El procedimiento detallado que permite la construccién de la matriz de
probabilidad de transicién del modelo B considerado (modelo de salto unidad y matriz
constante en bloques) es el siguiente:

En primer lugar se realiza una serie de andlisis por elementos probabilistas sobre un
conjunto de longitudes de grieta comprendidas desde la longitud inicial hasta la final, ambas
inclusive. Los resultados de tales analisis permitiran la obtencién de la media y la varianza
del factor de intensidad de tensiones equivalente en modo I asociado a la longitud de grieta
del anslisis PFEM considerado. Con tales resultados, utilizando las férmulas del apartado
siguiente, serd posible determinar la esperanza y varianza que aparece en el primer miembro
de las expresiones (7). Una vez realizado esto, se determinan los elementos de la matriz de
probabilidad de transicién considerdndose la primera longitud de grieta a, donde se conocen
los dos primeros términos de (7). Dicha longitud de grieta define b; niveles de dafio, que
poseen idéntico r;. Por tanto, en el segundo término de las dos primeras ecuaciones (7)
aparecen tan sélo como incégnitas by, y r; (este ultimo constante), debiendo cumplirse,
obviamente que b; sea un nimero natural. Con ello es posible determinar b, y vy, lo que
permite, a su vez, obtener la primera de las submatrices citadas. Para la siguiente longitud
de grieta a, se procede de un modo analogo, pero teniendio en cuenta que el alcanzar dicha
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longitud lleva asociado b, niveles de dafio y que al extender los sumatorios de los segundos
miembros de (7) hay que considerar b, y r; calculados para a;. De nuevo se dispone de dos
ecuaciones con dos incégnitas (una de ellas un nimero natural). Procediendo de esta forma
para cada una de las longitudes de grieta consideradas en el proceso de fatiga es posible
construir el modelo de salto unidad.

A continuacién se describe brevemente el método de elementos probabilistas utilizado
y la forma de evaluar, a partir de las propiedades aleatorias del factor de intensidad de
tensiones, la funcién de distribucién de la vida del elemento para las condiciones de cargas
y estructura establecidas.

MODELO DE CRECIMIENTO DE GRIETA EN FATIGA ALEATORIA

Se pretende construir un modelo probabilista de dafio acumulado para el proceso de
avance de grieta en fatiga de metales, a partir de resultados provenientes de andlisis por
elementos finitos probabilistas. El modelo de dafio acumulado serd, como ya ha sido
indicado, un tipo de modelo B cuyas propiedades ya han sido resumidas en el anterior
apartado, ecs. (7). En el punto en el que se encuentra la exposicién de este trabajo,
ya es sabido cudl seria el procedimiento de obtencién del modelo B, supuestos conocidos
los dos primeros miembros de las ecs. (7). En este apartado se va a mostrar el cdlculo
de los citados términos, concluyendo pues su construccién. Para lograr este objetivo, en
primer lugar serd necesario definir el modelo fisico de partida que se va a considerar en el
proceso de crecimiento de grieta. Se ha adoptado el modelo de Paris-Erdogan, planteando en
principio, por mayor generalidad, que todas las variables que intervienen en su férmula son
variables aleatorias. Esto se describe en ¢l apartado a continuacién. Una vez que se posec
una ley para crecimiento de grietas en fatiga, funcién de variables aleatorias, el siguiente
paso consitird en realizar un desarrollo en serie de la vida a fatiga del componente para
posteriormente calcular la media y varianza de dicho desarrollo (truncado a partir de un
cierto término). La expresién de partida para el citado desarrollo en serie es la ley de Paris-
Erdogan. Una vez hecho esto, se verd que es posible determinar los datos necesarios para
calcular dicha media y varianza con los resultados de un conjunto de andlisis por elementos
finitos probabilistas realizados sobre diversas longitudes de grieta de la pieza en estudio.
Este dltimo procedimiento es descrito posteriormente.

Ecuacién de Paris-Erdogan para modo mixto I-II

Los factores de intensidad de tensiones en modo I y modo II pueden expresarse como un
vector de factores de intensidad k, de la forma

k = [/ff;] (9)

Utilizando el modelo de Paris-Erdogan para el cdlculo de la vida a fatiga en metales, se
obtiene

as da
[ = _— 1
T /al S(Ak:eq)n ( 0)

donde a; y a; son las longitudes iniciales y finales de la grieta, respectivamente, da la
trayectoria aleatoria de la grieta, D y n los parametros del material, aunque dependen en
cierta medida de efectos ambientales y de la carga y, por tltimo, Ak,, es la diferencia de los
factores de intensidad de tensiones equivalentes en modo I, es decir

Ak, = k2 — i (11)



Fiabilidad de elementos metalicos 93

minimo, respectivamente, asociados con la tension ciclica maxima |y minima aplicada.
El factor de intensidad de tensiones equivalente en modo I, basado en la teoria de la
tension principal méxima viene expresado como

con los factores de intensidad de tensiones k5> y k;‘(‘;“ equivalenTes en modo I maximo y

koy = 3k (12)
1 cos 16
— anc? 2 A
® = cos 20[—3sin%0} (13)

siendo @ el dngulo entre las lineas de la grieta anterior y posterior (Figura 3).

Figura 3. Esquema y nomenclatura de la direccién de propagacién de la grieta

La direccién de la grieta puede considerarse como una funcién aleatoria que depende de
las propiedades del material, de la historia de las cargas y de la trayectoria de propagacién.
Una nueva configuracion se obtiene utilizando en cada paso la longitud anterior de la grieta
y su orientacién previa. Dos leyes comunmente aceptadas para la direccién de crecimiento
de grieta para rotura fragil son: |

- la grieta crece en direccién radial desde su frente,
- la grieta crece en el plano perpendicular a la direccién donde la tensién tangencial alcanza.
un maximo.

Utilizando esta tltima hipétesis, para determinar la direccién de crecimiento de grieta
medida desde su linea actual (es decir, determinar ) se calcula la derivada de la tensién
tangencial y se iguala a cero. Desde esta forma, la condicién a imponer ser

(14)

ol
Z(k,0) = Ok =0, donde ® = [ sin 910 ]

—3cosf -1

La solucién de (14) para cada longitud de grieta considerada proporciona la trayectoria
media de todas las posibles. Por supuesto, la aleatoriedad del sistema hard que 6; scan de
hecho variables aleatorias que sera necesario contemplar.
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Estimacién de la esperanza y la varianza para la vida a fatiga

Partiendo de la versién discretizada del modelo de Paris-Erdogan para el cdlculo de la
vida a fatiga en metales (10), se tiene

T = ZD ZT (15)

eql

donde A; es el incremento de longitud de grieta en el paso i-ésimo, D y N los parametros
del material comentados anteriormente’, K.,, la diferencia de los factores de intensidad de
tensiones equivalentes en modo I y ns el nimero de pasos en los cuales se divide la trayectoria
que sigue la longitud de grieta. Si se plantea ahora el desarrollo en seric de Taylor para T;
hasta orden 2 evaluado en torno a la media de las variables aleatorias A;, D, N y K., s¢
obtiene

Ai LA, 4 81,;
I)Kégz #I)(/I/Keqi)/-‘N ; 8X; #Xj( i — kx;)
. (16)
0*T;
T Z 8X,;0Xy | ux, (X5 = px; ) (X — px,.)
ka

donde px, denota la media de la variable aleatoria X;(4;, D, N 6 K., ). La aproxima(‘i(')n de
la esperanza matematica de T; se obtiene aplicando el operador esperanza sobre la expresion
(16). Asi, utilizando las expresiones del Apéndice A

/’[’Ai "I" l 2 82T
po(pr, )y 20\ 0A;0K,

+z 8X2

J

8K€q1‘
v, 04 MVa,r(Ai)—f-
FKeqq (17)

E[T}] =

Var[X;]

Mx

la esperanza matematica de la suma de ns términos de T; puede obtenerse entonces sin mds
que tener en cuenta que se trata de un operador lineal como

= = Lha, 1 > 02T, OK.,,

Ti|l=) —————+51|2 —a— ~| Var(4;)] -
Z Z/M)(MK .)#~+2! Z OAOK, g, | s, OA ar(4;) | -+
=1 i=1 €qq i=1 BE \ 14

(18)
82T
+ZZ Var[X;]
i=1 j=1 J X

t En el anterior apartado, el pardmetro N se denotaba por su letra mindscula, ya que ésta suele ser la notacién
habitual en estudios de crecimiento de grieta. Sin embargo, aqui se ha preferido cambiar la notacién para destacar
el hecho-de que se trata de una variable aleatoria. Lo mismo aplica a Keg;, la diferencia de los factores de
intensidad de tensiones equivalentes en modo I. En lo que sigue se denotardn por letras mayisculas las variables
aleatorias.
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Para el clculo de la varianza de T} partiremos asimismo del desarrollo (16), pero trun-
cando a partir de los términos de primer orden, es decir |

ns ns Az ns fia, ns 4 aﬂ
T, = ~ —_ X; — px, 19
; }Z:; DKZ ; po(fr.,, )N ” ; 3};1 9X; ”}Xj( ! HX’) (19)

El célculo de la varianza de (19) se obtiene entonces como |

ns ns 4 82—,2
Var <; T2~> P~ ZZ (GX?

i=1 j=1 J

2 ns 4
i T
MX{) Va,r(Xj) + ; ; (3_X—;

k=1Aks#i

%
i an Hxk
i vk |
Cov(Xj, X7) !

(20)
donde el superindice i de las variables aleatorias de (20) indica que corresponden con las
variables aleatorias existentes en el paso i, mientras que X* indica el conjunto de variables
aleatorias para un instante 5 dado. Si se toma por ejemplo ns = 2, la expresion (20) se
transforma en |

— 2 |
8T1 dTl |
Var(K, Var(N
(8Keql #x1> ar( 01) (BN ”Xl) ar( )+ ‘
2
+ dTQ Var(AQ) + ?.2.:2_ V&I’(D)-}—
JA, fig oD s ”
8T, ’ ol \’ | (21)
+ (8}_{2 ) Var(Keq«z) (5}% ) Vdr(N)+ |
€q2 Hx2 Ly ‘
""—aTl 0T2 afrl 3T2
? 4 Kogy, Koo,
+ 0A:l, 04|, 2Cwu,A_?)ﬁZaKeq1 R, 2(llov( eqr> Kean)
@ § * ®
oT, 0Ty oT, oTy
an ary 2—— - ar( N *kk
%0, @b, PV %N |, aN uszdr( )+

donde (a) se anula por la independencia entre A; y A, y (b) se anula por motivos anglogos
para K,, y K,,. El término (***) incluye la influencia entre la covarianza de A; y Ko,
viniendo dado por la expresién (ver Apéndice B para la demostracion completa)

o1y o7y 0K, on; 0Ty oK,
() = _ g Var(A4;) + g Var(A;)+
9A:|,  OKuyl, , 04 |, O |, Oy |y OA |,
8T2 8T2 aKeq
+ - V&I(Az)
oM, 9K |, B4 |, i

(22)
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y generalizando (21) con (22), pero tomando ns términos en lugar de dos, se obtiene la
expresion buscada para la varianza

2 2
ns 7 ns OTZ| ns 8T1
;L ~y aAi’ Var(Ai)—i-Z a—D’M Var(D)+
2

2:=1 Hxi

+ Z EK; N Vd.l‘ eq: + Z —‘ . Var(N)+

ns ns ()I‘ 8TJ al} N
+ZZ 3D 'Var +ZZ()N — .Var(N)+ (23)

=1 i#z Hxi Hxi i=1 J]¢: j

o1 | K.,
A

+Z 4, K., . 04 XiVar( )+

w 9T o | 0K,

A.

+ZZ b4, oK. | o4 | YaU)

i=1 j=1 Bxj Hxi

Por 1ltimo, cabe destacar que, en las férmulas propuestas para la estimacién de media
y varianza de la vida a fatiga, todos los estadisticos son conocidos a priorit a excepcién de
la esperanza y varianza del factor de intensidad de tensiones equivalente en modo I. Su ob-
tencion se realiza mediante la utilizacién de un andlisis por elementos finitos probabilistas,
sin més que tener en cuenta que el valor del factor de intensidad de tensiones equivalente en
modo I tiene una dependencia funcional con el campo de desplazamientos en las inmedia-
ciones del frente de grieta. Ello permitird en la forma indicada en el apartado siguiente
determinar los estadisticos antes mencionados relativos al factor de intensidad de tensiones
equivalente en modo 1.

Determinacion de los estadisticos del factor de intensidad de tensiones mediante
el PFEM

En los apartados siguientes se describe la forma més habitual de plantear ¢l método de
los elementos finitos probabilistas: el método de la perturbacién!2. En contraposicién a la
alternativa del método de la expansién de Neumann, que en un planteamiento similar a la
simulacién de Monte Carlo genera muestras de resultados sobre las cuales se determinan los
estadisticos de interés. Ello implica la necesidad de invertir la matriz de rigidez global para
cada una de las simulaciones realizadas que suele ser un ntimero elevado cuando existen varios
parametros aleatorios, por lo que el costo computacional es asimismo muy alto. Ademds,
la precisién de los resultados obtenidos depende del tamafo de la muestra generada. El
método de la perturbacién, por el contrario, no tiene los inconvenientes antes apuntados y
permite, como se verd, la resolucién del problemas sin tener que recurrir a la generacién de
muestras.

Una vez presentado brevemente el método de la expansidn, se plantea a continuacién el
elemento singular probabilista que se ha considerado en este trabajo, profundizando en la
obtencién de los estadisticos del factor de intensidad de tensiones equivalente en modo I, ya
que, una vez que éstos son conocidos, es posible la construccién del modelo B, tal y como
se mostré anteriormente.

T En efecto, la media y varianza para D y N se conocen, puesto que son propiedades del material. En el apartado
de resultados se ha supuesto que son normales. En cuanto a las longitudes intermedias de grieta, se consideran
variables aleatorias uniformemente distribuidas e independientes entre si.
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El método de la perturbacion

En este a,partado se describe el método de la perturbacién utilizando términos hasta la
aprox1mac1on de segundo orden.
La ccuacién de equilibrio para problemas estaticos se puede exbresar como

KU=F (24)

donde la matriz de rigidez K depende de las variables aleatoriaj adimensionales o; (i =
1,2,...,N). Planteando ¢l desarrollo en serie de la matriz K alrededor de la media de cada
variable aleatoria o; (que consideraremos nula sin pérdida de generalidad), se tiene

2—13 1

K=K+ Z Klog+ 2 Z Z K a5 + ‘ (25)

donde KO es la matriz de rigidez evaluada en o = 0, K! la primera derivada parcial de K
con respecto a a; y evaluada en a = 0, y K/ la segunda derivada parcial de K con respecto
a o y o, evaluada en o = 0, es decir ‘
0K
K! =
30@-

a=0 a=0

siendo o = [ay, @, ..., an]T.

Anélogamente, el vector de fuerzas exteriores F también puede 'depender de las variables
aleatorias ;. De esta forma, F admite un desarrollo en serie de la forma

N N N
1
_ 0 1 i1
F=F + ;zl Fia; + 5 E= Ez Fi a05 + ‘ (27)
siendo los vectores de derivadas parciales

. pu_ OF
P = P00,

o OF

i = 5 | (28)

a=0 a=0

que son obviamente nulos, si el vector F es determinista.
El vector de desplazamientos incégnita U también puede plantearse de una forma similar

N 1 N N !
U=U"+) Ulo;+ §ZZU{].’a,.aj+... (29)
=1 =1 j=1

donde una vez més los vectores de derivadas parciales son 1

n_ U |
K 80(2'8(1}' #a:O

=0
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Identificando términos en potencias de «; en la expresién (24) con sus términos segin
los desarrollos en serie (25), (27) y (29), se obtiene de forma inmediata

U° = (K°) F° (31)
K| o, godU| _OF (32)
00 | o 00 | 4eq 00| 4g
9’K o OK| 9dU n IK| oU 0o U | _ OF (33)
daifoy |, 00|49 00 |qmg 0 |40 0% [4eg Oaida oo 0000 |4y

y sustituyendo en la segunda para o = 0 y puesto que se conoce el valor de U°, es posible
obtener

Ul = (K)7(F - KU (34)

Sustituyendo nuevamente para @ = 0 y dado que U° y U son conocidos, es posible obtener
finalmente para la tercera

i _ i Iyl vyl 11770 .
U = (K%~ (Fij -K;U; -K;U; - K;;U ) (35)

Si fuera necesario, seria posible obtener de forma similar coeficientes de mayor grado,
aplicando la recursividad de las ecuaciones (31), (34) y (35).

Las tensiones y determinaciones del elemento e-ésimo se calculan a partir del vector de
desplazamientos elemental u,, que desarrolla también

=u’ + Z ulo; + 3 Z Z ull ooy + (36)

=1 j=1

con ul, ul, y ull .ij Subvectores apropiados de U, Uly U
Utlhzando la relacién dcformamon—desplaaamlentos se escribe

e, = B.u, (37)

donde B, depende de las funciones de forma y condiciones geométricas del elemento y cl
subindice e no indica suma. Es importante darse cuenta de que B, no esta afectada de la
aleatoriedad de las propiedades del material, ya que es una matriz operacional cinemdtica
(dependeria de las variables aleatorias en el caso por ejemplo de considerar geometrias aleato-
rias capaces de modificar las coordenadas nodales, lo que aqui no ha sido considerado). Fl
tensor de pequefias deformaciones de Cauchy del elemento e-6simo €, = [e5 Yoy Yoz €y Yoz €2)7
se obtiene sustituyendo (36) en (37)

=€l + Zsezal + - Z Z erLoia; + ... (38)
=1 j=1
siendo

2 =B.u’; e B.ul; &l =Bl

e e) et — € el et] et}

(39)
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El tensor tensién o, = [0, Tay Tos 0y Tys a.]T se puede obtener utilizando la relacién de
comportamiento \

0. = D.e, ‘ (40)
en la cual D, es el tensor de comportamiento del elemento e-ésimo, que puede desarrollarse

también mediante i

N N
D, =D+ ) Dloa;+ % > Z D!l a;a; e (41)
i=1 i=1 j=1

donde DY es el tensor de comportamiento evaluado en o = 0, D!, la primera derivada parcial
de D, con respecto a «; y evaluadaen o =0y e DIl es la derlvada parcial segunda de D,
con respecto a a; y «; evaluada en a = 0.

7

0D, ’D
D= D) . pmr_ D (42)
8051' =0 aaiaaj la=0
Sustituyendo (38) y (41) en (40), se obtiene
|
N N
O, = <D2+ZD o+ ZZDmala +. ) <52+ €50+
i=1 =1 j=1 i=1 ¢
T (43)
+ 2 Z 65{](%05] +. ) + Z omozZ 3 Z E ama a; +
=1 j=1 i—1 j=1
con las siguientes relaciones |
0% = Die? | (@4
i Dgec{z + Dgz 8 | (45)
oy = Deegy +2Dge]; + Dijjeg (46)

La aproximacién de primer orden para los desplazamientos se obtiene truncando el
segundo miembro de la ecuacién (29) después del segundo, quedando

N
U=U+) Ul | (47)
dasl
cuya esperanza €s \
E'[U] =U° (48)

y su matriz de covarianzas

Cov'[U, U] = E[(U — E'[U))(U — E'[U))T ZZ )T Elogoy) (49)
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Finalmente, en este caso, el vector de varianza (diagonal principal de Cov'[U, U]) queda.
en la forma,

Var'[U] =Y ) diag[U] (U])" E[aua]] (50)

i=1 j=1

La aproximacién de segundo orden para los desplazamientos se obtiene truncando el
segundo miembro después del tercer término

U= UO+ZU1041+ ZZU I o0 (51)

i=1 j=1
cuya esperanza viene dada por
E"U] = E'[U] + L iv: i U Elo;a;] (52)
2 & p “ ©

y la matriz de covarianzas

1N N N N o
Cov''[U, U] = Cov'[U, U] + 7DD | ) UL (UL (Blesen] Bl en]+

i=1 j=1 k=1 l=1 (53)
+ Eloyou) Eloja)
mientras que el vector de varianza es
1N NN
Var'l[U,U Var U]+ = dia, U” U a;oq| Blos o |+
U, U] = 42222 g D(BlaeBlosoult

+ Ela;op) Elojay))

Tanto en la obtencién de (53) como (54) se han supuesto o; gaussianas y se han utilizado
las siguientes relaciones, vélidas sélo para variables aleatorias normalmente distribuidas

Eloajoi) =0 (55)
Elosajop0q) = Elosaj)Elogoy) + Elaso) Eloajo] + Elogor]) Elojo) '
Si las alfas no son gaussianas, es necesario evaluar los momentos que se desarrollan
para variables aleatorias no gaussianas en (54) para poderlos utilizar en la aproximacién de
segundo orden directamente utilizando su funcién de distribucién conjunta. Sin embargo,
tal evaluacién es muy complicada, por lo que la aproximacién de segundo orden se va a
restringir, en lo que sigue, a campos estocasticos que siguen distribuciones gaussianas.
Las ecuaciones para evaluar los momentos de primer y segundo orden de los desplaza-
mientos pueden aplicarse igualmente para obtener los momentos de primer y sogundo orden
de las tensiones y las deformaciones sin més que sustituir U°, U7 y U] por €, €/, y el o

por 0%, ol y oll. ya que la forma de (29), (38) y (43) es la misma

ezgv
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Determinacion de los factores de tensiones en el elemento singula

El elemento singular utilizado para la evaluacién del factor de i
un elemento de Lagrange de nueve nodos estdndar® con los nudos p
desplazados a un cuarto de la longitud de cada lado (Figura 4).
variacién de desplazamientos, como es bien conocido? del tipo +/
entorno de un borde de grieta en materiales homogéneos e isétrop

r probabilistico

ntensidad de tensiones es
roximos a la singularidad
Con ello se consigue una
r, tal como ocurre en el
0S.

@ L .
4 ¢ 7 3 14 11

! )
Grieta 0

—@

269

16‘ : l'9. ‘ 25. 24'

Figura 4. Grieta en modo mixto I-II con elementos singulares| probabilisticos

En cuanto a las variables aleatorias, ademas de considerar las |
se tiene en cuenta como variable aleatoria la longitud de grieta.
esta nueva variable se consigue derivando la matriz de rigidez e
movimiento del nodo de la singularidad en el proceso de avance de

Es posible ahora expresar el factor de intensidad de tensiones
campo de desplazamientos cercano al frente de grietal* como

i

donde G es el médulo de rigidez torsional, los superindices de lo

e

(k+1)

5 _ oL

1 y Y

)

propiedades del material,

La derivada respecto de

lemental con respecto al
> la grieta.
en modo I en funcién del

(56)

s desplazamientos hacen

alusién al nudo al que pertenecen, siguiendo en convenio de la Figu
limitado por los nudos 1 y 2 y k = 3 — 4w, si se trata de un proble
con v el coeficiente de Poisson 6 k = (3 —v)/(1 +v)
Para K existe una expresién similar a (56)

Figura 5. Ordendacién de nudos para el elemento singular

X
Kd

a 5, [ la longitud del lado

, sl es un problema de tensién plana.

a de deformacién plana,
en funcién de los desplazamientos nodales.

probabilista
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En los apartados anteriores se planteé la necesidad de estimar la media y la varianza
del factor de intensidad de tensiones equivalente en modo I para poder construir un modelo
B de dano acumulado. A tal respecto, se va a considerar que existen tres posibilidades de
crecimiento de la grieta: '

Modo I
En este caso, partiendo de (56), se pueden obtener la media y varianza buscadas direc-
tamente como

. 2G 2«
E(K.,) = E(K;) = P T[4E(U§) - E(u,)] )
57
2
Var(K,,) = Var(K;) = (;_—gl—);?war(u;) + 16Var(uj) — 4Cov(uy, ud)]

Modo IT
Anélogo al anterior, pero en este caso K., es K.

Modo mizto I-11

En este caso es preciso retomar los desarrollos del Apéndice 1, concretamente (A1.7
con las consideraciones indicadas en (A1.8), para posteriormente calcular sobre (A1.7
la media y varianza de tal expresion.

— N

Con todo lo hasta aqui expuesto es posible construir un modelo de dafio acumulado para
el proceso de crecimiento de grietas en fatiga de metales utilizando los resultados de un
andlisis por elementos finitos probabilisticos.

RESULTADOS

En este apartado se describen varios ejemplos de fiabilidad en crecimiento de grieta, todos
ellos aplicados sobre la misma geometria, una probeta normalizada segin norma ASTM
E647, caracterizada por el pardmetro W = 50 y cuya geometria se encuentra definida en
la Figura 6. Se ha optado por esta geometria debido a que, en este caso, se conoce la
expresion analitica del valor del factor de intensidad de tensiones en modo I en funcién de la
longitud de grieta, las cargas y las dimensiones de la probeta (espesor y W). Esto simplifica
enormemente las simulaciones de Monte Carlo, y se soslayan imprecisiones inherentes a las
aproximaciones adicionales que es necesario hacer para evaluar numéricamente, por ¢jemplo
tal factor de intensidad de tensiones.

| 125
’ 13.75
"""""""" —F
13.75
" 50 Cotas en mm.
Nl Espesor : 6mm.
62.5 .

Figura 6. Geometria de la probeta de tipo compacta utilizada en este trabajo con W = 50
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El método propucsto, como ya se ha detallado, plantea la realizacién de un conjunto de
discretizaciones para una serie de longitudes de grieta prefijadas y situadas en el intervalo
entre las longitudes inicial y la final, asimismo prefijadas (que consideramos como variables
aleatorias con media conocida). Para cada una de estas longitudes de grieta a través del
anslisis por elementos finitos probabilistas pertinente se calculan las esperanzas y la matriz
de covarianzas del campo de desplazamientos nodales y del factor de intensidad de tensiones.
A partir de ellas y utilizando (18) y (23) se calculan las medias y matriz de covarianza de
la vida y fatiga durante el periodo de propagacién, de forma que sea posible construir
el modelo B y la dlstrlbumon de probabilidad de fallo para cualhuwr longitud de grieta
requerida.

Ejemplo 1. Modelo en modo I puro

Inicialmente se estudia un caso en modo I puro, por lo que el apgulo de propagacion se
considerard como determinista y valor nulo. La prlmera, simulacién’ corresponde al esquema
de pardmetros mostrado en la Tabla I, pudiendo apreciarse las caracteristicas de las variables
aleatorias primarias que definen el proceso de crecimiento de grieta, donde se ha utilizado la
terminologia definida en la Figura 3 y unidades del Sistema Internacional. Se observa que,
en este primer caso, tan sélo son aleatorias la variable N y las lonkitlldeas inicial y final de

grieta.

Var. aleatoria Media, Varianza Tipo

g 0,000000 0,000000 —

Yo 0,000000 0,000000 —

a, 3,2x107% [ 0,333333 x 107% | uniforme
ar . 23,2 x 1073 0,333333 x 10=° | uniforme
D 1,54236 x 10~%° 0,000 000 —

N - 3,59995401 1,0146 x 107% normal
P 5850,0 0,000000

Tabla I. Variables aleatorias primarias en este ejemplo de crecimiento de grieta en fatiga
(modelo de Paris-Erdogan)

Fix)

08 //‘

ke N i Monte Carle

* o : ]

82

Figura 7. Prediccidn de vida usando el modelo B de salto unidad, comparada
con su simulacién de Monte Carlo. Carga y factor D deterministas

En la Figura 7 se muestra la funcién de distribucién obtenida con el modelo B, construido
con los datos generados del andlisis por elementos finitos probabilistas. En la misma grafica
se muestra la simulacién de Monte Carlo del problema en estudio, utilizando la funcién
explicita para el cdlculo del factor de intensidad de tensiones en modo I definida en la
norma E647 de ASTM. La funcién de distribucién resultante se ha evaluado sobre un total

|
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de 400 000 muestras. Como puede apreciarse, el acuerdo es muy bueno, estando la diferencia
maxima entre ambas predicciones en torno a los 1000 ciclos. Ademds los resultados de vida
que predice el modelo B, en este caso {como se observard esto extensible a los ejemplos
de este trabajo), son conservadores, como puede apreciarse de la simple inspeccién de las
funciones de distribucién del modelo frente a las obtenidas con la simulacién de Monte Carlo.
Ademds, la forma de la funcién de distribucién que se obtiene con el modelo es muy similar
a la obtenida por Monte Carlo, por lo que ambas curvas serian practicamente coincidentes,
si se realizara una translacion en abcisas.

De hecho, a la vista de esta figura y las siguientes, cabe preguntarse, si no existird un
error inherente al modelo en la linea de reducir el nimero real de ciclos, no achacable a la
precisidon del célculo por elementos finitos. La respuesta puede ser el orden utilizado en el
truncamiento del desarrollo de las variables aleatorias, lo que exigiria un desarrollo de més
alto orden. El estudio de esta posibilidad, junto a una forma de reduccién del error basada
en trabajos previos de Wu?? se aborda en una continuacion de este trabajo?.

En la misma linea, y para el mismo problema, se considera ahora el pardmetro D como
aleatorio, normalmente distribuido y con varianza 9,4524 x 107%%. Los resultados obtenidos
con el modelo B y con la simulacién de Monte Carlo se muestran en la Figura 8, donde
de nuevo puede apreciarse que el acuerdo es bueno, con una diferencia en las predicciones
andloga al del caso anterior, pudiendo hacerse las mismas consideraciones que en el caso
precedente.

F{x}

1

09

o8 ) 7

P 4

07

00 - £

05 7 [—~4— Morie Carld)
P s i —a— Modelo B

o3 = /

o v

s e

° 2000 4000 8000 8000 10000 12000 14000 18000 13000 20000
Clclos. B

Figura 8. Prediccién de vida usando el modelo B de salto unidad, comparada
con su simulacién de Monte Carlo. Carga determinista

Ejemplo 2. Modo mixto I-II

En este apartado se describe un ejemplo con propagacién de grieta en modo mixto I-II.
La geometria de la probeta no se ha visto alterada, si bien las condiciones de contorno
ahora son las mostradas en la Figura 9. Puede observarse en la citada figura que los
desplazamientos verticales del extremo derecho de la probeta son libres, mientras que para
la misma porcién del sélido estén impedidos los horizontales. El movimiento como sdlido
rigido se ha restringido haciendo nulos los desplazamientos en X e Y del frente de la grieta.
Finalmente, la antisimetria del problema hace que el valor medio para la variable aleatoria
theta sea cero. Para la prediccién de vida de la Figura 10 se han utilizado los datos de la
Tabla II. :

Para la construccién del modelo B se ha partido de un total de diez andlisis por elementos
finitos para sendas longitudes de grieta, cada una de las cuales es una variable aleatoria
uniforme cuya media se muestra en la Tabla ITI. En la misma tabla se indican los resultados
obtenidos de los citados analisis que sirven de base al modelo B que se construiré.

En la Figura 10 se muestra la funcién de distribucién obtenida con ¢l modelo B construido.
Se observa un aumento en el nimero de ciclos resistido por la probeta en relacién con los
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casos precedentes. Ello es debido a que el factor de intensidad de tensiones en modo II
presenta un maximo para la discretizacién correspondiente a la longitud de grieta de 7,2
mm, y a partir de ese valor comienza a decrecer. Ademads el factor ﬂge intensidad de tensiones
en modo I muestra también una leve tendencia a decrecer en el mismo intervalo que lo hace
K. Todo ello hace que la varianza de la vida a fatiga aumente considerablemente respecto
de los ejemplos vistos con anterioridad, ademads de la aleatoriedad del 4ngulo de propagacidn.

Figura 9. Condiciones de contorno para la probeta de tipo compacta qtilizada en este ejemplo -,

Modo -]

1,00E+00 y

9,00E-01 ¢
8,00E-01 |
7,00E-01 +
6,00E-01 ¢+
§,008-01 +
4,00E-01 {
3,00E-01
2,00E-01

1,00E-01 +

0,00E+00

+

; ’ : + ' } ' ; :
0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000 900000 1000000

Figura 10. Prediccién de vida en modo mixto I-II. Se ha tomado la varianza de theta igual a 0,01

Var. aleatoria Media Varianza Tipo
7 0,000 000 0,01 normal
Yo 0,000 000 0,000 000 -
a; 5,2 x 1073 0,333333 x 10~°% | uniforme
ay 23,2 x 1073 0,333333 x 10~% || uniforme
D 1,5378 x 10-%% | 9,4524 x 10-° || normal
N 3,59995401 1,0146 x 10~¢ normal
P 5850,0 0,000 000 —

Tabla II. Variables aleatorias primarias
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Se han construido varios modelos B tomando siempre los datos del andlisis PFEM de la
"Tabla IIT para valores de la varianza del dngulo theta de 0,01; 0,1 y 0,2. Las funciones de
distribucién se muestran en la Figura 11. Como era de esperar, a medida que aumenta la

varianza del dngulo theta, aumenta la varianza para la vida y fatiga.

E(a)

(K1)

Var(K;)

E(KH)

Vél‘(K[[)

5,20E-02

1,20E+4-0,8

2,76E+10

6,30E+08

T,95E+11 |

466108

2,71E+10

6,59E+08

321E+11

2,43E+10

9,20E-02

1,95E+0,8

4,79E+10

6,56E408

9,645+ 11

T,12E-01

5 30E+0,8

8,67E+10

6,43E+08

5,50E+11

1,32E-01

1,77E+0,8

4 81E+10

1,52E-01

1,72E+0,8 |

3,14E+10 |

5,88E+08

2,75E+11 |

5,43E+08

1,20E+11

1,51E+0,8

1,96E+09

5,32E+08

7,70E+10"

7,93E+09

1,92E-01

T.67040,8

4, 77E+08

4,98E+08

3,04E4+10

1,47E+0,8

3,88E+08

4,69E+08

2,33E+10

1,98E+10

LB7E10,8

2,74E+08

4,51E+08

1,90E+10

-3,17E+10

Ky
da

0K
oP

8Ky
da

TThK
ETg

1,29E+10

3,05E+04

1,41E+4-10

1,08E+05

2 43E+10

2,49E+04

-1,13E409

1,13E+05

1,28E+10

3 396404

-6,78E+4-09

1,12E+05

2,16E-+10

3,76E+04

2.75E+10

1,10E4-05

-2,58E-109

3,03E+04

-2,23E+10

1,00E+05

-1,03E+10

2,94E4-04

-5,73E+09

9,28K4-04

7,93E+09

2,58E+04

-1,71E+10

9,09E+04

-1,00E+10

2,85E+04

-1,45E4-10

8,50E+04

1,98E+10

2,51E+04

-8,83E+409

8,01E+04

3,19E+04

-3,24E5 10

771E+04

[ -3,17E+10

Tabla III. Resultado del andlisis por elementos finitos probabilistas
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Figura 11. Prediccién de vida en modo mixto I-II para distintos valores de la varianza de theta
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CONCLUSIONES

En el presente trabajo se ha descrito un modelo que permite
de avance de grieta en fatiga aleatoria. El modelo implementado,
elementos finitos probabilistas, y por otra en los modelos B de daj
por Bogdanoff y Kozin, permite el estudio de la fatiga aleatorial
que sigan una distribuciéhn simétrica en torno a su media. Incluy
aleatorias bésicas los pardmetros del material D y n, la longitud iy
como el dngulo de orientacién inicial de la grieta y la posicién in
Finalmente, puesto que se utilizan elementos finitos probabilist
variables aleatorias los pardmetros elasticos del material, asi comao
{(por ejemplo el espesor), todas estas variables aleatorias también

El modelo propuesto en este trabajo no es un método que necesit

por lo que se evita por un lado el problema de que se encuentre un m

precisa de las iteraciones necesarias para encontrar dicho minimo.

se evalfia una matriz de probabilidad de transicién, con ceros fuera

o

a excepcidén de los $érminos adyacentes a la misma por la dere

muy simple y rédpido elevaria a una potencia natural, lo que es 1

funcién de distruibucién asociada al fallo del elemento. La constru

contrario que en e} planteamiento original de Bogdanoff y Kozin, §

de los resultados generados por un andlisis por elementos finitos pr
enormemente la capacidad de generar resultados rapidos, en con
con un costo muy inferior al asociado a las campafias de ensayos.

La similitud de la forma de las funciones de distribucién que se

comparada con las obtenidas por Monte Carlo sugieren la aplicac
abcisas como la propuesta por Wu. De esta forma, utilizando el
y como se ha descrito en este articulo, donde los desarrollos en

de la esperanza de la vida a fatiga han ido hasta las derivadas se
la varianza hasta las derivadas primeras, aplicando posteriormen

el andlisis del fenémeno
basado por una parte en
no acumulado propuestos
ante espectros de carga
e ademads como variables
iicial y final de grieta, asi
icial del frente de grieta.
as que consideran como
magnitudes geométricas
se incorporan al modelo.
e minimizar un funcional,
fnimo local, y por otro no
fin su lugar, simplemente
de la diagonal principal,
cha, v por tanto resulta
necesario para evaluar 1a
cién de este modeio, y al
se ha conseguido a partir
babilistas, lo que amplia
diciones muy variables y

> obtienen con el modelo
i6n de una correccién en
modelo B construido tal
serie para la estimacién
ocundas, y los relativos a
te la correcidn citada es

posible alcanzar todavia un mejor ajuste contrastado con la simulacién de Monte Carlo

correspondiente. Otra forma de obtener ain mayor precisién en

fatiga es aumentar el orden de las derivadas de los desarrollos de Ty

incrementa el coste computacional. Ambos procedimientos se contr
de los autores de este articulo®.

la, prediccién de vida a
ylor utilizados, si bien se
astan en otra publicacién

El procedimiento para la construccién de un modelo B, que en este articulo se ha realizado

para el proceso de crecimiento de grietas en fatiga aleatoria, se pued
de acumulacién de dano, sin méas que elegir el adecuado model

estudiado, y desarrollarlo en la forma que se ha descrito anterio
lo demés el mismo esquema seguido en este trabajo.

APENDICE A

En este apéndice aparecen los desarrollados aplicados al desas
de (16) que permiten obtener las férmulas de la esperanza de la 3

partiendo de la citada ecuacién, que se reproduce por complitud

A fa, " 0T,
T = A : +Y — (X
DKL wup(pk., )" ;3)(3‘ uxj( !
1 82 T,
— - X. — MX, —
+2!Zaxjaxk e, o 7 1) (K = i

HX

e aplicar a otros procesos
o fisico para el proceso
rmente, manteniendo en

rollo en serie de Taylor
rida a fatiga. En efecto,

—MXj)+

(A1.1)
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analizando cada uno de los términos que intervienen en (A1.1)

- Términos lineales: su esperanza es nula

(X; — /LX] 2::

- Términos de segundo orden: hay independencia entre variables aleatorias, salvo para A;
y K., . La esperanza de estos términos es

4

B|Y 5%

= JIJ'X

B, —ux)=0  (AL2)

bx;

.7

8T,

2[28}( ka vx; (Xj_MXj)(Xk—)u’Xk)

1 «— o7, L 9T, 2
“o | 2 X0, |, S ) (K ‘“Xk)l““z oxz |, P0G~ i)l =

ki s1AkA] xk (*) Jj=

1 0*T; 4 9T
== 20—t E[(A; — pa)(Keg — i} :

2 | *oAdKs, | ., DT Ea “Km)]; ox3 |,

(A1.3)
donde en (*) se ha tenido en cuenta que, salvo para los términos que involucran a A4; y
K., hay independencia entre variables aleatorias, por lo que la esperanza del producto de
variables aleatorias es el producto de esperanzas, lo cual anula los términos del sumatorio
salvo los que contienen a A; y K,,,. Por otro lado

E[(A1 - lu’Ai)(Ke(Ii — MK, )] = E[AiKCQi — KK, A — “AiKeql‘ + lU'Ailu’Keqi] =

= BlAiKey] = Bk Bai = BABK.q T BAbK.,, = BlAiKe] — b, a; aL4)
Para evaluar la esperanza del producto entre A; y K.,, se va a hacer un desarrollo
en serie de K; y K en torno a los niveles medios. Sea A la longitud de grieta para un
instante dado. Para una geometria dada y teniendo en cuenta que es posible determinar la
trayectoria media que va a seguir la grieta utilizando (14), se puede considerar que tanto K;
y Kir son funciones de A y de P, siendo P la variable aleatoria carga méxima en un ciclo.
En lo sucesivo se va a considerar que la carga minima en cada ciclo es cero para simplificar
los desarrollos de K,,,, aunque ficilmente se podria considerar que dicha carga minima fuese
una variable aleatoria. Sin embargo, conceptualmente no aporta nada nuevo. Con todo ello,
los citados desarrollos quedan en la forma "

0Kj, O0Kj,
K, = Kp |, + B4 (A pa) + 3—P (P — pp)
(AL5)
d II; a II;
54 M(A—NA)‘F e u(P*MP)

donde m es el vector de medias para el paso i. Por otro lado, teniendo en cuenta la
dependencia funcional de K, , con 8, lo cual puede obtenerse de (9), (12) y (13)

K, = cos’ O(KI cos = 0 3Ky, sin%&i) (A1.6)
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haciendo un desarrollo en torno a niveles medios para K,,, (hasta primer orden), se obtiene

8K . 0Ky, 0K,
K, ~ K. L) (A- L (P - L (6; — e, Al.7
€qi qi aA u( /J’A) + aP u[{( l‘I‘P) + agz M( lu’ox) ( )
donde, teniendo en cuenta (A1.6)
0K.,| 0K.| L1 0K | 1 1
oA |, =34 ﬂcos 5 Mo, 3 5A cos® 5 Ho: sin S Ho: (A1.8)
aKeq- BKI- 1 8 11 1 1
o= 2k g, — - ~ g, Al
5P 3P cos® S He: 3 3P cos? 5 He: sin 5 1 (A1.9)
OK.,, 3 , 1 1 1,1 1
W:h ) = — 5Ky, cos® Mo sin gHe: + 3uk,,, (cos He: sin’ Fho — 3 cos® 8 ) (A1.10)

donde se observa que (A1.10) es analitica. (A.1.9) es ficil de obte
como K;; son lineales en P; en cambio, las derivadas parciales de
por diferencias finitas. Este hecho ocurre también con otros plar
estructural en crecimientos de grietas en fatiga®.

En este momento se tiene un desarrollo en serie de K,,, que perm

que interviene al final de (A1.4). Teniendo en cuenta ademdas que

en forma
5‘Ke :
AiKeq ~ Keq, q (Z A Z MAj
12 j=1
OK.,, K.,
9Beai| (p_ , o | (g, _
+ aP u( IU‘P)AZ+ 89; u( ?

y finalmente se obtiene la expresién buscada, calculando la esperax
su aproximacién en (A.1.11)

3Ke :
Bl K1 = Kb+ 2] B[ (S-S ) |+ Fe
i i—
aKe i 8 eq;
+ 89-[1 E[b; — po;Jpa; = Keg lubtai + —5— q [(ZA 7
L)

ner, puesto que tanto K.
(A1.8) se deben obtener
nteamientos de fiabilidad

itird evaluar la esperanza

A = Zl Aj, AiKeq,- queda

(AL.11)
uoz)Al

1za de A;K,,, a través de

9K

b

ZNAJ) A
1

donde se ha tenido en cuenta que P, A; y 6; son variables a.
Desarrollando el término (**)

(Z A; - Z “A:) A
j=1 j=1

H
= fia;a; + i, + Var(4y)

i=1

—
i 7

€

i:AjA,- + A? —Aii
i =1

— o, Z”A:' = Var(A4;)

*)
(A1.12)
leatorias independientes.

A
(A1.13)
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y sustituyendo en (A1.12), se obtiene

BlAK.,]~ Keqiimgrdd% Var(A,) (A1.14)
n

sustituyendo en (A1.14) en (A1.4)

0K, oK,
Bl(Ai — pa) (Keqs - K, = Bk ba; + —op | Var(Ai) — px,, tha, = —F
n

BA 8A | Vd,l(A)

I
(A1.15)

y llevado a (A1.4), finalmente se obtiene la esperanza de los términos de segundo orden
de (A1.1)

\2r T -i
Z ()X dXL MX kX] » 'NXJ‘)(XL - lu‘Xk> 5 =
) - (A1.16)
1 T, | OK.,, 2 0T |
T — st ‘I €4q: . ) 3 X
2 |“0A0K,qg | va, OA ”Vdr(Az) +; al Var] ]]i

luego, la esperanza de 1) con aproximacién hasta orden dos puede expresarse como
bl K

- Ba; 1 02T, 0K, 4 0T,
E T@ [ il S — |2 __°4i V: Az‘ L Varl X
73] rour, ) 2 | %84, aKeq . DA |, ar( )Jr;an2 » w[X;]

eq; -

(A1.17)

APENDICE B

En este apéndice se desarrolla el término (***) que aparece en la expresiéon (21). La
expresion del citado término es

ot oty
*rk) C A _ Ke B )
( ) OAl Bx1 aKeth Kx1 OV[( ' MAI),( o MKEH)]—+
0T oT:
éfl 8K2 COV[(AI - /vLA1), (Keqz - MKEQQ )]+
9'1“1 e (42.1)
Olgy fof 51
+ 54, . 8Keq1 MXlCOV[(Az —tiay)s (Keg — NKeql)]‘f‘
o1, oTy
e _ K.
8A2 u aKeq2 . COV[(A2 //JAQ), ( eqn Fq2}J
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Operando
o1y o1y o1y T, i
) = —— A Ke aA A,Kez
) =34, o Ko Wcov[ v el + a7 . 0K, MXQMJF
oT: oT; oT: oT. | e (42.2)
2 1 2 -2
Tl N Cov[dy, Kug] +oo2|  —22-| | Covidy, Kouy]
04; |, , 0Keq, Mxl__?,_‘b 04s |, , 0Keps |, , g
y teniendo en cuenta que ‘
Cov(A;, Kep,) = E(Aiy Keg,) — Kegi| 124, (A2.3)
Bxi
utilizando (A1.14) en (A2.3), se tiene que
Cov(As, K.p)) = 6;% Var(A) (A2.4)
Bxi
finalmente, sustituyendo (A2.4) en (A2.2) \
oTy oty oK.,
(***) — q Var(A1)+
OA |, Keq, |, , et |
oTy 0Ty 0K,,
4 Var(A;)+ (A2.5)
0A |, 0K, o 0A |, ‘
oT, Ty 0K, :
: Var(A
+ oAy, ORom|, . 04, ar(As)
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