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Resumen 

En este trabajo se plantea un nuevo modelo para la evaluación de la fiabilidad (predicción de la función de 
distribución de la vida) de elementos estructurales metálicos sometidos a carga cíclica (fatiga) en la fase de 
crecimiento de grieta. Para ello, y al contrario de los trabajos previos6 en los que se enfoca el problema de 
la fiabilidad en crecimiento de grietas en fatiga aleatoria como un problema de optimización, en este trabajo 
se considera este caso como un proceso de daño acumulado, discreto en el tiempo y en el espacio, utilizando 
modelos estadísticos desarrollados por Bogdanoff y ~ o z i n ~  para el estudio de la incertidumbres encontradas 9 en ensayos asociados a procesos físicos de daño acumulado (modelos B). Con ello se evita parte de los 
problemas concernientes al tratamiento del problema como un problema de optimización: detección de un 
mínimo local en lugar de uno absoluto, tiempo de computación, etc. Se consideran como variables aleatorias 
la longitud inicial y final de grieta, el ángulo inicial de propagación de la grieta, 1 posición inicial de la grieta, 
los parámetros del material y las cargas aplicadas. No obstante, incertidumbrls de otra índole pueden ser 
incluídas de forma muy simple en el esquema propuesto y en el módulo de programación desarrollado. En 
este artículo se describen detalladamente las bases del modelo propuesto, el procedimiento de construcción 
del mismo mediante la utilización de resultados provenientes de un análisis por elementos finitos probabilistas 
y se presentan sendos ejemplos en modo 1 puro, y en modo mixto 1-11 donde s constatan las posibilidades f del método así como la precisión del mismo al compararlo con resultados der~vados de una simulación de 
Monte Carlo con 400 000 muestras de uno de los problemas propuestos. 

RELIABILITY OF METAL ELEMENTS IN RANDOM FATIGUE DURII+G THE CRACK 
PROPAGATION STAGE BY MEANS OF PFEM AND B-MODELS 

Summary I 
In this study a new model for the evaluation of the reliability (prediction of the cumulative distribution 
function of the life) of structural metal elements under cyclic loading (fatigue) during the crack propagation 
stage is established. On the contrary to previous works6 in which the crack growth reliability problem is 
analyzed by an optimization approach, in the present analysis this problem i s  considered as a cumulative 
damage process, discrete in time and space and the statistical models developed by Bogdanoff and Kozin 
(B m ~ d e l s ) ~  for the analysis of the random features appearing in experimental tests concerning different 
cumulative damage processes have been used. With this, some of the problems related to the alternative 
optimization approach as the possibility of detecting a local non global miniqum and a higher computer 
cost are avoid. The random variables that have been considered here are the initial and final crack lengths, 
the initial crack propagation angle, the initial location of the crack, the material fracture parameters and 
the applied loads. Anyhow, other possible type of uncertainties can be included in the model by establishing 
the statistical properties (mean, standard deviation, etc.) of the appropriate vyiable defining that kind of 
randomness in the proposed scheme. In this paper, the theoretical basis of the proposed model and the 
procedure to construct the B-model from the results obtained from a probabili'stic analysis using standard 
PFEs are described in detail. Also, severa1 examples for pure mode 1 and mixed mode 1, 11 are included 
where the possibilities and accuracy of the method are made clear comparing the results with some other 
obtained by a standard Monte Carlo simulation process with 400 000 different rpalizations. 
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INTRODUCCI~N 

La fatiga, especialmente de materiales metálicos, es reconocida en la actualidad como 
una de las principales causas de fallo de elementos estructurales. Es un proceso de deterioro 
progresivo que aparece en materiales sometidos a cargas alternadas, consistente en la genera- 
ción localizada de microgrietas en diversos puntos de la estructura y su posterior crecimiento 
hasta convertirse en una o varias macrogrietas que pueden crecer hasta que la sección 
remanente no es capaz de soportar la carga produciéndose la rotura catastrófica de la pieza. 
Según ello, en el proceso de fatiga se pueden distinguir tres etapas: 

1. etapa de nucleación de grietas, 
2. etapa de crecimiento de grietas, 
3. rotura estática final. 

Es obvio que los modelos de predicción de vida tratan de medir el tiempo (número de ciclos 
de carga habitualmente) de vida de las dos primeras que, al corresponder a mecanismos de 
daño distintos son tratados asimismo de manera independiente. 

Los modelos aplicados a la fase de nucleación están basados esencialmente en la teoría 
de las deformaciones locales13, mientras que los aplicados a la fase de propagación lo están 
en los conceptos de la mecánica de la fractura8. Tanto en uno como en otro caso, la gran 
mayoría de los análisis enfocan el tema desde un punto de vista determinista. 

Sin embargo, el crecimiento de grietas en fatiga es sensible a un gran número de 
parámetros, y éstos rara vez pueden ser determinados de forma precisa. Las incertidum- 
bres en la geometría de la grieta, propiedades del material, dirección de propagación, la 
geometría del elemento estructural y la historia de cargas influyen de manera decisiva en 
el fenómeno de crecimiento de grieta. Ello es la causa de que la variabilidad respecto a los 
valores medios de las respuestas esperadas sea la mayor causa de roturas o fallos imprevis- 
tos. Todo ello sugiere la inclusión de la variabilidad en las cargas y en el modelo desde el 
principio. Actualmente no existen dudas acerca de la conveniencia de tratar la fatiga como 
un fenómeno aleatorio, debiendo tratarse la predicción de vida en nucleación y crecimiento 
de grietas como un problema probabilista. 

Nos centraremos en la etapa de crecimiento, objetivo de este trabajo. Varios autores 
han estudiado el problema del crecimiento de grieta en fatiga aleatoria desde un punto de 
vista estadístico (Kozin y Bogdanoffl0, Lin y Yangl1, Saouma y Zatz18, Wu y Wirsching", 
Sobczyklg y Tang et  entre otros). 

En cuanto a modelos probabilistas para la evaluación de los estadísticos de la variable 
vida en la fase de crecimiento, lo que habitualmente recibe el nombre de fiabilidad del 
elemento mecánico (obviamente en lo que se refiere al fenómeno estudiado), los métodos de 
fiabilidad estructural tratan de determinar la vida del elemento cuyo nivel de daño (tamaño 
de grieta) inicial está por debajo de un cierto umbral detectable, para una probabilidad de 
fallo determinada. No obstante, existen dos grandes impedimentos para realizar el estudio 
de la fiabilidad de una estructura con macrogrieta por fatiga: por un lado, la carencia de 
datos en la distribución de las incertidumbres de las variables aleatorias presentes y, por 
otro lado, la gran carga computacional asociada a un análisis probabilístico. En efecto, el 
propósito inicial de los métodos computacionales de fiabilidad para modelos con variables 
aleatorias es evaluar la integral multidimensional de la función de densidad conjunta de las 
citadas variables aleatorias. Sin embargo, sólo se conocen unos pocos resultados analíticos. 

Las técnicas de integración numérica convencionales no suelen ser adecuadas para los 
problemas aquí considerados. Generalmente suele ser necesario utilizar simulaciones de 
Monte Carlo o los métodos de fiabilidad de primer o segundo orden (FORM/SORM). 

En una serie de artículos recientes, Liu et a1.12 han descrito un método de elementos 
finitos probabilistas (PFEM) que constituye una herramienta adecuada para la estimación 
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de los efectos de las incertidumbres en las cargas, propiedades del material y la geometría 
en las incertidumbres de la respuesta mecánica del sistema estruct ral. Gracias a la fusión r- del método de los elementos finitos probabilistas con las técnicas de mecánica de la fractura 
ha sido posible la estimación de los estadísticos del factor de intensidad de tensiones en el 
frente de grieta. En este sentido se han encaminado los trabajos de Besterfield et al.5>6 

Recientemente se ha enfocado el problema de la fiabilidad en crecimiento de grietas en 
fatiga aleatoria como un problema de optimización6. Esto no obstante acarrea el problema 
de verificar que no se ha encontrado una solución correspondiente t~ un mínimo local. 

En este artículo se considera el fenómeno de crecimiento de grieta en fatiga de metales 
como un proceso de daño acumulado, discreto en el tiempo y el espacio, utilizando modelos 
estadísticos desarrollados por Bogdanoff y Kozin7 para estudiar las incertidumbres de los 
ensayos de procesos físicos de daño acumulado. Estos modelos esdán basados en la teoría 
de cadenas de Markoff y son conocidos como modelos B. No obstante, en los trabajos 
de Bogdanoff y Kozin dichos modelos siempre se aplican a resultados obtenidos mediante 
ensayos. 

En este artículo se describe el procedimiento de construcción d e  tales modelos en base a 
resultados provenientes de un anális por elementos finitos probabilistas. Este procedimiento 
evita los problemas concernientes al tratamiento del problema como un problema de opti- 
mización: detección de un mínimo local en lugar de uno absoluto, tiempo de computación, 
etc. En él se analiza tanto el crecimiento de grieta en modo 1 puro, como en modo mixto 
I-II, dado que las grietas rara vez crecen en línea recta con compo~tamiento en modo 1. Se 
presenta asimismo una metodología para la determinación de la probabilidad de fallo por 
fatiga aleatoria en modo mixto I-II. En el elemento estructural se consideran como vari- 
ables aleatorias la longitud inicial y final de grieta, el ángulo inicial de propagación de la 
grieta, la posición inicial de la grieta, los parámetros del material y las cargas aplicadas. 
No obstante, incertidumbres de otra índole pueden ser incluídas de forma muy simple en el 
esquema propuesto y en el módulo de programación desarrollado. 

El procedimiento propuesto en este trabajo consiste en la construcción de un modelo B 
de daño acumulado a partir de los resultados de análisis por eleme tos finitos probabilistas 
efectuados para distintas longitudes de grieta situadas entre el val 1 r medio de la longitud 
aleatoria inicial considerada y el valor medio de la longitud final. En primer lugar será 
necesario conocer la forma de construir el modelo B en base a estadísticos de las variables 
aleatorias que intervienen en el proceso de daño acumulado: ello se describe en el apartado 
siguiente de este artículo. 1 

A continuación, en la sección siguiente, se describen de forma escueta los fundamentos 
del PFEM necesarios para la aplicación del método propuesto. Posteriormente, se analiza 
el modelo utilizado para la caracterización del proceso de avance de grieta, que es el proceso 
físico de acumulación de daño tratado en este trabajo. A este nivel e analizan las variables 
aleatorias que intervienen en la determinación de la vida en la fase 4 e propagación en fatiga 
aleatoria y se obtienen los estadísticos de las mismas que no son conocidos a priori. Ello 
se realiza a partir de los anteriormente citados análisis por elementos finitos probabilistas. 
Al final se muestran los resultados obtenidos para sendos ejemplos de crecimiento de grieta 
clásico en modos 1 y mixto, para terminar con sendos apartados de c/onclusiones, referencias 
y dos apéndices donde se demuestran algunos de los resultados originales incluídos en este 
trabajo. 

Es de resaltar que un planteamiento análogo puede realizarse para otros procesos físicos 
de acumulación de daño, por ejemplo la fase de nucleación de grieta , en la que actualmente 
se está trabajando. 9 
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MODELO DE DANO ACUMULADO 

Hipótesis y propiedades del modelo 

El objetivo del presente apartado es mostrar cómo construir un modelo que contemple, 
en una estriictura matemática simple, las mayores fuentes de variabilidad que ocurren en 
un fenómeno físico de daño acumulado. 

El proceso físico que se considera en este artículo es el fenómeno cle propagación de 
grietas en fatiga aleatoria. En él existe una magnitud física mensurable que caracteriza el 
daño sufrido por el elemento estructural: la longitud de grieta, si bien es obvio que no existe 
una relación lineal entre el nivel de daño sufrido, entendido éste como la mayor o menor 
cercanía al fallo estructural. Los modelos de daño acumulado que utilizaremos son los 
modelos estadísticos de Bogdanoff y Kozin7 (en adelante modelos B), basados en cadenas 
de Markoff. Como ya se indicó anteriormente, en los trabajos originales de Bogdarioff y 
Kozin estos modelos se aplican exclusivamente a resultados obtenidos por experimentación 
sobre diversos fenómenos físicos de acumulación de daño. La idea de este trabajo es la 
de construir estos modelos en base a resultados numéricos que se obtendrán mediante la 
utilización intensiva del método de los elementos finitos probabilistas (PFEM). 

Un modelo B queda caracterizado por una serie de hipótesis básicas de partida (a las que 
pueden añadirse otras para definir un determinado tipo de modelo B). Son las siguientes: 

l. Existen "ciclos de daño" repetidos de severidad constante. En lo sucesivo se denotarán 
por CD. Ello es equivalente a considerar que durante la vida del componente objeto de 
estudio suceden un número indeterminado de procesos de "ataque" sobre dicho com- 
ponente, de tal forma que cualquier acción que suceda durante tales procesos, ocurre 
igualmente en todos ellos. 

2. Los niveles de daño son discretos 1 ,2 , .  . . , j . . . , b, siendo este último el estado que 
consideraremos de fallo. Esto es, la vida de un componente finaliza cuando se alcanza el 
nivel b. 

3. La formulación de daño en un CD depende sólo del propio CD y del nivel de daño en el 
inicio del CD. 

4. El nivel de daño en un CD solamente puede incrementarse a lo sumo del nivel ocupado 
en el inicio del CD al nivel inmediatamente superior. 

El tiempo se considera discreto por la primera hipótesis, lo que, unido a la hipótesis 2, 
hace que el modelo tenga niveles de daño finitos (y discretos), por lo que se pueden utilizar 
cadenas de Markoff15. El modelo de daño acumulado propuesto por Bogdanoff y Kozin7 es 
un proceso de Markoff estacionario, discreto en el tiempo y de estados finitos. 

La hipótesis de considerar los ciclos de daño de severidad constante implica, en el caso 
del problema de fatiga, la imposibilidad de acciones de amplitud variable en el tiempo, si 
bien es posible extender este modelo B simple a otro más complejo capaz de incorporar esta 
situación sin una complicación excesiva como ya veremos. En realidad, esta hipótesis de 
"severidad constante" es útil para una primera descripción y construcción del modelo, pero 
no es en sí una limitación del mismo. 

La hipótesis 3 es la hipótesis de Markoff, esto es, la acumulación de daño en un CD sólo 
depende de dicho CD y del nivel de daño al inicio de dicho CD. Cómo se ha alcanzado dicho 
nivel de daño (al comienzo del CD), no es significativo. Esto es bastante real en lo que 
se refiere al problema de propagación de grietas en fatiga (al menos en lo que se refiere a 
la utilización de las hipótesis de fractura elástica lineal) donde únicamente la longitud de 
grieta actual (además obviamente de las condiciones externas al daño como cargas exteriores 
o parámetros del material) es suficiente para caracterizar el progreso de la misma. 

La hipótesis 4, finalmente, implica que se tiene un modelo de salto unidad y que los 
niveles 1,2, .  . . , b - 1 son estados de transición: una vez que el nivel de daño pasa de un 
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estado al nivel superior, nunca puede volver al nivel que ha dejado vacante, mientras que 
cuando se alcanza el nivel b ocurre el fallo del componente estructural (o su sustitución por 
otro), por lo que el estado b, en la nomenclatura de Bogdanoff, es un estado de absorción. 

A continuación se formulan las ideas expuestas anteriormente. I Sea la variable aleatoria 
Do el nivel de daño ocupado en el instante t = O. La distribución inicial de los niveles de 
daño para t = O puede indicarse con el vector po 

b-1 

donde P{Do  = j) = 9 2 O y además se debe cumplir xj  = 1. e ha considerado que no 
j=l 

4 
tiene sentido que algún componente inicie su vida en el estado b, por lo que se ha tomado 
x,, = o .  

Asociada con cada ciclo de daño existe la misma matriz de probabilidad de transición 
P, ya que por la primera hipótesis todos los ciclos tienen la misma severidad+ y puesto que 
sólo puede irse de un nivel de daño al inmediato supe'rior, P debe ger de la forma 

donde pj  es la probabilidad de permanecer en el nivel j durante un CD y qj es la probabilidad 
de que en un CD el daño avance del nivel j al j + 1. Luego 1 > p j  2 O; p j  + qj = 1. 

Sea Dt la variable aleatoria "nivel de daño en el instante de tiempo t", con probabilidad 

b 
cumpliéndose que pt (j) > O y p,(j) = 1. El término pt (b) es una! función de distribución 

2=1 
para el instante t .  Efectivamente, en el límite, cuando t tiende a infinito, pt(b) tiende a uno, 
ya que toda la masa al final llega al nivel b, por ser un estado de absorción, y permanece 
en ese nivel. pt(b) es la probabilidad de que Dt esté en el nivel j ene l  instante t ,  por tanto, 
la función de distribución Fw (x; b) de la variable "aleatoria tiempo hasta alcanzar el estado 
b" es pt(b) (dicha variable aleatoria se denotará Wb), es decir 

l 

Definiendo el vector ¡ 

y utilizando los resultados de las cadenas de Markoff, se puede escribir 

t Obviamente la consideración de matrices de probabilidad de transición P dependientes del ciclo permitiría el 
tratamiento de ciclos de "severidad" variable. 
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En la Figura 1 se muestra el significado de la ecuación (6). La altura de cada una de 
las áreas coloreadas es p t ( j ) ,  donde se ha tomado t en intervalos igualmente espaciados. 
Se puede observar que, a medida que t aumenta, la masa de probabilidad se mueve desde 
niveles con números bajos a los niveles más altos, y finalmente, toda la masa se acumula en 
el estado b. 

Nive les b 

Figura 1. Evolución del daño acumulado 

A partir de ahora se va a suponer, sin pérdida de generalidad, que = 1, lo cual significa 
que el proceso de daño acumulado se inicia en el nivel 1 para el instante t = O. El sentido 
físico de esta última hipótesis es que consideraremos que, en el instante inicial, la grieta 
tiene una longitud inferior a un cierto valor umbral (por ejemplo la longitud mínima que es 
capaz de detectarse por distintos procedimientos de inspección en ensayos no destructivos). 
Dada la relación existente entre longitudes de grieta y niveles de daño, es fácil ver que el 
modelo B puede construirse de forma que tales longitudes de grieta correspondan al nivel 
de daño primero. La relación mencionada puede verse en la Figura 2, cuya gráfica se ha 
obtenido a partir de datos experimentales de ensayos de ecrecimiento de grieta, realizados 
pof Virkler et  bajo cargas de amplitud constante. 

Figura 2. Relación entre niveles de daño y longitudes de grieta (modelo B calculado a partir 
de ensayos de fatiga realizados por Virkler et. al.) 
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l 
La esperanza y los primeros momentos centrales de Wl,b se pieden obtener a partir de 

las siguientes expresiones 

b-1 b-1 

E { W l , b } = C ( l f r j )  v a r { w l , b } = C r j ( l + r ~ )  
,=1 ,=1 
b-1 

Pt{Wl.b) = r,(1 + r3)(1+ 2r,) 
,=1 

b-1 b-1 

~4{Wl,b) = 3[Var{W1,bl2 + C r 3 ( l  +rj)(l  + 2rj)(1 f 3 ~ 3 )  + xr;(l f TI) 
,=1 3=1 

donde 

p, - 1 r = - - - - 1  r~ 
3 1 p3=-  

q3 '23 1 + r, (8) 

Las dos primeras fórmulas de (7) se utilizarán como punto de partida para la construcción 
del modelo B de salto unidad. Los valores de la esperanza y varianza de la vida a fatiga 
para unas determinadas longitudes de grieta intermedias se obtendrán a través de diversos 
análisis por elementos finitos probabilistas. Con ello, el primer miembro de las dos primeras 
ecuaciones (7) será conocido para dichas longitudes de grieta a,. Además se planteará un 
modelo B constante en bloques, lo que físicamente significa que el incremento de longitud 
de grieta desde una longitud analizada mediante PFEM a la siguiente se divide en varios 
subincrementos para cada uno de los cuales supondremos que existe la misma probabilidad 
de transición que para la longitud inicial asociada a tal incremento. Matemáticamente ello se 
traduce en la existencia de un conjunto de submatrices dentro de la matriz de probabilidad 
de transición del modelo con sus elementos constantes que corresp nderán a cada uno de los o bloques incrementales desde una longitud de grieta calculada a la siguiente. El número de 
saltos (elementos de cada submatriz) es evaluado de forma automática para hacer cumplir 
las expresiones características del modelo B, tal como se detalla en el apartado siguiente. 

La idea por tanto es construir un modelo B constante en bloques, a partir de los resultados 
obtenidos provenientes de un conjunto de análisis por elementos qnitos probabilistas. Será 
necesario para ello utilizar las expresiones (7), donde el primer térmlino se evaluará utilizando 
los resutados de los citados análisis por PFEM, además de las fórmulas que se describen 
más adelante. El procedimiento detallado que permite la construcción de la matriz de 
probabilidad de transición del modelo B considerado (modelo de salto unidad y matriz 
constante en bloques) es el siguiente: 

En primer lugar se realiza una serie de análisis por elementqs probabilistas sobre un 
conjunto de longitudes de grieta comprendidas desde la longitud inlcial hasta la final, ambas 
inclusive. Los resultados de tales análisis permitirán la obtención de la media y la varianza 
del factor de intensidad de tensiones equivalente en modo 1 asociado a la longitud de grieta 
del análisis PFEM considerado. Con tales resultados, utilizando las fórmulas del apartado 
siguiente, será posible determinar la esperanza y varianza que aparece en el primer miembro 
de las expresiones (7). Una vez realizado esto, se determinan los elementos de la matriz de 
probabilidad de transición considerándose la primera longitud de &eta al donde se conocen 
los dos primeros términos de (7). Dicha longitud de grieta define bl niveles de daño, que 
poseen idéntico r,. Por tanto, en el segundo término de las dos primeras ecuaciones (7) 
aparecen tan sólo como incógnitas bl y rl (este último constante), debiendo cumplirse, 
obviamente que bl sea un número natural. Con ello es posible determinar bl y r l ,  lo que 
permite, a su vez, obtener la primera de las submatrices citadas. ara la siguiente longitud 9 de grieta a2 se procede de un modo análogo, pero teniendio en cuenta que el alcanzar dicha 

- l 
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longitud lleva asociado b2 niveles de daño y que al extender los sumatorios de los segundos 
miembros de (7) hay que considerar bl y rl calculados para a l .  De nuevo se dispone de dos 
ecuaciories con dos incógnitas (una de ellas un número natural). Procediendo de esta forma 
para cada una de las longitudes de grieta consideradas en el proceso de fatiga es posible 
construir el modelo de salto unidad. 

A continuación se describe brevemente el método de elementos probabilistas utilizado 
y la forma de evaluar, a partir de las propiedades aleatorias del factor de intensidad de 
tensiories, la función de distribución de la vida del elemento para las condiciones de cargas 
y estructura establecidas. 

MODELO DE CRECIMIENTO DE GRIETA EN FATIGA ALEATORIA 

Se pretende construir un modelo probabilista de daño acumulado para el proceso de 
avance de grieta en fatiga de metales, a partir de resultados provenientes de análisis por 
elementos finitos probabilistas. El modelo de daño acumulado será, como ya ha sido 
indicado, un tipo de modelo B cuyas propiedades ya han sido resumidas en el anterior 
apartado, ecs. (7). En el punto en el que se encuentra la exposición de este trabajo, 
ya es sabido cuál sería el procedimiento de obtención del modelo B, supuestos conocidos 
los dos primeros miembros de las ecs. (7). En este apartado se va a rnostrar el cálculo 
de los citados términos, concluyendo pues su construcción. Para lograr este objetivo, en 
primer lugar será necesario definir el modelo físico de partida que se va a considerar en el 
proceso de crecimiento de grieta. Se ha adoptado el modelo de Paris-Erdogan, planteando en 
principio, por mayor generalidad, que todas las variables que intervienen en su fórmula son 
variables aleatorias. Esto se describe en el apartado a continuación. Una vez que se posee 
una ley para crecimiento de grietas en fatiga, función de variables aleatorias, el siguiente 
paso consitirá en realizar un desarrollo en serie de la vida a fatiga del componente para 
posteriormente calcular la media y varianza de dicho desarrollo (truncado a partir de un 
cierto término). La expresión de partida para el citado desarrollo en serie es la ley de Paris- 
Erdogari. Vna vez hecho esto, se verá que es posible determinar los datos necesarios para 
calcular dicha media y varianza con los resultados de un conjunto de análisis por elementos 
finitos probabilistas realizados sobre diversas longitudes de grieta de la pieza en estudio. 
Este último procedimiento es descrito posteriormente. 

Ecuación de Paris-Erdogan para modo mixto 1-11 

Los factores de intensidad de tensiones en modo 1 y modo 11 pueden expresarse corno un 
vector de factores de intensidad k, de la forma 

Utilizando el modelo de Paris-Erdogan para el cálculo de la vida a fatiga en metales, se 
obtiene 

donde al y a f  son las longitudes iniciales y finales de la grieta, respectivamente, da la 
trayectoria aleatoria de la grieta, D y n los parámetros del material, aunque dependen en 
cierta medida de efectos ambientales y de la carga y, por último, Ak,, es la diferencia de los 
factores de intensidad de tensiones equivalentes en modo 1, es decir 
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con los factores de intensidad de tensiones Icy y k,P'" equivalen es en modo 1 máximo y 
mínimo, respectivamente, asociados con la tensión cíclica máxima y mínima aplicada. t 

El factor de intensidad de tensiones equivalente en modo 1, basado en la teoría de la 
tensión principal máxima viene expresado como 

siendo 

Figura 3. Esquema y nomenclatura de la dirección de propagación de la grieta 

La dirección de la grieta puede considerarse como una función aleatoria que depende de 
las propiedades del material, de la historia de las cargas y de la trayectoria de propagación. 
Una nueva configuración se obtiene utilizando en cada paso la longitud anterior de la grieta 
y su orientación previa. Dos leyes comúnmente aceptadas para la dirección de crecimiento 
de grieta para rotura frágil son: l 
- la grieta crece en dirección radial desde su frente, ~ 
- la grieta crece en el plano perpendicular a la dirección donde la tensión tangencial alcanza 

un máximo. 

Utilizando esta última hipótesis, para determinar la dirección de crecimiento de grieta 
medida desde su línea actual (es decir, determinar 8) se calcula la derivada de la tensión 
tangencial y se iguala a cero. Desde esta forma, la condición a imponer será 

Z(k, 8) E Otk = O, donde O = 

La solución de (14) para cada longitud de grieta considerada proporciona la trayectoria 
media de todas las posibles. Por supuesto, la aleatoriedad del sistema hará que Qi sean de 
hecho variables aleatorias que será necesario contemplar. 
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Estimación de la esperanza y la varianza para la vida a fatiga 

Partiendo de la versión discretizada del modelo de Paris-Erdogan para el cálculo de la 
vida a fatiga en metales (lo),  se tiene 

donde Ai es el incremento de longitud de grieta en el paso i-ésimo, D y N los parámetros 
del material comentados anteriormente+, Keqt la diferencia de los factores de intensidad de 
tensiones equivalentes en modo 1 y ns  el número de pasos en los cuales se divide la trayectoria 
que sigue la longitud de grieta. Si se plantea ahora el desarrollo en serie de Taylor para Ti 
hasta orden 2 evaluado en torno a la media de las variables aleatorias Ai, D, N y Ke, , se 
obtiene 

donde pxi denota la media de la variable aleatoria Xi(Ai, D,  N ó Keq, ). La aproximación de 
la esperanza matemática de Ti se obtiene aplicando el operador esperanza sobre la expresión 
(16). Así, utilizando las expresiones del Apéndice A 

la esperanza matemática de la suma de n s  términos de Ti puede obtenerse entonces sin más 
que tener en cuenta que se trata de un operador lineal como 

t En el anterior apartado, el parámetro N se denotaba por su letra minúscula, ya que ésta suele ser la notación 
habitual en estudios de crecimiento de grieta. Sin embargo, aquí se ha preferido cambiar la notación para destacar 
el hecho"de que se trata de una variable aleatoria. Lo mismo aplica a Keq,, la diferencia de los factores de 
intensidad de tensiones equivalentes en modo 1. En lo que sigue se denotarán por letras mayúsculas las variables 
aleatorias. 
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Para el cálculo de la varianza de Ti partiremos asimismo del desarrollo (16), pero trun- 
cando a partir de los términos de primer orden, es decir 

l 

El cálculo de la varianza de (19) se obtiene entonces como , 
n s  4 2 ns 4 

var (FT~) i= 1 
(gl ) v a r ( x j ) + ~  ($1 ) ( ~ 1  x - )  i=l j=l 3 Pxi i=l j=i 3 Pxi 

ax; , 
k=l / \ l r . # i  

Cov (xj , x; ) 

donde el superíndice i de las variables aleatorias de (20) indica que corresponden con las 
variables aleatorias existentes en el paso i ,  mientras que Xi  indica el conjunto de variables 
aleatorias para un instante i dado. Si se toma por ejemplo ns = 2, la expresión (20) se 
transforma en l 

2 

Var (=Ti) = (-1 dAl pxl ) 'Var(Al)+ (gi P X ~  ) v a r ( ~ ) +  

2 

+ (3 )2Var(Keql) ( 1  ) Va,(,)+ 
l 

dKeqi pxl aN w x l  I 

2 

+ ( 1  ) Var(A2) + (2 ) Va.(,)+ 

l 

dA2 px2 Px2 

2 

+ ( 1  )2Var(Keq2) (g ) Var(N)+ 

l 

dKeq2 px2 wx2 I 

COV (Al, A2) +2- 1 -ZI c o v ( ~ e q i , ~ e q 2 )  
px2 (a) aKeq1 pxl 8Keqz px2 1 - ( b )  

donde (a) se anula por la independencia entre Al y A2 y (b) se ayula por motivos análogos 
para K,, y Ka2. El término (***) incluye la influencia entre la covarianza de Aj y Keq;, 
viniendo dado por la expresión (ver Apéndice B para la demostración completa) 
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y generalizando (21) con (22), pero tomando ns términos en lugar de dos, se obtiene la 
expresión buscada para la varianza 

Por último, cabe destacar que, en las fórmulas propuestas para la estimación de media 
y varianza de la vida a fatiga, todos los estadísticos son conocidos a priorit a excepción de 
la esperanza y varianza del factor de intensidad de tensiones equivalente en modo 1. Su ob- 
tención se realiza mediante la utilización de un análisis por elementos finitos probabilistas, 
sin más que tener en cuenta que el valor del factor de intensidad de tensiones equivalente eri 
modo 1 tiene una dependencia funcional con el campo de desplazamientos en las inmedia- 
ciones del frente de grieta. Ello permitirá en la forma indicada en el apartado siguiente 
determinar los estadísticos antes mencionados relativos al factor de intensidad de tensiones 
equivalente en modo 1. 

Determinación de los estadísticos del factor de intensidad de tensiones mediante 
el PFEM 

En los apartados siguientes se describe la forma más habitual de plantear el método de 
los elementos finitos probabilistas: el método de la perturbación12. En contraposición a la 
alternativa del método de la expansión de Neumann, que en un planteamiento similar a la 
simulación de Monte Carlo genera muestras de resultados sobre las cuales se determinan los 
estadísticos de interés. Ello implica la necesidad de invertir la matriz de rigidez global para 
cada una de las simulaciones realizadas que suele ser un número elevado cuando existen varios 
parámetros aleatorios, por lo que el costo computacional es asimismo muy alto. Además, 
la precisión de los resultados obtenidos depende del tamaño de la muestra generada. El 
método de la perturbación, por el contrario, no tiene los inconvenientes antes apuntados y 
permite, como se verá, la resolución del problemas sin tener que recurrir a la generación de 
muestras. 

Una vez presentado brevemente el método de la expansión, se plantea a continuación el 
elemento singular probabilista que se ha considerado en este trabajo, profundizando en la 
obtención de los estadísticos del factor de intensidad de tensiones equivalente en modo 1, ya 
que, una vez que éstos son conocidos, es posible la construcción del modelo B, tal y como 
se mostró anteriormente. 

t En efecto, la media y varianza para D y N se conocen, puesto que son propiedades del material. En el apartado 
de resultados se ha supuesto que son normales. En cuanto a las longitudes intermedias de grieta, se consideran 
variables aleatorias uniformemente distribuídas e independientes entre sí. 
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El método de la perturbación 

En este apartado se describe el método de la perturbación utilizando términos hasta la 
aproximación de segundo orden. 

La ecuación de equilibrio para problemas estáticos se puede exbresar como 

donde la matriz de rigidez K depende de las variables aleatorias adimensionales ai (i = 
1,2,.  . . , N). Planteando el desarrollo en serie de la matriz K alre d edor de la media de cada 
variable aleatoria ai (que consideraremos nula sin pérdida de generalidad), se tiene 

donde K0 es la matriz de rigidez evaluada en a = O, Kf la primera derivada parcial de K 
con respecto a ai y evaluada en a = O, y K;; la segunda derivada parcial de K con respecto 
a ai y aj, evaluada en a = O, es decir 

I 

siendo a = [al, a2,. . . , aNIT. 
Análogamente, el vector de fuerzas exteriores F también puededepender de las variables 

aleatorias a i .  De esta forma, F admite un desarrollo en serie de la forma 

siendo los vectores de derivadas parciales 

que son obviamente nulos, si el vector F es determinista. 
El vector de desplazamientos incógnita U también puede plantearse de una forma similar 

donde una vez más los vectores de derivadas parciales son l 
l 
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Identificando términos en potencias de ai en la expresión (24) con sus términos según 
los desarrollos en serie (25), (27) y (29), se obtiene de forma inmediata 

y sustituyendo en la segunda para a, = O y puesto que se conoce el valor de U', es posible 
obtener 

Sustituyendo nuevamente para a! = O y dado que U0 y Ud son conocidos, es posible obtener 
finalmente para la tercera 

Si fuera necesario, sería posible obtener de forma similar coeficientes de mayor grado, 
aplicando la recursividad de las ecuaciones (31), (34) y (35). 

Las tensiones y determinaciones del elemento e-ésimo se calculan a partir del vector de 
desplazamientos elemental u,, que desarrolla también 

con u:, uii y u:; subvectores apropiados de U', U: y U:;. 
Utilizando la relación deformación-desplazamientos, se escribe 

donde Be depende de las funciones de forma y condiciones geométricas del elemento y cl 
subíndice e no indica suma. Es importante darse cuenta de que Be no está afectada de la 
aleatoriedad de las propiedades del material, ya que es una matriz operacional cinemática 
(dependería de las variables aleatorias en el caso por ejemplo de considerar geometrías alcato- 
rias capaces de modificar las coordenadas nodales, lo que aquí no ha sido considerado). El 
tensor de pequeñas deformaciones de Cauchy del elemento e-ésimo E, = [E, y,, y,, E, y,, E,] T 

se obtiene sustituyendo (36) en (37) 

siendo 
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El tensor tensión a, = [a, T,, T,, a, T,, a,IT se puede obtener utilizando la relación de 
comportamiento l 

en la cual De  es el tensor de comportamiento del elemento e-ésimo, que puede desarrollarse 
también mediante 

donde D: es el tensor de comportamiento evaluado en a = O, Dfi  l t  primera derivada parcial 
de D e  con respecto a ai y evaluada en a = O y e Df;. es la derivada parcial segunda de D e  
con respecto a ai y aj evaluada en a = 0. 

l 

Sustituyendo (38) y (41) en (40), se obtiene 

con las siguientes relaciones 1 

La aproximación de primer orden para los desplazamientos se obtiene truncando el 
segundo miembro de la ecuación (29) después del segundo, quedatiido 

cuya esperanza es l 

y su matriz de covarianzas 

cov1[u, U] = E [(U - E'[u]) ( U  - E'[u])~] = U : ( U ; ) T E [ ~ ~ ~ ~ ]  (49) 
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Finalmente, en este caso, el vector de varianza (diagonal principal de COV'[U, U]) queda 
en la forma 

La aproximación de segundo orden para los desplazamientos se obtiene truncando el 
segundo miembro después del tercer término 

cuya esperanza viene dada por 

y la matriz de covarianzas 

1 
N N N N  

COV"[U, U] = COV'[U, U] + - E u : : ( u ~ ~ ) ~ ( E [ ~ ~ ~ ~ ] E [ ~ ~ ~ ] +  
4 i=i j=i k=l 1=i (53) 

mientras que el vector de varianza es 

N N N N  

Tanto en la obtención de (53) como (54) se han supuesto ai gaussianas y se han utilizado 
las siguientes relaciones, válidas sólo para variables aleatorias normalmente distribuídas 

Si las alfas no son gaussianas, es necesario evaluar los momentos que se desarrollan 
para variables aleatorias no gaussianas en (54) para poderlos utilizar en la aproximacióri de 
segundo orden directamente utilizando su función de distribución conjunta. Sin embargo, 
tal evaluación es muy complicada, por lo que la aproximación de segundo orden se va a 
restringir, en lo que sigue, a campos estocásticos que siguen distribuciones gaussianas. 

Las ecuaciones para evaluar los momentos de primer y segundo orden de los desplaza- 
mientos pueden aplicarse igualmente para obtener los momentos de primer y segundo orden 
de las tensiones y las deformaciones sin más que sustituir UO, U: y U:; por E:, &ei y E:; o 
por o:, ,ei y a:;, ya que la forma de (29), (38) y (43) es la misma. 
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Determinación de los factores de tensiones en el elemento singuk 

El elemento singular utilizado para la evaluación del factor de 
un elemento de Lagrange de nueve nodos estándarg con los nudos 1 
desplazados a un cuarto de la longitud de cada lado (Figura 4). 
variación de desplazamientos, como es bien conocido2 del tipo 
entorno de un borde de grieta en materiales homogéneos e isótro~ 

Figura 4. Grieta en modo mixto 1-11 con elementos singulare: 

En cuanto a las variables aleatorias, además de considerar las 
se tiene en cuenta como variable aleatoria la longitud de grieta. 
esta nueva variable se consigue derivando la matriz de rigidez t 

movimiento del nodo de la singularidad en el proceso de avance d 
Es posible ahora expresar el factor de intensidad de tensiones 

campo de desplazamientos cercano al frente de grieta14 como 

donde G es el módulo de rigidez torsional, los superíndices de 1( 
alusión al nudo al que pertenecen, siguiendo en convenio de la Figu 
limitado por los nudos 1 y 2 y k = 3 - 4v, si se trata de un proble: 
con Y el coeficiente de Poisson ó Ic = (3 - v)/( l  + v), si es un p~ 
Para KII existe una expresión similar a (56) en función de los de. 

'- 
C 

Figura 5. Ordenación de nudos para el elemento singular 

ntensidad de tensiones es 
róximos a la singularidad 
Con ello se consigue una 
r r ,  tal como ocurre en el 
os. 

probabilísticos 

xopiedades del material, 
La derivada respecto de 
lemental con respecto al 
: la grieta. 
:n modo 1 en función del 

S desplazamientos hacen 
.a 5, 1 la longitud del lado 
na de deformación plana, 
lblema de tensión plana. 
plazamientos nodales. 
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En los apartados anteriores se planteó la necesidad de estimar la media y la varianza 
del factor de intensidad de tensiones equivalente en modo 1 para poder construir un modelo 
B de daño acumulado. A tal respecto, se va a considerar que existen tres posibilidades de 
crecimiento de la grieta: 

Modo I 
En este caso, partiendo de (56), se pueden obtener la media y varianxa buscadas direc- 
tamente como 

Modo 11 
Análogo al anterior, pero en este caso K,, es KII .  

Modo naizto 1-11 
En este caso es preciso retomar los desarrollos del Apéndice 1, concretamente (A1.7) 
con las consideraciones indicadas en (A1.8), para posteriormente calcular sobre (A1.7) 
la media y varianza de tal expresión. 

Con todo lo hasta aquí expuesto es posible construir un modelo de daño acumulado para 
el proceso de crecimiento de grietas en fatiga de metales utilizando los resultados de un 
análisis por elementos finitos probabilísticos. 

RESULTADOS 

En este apartado se describen varios ejemplos de fiabilidad en crecimiento de grieta, todos 
ellos aplicados sobre la misma geometría, una probeta normalizada según norma ASTM 
E647, caracterizada por el parámetro W = 50 y cuya geometría se encuentra definida en 
la Figura 6. Se ha optado por esta geometría debido a que, en este caso, se conoce la 
expresión analítica del valor del factor de intensidad de tensiones en modo 1 en función de la 
longitud de grieta, las cargas y las dimensiones de la probeta (espesor y W). Esto simplifica 
enormemente las simulaciones de Monte Carlo, y se soslayan imprecisiones inherentes a las 
aproximaciones adicionales que es necesario hacer para evaluar numéricamente, por ejemplo 
tal factor de intensidad de tensiones. 

Id I Cotas en mm. 
Espesor : 6mm. - 

Figura 6. Geometría de la probeta de tipo compacta utilizada en este trabajo con W = 50 
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El método propuesto, como ya se ha detallado, plantea la realización de un conjunto de 
discretizaciones para una serie de longitudes de grieta prefijadas y situadas en el intervalo 
entre las longitudes inicial y la final, asimismo prefijadas (que consideramos como variables 
aleatorias con media conocida). Para cada una de estas longitudks de grieta a través del 
análisis por elementos finitos probabilistas pertinente se calculan las esperanzas y la matriz 
de covarianzas del campo de desplazamientos nodales y del factor de intensidad de tensiones. 
A partir de ellas y utilizando (18) y (23) se calculan las medias y matriz de covarianza de 
la vida y fatiga durante el periodo de propagación, de forma que sea posible construir 
el modelo B y la distribución de probabilidad de fallo para cualbuier longitud de grieta 
requerida. 

Ejemplo 1. Modelo en modo 1 puro 

Inicialmente se estudia un caso en modo 1 puro, por lo que el dpgulo de propagación se 
considerará como determinista y valor nulo. La primera simulación corresponde al esquema 
de parámetros mostrado en la Tabla 1, pudiendo apreciarse las características de las variables 
aleatorias primarias que definen el proceso de crecimiento de grieta, donde se ha utilizado la 
terminología definida en la Figura 3 y unidades del Sistema Internacional. Se observa que, 
en este primer caso, tan sólo son aleatorias la variable N y las lonkitudes inicial y final de 
grieta. 

Tabla 1. Variables aleatorias primarias en este ejemplo de crecimiento de grieta en fatiga 
(modelo de Paris-Erdogan) 

~ 

P 

O %m iaca jrrn 2 m  2 u m  

Cldos 

Figura 7. Predicción de vida usando el modelo B de salto unidad, comparada 
con su simulación de Monte Carlo. Carga y factor D deterministas 

En la Figura 7 se muestra la función de distribución obtenida con el modelo B, construído 
con los datos generados del análisis por elementos finitos probabilisdas. En la misma gráfica 
se muestra la simulación de Monte Carlo del problema en estudio, utilizando la función 
explícita para el cálculo del factor de intensidzd de tensiones en modo 1 definida en la 
norma E647 de ASTM. La función de distribución resultante se ha evaluado sobre un total 

~ 
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de 400 000 muestras. Como puede apreciarse, el acuerdo es muy bueno, estando la diferencia 
máxima entre ambas predicciones en torno a los 1000 ciclos. Además los resultados de vida 
que predice el modelo B, en este caso (como se observará esto extensible a los ejemplos 
de este trabajo), son conservadores, como puede apreciarse de la simple inspección de las 
funciones de distribución del modelo frente a las obtenidas con la simulación de Monte Carlo. 
Además, la forma de la función de distribución que se obtiene con el modelo es muy similar 
a la obtenida por Monte Carlo, por lo que ambas curvas serían prácticamente coincidentes, 
si se realizara una translación en abcisas. 

De hecho, a la vista de esta figura y las siguientes, cabe preguntarse, si no existirá un 
error inherente al modelo en la línea de reducir el número real de ciclos, no achacable a la 
precisión del cálculo por elementos finitos. La respuesta puede ser el orden utilizado en el 
truncamiento del desarrollo de las variables aleatorias, lo que exigiría un desarrollo de más 
alto orden. El estudio de esta posibilidad, junto a una forma de reducción del error basada 
en trabajos previos de WuZ3 se aborda en una continuación de este trabajo4. 

En la misma línea, y para el mismo problema, se considera ahora el parámetro D como 
aleatorio, normalmente distribuído y con varianza 9,4524 x Los resultados obtenidos 
con el modelo B y con la simulación de Monte Carlo se muestran en la Figura 8, donde 
de nuevo puede apreciarse que el acuerdo es bueno, con una diferencia en las predicciones 
análoga al del caso anterior, pudiendo hacerse las mismas consideraciones que en el caso 
precedente. 

Fixl 

1 

O# 

0.8 

0.7 

0.0 

M 
P 

0.4 
F] 

0.3 

0.2 

0.4 

O 
O m um sm amo ,m tm lum 1Ka lKa nmo 

h l a  

Figura 8. Predicción de vida usando el modelo B de salto unidad, comparada 
con su simulación de Monte Carlo. Carga determinista 

Ejemplo 2. Modo mixto 1-11 

En este apartado se describe un ejemplo con propagación de grieta eri modo mixto 1-11. 
La geometría de la probeta no se ha visto alterada, si bien las condiciones de contorno 
ahora son las mostradas en la Figura 9. Puede observarse en la citada figura que los 
desplazamientos verticales del extremo derecho de la probeta son libres, mientras que para 
la misma porción del sólido están impedidos los horizontales. El movimiento como sólido 
rígido se ha restringido haciendo nulos los desplazamientos en X e Y del frente de la grieta. 
Finalmente, la antisimetría del problema hace que el valor medio para la variable aleatoria 
theta sea cero. Para la predicción de vida de la Figura 10 se han utilizado los datos de la 
Tabla 11. 

Para la construcción del modelo B se ha partido de un total de diez análisis por elementos 
finitos para sendas longitudes de grieta, cada una de las cuales es una variable aleatoria 
uniforme cuya media se muestra en la Tabla 111. En la misma tabla se indican los resultados 
obtenidos de los citados análisis que sirven de base al modelo B que se construirá. 

En la Figura 10 se muestra la función de distribución obtenida con el modelo B construído. l 
Se observa un aumento en el número de ciclos resistido por la probeta en relación con los 



Fiabilidad de elementos metálicos 105 

casos precedentes. Ello es debido a que el factor de intensidad de tensiones en modo 11 
presenta un máximo para la discretización correspondiente a la ongitud de grieta de 7,2 
mm, y a partir de ese valor comienza a decrecer. Además el factor e intensidad de tensiones d en modo 1 muestra también una leve tendencia a decrecer en el mismo intervalo que lo hace 
KII .  Todo ello hace que la varianza de la vida a fatiga aumente considerablemente respecto 
de los ejemplos vistos con anterioridad, además de la aleatoriedad del ángulo de propagación. 

~ 
Figura 9. Condiciones de contorno para la probeta de tipo compacta ytilizada en este ejemplo 

Figura 10. Prediccidn de vida en modo mixto 1-11 Se ha tomado la varianza de theta igual a 0,01 

Modo 1-11 

Tabla 11. Variables aleatorias primarias 
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Se han construído varios modelos B tomando siempre los datos del anklisis PFEM de la 
Tabla 111 para valores de la varianza del ángulo theta de 0,Ol; 0,l y 0,2. Las funciones de 
distribución se muestran en la Figura 11. Como era de esperar, a medida que aumenta la 
varianza del ángulo theta, aumenta la varianza para la vida y fatiga. 

Tabla 111. Resultado del análisis por elementos finitos probabilistas 

Figura 11. Predicción de vida en modo mixto 1-11 para distintos valores de la varianza de theta 
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En este apéndice aparecen los desarrollados aplicados al en serie de Taylor 

partiendo de la citada ecuación, que se reproduce por complitud 
de (16) que permiten obtener las fórmulas de la esperanza fatiga. En efecto, 

En el presente trabajo se ha descrito un modelo que permite 
de avance de grieta en fatiga aleatoria. El modelo implementado, 

(Al. 1) 

el análisis del fenómeno 
basado por una parte en 

elementos finitos probabilistas, y por otra en los modelos B de da'o acumulado propuestos f por Bogdanoff y Kozin, permite el estudio de la fatiga aleatoria ante espectros de carga 
que sigan una distribucióhn simétrica en torno a su media. 1ncluie además como variables 
aleatorias básicas los parámetros del material D y n, la longitud i icial y final de grieta, así 
como el ángulo de orientación inicial de la grieta y la posición i icial del frente de grieta. c Finalmente, puesto que se utilizan elementos finitos probabilistas que consideran como 
variables aleatorias los parámetros elásticos del material, así comd magnitudes geométricas 
(por ejemplo el espesor), todas estas variables aleatorias también e incorporan al modelo. S El modelo propuesto en este trabajo no es un método que necesite minimizar un funcional, 
por lo que se evita por un lado el problema de que se encuentre u mo local, y por otro no 
precisa de las Bteraciones necesarias para encontrar dicho míni su lugar, simpjemente 
se evd8a jlna ~xatrlz de probabilidad de transición, con ceros la diagonal principal, 
a excepcibr, de 1,s &&,zainos adyacentes a la misma por ?a , y por tanto resulta 
rrzwiy s k ~ p l e  y rBp!do e?evaraa a una potencia natural, lo qu sario para evaluar Pa 
fu~ei6n  de distruibución asociada al fallo del eiemento. La co de este moaelo, y al 
contrario que en e: planteamiento original de Bogdanoff y M conseguido a partir 
de Bos resultados generados por un análisis por elementos fini listas, lo que ampiia 
enormemente la capacidad de generar resultados rápidos, es muy variables y 
con un costo muy inferior al asociado a las campañas de e 

La similitud de la forma de las funciones de distribución que S$ obtienen con el modelo 
comparada con las obtenidas por Monte Carlo sugieren la aplicac ón de una corrección en i abcisas como la propuesta por Wu. De esta forma, utilizando el modelo B construído tal 
y como se ha descrito en este artículo, donde los desarrollos en serie para la estimación 
de la esperanza de la vida a fatiga han ido hasta las derivadas se undas, y los relativos a 
la varianza hasta las derivadas primeras, aplicando posteriormen e la correción citada es 
posible alcanzar todavía un mejor ajuste contrastado con la si ulación de Monte Carlo 
correspondiente. Otra forma de obtener aún mayor precisión en la predicción de vida a 

de los autores de este artículo4. 

1 fatiga es aumentar el orden de las derivadas de los desarrollos de T ylor utilizados, si bien se 
incrementa el coste computacional. Ambos procedimientos se contr stan en otra publicación 

El procedimiento para la construcción de un modelo B, que en es 1 e artículo se ha realizado 
para el proceso de crecimiento de grietas en fatiga aleatoria, se puedb aplicar a otros procesos 
de acumulación de daño, sin más que elegir el adecuado mode 10 físico para el proceso 1 estudiado, y desarrollarlo en la forma que se ha descrito anterio mente, manteniendo en 
lo demás el mismo esquema seguido en este trabajo. f 
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analizando cada uno de los términos que intervienen en (Al . l )  

- Términos lineales: su esperanza es nula 

- Términos de segundo orden: hay independencia entre variables aleatorias, salvo para Ai 
y Keq,. La esperanza de estos términos es 

(A1.3) 
donde en (*) se ha tenido en cuenta que, salvo para los términos que involucran a A, y 
Keqt ,  hay independencia entre variables aleatorias, por lo que la esperanza del producto de 
variables aleatorias es el producto de esperanzas, lo cual anula los términos del sumatorio 
salvo los que contienen a A, y Keqt .  Por otro lado 

Para evaluar la esperanza del producto entre A, y Ke,, se va a hacer un desarrollo 
en serie de KI y KII en torno a los niveles medios. Sea A la longitud de grieta para un 
instante dado. Para una geometría dada y teniendo en cuenta que es posible determinar la 
trayectoria media que va a seguir la grieta utilizando (14), se puede considerar que tanto KI 
y KII son funciones de A y de P, siendo P la variable aleatoria carga máxima en un ciclo. 
En lo sucesivo se va a considerar que la carga mínima en cada ciclo es cero para simplificar 
los desarrollos de K,, , aunque fácilmente se podría considerar que dicha carga mínima fuese 
una variable aleatoria. Sin embargo, conceptualmente no aporta nada nuevo. Con todo ello, 
los citados desarrollos quedan en la forma 

donde m es el vector de medias para el paso i. Por otro lado, teniendo en cuenta la 
dependencia funcional de Keqi con O, lo cual puede obtenerse de (9), (12) y (13) 

1 1 1 
Keq, = cos2 -Oi(KIi cos -Oi - 3KIIi sin -Oi) 

2 2 2 



haciendo un desarrollo en torno a niveles medios para Ke,  (hasta brimer orden), se obtiene 
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donde, teniendo en cuenta (A1.6) ~ 
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- - 
3 2 1  1 2 1  1 3  

- ~ P K I .  C O ~  - P B ~  sin -Poi + ~ P K I , .  sin -,uoi - - cos 2 2 2 2 

l 

donde se observa que (Al. 10) es analítica. (A.1.9) es fácil de er, puesto que tanto KI 
como KII  son lineales en P; en cambio, las derivadas se deben obtener 
por diferencias finitas. Este hecho ocurre también de fiabilidad 
estructural en crecimientos de grietas en fatiga6. 

En este momento se tiene un desarrollo en serie de 
i  

que interviene al final de (A1.4). Teniendo en 
i = l  

en forma 

y finalmente se obtiene la expresión buscada, calculando la espera I za de AiKeqi a través de 
SU aproximación en (A. 1.11) 1 

(A1.12) 
donde se ha tenido en cuenta que P, Ai y Oi son variables independientes. 
Desarrollando el término (**) 

i 

j= l  j= l  j=l 

i i 
(Al. 13) 



y sustituyendo en (A1.12), se obtiene 

Var(Ai) E[AiKeqi I Keq% ~PPA. + aA 
P 

sustitiiyerido en (A1.14) en (A1.4) 

E[(Ai - P A ~  ) (Keqi - PK,,, )1 = PK,,~ PA, + Var(Ai) - p~~~~ = S 

aK ' Var(.Ai) 
I P  

y llevado a (A1.4): finalmente se obtiene la esperanza de los términos de segundo orden 
de (Al.1) 

luego, la esperanza de Ti con aproximación hasta orden dos puede expresarse como 

a2 Ti 4 

E[Ti] = 
a2 Ti 

Var (A,) + Var [Xj] 
j=i I 1 Pxj  

En este apéndice se desarrolla el término (***) que aparece en la expresión (21). La 
expresión del citado término es 
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Operando 1 

y teniendo e n  cuenta que  1 

utilizando (A1.14) en (A2.3), se tiene que 

finalmente, sustituyendo (A2.4) e n  (A2.2) l 
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