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Resumen

En este trabajo se realizan ciertas consideraciones sobre las integrales curvilineas que intervienen en el
planteamiento de los problemas de contorno y autovalores que describen el comportamiento estatico y
dindmico de placas anisétropas con contornos eldsticamente restringidos. También se realizan consideraciones
sobre las condiciones de contorno en la aplicacién del método de Ritz.

CONSIDERATIONS ON THE APPLICATION OF THE RITZ METHOD IN THE ANISOTROPIC
PLATES THEORY

Summary

In this work they are carried out certain considerations on the curvilinear integrals which intervene in the set
up of boundary and eigenvalue problems which describe the static and dynamic behavior of anisotropic plates
with elastically restrained boundaries. Relating questions to the boundary conditions in the application of
the Ritz method are also analyzed.

INTRODUCCION

Los problemas de autovalores y/o de contorno que describen situaciones fisicas pueden
ser obtenidos a partir de principios fisicos mediante técnicas variacionales. En el estudio del
comportamiento estatico y dindamico de cuerpos deformables el enfoque variacional es una
herramienta esencial. Un caso concreto lo constituye la determinacién de las expresiones
analiticas de las condiciones de contorno de placas anisétropas con bordes elasticamente
restringidos. Dichas expresiones analiticas no son faciles de obtener sin el uso del calculo de
variaciones.

Existe una gran cantidad de textos y trabajos de investigacién que tratan sobre la
formulaciéon por medio de técnicas del calculo de variaciones, de las ecuaciones diferenciales
y las condiciones de contorno que describen el comportamiento estatico y/o dindmico de
placas'~19.

Por otra parte se han desarrollado varios textos sobre el comportamiento de placas
anisétropas! =15, No obstante, el estudio de placas anisétropas con caracteristicas mecénicas
complejas, tales como, restricciones eldsticas en el contorno, espesor variable y presencia de
puntos angulosos en el contorno, ha recibido muy poco tratamiento!6—2!.
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En la préactica, es muy dificil o imposible lograr que los bordes de una placa tengan apoyos
rigidamente empotrados o simplemente apoyados. En rigor, los apoyos reales representan
una situacion intermedia entre los dos tipos de apoyos ideales mencionados. Esto implica que
es importante la construccion de un modelo matematico que contemple restricciones eldsticas
a lo largo de los bordes. Por esta razén en este trabajo se analiza el comportamiento de
una placa anisétropa con contorno elasticamente restringido contra rotacién y translacién.
La presencia de estos vinculos eldsticos genera términos adicionales en la expresion de la
energia de deformacién del sistema mecdnico en estudio. Los términos mencionados se
plantean mediante integrales curvilineas respecto de la longitud de arco, debido a que las
restricciones elasticas estan uniformemente distribuidas a lo largo del contorno de la placa.
Por lo tanto, se requiere un adecuado manejo de las integrales curvilineas involucradas en el
proceso de determinacién, por via variacional, de los problemas de contorno o de autovalores
correspondientes. En este trabajo se analizan en detalle ciertas propiedades de las integrales
curvilineas involucradas en las energias de los vinculos eldsticos antes mencionados.

Por otra parte, el correspondiente problema de contorno y autovalores que describe el
comportamiento dindmico de una placa anisétropa con contorno eldsticamente restringido,
entre otras complejidades, es imposible de resolver en forma exacta. Ademds, si bien se
pueden obtener soluciones aproximadas mediante métodos variacionales como el de Ritz, la
construccién de funciones coordenadas que satisfagan las correspondientes condiciones de
contorno es muy compleja o imposible. Es bien conocida la propiedad que establece que en
la construccién de las funciones coordenadas es posible ignorar las denominadas condiciones
de contorno naturales o inestables”'? y que al considerar una gran cantidad de términos en
la funcién aproximante se observa convergencia a los resultados exactos correspondientes.
No obstante, cuando se aplica el método de Ritz con una funcién aproximante que consta,
por ejemplo, de uno o dos términos, es conveniente que los mismos satisfagan todas las
condiciones de contorno y, si esto no es posible, entonces deben imponerse expresiones
analiticas aproximadas a las originales. Este tultimo procedimiento ha sido usado con
éxito!®2°, En el presente trabajo se realizan ciertas consideraciones sobre la construccién
de funciones coordenadas y el tratamiento de las condiciones de contorno para una placa
rectangular anisétropa.

EL FUNCIONAL DE ENERGIA

Sea una placa que en la posicién de equilibrio cubre un dominio bidimensional €2 tal
como se muestra en la Figura 1. A efectos de generalizar los resultados, se considera que
la placa estd constituida por material compuesto laminado simétrico respecto del plano
medio, que el borde estd elasticamente restringido a la rotacién y translacion y que se
aplica una fuerza distribuida ¢ = q(x1,x2,t) sobre 2. Se supone que el vinculo rotacional
estd caracterizado por el coeficiente cg(s) y el translacional por cr(s), donde s denota
la longitud de arco a lo largo del contorno 0f). Se considera que los desplazamientos
transversales del sistema mecéanico en estudio estan dados en cada instante ¢ por la funcién
w = w(xy, T, t), (z1,72) € Q, donde es Q= QU IN.

De la teoria de placas delgadas es bien conocido que la energia cinética de la misma en

donde p denota la densidad del material de la placa h y es el espesor de la misma. A su vez,
la energia potencial total estd dada por la suma de la energia de deformacién elastica de
la placa, la energia potencial de la carga q = q(z1,22,t) y las energias almacenadas en los
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vinculos que restringen el contorno 9{2. Por lo tanto, en el instante t la energia potencial
total estd dada por

oo

0w 0w 0?w 1 ow\”
+4m <D168T12 + Dgeax—Qz> — 2qw] d.fL'l dLEQ + 5 /6Q CR(S) (a—n> ds +

0w\ 22w\ > 0*w 0*w 2w \’
83712) + D22 (3%22> + 2D12 8.7312 81’22 +4D66 (81’131’2) +

1

+ 3 /{m cr(s)wds o)

donde % denota a la derivada respecto de la coordenada normal n al contorno de la

placa y D;; a los coeficientes de rigidez de la placa laminada. Estos estdn dados por'®:

N, _ _
Dy =1 1;1 ng)(z;z 41— %43), donde Qz(f) son los elementos de la matriz constitutiva que son

funcién de los cuatro coeficientes independientes Er, Er, Grr ¥ Vit <o vVir = g—ZVLT) y del

angulo ¢, entre el eje x; y la direccién de ortotropia Ly de cada capa (k) (Figura 1).

Figura 1. Sistema mecédnico en estudio

La integral % f o0 CR(S) (%)2 ds representa la energia de deformaciéon almacenada a lo
largo del borde de la placa por accién del vinculo rotacional. En forma andloga, la integral
% f 20 Cr(s)w?ds representa la energfa de deformacion debida al vinculo translacional.

Por otra parte, es bien conocido el denominado principio de Hamilton”, el cual requiere
que entre dos instantes de tiempo ¢y y ¢; en los que la posicién del sistema se conoce, el
movimiento que este efectiia sea el que hace estacionario al funcional F'(w) = ftil (T'—-U)dt
en el espacio de las funciones admisibles. En consecuencia, el funcional a considerar estd
dado por
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1 [ ow\’ 0w\ 2 0w\ 2 0*w 0*w
. ) _p Dy (LY _9p, LW
2 /to //Q [Ph <8n> 8 (69”12) “ (a$22> 1263512 Oxy?

2w\’ 0*w 0*w 0*w
_4D66(8x18x2> ~ oo (D B2 T D% 55 >+2qw

__/ / cr(s <8_w> dsdt——/ / cr(s wdsdt
a0 a0

La condicién que establece que el funcional (3) es estacionario es

day day di—  (3)

0F (w,v) =0, Yv € Dy (4)

donde D, denota al espacio de las direcciones admisibles en el punto w del dominio D del
funcional mencionado. Si se supone w(z,xs,8) € C?[ty,t1], w(e,e,t) € C*Q) y que el
contorno esta rigidamente empotrado, y dado que las posiciones en los instantes ¢y y ¢; son
conocidas, el dominio del funcional (3) estd dado por

D = {w;w(zy, 12,0) € C?[tg, 1], w(e, e,t) € C*(Q),w(w1,22,1)]50 = 0
(5)

(1,20, t)| = 0,w(z1,22,t)) = wo, w(x1, Ta, t1) = w1}

on 00

donde wy y wy son las funciones que describen las posiciones del sistema en los instantes
mencionados. Las direcciones admisibles v en w € D son aquéllas para las cuales se verifica
que w + ev € D para todo ¢ suficientemente pequenio. Entonces, en virtud de (5), v es una
direccion admisible en w para D si, y sélo si, v € Dy, donde

DO = {IU;U(:EDJ;Q?.) S 02[t07t1]7v(.7.7t) € 04(9),U($1,$2,t)|39 =0
ov _ (6)
—n(;vl,:vz,t)\ag = 0,v(x1, X2, t0) = Vo, v(T1, T2, t1) = 0,V(x1,22) € Q}

En el caso de otras condiciones de contorno el procedimiento de construccién del espacio
Dy es totalmente analogo.
Si se aplica la definicién de variacién de Gateaux’, del funcional F en w y en la direccién

v, resulta
/ // 811) v Pw 0*v
o ot o P onr

0*w 0%v ®w 0*v  J*w 0*v Pw 0%
— D To2 092 — Dz (8:1:12 0xy? + 0xy? 8:612) ~ 4D (8:1:18:62 85618:62) B

_9p PPw 0% N Pw v _op Pw v N Pw 0% N
16 85518562 8x12 61’12 811318562 26 833181’2 81‘22 81‘22 83:18302

h ow 0
dz, dxgdt—/ / cR(s)—w—vd dt — / / cr(s)wvdsdt
to JoQ On On o0

F
SF (w: ) = d (w—i—av

(7)

+ qw
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Para transformar las integrales que contienen derivadas de w respecto de las variables
x;, es necesario recurrir a la conocida formula de integracion por partes de Green

v / // ou _
U dr = uvn; ds — v—dz,u,v € CH(Q
/ o Oz oQ o Oz )

donde n; denota la i-ésima componente del versor normal exterior al contorno 9f). Nueva-
mente aparece una integral curvilinea respecto de la longitud de arco, la cual en el desarrollo
analitico que a continuacién se detalla produce términos que podran combinarse con los pro-
porcionados por las integrales curvilineas que dan las energias de deformacion de los vinculos
a lo largo del borde de la placa. Al aplicar integracién por partes con respecto a la variable
t en el primer término de (7) y la férmula de Green en los que contienen derivadas de w
respecto de las variables x; resulta

M, 82 M. °H
§F(w, / // ph—vdx1 dx2+// OM, a 2+2 0", +q ) vdz, das —
8(131 axlan

0 ov ov 0
— / (Nln]_ + NQTLQ)’U ds —|—/ (M]_—U’fll + MQ —nNo + H]_2 —MNo + ng—UTLl) ds—
o0 o0

0z 0xs 0xy 0wy
ow Ov
—/ < L +cva> ds} dt¢

donde es

(8)

0*w 0w 0*w 0w Q*w 0w
Ml__<D11 +D12—+2D16 > ) Mz_—<D22 +D1a5—+2D3 )

0,2 0xs 0x10x 0xy? o, 0x10x,
. 82’(1] 82 82?1) N 6M1 8H12 . . 8M2 (“)ng
Hiz== <D 16 g2 D25 2 De g 50 ) TTom  om T am,  om

PROBLEMA DE CONTORNO Y AUTOVALORES

De acuerdo con la condicién (4), la expresién (8) debe anularse para la funcién w
que describe el desplazamiento de los puntos del plano medio de la placa para todas las
direcciones admisibles v y, en particular, para aquellas direcciones que satisfacen a lo largo
de 09 las condiciones

Ov(xy, xo,t)
axl

0v(xy, 9, t)

B2, =0 (9)

o0

=0,
o0

U(xlv X2, t)|dQ - 07
En este caso de (4) y (8) resulta

0F (w,v) =

h 82111 (92M1 82M2 (9 H12
:/t {//Q (—ph BRI + .2 + P +28x18m2 )vdx1 d.fC2:| dt = 0,Vv € Dy

(10)
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La propiedad de continuidad de las funciones involucradas en el integrando de (10) y
las condiciones (9) que v satisface permiten aplicar el lema fundamental del célculo de
variaciones segun el cual necesariamente debe verificarse

0? 0w 0w 0w 0? 0w 0w 0w
<D11 +Do +2Ds >+ <D12 +D22 +2D26 > +

8ZE12 83312 83522 85613562 81)22 8 ('9 81318372
0? 0w 0w O*w 0*w
* onon <2Dlﬁax 2Dy +4D668x18x2> Hoh =0
V(Sﬂl,l‘g) S Q, Vt (11)

Esta es la conocida ecuacién diferencial a derivadas parciales de cuarto orden que describe
el comportamiento dindmico de una placa anisétropa cuando ejecuta vibraciones transver-
sales.

Si ahora se quitan las condiciones (9), dado que w debe satisfacer la ecuacién (11), la
expresion (8) se reduce a

t1
5F(’U),’U):/ |:/ (—Nlnl — NQTLQ)U ds +/ <J\4188 ny + Mgaa o+
to 99 Ly} L1 L2

ov ov ow Ov
+ H ne + H ds—/c d—/cwvds} de
12812 1282 ) - R B BQT

(12)

Para un adecuado tratamiento de las integrales curvilineas que intervienen en (12) es
conveniente introducir un nuevo sistema de coordenadas. En principio se supone que el
contorno Of) es una curva orientada?? en R? de clase C*'. La variable ¢ que denota al tiempo
en (12) no se va a tener en cuenta, ya que ello no quita generalidad.

Dado el punto (z,z2) € R? indicado en la Figura 2, se determinan las variables n y s,
de la siguiente forma:

(i) n es la distancia medida a partir del punto P del contorno 02 a lo largo de la recta
que coincide con la normal exterior que pasa por (x;,zs). Se considera negativa cuando
(x1,x2) € Q y positiva cuando (x;,xs) € CA.

(i) s, es la funcién s,:[a,b] — R dada por

0 r=a
sa(r) = {l(ahw]) Vr € [a, b]

donde « es un representante®? de 99.

Dado (z;,75) € R? y determinada n, se adopta como s, el valor que toma la funcién
Sa(r) en el punto P. De esta forma queda determinado el punto (n, s,).

Es conveniente adoptar como representante de la curva orientada 02 a a =
(01(Sa), 2(Sa))s Sa € [0,1] con I = Il(a). La longitud de arco se comienza a medir,
por ejemplo, a partir del punto Q.

Ahora consideremos el dngulo ¢ = ¢(s,) formado por la tangente a 9 en el punto
P = (x1,22) € 08, con z1 = a1(Sa), T2 = 2(Sa)-

En la Figura 2 se destaca claramente que es

21(N, So) = a1(Sq) + nsen p(sq) (13)

Z2(n, So) = a2(S4) +ncosp(sy) (14)
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Si se realiza este cambio de variables en (12), resulta

t1
0F (w;v) = / {/ (=Niny — Nong — crw)vds+
to 0

0 0
+ / (Mlnf + Mgng + 2H12n1n2 — CR—w> —U d8+ <15)
90 on ) On

0
—|—/ ((M2 — My)ning + Hyp(n? — n%)) —vds} dt
o0 0s

Al integrar por partes se tiene

ty
0F (w;v) = / {/ (—N1n1 — Nons — cpw — g) vds+
to o0 ds

0 0
—|—/ (Mlnf + Mgng + 2H12n1n2 — CR—w) —U dS} dt
o0 on ) On

(16)

Dado que las funciones que componen los integrandos de (16) son continuas, una
adaptacién del lema fundamental del célculo de variaciones y la aplicaciéon de la condicién
necesaria (4) permiten obtener las siguientes condiciones de contorno naturales

ow

cR(sa)% = (Mini(sa) + Man3(sa) + 2H1on1 (s0)n2(504)) |oo (17)
o0
er(saulon = —Numi(s2) — Nona(sa) — 22 (18)
190

En el caso de un problema de contorno con una ecuacién diferencial de orden 2m, las
condiciones de contorno se dividen en dos clases. Aquéllas que contienen en sus expresiones
analiticas a la funcién incégnita w y derivadas de w de orden menor o igual a m — 1 se
denominan estables o geométricas. Por otra parte, las condiciones de contorno que contienen
derivadas de w de orden mayor que m — 1 se denominan ¢nestables o naturales. Por lo tanto,
510 < cp(sa) <00y 0<er(sy) < o0, las condiciones (17) y (18) son inestables. Los apoyos
clasicos, es decir, borde simplemente apoyado, empotrado o libre, pueden ser obtenidos a
partir de (17) y (18) como casos limites. Por ejemplo, para borde rigidamente empotrado
se hace cp(sqa) — 00y cr(sa) — 00 y en consecuencia resultan 2%y = 0y wpq = 0, las
cuales son condiciones de contorno estables.

Figura 2. Parametros geométricos que definen el contorno de la placa
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ANALISIS DE PLACAS RECTANGULARES

Sea el dominio rectangular Q dado por Q = {(x1,22), 0 < z; < a, 0 < x5 < b}. El
contorno es una curva orientada dada por la composicién de curvas 02 = 9, x 023 * 0, *
09, donde cada componente es una curva orientada en R? de clase C! a trozos, tal como
se muestra en la Figura 3. El arco 0€2; se puede representar en forma paramétrica con la
funcién a = (x1,0), Vz; € [0,a]. Las componentes del versor normal exterior son n; = 0,
No = —1.

De igual forma para los restantes arcos 0€2;, i = 2,3,4, es

B =(a,z3), Vzo € [0,0], ny =1, ny =0
v=(a—rb), Vr€l0,a], n; =0, ny=1

A=(0,b—r), Vre[0,b, n,=-1,n,=0

Al usar estas expresiones en

dw(z1(n, s),x2(n,s),t) _ dw(zy, zs,1) + Ow(x1,72,1)

on - oxy ™ 0% "2
se obtiene

gw = _7811}(:61,0,75)’ Vi, € [0, a]

on o0, 0%

du| _dwlazst) o [0, 5]

on 20, o0x,

Ow = w(a —r,b,t) t), Vr € [0, al

on 20, 0xs

8_w :_aw(o,b—r,t)’ vr € [0,1]

on 20 0x,

En consecuencia, la integral curvilinea que representa la energia de deformacién almace-
nada a lo largo del borde de la placa por accién del vinculo rotacional estd dada por

1 ow\” 1« ow\’ 1 [ ow(z1,0,t)\”
+1/b (22) ow(a,xa,t) 2d +1/“ (a—r) ow(a —r,b,t) 2d N
>, Cr, (T2 S T2+ 5 i cr,(a—r — om r

I ow(0,b—r,t)\>
[ ento o (P08,

Por otra parte es
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4
1 2 1 2 L[ 2
5 /an er(s)wds 5 ;_1 /am cr,(s)w”ds 5 /0 er, (z1)(w(xq,0,t))" de+

+ % /0 CT2($2)(w(a,ZL’2,t))2 dxs + % /Oa CT3((Z _ r)(w(a — b, t))2 dr+ (20)

N | =

+ /0 cr,(b—7)(w(0,b—7r,t))*dr

A borde3 — 9, (7 "
3

(0,0) (a,b)

borde2 — 00

N
L,
>
Z

2

borded — 09,

(0,0 (a,0)

N
n
bordel — O

Figura 3. Placa anisétropa rectangular

USO DE EXPRESIONES APROXIMADAS PARA LAS CONDICIONES DE
CONTORNO

Se analiza a continuacién una placa rectangular anisétropa (Figura 3), con su borde 2
eldsticamente restringido a la rotacién, pero no a la translacién (borde simplemente apoyado)
y los bordes restantes empotrados. De las expresiones generales (17) y (18) se obtienen las
siguientes condiciones de contorno

w(x1,0,t) =0, w(a,ze,t) =0, w(x,bt)=0, w(0,zyt) =0 (21)
ow(xy,0,t) Ow(xy,b,t) ow(0, za,t)
81'2 07 81’2 07 8%1 0 ( )

2 2 2
- Ow(a, z9,t) _ <D118 w(a, xq,t) D126 w(a, xq,t) +2D168 w(a,xg,t)>
81‘1 (23)

VI’Q € (O, b)
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De acuerdo con lo expresado anteriormente, queda claro que las condiciones (21) y (22)
son estables, mientras que la condicién (23) es inestable.

Es evidente que es imposible la determinacién de la solucién exacta del problema de
autovalores y/o de contorno correspondiente. Sin embargo, es posible utilizar un método
analitico, tal como el método variacional de Ritz para determinar soluciones aproximadas.

Cuando se analizan problemas de vibraciones naturales libres, es posible considerar y
aplicar un campo de desplazamientos de la forma

w(z1, T, t) = W(x1,z2) cos(wt) (24)

donde W (xq,x2) es la amplitud del desplazamiento que se aproxima a través de funciones
de forma.

Para realizar un analisis estdtico se toma la frecuencia natural de vibracién nula, es decir,
w = 0y el campo de desplazamientos se aproxima directamente mediante w(zq,z2,t) =
W(.’El, 172) .

Un procedimiento que ha sido empleado previamente consiste en aplicar el método de
Ritz adoptando como funciones de forma a expresiones del tipo?3—2°

W (xy,x0) = Wyn = Z Zcijpi(ajl)qj (x2) (25)

i=1 j=1

donde ¢;; son coeficientes arbitrarios y {p;(x1)}, {g;j(z2)} son conjuntos de polinomios
ortogonales.

Obviamente es imposible construir las funciones coordenadas en (25) de manera que
satisfagan las condiciones de contorno (21) a (23). Una técnica muy utilizada consiste
en reemplazar dichas condiciones por otras con expresiones analfticas mds simples'®2°.

Consideremos el borde 2 de la placa de la Figura 3 y supongamos que en la condicién
32w(a712,t)

B2, Do Como consecuencia de la condicién de contorno

(23) se quita el término 2D

w(a,xe,t) = 0 y teniendo en cuenta (25), se verifica que es %ﬁf’t) y la condicién de
contorno (23) se reduce a la siguiente
ow(a, o, t O*w(a, xq,t
_Qwlaest) g it 2’),nge(o,b) (26)

CR — — M1
2 81‘1 81’12

En lo que sigue se realiza un estudio deductivo para establecer un criterio que permita
determinar si es conveniente el uso de las condiciones de contorno aproximadas, cuando se
utilizan polinomios ortogonales como funciones de forma en el método de Ritz.

Se realizé una serie de experimentos numéricos en una placa cuadrada de material
compuesto boro-epoxi, con las siguientes propiedades mecénicas'®: vy = 0,24, Gpr/Ep, =
0,025, Ex/E;, = vrr/vpr = 0,06875. Los ejes de ortotropia se encuentran inclinados 30°
respecto de los ejes cartesianos que contienen a los lados de la placa (Figura 1).

Si se aplica el método de Ritz con el uso de polinomios ortogonales como funciones
coordenadas, con la condicién de que se satisfaga la condicién de contorno aproximada
(26), no se obtienen resultados de frecuencias con una precisién mayor a la que se logra
cuando sélo se tienen en cuenta las condiciones estables (21)—(22) y directamente se ignora
la inestable (23). Esto queda claramente demostrado en las Figuras 4 y 5, donde se observa
una discrepancia cuando el niimero de polinomios que se usa es de N = 1. Esta situacién es
légica dado que al usar un solo polinomio es adecuado someterlo a la condicién de contorno
(26) (aunque ésta sea aproximada), que no someterlo a condicién alguna. En cambio,
cuando el nimero de funciones coordenadas crece, se verifica una adecuada convergencia.
Una situacién totalmente andloga se presenta en la determinacion de la deflexion estatica y
de los momentos flectores, tal como se muestra en las Figuras 6 a 9.
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P

Figura 4. Variacién del coeficiente de frecuencia fundamental @ = ,/D—flwb2 de una placa

cuadrada anisétropa cuando se incrementa el nimero de términos en la funcién
aproximante. Los bordes 1, 3 y 4 estan rigidamente empotrados, el borde 2 estd
eldsticamente restringido a rotacién Rz = cr,a/D11. I Resultados obtenidos sa-
tisfaciendo la condicién natural aproximada; IT Resultados obtenidos satisfaciendo
sélo las condiciénes geométricas

Figura 5. Variacién del coeficiente de frecuencia fundamental Q@ = ,/—E%wlf de una placa

cuadrada anisétropa cuando se incrementa el nimero de términos en la funcién
aproximante. Los bordes 1, 3 y 4 estan rigidamente empotrados, el borde 2 estd
simplemente apoyado. I Resultados obtenidos satisfaciendo la condicién natural
aproximada; II Resultados obtenidos satisfaciendo sélo las condiciénes geométricas
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Figura 6. Deflexién w = QELIO_Q en el centro de una placa cuadrada anisétropa cuando

se incrementa el nimero de términos en la funcién aproximante. Los bordes 1,
3 y 4 estan rigidamente empotrados, el borde 2 estd elasticamente restringido a
rotacién Re = crya/D11. I Resultados obtenidos satisfaciendo la condicién natural
aproximada; IT Resultados obtenidos satisfaciendo sélo las condiciénes geométricas
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Figura 7. Deflexiéon w = a% 1072 en el centro de una placa cuadrada anisétropa cuando se
incrementa el nimero de términos en la funcién aproximante. Los bordes 1, 3y 4
estan rigidamente empotrados, el borde 2 estd simplemente apoyado. I Resultados
obtenidos satisfaciendo la condicién natural aproximada; II Resultados obtenidos
satisfaciendo sélo las condiciénes geométricas

R,~10

Figura 8. Momento flector M,, = Bqb®> 107! en el centro de una placa cuadrada anisétropa
cuando se incrementa el niimero de términos en la funcién aproximante. Los bordes
1, 3 y 4 estan rigidamente empotrados, el borde 2 estd elasticamente restringido a
rotacién Ra = cr,a/D11. I Resultados obtenidos satisfaciendo la condicién natural
aproximada; IT Resultados obtenidos satisfaciendo sélo las condiciénes geométricas

R0

Figura 9. Momento flector M,, = Bgb®10™! en el centro de una placa cuadrada anisétropa
cuando se incrementa el nimero de términos en la funcién aproximante. Los
bordes 1, 3 y 4 estdn rigidamente empotrados, el borde 2 estd simplemente
apoyado. I Resultados obtenidos satisfaciendo la condicién natural aproximada;
IT Resultados obtenidos satisfaciendo sélo las condiciénes geométricas
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Cabe destacar que para N = 1 la solucién coincide con la correspondiente a una placa
ortotropa, con los ejes de ortotropia paralelos a los ejes cartesianos x1, zo. Por ello, en el caso
general de anisotropia ¢ # 0 (Figura 1), no debe usarse una funcién aproximante con un solo
término. Lo anterior se debe a que cuando se utiliza N = 1, la integracién de los términos
de acoplamiento entre flexién y torsién es nula, por lo tanto, no produce contribucién alguna
al funcional de energfas. Asi, la solucién obtenida no es una aproximacioén a la solucién de
una placa anisétropa general, sino a la solucién de una placa ortétropa, es decir, con iguales
rigideces DH, Dlg, D22 y D667 pero con D16 = D26 =0.

CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta un tratamiento de las integrales curvilineas que intervienen
en el planteamiento, a través de un enfoque variacional, de los problemas de contorno y
autovalores que describen el comportamiento estatico y dindamico de placas anisétropas
con contornos elasticamente restringidos. Por otro lado, cuando se utiliza, para analizar el
comportamiento estatico y dindmico de una placa rectangular anisétropa, el método de Ritz
con la implementacién de polinomios ortogonales como funciones coordenadas, se sugiere
someter a las mismas sélo a las condiciones de contorno estables. Como las condiciones
inestables, en este caso, no pueden ser satisfechas en forma exacta, se determiné que el
uso de expresiones aproximadas para las mismas no proporciona valores numéricos que se
caractericen por una mejor convergencia con respecto a la que se logra cuando directamente
se ignoran estas condiciones.
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