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Resumen

A derivada topolégica, que é uma fungao que fornece a sensibilidade de um problema definido em um certo
dominio quando um pequeno furo é criado em uma dada posi¢ao deste, tem se mostrado como uma poderosa
ferramenta na obtencdo da topologia étima para uma vasta classe de problemas da fisica e da engenharia. A
grande limitagdo desta metodologia é que, ao criar um furo, ndo se pode mais estabelecer um homeomorfismo
entre os espagos envolvidos, necessitando-se, portanto, utilizar algum ferramental matematico especifico para
o céalculo das derivadas. Assim sendo, neste trabalho é apresentada uma forma alternativa para a obtencéo
da derivada topolégica, mediante conceitos de andlise de sensibilidade & mudanca de forma. Com esta
nova metodologia é possivel calcular a derivada topoldgica utilizando todo o procedimento matematico ja
desenvolvido no contexto da andlise de sensibilidade & mudanga de forma, conduzindo a uma formulagao
simples e construtiva. Finalmente, a derivada topoldgica é utilizada na obtengdo da topologia 6tima em
elasticidade bidimensional, de modo a minimizar a energia de deformacao da estrutura, satisfazendo a
equagao de estado do problema.

TOPOLOGICAL DERIVATIVE VIA SHAPE SENSITIVITY ANALYSIS IN THE TOPOLOGICAL
OPTIMIZATION CONTEXT

Summary

The topological derivative concept has been seen as a powerful framework to obtain the optimal topology
for several engineering problems. This derivative is a function defined in a domain, which determines the
sensitivity of the problem when a small hole is created at each point of it. However, the greatest limitation
of this methodology is that when a hole is created it is impossible to build a homeomorphic map between
the domains in study (because they do not have the same topology). Therefore, some specific mathematical
framework should be developed in order to obtain the derivatives. This work proposes an alternative way
to compute the topological derivative based on sensitivity analysis concepts. The main feature of this
methodology is that all the mathematical procedure already developed in the context of shape sensitivity
analysis may be used in the calculus of the topological derivative. This idea leads to a more simple and
constructive formulation than the ones found in contemporary literature. Finally, the topological derivative is
used for solving some topological optimization problems in bi-dimensional elasticity with which it minimizes
the strain energy of the structure and satisfies the equilibrium equations of the problem.
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INTRODUCAO

Classicamente, no processo de concepcao de um novo produto o projetista tem se am-
parado, quase unicamente, na propria intuicao e experiéncia adquirida na solucao de outros
problemas caracterizando, portanto, um processo de tentativa e erro onde a evolucao é
extrememente lenta. Em técnicas mais modernas, busca-se sistematizar a atividade de pro-
jeto através de alguma metodologia. Neste sentido, as técnicas de otimizacao mostram-se
particularmente atraentes visto que, através delas muitas vezes é possivel formular matema-
ticamente um problema de busca de solugoes que sejam, segundo algum critério, melhores
dentre as diversas possiveis.

Mais especificamente, uma questdao de grande importancia no processo de projeto de
componentes ou sistemas mecanicos em geral, é a capacidade de obter automaticamente
a geometria 6tima dos mesmos. Conceitualmente, portanto, o problema passa a ser a
determinagao da geometria do produto, ou seja, sua forma e/ou topologia,* de acordo com
alguma medida de desempenho (funcao custo).

Uma maneira bastante geral de abordar esse tipo de problema ¢é através da parametrizacao
da geometria do produto, cuja topologia ja estd previamente definida, e posterior otimizacao
em relacao a esses parametros, dando lugar entdao a ja consagrada técnica de otimizacao
de forma. O inconveniente dessa abordagem ¢é que a forma final obtida é resultado apenas
de mudangas na fronteira da configuracao original, exigindo, portanto, hipéteses prévias
sobre a topologia do produto em estudo, o que torna esta metodologia bastante restritiva
em muitas aplicagoes. Neste sentido, surgiram as técnicas de otimizagao topolédgica onde
nada (ou quase nada) é suposto sobre a morfologia inicial do componente. Sendo assim, a
principal vantagem desta tltima metodologia é que através dela pode-se obter a topologia
Otima partindo-se de uma configuracao inicial bastante grosseira.

Importantes contribuicoes neste campo foram atingidas caracterizando-se a topologia
por uma densidade de material a ser determinada, ou seja, as cavidades correspondem a
regiao de densidade nula e o produto ¢ identificado por uma regiao onde a densidade é nao
nula, sendo a topologia obtida através de técnicas de homogeneizacio °. O problema desta
abordagem é que a mesma estda fundamentada em conceitos de resisténcia dos materiais,
ou seja, para obter diferentes densidades ao longo do dominio, a relagao constitutiva do
componente é alterada, mediante a criacao de células de materiais laminados, modificando,
portanto, a massa bem como a resisténcia mecanica da peca. Este fato torna o campo de
aplicacao desta teoria bastante restrito. No trabalho da referéncia 22 foi apresentada uma
forma possivel de obter a topologia étima de componentes estruturais em regime elastico
linear, sujeitos a um critério de massa minima e restri¢oes de falha plastica de von Mises. A
idéia bésica desta formulagao, consiste em caracterizar a morfologia da pega por meio de um
parametro geométrico p, de modo que, para p > 0, tem-se uma saturacao do critério segundo
von Mises. Caso contrario, para p = 0, aparecem as cavidades na peca. Sendo assim, uma
limitagao desta metodologia é que necessita-se estabelecer uma formulacao matematica para
o problema em andalise de modo que a carta de espessura p apareca explicitamente como
um parametro multiplicativo nas equacgoes de estado.

Mais recentemente??:21:10 foi apresentada uma forma possivel de obter a topologia 6tima
através do cdlculo da derivada topoldgica, a qual nada mais é que uma funcao definida no
dominio que fornece, em cada ponto deste, a sensibilidade da funcao custo ao criar-se um
pequeno furo numa dada posicao do referido dominio, como pode ser visto na Figura 1.
Sendo assim, o conceito de derivada topoldgica tem se mostrado como uma poderosa ferra-
menta na obtencao da topologia 6tima para uma vasta classe de problemas de engenharia.
No entanto, segundo a abordagem proposta nos trabalhos ora citados, para obter esses

*A palavra topologia aqui utilizada é o termo ja consagrado que descreve a morfologia vidvel de um com-
ponente estrutural, nao se referindo & terminologia utilizada no contexto matemaético de andlise funcional.
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gradientes necessita-se expandir em série de poténcias a solugdo do problema (equacao de
estado) em um anel definido no dominio. Este fato conduz a uma metodologia que depende
fortemente do tipo de operador diferencial que tem-se em maos, ou seja, da possibilidade
de expandi-lo em série, o que, muitas vezes, pode ser impraticavel. Sendo assim, embora
esta metodologia seja bastante geral, a mesma pode tornar-se, de certa forma, restritiva,
devido a dificuldade matematica de obter a derivada topoldgica.

Figura 1. Obtencao da topologia via derivada topoldgica

Este trabalho, portanto, tem como enfoque central propor uma forma alternativa para
obter a derivada topoldgica baseada em conceitos de analise de sensibilidade a mudanca
de forma. A grande vantagem desta metodologia é a possibilidade de encontrar a topolo-
gia 6tima para uma vasta classe de problemas da fisica e da engenharia (mecéanica dos
s6lidos, mecéanica dos fluidos, eletromagnetismo, etc.) fazendo uso de todo um ferramental
matematico desenvolvido primeiramente para a mecanica do continuo e mais recentemente
para otimizacao de forma. Como a teoria de andlise de sensibilidade ja estda consagrada
na literutura e sendo suas bases matematicas bem postas, é possivel desenvolver uma for-
mulacao bem mais simples e construtiva que as metodologias encontradas atualmente para
obtencao da topologia étima, ou mais especificamente, no cédlculo da derivada topoldgica,
a qual serd estudada no contexto de problemas elipticos de valor no contorno em geral.

PROBLEMA ELIPTICO DE VALOR NO CONTORNO

Seja um dominio aberto e limitado © C R, cujo contorno, denotado por I' = 'y UT'p,
com 'y NT'p = B, é suficientemente regular, isto é, admite a existéncia de um vetor
normal n em quase todo lugar (a.e.) exceto possivelmente em um conjunto de medida nula.
Fisicamente, tem-se um corpo €, submetido a excitacoes f € L?(I'y) e b € L% (Q) e com
restricdes na varidvel primal u quando definida no contorno I'p, sendo L? (-) o espaco das
fungdes quadraticamente integraveis segundo Lebesgue (Figura 2).

Figura 2. Problema de valor no contorno

Este problema pode ser escrito em uma forma variacional, o que permite trabalhar em
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espagos topologicamente mais fracos e estabelecer condigoes de existéncia e unicidade de
solucdo. A forma fraca de um problema eliptico de valor no contorno pode ser escrito na
seguinte forma geral:

Encontre u € U, tal que
a(u,w) = l(w) YVw eV (1)

onde a(+,-) : U x V —R é um operador bilinear, limitado e coercivo e [ (-) : V' —R é um
funcional linear limitado, ou seja, [ € V', sendo V' o espaco dual de V. Além do mais,
o espaco das variacoes admissiveis V e o espacol das funcoes admissiveis U podem ser
definidos, respectivamente, como

V={weH"(Q)|w=0sobre I'p}
U={ue H"(Q)|u=gsobre 'p}

onde H" (-) é um espaco de Hilbert de ordem n,'* definido em um dado dominio, ou seja, est4
resolvendo-se um problema de valor no contorno de ordem 2n. Para facilitar a apresentacao
deste trabalho, o operador a (-, -) serd considerado simétrico.

Nos trabalhos das referéncias 4 e 17 sao tratadas as questoes de equivaléncia entre
formulagoes diferenciais e variacionais. Ja os problemas de existéncia e unicidade da solucao
das equacoOes escritas na forma abstrata sdo dados pelo Teorema Generalizado de Lax—
Milgram, também demonstrado nas referéncias ora citadas.

A formulacdo matemadtica para problemas de valor no contorno, em geral, envolve
equagoes de equilibrio, equagoes constitutivas e condi¢ées de contorno. SolugGes analiticas
para estas equagOes muitas vezes sao impraticaveis quando aplicadas a situagoes fisicas
reais devido as complexidades de geometria, excitagao, condicoes de contorno, etc. Nesses
casos, portanto, é mais vidvel o uso de métodos numéricos para a obtencao de uma solucao
aproximada para estes problemas. Dentre outros, o mais difundido atualmente é o Método
dos Elementos Finitos 22, o qual est4 fundamentado na discretizacdo do meio continuo, cuja
esséncia consiste em colocar as equagoes escritas na forma abstrata (eq. (1), por exemplo)
em termos de um conjunto de equacoes algébricas de valores discretos. Em sintese, o meio
continuo é aproximado por um modelo discreto.

Os métodos de busca de solucoes aproximadas para problemas de valor no contorno em
geral baseiam-se na reconstrucao do problema de modo que a solucao aproximada pertenca
a uma classe restrita de fungbes. Mais especificamente, o Método dos Elementos Finitos
pode ser visto como uma maneira sistematica e geral de se construir familias de subespagos
Unp C U, ou seja, consiste em resolver o seguinte problema aproximado: 3

Encontre a solucao aproximada up, € Uy, C U, tal que
a (Unp, Whp) =1 (wpp) Vwpp € Vip CV (2)

Essa ultima forma de colocar a equagao de estado (eq. (2)), conduz as equagoes de
Elementos Finitos que, no caso de problemas eliptico de valor no contorno abordado neste
trabalho (eq. (1)), podem ser escritas, de maneira geral, como®

Kiij, = F (3)

sendo 1y, o vetor de incégnitas nodais generalizados, K a matriz de rigidez global e F o
vetor carregamento nodal generalizado.

fQuando as condicdes de contorno de Dirichlet forem néo homogéneas, o espaco das funcées admissiveis
U trata-se, na realidade, de uma variedade linear definida em H" (). Sendo assim, o termo espago das
fungbes admissiveis é utilizado neste trabalho apenas por abuso de linguagem para designar a variedade
linear U C H™ (2).
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DEFINICAO DA DERIVADA TOPOLOGICA

Como ja mencionado, a derivada topoldgica fornece a sensibilidade do problema ao criar
um pequeno furo numa dada posicao do dominio. Matematicamente, este problema pode
ser escrito da seguinte maneira;:

Seja Q. C RV, tal que Q. = Q— B, onde B, é uma bola de raio € centrada no ponto X €
Q, cujo contorno é denotado por I'c = 'UJB.. Entao, tem-se o dominio original sem furo {2
e o dominio 2. com um pequeno furo B,, como pode ser visto na Figura 3. Considerando
ainda ¢ (-) uma funcdo custo definida num certo dominio (-), entdao a derivada topolégica!”
é escrita como

G (3) =ty V10 = ()

onde f (e) é uma funcao de € que dependera do problema em andlise.

P

Figura 3. Derivada topoldgica original

(4)

O grande inconveniente de trabalhar com a definigao dada pela eq. (4) é que quando um
furo é criado, nao é mais possivel estabelecer um mapeamento um para um entre os dominios
Q. e 2, em outras palavras, nao existe mais um homeomorfismo entre estes dominios pois
eles se encontram em espagos topoldgicos diferentes, sendo assim, a derivada (4) nao pode
ser obtida de forma convencional.

A idéia central deste trabalho, portanto, é partir de um problema em que o furo B,
ja exista, ou seja, partir de {2, causando uma pequena perturbacao de em B, de modo a
originar o furo B.ys. definido em um novo dominio perturbado Qs = Q2 — Beys., sendo o
contorno escrito como L'y see = TUOBeyse (Figura 4). Assim, serd mostrado que a derivada
topolégica pode ser redefinida da seguinte maneira

Gr (%) := lim { lim

(0 (Qe+5e) — w(Qe) — lim (0 (Qe+56) - w(Qe)
e—0 | Je—0 f (6 + (56) — f (6) } 1 (5)

T fetoe)— f (o)

O mm

G

Figura 4. Derivada topolégica modificada
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A rigor, esta tltima definicdo de derivada topoldgica fornece apenas informacao se o furo
B, com ¢ — 0 deve aumentar ou diminuir de tamanho e nao se este deve ser efetivamente
criado, contrario ao que mostra a definigao original da derivada topolégica (eq. (4)). Por
outro lado, entende-se ainda que, expandir um furo de raio €, quando ¢ — 0, nada mais
é que crid-lo. De qualquer maneira, este fato nao implica em dizer que ambas defini¢oes
(4) e (5) sejam equivalentes, a menos de uma prova matematica completa que estabeleca a
relacdo entre elas, a qual serd demonstrada mais tarde neste trabalho. A grande vantagem
desta ultima forma de escrever a derivada topoldgica é que através dela pode-se estabelecer
um homeomorfismo entre Q¢ e .1s5.. Consequentemente, todo o ferramental matemaético
desenvolvido em andlise de sensibilidade a mudanca de forma pode ser utilizado neste
contexto.

ANALISE DE SENSIBILIDADE A MUDANCA DE FORMA

A grande maioria dos modelos associados a problemas de valor no contorno sao formu-
lados através de equagoes diferenciais definidas ponto a ponto num dominio €2 ou, de forma
mais geral, por equagdes integrais sobre ). Assim, perturbagoes neste dominio produzem,
necessariamente, alteracoes tanto nos termos integrandos, quanto no préprio dominio de
integracao. Sendo assim, a andlise de sensibilidade & mudanga de forma, nada mais é que
determinar a variacdo das caracteristicas associadas ao problema devido a modificagoes
na configuracao denotada por 2. Para tal, pode-se utilizar os conceitos desenvolvidos no
trabalho pioneiro da referéncia 15, isto é:

Seja o dominio 2 C RV tal como definido na uma secdo anterior. Considerando que este
dominio sofre uma perturbacao, a qual pode ser representada por um mapeamento suave e
inversivel dependente do parametro 7, da seguinte maneira

X(-7) i x— X, vx € RY
Entéo, o dominio perturbado €2, bem como seu contorno I';, podem ser escritos como
QT:{XTG%N]EIXGQ, xr =x(x,7), Xg=x e (20:(2}
FT:{XT€%N|EIXEF, xr =x(x,7), Xo=x e F():F}

Expandindo x (x,7) em série de Taylor em torno de 7y e considerando apenas o primeiro
termo da expansao, o mapeamento X (x,7) pode ser obtido de forma explicita da seguinte
maneira

X (6,7) = X (,70) + 50X (5,70) (7 = ) + 0(72)

Fazendo 19 = 0, tem-se que

X (x,7) = x(x,0) + T%X (x,0) 4 o(7?)

Levando em consideragao que x (x,7) = X, e x (x,0) = x, e introduzindo a notagao

X (x,0) = v () ()

Tem-se que todo ponto x,; pode ser escrito, para 7 suficientemente pequeno, da seguinte
maneira

Xr =X+ 7TV (X) (7)
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onde v (x) é uma ag¢do de mudanc¢a de forma ou, fazendo uma paralelo com Mecanica do
Continuo,! pode ser visto como uma velocidade de mudanca de forma.

Sendo assim, o problema eliptico de valor no contorno escrito na configuracao de re-
feréncia (eq. (1)), também deve ser satisfeito, para qualquer 7, na configuragao perturbada
Q, tomando a forma:

Encontre u,€ U, := U (£2;), tal que

ar (U’T7p‘l') = l‘r(p‘r) Vpr €V, =V (QT) (8)

Partindo-se, entdo, para os conceitos de Anélise de Sensibilidade & mudanga de forma
propriamente dita, necessita-se estabelecer a sensibilidade da fungao custo ¢ (€2) em relacao
a perturbacao caracterizada por 7, a qual é dada pela seguinte derivada

o (0) = 9(Q)

T—0 T

9)

d
i Q) L,

No entanto, para calcular a derivada da funcao custo em relacao a 7 é preciso reescrever
¥ (£2;) como fungao explicita do parametro 7 da seguinte maneira

() ::/Q 6 (r ) d = Vs (7,u,) (10)

onde u, é solugao da eq. (8).
Assim, a derivada de U, (7,u,) em relacao ao pardmetro 7 é dada por

— lim U, (1,ur) — ¥ (u)

=0 T7—0 T

i\IJT (7—7 UT)

dr (11)

onde u, é uma fun¢ao implicita de 7 através da equagao de estado (eq. (1)).

A anilise de sensibilidade em relagdo a mudanga de forma pode ser obtida utilizando
o método do lagrangeano, o qual consiste em relaxar a restricao do problema, neste caso
a equacao de estado (eq. (1)). Assim, o lagrangeano pode ser escrito, ja na configuracao
perturbada €2, como

£y (7—7 uTva) =, (7-7 UT) +ar (uTva) - (pT) (12)

Uma vez que a equacao de estado seja satisfeita para todo 7, basta calcular a derivada
total do lagrangeano £, (eq. (12)) em relagao ao parametro 7, para obter, automaticamente,
a sensibilidade da funcao custo V.- em relagao a 7, ou seja

dt; d¥, 0L n 0L, dus 0L, dpr (13)
dr  dr Ot ou,’ dr op; " dr
Denominando
0 = du, . dpr
T dr Pr= dr

o calculo da derivada do lagrangeano pode ser reescrito da seguinte e ja consagrada maneira:
Seja u,; € Uy solugdo da equacao de estado, isto é

0Ly dpr
Op,;  dr

> =0&a; (uTapT) = (p‘r) V preVr (14)
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Seja pr € U, solucao da equagao adjunta, dada por

a£7— dUT o . o 8\117' . .
<8u7’ d7_>—0<:>a7'(p7'7u7')— <au7_au7'> Vo, €eVr (15)

Desde que as eqgs. (14) e (15) sejam satisfeitas, a derivada total do lagrangeano coincide
com sua derivada parcial, ou seja,

9t rurapy) (16)

°£7' (T, u'rap’r) = or

dr

A eq. (16) leva a importante conclusao de que, para u, solugdo da equagao de estado e

pr solucao da equacao adjunta, basta calcular a derivada parcial do lagrangeano em relacao
T para obter a sensibilidade da fungao custo & mudanga de forma (eq. (11)). Sendo assim,
considerando as egs. (13) e (16), a andlise de sensibilidade & mudanca de forma resulta em

0 0 0
— V. (7,ur) + Ea‘r (tur,pr) — 2=lr (pr) (17)

0
v (7—7 UT) = E"{:T (7_7 u7'7p7‘) = or or

dr

Para uma vasta classe de problemas de engenharia, a anélise de sensibilidade & mudanca

de forma dada pela eq. (17) pode ser escrita em funcdo de uma integral no contorno I', a
qual, geralmente, toma a forma

d
E\IIT (7—7 UT)

= / Y¥n-vdl (18)
=0 r

onde o tensor X pode ser interpretado como uma generalizacao do tensor momento energia
de Eshelby (ver referéncia 9) e v é a velocidade de mudanga de forma dada em eq. (6).

Outro importante resultado ja demonstrado na referéncia 8 é que somente a componente
da velocidade v na direcao normal a fronteira I' é significativa nos caculos de sensibilidade.
Este resultado baseia-se na idéia de que somente a componente normal da velocidade, ou seja
Up, € que efetivamente produz uma mudanca na forma do corpo. Sendo assim, considerando
que v (x) =v,n, a eq. (18) pode ser reescrita como

dv ,
dr

= / ¥n-nv, dl' = vn/gT (x) dI'; onde g¢gr(x)=%Xn-n (19)
7=0 r r

para v, constante em I.

Finalmente, basta mostrar como a expressao da andlise de sensibilidade & mudanca de
forma (eq. (19)) pode ser utilizada para obter a derivada topolégica G (x), dados pelas
egs. (4) ou (5), relacionando, portanto, ambos os conceitos.

CALCULO DA DERIVADA TOPOLOGICA VIA ANALISE DE SENSIBILI-
DADE A MUDANCA DE FORMA

Seja a funcio custo 9 (+) definida nos domifnios Q. = Q2 — B e Qcy5c = Q2 — Beyse. Con-
siderando ainda os conceitos de andlise de sensibilidade a mudanca de forma apresentados
na Secao anterior, tem-se

Qe-‘,—&e =Q; = Q=
(20)
Fs—i-ée =T =T.=Ty
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lembrando que apenas a bola B, sofre uma perturbacao de.
A partir da eq. (7) e considerando que v (x) = v,n, vem

Xr =X+ TUpn (21)

Entao, é possivel associar a perturbagao de com o parametro 7, ou seja, das egs. (20) e
(21) observando que de = |x; — x|| para x € B¢ e X, = x (X,7) € 0B.1s., tem-se que

de = ||[Tvpn|| = 7 |vy] (22)
Agora, a relacao entre a derivada topoldgica e os conceitos de andlise de sensibilidade a
mudanca de forma, pode ser demonstrada no seguinte teoremas:
Teorema 1

Seja a derivada topolégica dada pela eq. (4), tal que 0 < |G (X)| < oo, entdo o limite
com € — 0 existe e pode ser escrito como

* s . . 1 dy (Q;)
GT (X) GT (X) EE}% f/ (6) ’Vn’ dr o ( 3)
Prova
A prova deste teorema é dividida em duas partes
Parte 1:
Gr (%) = G (X) (24)
Parte 2:
. 1 dy ()
Cr®) =0 FOWl dr | %)
Prova da Parte 1
Da eq. (4) tem-se
V() = P(Q) + G (X)f(€) + 0 (f(€)) (26)

onde o(f(e€)) é utilizado para denotar os termos de ordem superior a f(€), ou seja

o)
e—0 (6)
Da mesma maneira, tem-se que

P (Qerse) = (Q) + G () f(e + de) + 0 (f(e + de)) (27)
Subtraindo a eq. (26) da eq. (27) vem

P(Qetse) — Q) = G (X) (f(€ + d¢) — f(€)) + o (f (€ + de)) — o (f (¢)) (28)
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Dividindo a eq. (28) por f (e + de) — f (€) obtém-se

P(Qerse) — (k) o(f (e+de)) —o(f(€))
fe+de) = f(e) fle+de) = f(e)

Tomando o limite duplo como indicado na eq. (5), tem-se

=Gr(x) +

CrR) — tim L) ZE0) o 048 0 (@)

a0 -7 BT 00— F (9

Aplicando o teorema de L’Hopital

. o(f(etde) —o(fle) _ . o (f(e+de)) flle+de) . _
jllf% Fle+oe)—f () _élif%o F'(€ + 0¢) _}géoo(f(”&))_o

e substituindo este ultimo resultado na eq. (29), obtém-se a prova da primeira parte deste
teorema, ou seja

Gr () = limg ) — 61

Prova da Parte 2

Seja a eq. (5), que pode ser escrita como

Gr (%) = i — s T, (30)
de—0 de
Mas, observa—se que
fletde)—f(e) _
61611_{10 de =/ (31)
Substituindo a eq.(31) em eq. (30) vem
5 ¢( 6+6e) — ¢(Q6)
Gr (%) Py 1’ (e) 5em0 de (32)

Considerando as egs. (20 e 9), entdo a eq. (32) pode ser reescrita, levando em conta
que de = 7 |Vy,| (eq. 22), da seguinte maneira

e 1 . ”¢ (QT) - w(QO)
Gr (%) _lg% 0 71_13%) 7 |Val S0 ff (€)|[Val dr

(33)

7=0

Finalmente, da eq. (33) e do resultado da primeira parte da prova deste teorema
(eq. (24)), verifica-se que

o i ()
Gr@® =T &)= oWl ar

7=0

e o teorema estd demonstrado m
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Lembrando que ¢ (Q;) = ¥, (1,u;) e que I'cy5c = I'7, entdo, a partir do resultado do
Teorema 1 e da eq. (19) e considerando ainda uma escolha adequada de f (¢), tal que
0 < |Gr (%X)| < o0, a derivada topoldgica pode ser expressa da seguinte forma

_ Jim 2297 (%) / gr(x) dl.  (34)
Ie

a1 d
Gr (%X) = lim B e

1
7_\]:/7' y T
T

Finalmente, como a parcela do contorno I'. que efetivamente estd submetida a pertur-
bagao de (ou 7 |vy|) é relativa ao contorno da bola B, isto é dB, entao a eq. (34) pode ser
escrita, considerando uma expansao no furo (sign (v,) = —1), como

X) = — lim L X
Gr ()=~ lim 0 | o7 () B, (35)

Assim sendo, para obter a expressao final da derivada topoldgica dada pela eq. (35)
basta calcular gr (x) = ¥n - n, onde o tensor ¥ depende estritamente da func¢do custo
escolhida e de cada problema em andlise (equagao de estado), e posteriormente calcular o
limite com € — 0.

DERIVADA TOPOLOGICA NA ELASTICIDADE LINEAR

Otimizagao estrutural é uma area de estudo que, na sua esséncia, procura melhorar
o desempenho estrutural de componentes ou sistemas mecanicos de maneira sistematica.
Assim, primeiramente necessita-se identificar as varidveis de projeto que caracterizam um
determinado componente. Em seguida, mediante modificacoes destas varidveis segundo
algum critério, espera-se obter uma melhor solucio, dentre as diversas possiveis?.

FEm geral, as variaveis de projeto que definem um componente mecanico estao associadas
a sua geometria. Logo, véarias técnicas tém sido utilizadas para controlar e/ou definir
projetos 6timos em termos geométricos, sendo, portanto, relativamente dependentes do
tipo de estrutura em anadlise: trelicas, pérticos, placas e cascas, solidos tridimensionais, etc.

No contexto de otimizacao estrutural, uma questao de grande importancia na concepcao
de componentes e/ou sistemas mecanicos destinados a transmitir esforgos entre dois ou mais
pontos é a capacidade de obter automaticamente a topologia étima dos mesmos, respeitando
certos critérios de geometria e resisténcia mecanica. Por razoes de custos, necessita-se
determinar morfologias que conduzam a pecas de alta resisténcia de maneira a empregar o
minimo material possivel através de uma adequada distribuicao de tensoes. Serd mostrado,
portanto, que através da derivada topoldgica é possivel obter a topologia 6tima no contexto
de otimizacao estrutural, ou mais especificamente, em elasticidade bidimensional.

Formulagao de equilibrio

Neste trabalho é abordado o problema de elasticidade linear bidimencional, sendo que as
equagoes sdo obtidas mediante a degeneracdo de um problema tridimensional. As equacgoes
de equilibrio de um meio eldstico linear podem ser obtidas em forma de equacgoes diferen-
ciais (forma forte), ou mediante formulagdes variacionais (forma fraca) que, no contexto de
Analise de Sensibilidade, tornam-se particularmente atraentes.

No problema de elasticidade linear, tem-se um corpo deformavel €2, com um pequeno
furo B¢ centrado em X € {2, submetido a um conjunto de forgas f no contorno I'y, forcas
de campo b no dominio {2, e restrigoes de deslocamentos na superficie I'p. Se o corpo €2,
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estd em equilibrio, o seguinte conjunto de equacoes deve ser satisfeito

divo+b=0 em Q

€
u=g sobre I'p
on="f sobre I'y (36)
on =0 sobre 9B,

onde n o vetor unitdrio normal & superficie I'e = I'p UI'y U 9B, o é o tensor tensao de
Cauchy e g sao os deslocamentos prescritos no contorno I'p, os quais, por simplicidade, sao
considerados nulos neste trabalho. Esse conjunto de equagoes é composto pelas equacoes de
equilibrio na sua forma forte ou diferencial, condi¢ées de contorno de Dirichlet ou essenciais
e condicoes de contorno de Neumann ou naturais.

As equagoes deformagoes-deslocamentos da teoria linear de elasticidade, sao dadas por

1
e(u) = 5 (Vu+ VuT) = Vu’, sendo e=¢l (37)
Considerando as equagoes constitutivas da teoria da elasticidade para o caso de material
isotrépico, linear e homogéneo tem-se”
o= Ce =CVu’, onde o=o" (38)

onde C ¢ o tensor constitutivo do material.

O conjunto de equagdes dado pela eq. (36) pode ainda ser colocado em uma forma

variacional em termos da varidvel primal u, dando lugar ao seguinte problema'?:

Encontre u € U, tal que
/ CVuS-VWSdQE:/ b-wdQE—i—/ f -wdl, VweV (39)
Qe Qe l_‘N

Supondo a existéncia de forcas de corpo b € L? (Q) e forcas de superficie f € L? (I'y) o
espago das funcoes admissiveis U e o espago das variacoes admissiveis V' podem ser definidos,
respectivamente, como

U:{ueHl(Qe)\u:0sobre I'p}
V:{WEHI(Q€)|W:OSObreFD}

Tal como mostrado na a eq. (39) também deve ser satisfeita para todo 7, podendo ser
escrita na configuracao perturbada, da seguinte maneira:

Encontre u,€ U, tal que
ar (ur,w,) =1l (w;) Vw, eV, (40)
onde os espagos U; e V; podem ser definidos, respectivamente, como
U- = {ure H"(Q,) | u, = 0 sobre Ip}
V., = {W-,- e H! (©27) | w; =0 sobre FD}

e ar (ur,w,) e l; (w;) sdo dados, respectivamente, por

ar (ur,w,) :/ C V,ul- V.w; dQ, (41)
Q,
L (w,) = / b, W, dQ, + / £, . w, dT, (42)
Q- 'y
o)

sendo que V; () é adotado para denotar V() := 5= (*)



Derivada topolégica via anélise de sensibilidade & mudanga de forma na otimizacao topolégica 511

Calculo da derivada topolégica

Para obter a expressao da derivada topolégica via andlise de sensibilidade, necessita-se
primeiramente calcular a derivada da fungao custo ¥, (7,u,) em relagdo ao parametro T,
em 7 = 0 (Teorema 1). Como visto anteriormente o calculo de sensibilidade da funcao custo
U, pode ser realizado recorrendo ao método do lagrangeano, ou seja

0 0 0
ar E‘PT (r,ur) + EGT (ur,pr) — EZT (pr) (43)

Neste trabalho, a energia de deformagao da estrutura é adotada como exemplo de funcao
objetivo. Esta funcao custo é particularmente interessante porque, além de simplificar os
célculos, tem uma interpretacdo fisica bastante clara. A minimizacdo da energia interna
leva a pecas de alta resisténcia, ou seja, a componentes estruturais bastante rigidos, o que é
interessante em muitas aplicagoes praticas em engenharia. Sendo assim, neste caso a fungao
custo adotada ¢é definida como:

0
v, (7—7 uT) = EDET (7—7 U—TapT) =

U, (1 u,) = %aT (u,,u,) (44)

Uma vez caracterizada a fungdo custo a ser minimizada, pode-se entao partir para o
célculo da derivada do lagrangeano (eq. (43)). Sendo assim, a equacao adjunta (eq. (15)),
para este caso particular, fica:

Encontre p; € U, tal que

v,
ar (pTaﬁT) :_<3T7_ai1’r> = —ar (uT;ﬁT) v ﬁT 6‘/;'
= p7' = 7u7' (45)
Substituindo a eq. (45) na derivada do lagrangeano (eq. 43) tem-se
0 10 0
E-’ET (1,ur,u,) = 556& (ur,u;) — 8_7'aT (ur,ur) + @lT (ur)
10 0
= —§Ea7 (ur,u;) + EZT (ur) (46)

Para obter as derivadas na configuracao referencial Qy = ., ou seja, em 7 = 0, pode-
se utilizar o teorema do transporte de Reynolds. Assim, de maneira geral, a derivada da

funcao custo é dada por
0 0 foler
= — +) dQ, = =
e = [ (5

2y,
or
Usando a eq. (47) para derivar a forma bilinear a, (u-, u,) tem-se

gaT( = 3/ CV,ul -V, u] dQ;
or Q,

(1,ur)

! divv> Qe (47)
7=0

uTauT)

or

7=0 =0

= / [aﬁ(chui-vTui) + CVu® - Vu’ divv} Q. (48)
Q. LOT

=0

onde a derivada do gradiente simétrico de um campo vetorial é dada por

0

E (vTuT)

= — (VuVv)? (49)

7=0
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Substituindo este ultimo resultado na eq. (48) vem

9
or

ar (ur,ur) = —/ [C(VuVv)® - Vu’+CVu’ - (VuVv)® —CVu’ - Vu® divv] dQ.
7=0 Qe

=— / [2Vu! CVus— (CVu’ - Vu®) I - Vv dQ. (50)
Qe

Da mesma maneira, pode-se calcular a derivada do funcional I, (u;), considerando b
constante, da seguinte forma

0

EZT (llf,—)

= / (b divv) - u dS2, +/ (f divpv) -u dl’e
Qe

7=0 I'n

= / (b-u)I-VvdQ, (51)
Qe
onde o divergente superficial da velocidade é dado por divpv = (I —n®n) - Vv, sendo

que v =0 sobre I'y.
Assim, substituindo as egs. (50) e (51) em eq. (46), a derivada do lagrangeano fica

. 1
0L _ 1 / 2Vu? CVu'— (CVu* - Vu') 142 (b - w) 1] - Vv de,
67- =0 2 Qe
— / Y- Vv dQ. (52)
Qe

onde o tensor X é dado por
by :VuTCVuS—% (CVu® - Vu*) I+ (b-u)I
A partir da relacao
div (XTv) =% Vv + v - divE

e levando em conta quet divE = 0, e do teorema da divergéncia, a derivada do lagrangeano
(eq. (52)), como esperado, fica

0L,
or

_dV,
- dr

:/En-vdfez/ ¥n-v doBe
7=0 Fs aBe

Considerando v =v,n, com v,, constante, entao tem-se que

=0

dv ,
dr

= vn/ ¥n-n doB. (53)
T=0 8B5

onde

1
¥n-n=(CVu’)n-(Vu) n—§CVus -Vu®+b-u

fAdmitindo que o campo u satisfaz a equacio de estado dada por (eq. (36)), entdo pode-se demonstrar
que divd = 0.
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Além do mais, (CVu®)n = 0 sobre 0B, (egs. (36) e (38)), entao

1

/ Y¥n-n doB. = - <—CVus -Vu® —b- u) doB. (54)
2B, oB. \2

Substituindo a eq. (54) em eq. (53), vem

dv..
dr

1
= vn/ gr (x) dOB., onde gr(x)= —§CVuS -Vu’+b-u (55)
7=0 8Be

Finalmente, substituindo a eq. (55) na definigdo da derivada topolégica obtida via
andlise de sensibilidade (eq. (35)) e adotando f(e) = meas (2.) — meas (Q) = —meas (B.),
tem-se que f'(€) = —meas (0B,). Entao, a expressao final da derivada topoldgica para o
problema de elasticidade linear bidimensional, cuja fungao custo é a energia de deformagao,
pode ser escrita, considerando auxéncia de forgas de corpo, isto é b = 0, da seguinte maneira

SO 1 A s s

X

onde a eq. (56) foi obtida mediante uma andlise assint6tica da solu¢do. Em particular,
foram escolhidos os valores do coeficiente de Poisson 1/3 e 1/4 para estado plano de tensoes
e deformacoes, respectivamente, o que resulta em A = 3 em ambos os casos.

APLICACAO EM OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Neste trabalho, primeiramente foi mostrada a relacao entre a derivada topoldgica e a
analise de sensibilidade a mudanca de forma, em seguida apresentou-se as equacgoes de
equilibrio em elasticidade linear, bem como o calculo da derivada topoldgica para esta
classe de problemas. Nesta secao, a derivada topoldgica serd aplicada na determinacao da
topologia 6tima em elasticidade linear, de modo a minimizar a energia de deformagcao da
estrutura, satisfazendo a equacao de estado do problema.

Algoritmo de otimizagao topolégica

Como visto anteriormente, a derivada topoldgica trata-se, na verdade, de uma derivada
que fornece a sensibilidade da fun¢ao custo 9 ao criar um pequeno furo B, no dominio 2.
No entanto, é facil ver que, da maneira como apresentado neste trabalho, necessita-se ainda
colocar alguma restrigao adicional no problema, além da equagao de estado, para evitar que
os algoritmos de otimizacgao topolégica a serem desenvolvidos conduzam apenas a solucao
trivial do problema, i.e. meas (2) = 0.

Uma forma simples de contornar este problema consiste em introduzir um critério de
parada no algoritmo, que pode ser, por exemplo, sobre o volume final a ser obtido, ou
seja, a idéia é criar os furos enquanto meas (Q) > meas({2), onde meas() corresponde ao
volume final requerido. Sendo assim, considerando este critério de parada, uma proposta de
algoritmo de otimizacao topoldgica baseado na derivada topoldgica pode ser esquematizada
da seguinte maneira (no trabalho da referéncia 3 encontra-se uma variacao deste algoritmo):

Seja a sequéncia Q1 = {QF | meas(QF) > meas(Q)}, onde k é a k-ésima iteracdo,
entao:

1. Fornecer o dominio inicial Q° e a restricio meas(£).
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2. Enquanto meas(Q%) > meas(Q), faca

(a) Encontrar a solucio direta u® (eq. (40)) e a adjunta p¥ (eq. (45)).
(b) Calcular G (%)*.

(c) Criar os furos nos pontos % correspondente a nt. < Gp &)k < nfup, onde nf; e

n§up sao calculados de forma proporcional ao volume de material a ser retirado
em cada iteragao k.

(d) Definir o novo dominio QF*1,

(e) Fazer k — k+ 1.
3. Neste ponto espera-se ter em maos a topologia final desejada.

O problema de otimizagao topoldgica é, em geral, extremamente complexo. No en-
tanto, embora o algoritmo ora proposto seja simples e rudimentar, ainda assim é possivel
obter resultados satisfatorios de otimizagao topoldgica, como serd mostrado nos exemplos
numéricos. De qualquer maneira, nada impede que outros algoritmos sejam propostos de
modo a utilizar melhor as informacoes contidas na derivada topoldgica.

Resultados numéricos

Para verificar os conceitos aqui apresentados, sdao resolvidos numericamente alguns ex-
emplos cldssicos utilizando o algoritmo de otimizacao topoldgica mostrado na Secao anterior.
O elemento finito triangular linear é adotado para a discretizacao das equagoes, sendo que
a derivada topolégica (G (X)) é avaliada nos pontos nodais da malha de elementos finitos.
Finalmente, os resultados obtidos sao comparados com solugoes analiticas ou com resultados
encontrados na literatura corrente para outros métodos de otimizagao topoldgica.

Projeto de uma barra

O projeto de uma barra submetida a um carregamento uniformemente distribuido é
realizado. A dimensdo méxima permitida do componente a ser projetado é a x b, onde
a =50 mm e b =100 mm e o carregamento distribuido é ¢ = 400 N/mm, aplicado sobre o
contorno ¢ do dominio, onde ¢ = 20 mm, tal como mostrado na Figura 5.

b

Figura 5. Barra tracionada axialmente: modelo empregado

Considerando a simetria do problema, a barra modelada na Figura 5 é discretizada com
902 elementos finitos lineares, assim como pode ser visto na Figura 6a. O resultado obtido
apds otimizagao topoldgica é apresentado na Figura 6b, onde é possivel identificar uma
barra cuja dimensao é aproximadamente b X c.



Derivada topolégica via andlise de sensibilidade & mudanca de forma na otimizacdo topoldgica 515

éA

PYAVAY

T ATAYATAYAAVAVATAT,
SUAVAVAVAVAVAVAVAVA %
ROYAVAVAVAVAYAV N
SRR
<KPRAA
Rt

KA
REOCREE
NOVAVAVAVAVAN
N AVAVAVAVAVAVA %
R
:V%VAVVVVVVVVVVV

TAVAVAVAVAVAV

>

FRNANNNS
INININININININ/A

D

AVAD

D
D

(a) malha (b) resultado

Figura 6. Topologia final

Projeto de uma viga curta simplesmente apoiada

Nesta se¢ao, o projeto de uma viga curta simplesmente apoiada, submetida a uma forga
concentrada no centro é realizado. A dimensdo méxima é a X b, onde a = 50 mm e b = 100
mm e a forca concentrada é F' = 5000 N, como pode ser visto na Figura 7.

b

VF

Figura 7. Viga curta simplesmente apoiada: modelo empregado

Considerando a simetria do problema, a viga modelada na Figura 7 é discretizada com
902 elementos finitos lineares, como pode ser visto na Figura 8a. O resultado obtido apds
otimizagao topoldgica é apresentado na Figura 8b.

ZAVAVAVAVAYA
SVAVAVAVAVAVAVAVA
B YAVAVAVAVAVAVAVA
KRR

SSAAAANATAA

Y,
PAVAVAVAVAVAVAV,
E‘Iﬁmvééﬁ

7

\/]

Y/
\VAVA

<J
N/
VA

ININININININNINTS

TAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
e
K SAVAVAVAAVAS

A
v

SINNININININININ
NNINININININNN

<
5
X

Vav/

%
N/
%

\VAVAVAVAVA
g VAVAN
POSAATAYY
<§ WAVE N
<

5

o

i

A#V

VAN
\VAVAVA
ﬂﬁﬁﬁ
VAVAVAVAVAVAY

I,

N/

VAVAVAVA
\VAVAVAVAY,

I
N
/5

NN/
VA
Y
SR
KA
N/
VAVAVAVAY

VAVAY

N
Vay
VAVAVA!

VAVAVA
<
S

\VAVAVAVAVAVAVAVA

%
N
TAY

VAVA
¥
L
Vay
\/
RO
o0
VavAVi
N/

VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAS

VAVA

INININININININININININA

TAVAVAVAY
FAVAVAVAVAVA
AVAVAVAVAVAVAA

\VAVAVAVAVAVi

NN/

INININININININN
VAVAVA#A%A#A#A

VAN
INININININN

KIbA

VAY
4

<)
5

5
5
5

o

s
5
J

<

INANINININININININININISININ
NANNNNNINNINNINNINT

VAN

INNNNN

<]

VAN

(a) malha (b) resultado

Figura 8. Topologia final



516 A. Novotny, R. Feijéo, E. Taroco e C. Padra

Para facilitar a vizualizagao do problema, a topologia final obtida, sem considerar sime-
tria, pode ser vista na Figura 9, onde é possivel identificar um arco reforcado através de
barras.
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Figura 9. Possivel solucao

Projeto de uma bicicleta

Este exemplo mostra como a otimizagao topoldgica via derivada topoldgica pode ser
utilizada para revisar o projeto estrutural de um produto cldssico e ja consagrado: uma
bicicleta.

Na Figura 10 é apresentado o lay-out de uma bicicleta comum (linhas tracejadas) so-
breposta a configuracao inicial a ser otimizada (linhas cheias), bem como as condigoes de
contorno e carregamento empregados.

Figura 10. Projeto de uma bicicleta: modelo empregado

A malha utilizada para discretizar o dominio de concepgao pode ser vista na Figura 11a.
Ja na Figura 11b é mostrado o resultado obtido apds o processo de otimizacgao topoldgica.
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Figura 11. Topologia final
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Tal como na Figura 10, o resultado obtido (Figura 11b) é sobreposto ao lay-out classico
de uma bicicleta (Figura 12), onde nota-se uma semelhanca bastante grande entre as duas
configuracoes.
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Figura 12. Possivel solucao

No trabalho da referéncia 18, também é realizado o projeto de uma bicicleta via otimiza-
¢ao topoldgica, o qual é mostrado na Figura 13. No entanto, é importante mencionar
que no referido trabalho utiliza-se técnicas de homogeneizagao, tal como proposto nas re-
feréncias 1 e 5.

Figura 13. Proposta de solu¢do dada por a referéncia 18

Comparando-se as propostas de solugoes apresentadas neste trabalho e da referéncia 18,
as quais podem ser vistas nas Figuras 12 e 13, respectivamente, observa-se uma grande
similaridade entre ambos os resultados, embora sejam utilizados métodos de otimizacao
topolégica fundamentados em conceitos completamente distintos. Além do mais, é impor-
tante mencionar que os referidos lay-out assemelham-se muito ao desenho classico de uma
bicicleta (Figura 10, linhas tracejadas). Isso era esperado, ja que este dltimo é resultado de
muitos anos de experiéncia em projeto de veiculos deste tipo.

CONCLUSOES

Neste trabalho, é proposta uma nova defini¢cdo da derivada topolégica (eq. 5), a qual,
embora equivalente a original dada pela eq. (4), pode ser obtida via andlise de sensibilidade,
sem a necessidade de expandir o operador diferencial (equacgao de estado) em série de
poténcia, conduzindo, portanto, a uma formulacao bastante geral e construtiva na obtencao
da derivada topolégica.
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Esta nova formulagdao nao se limita apenas a problemas com condicao de contorno de
Neumann no furo, onde o integrando gr (x) da eq. (35) é regular. A mesma idéia pode ser
utilizada em situagoes onde gr (x) é singular, bastando para isso redefinir adequadamente a
funcao f (€), como pode ser visto no trabalho da referéncia 16. E importante observar que
tais singularidades na funcao gr (x) podem surgir quando é imposto condigao de contorno
de Dirichlet no furo'©.

A formulagao apresentada permite determinar a topologia 6tima de componentes estru-
turais em regime elastico linear e estado plano de tensoes, sujeitos a um critério de minima
energia de deformacgao. No entanto, é importante mencionar que a extensao da metodologia
proposta a outros problemas de engenharia (mecéanica dos sélidos nao linear, mecanica dos
fluidos, eletromagnetismo, etc.) é bastante simples e natural. O algoritmo de otimizacao
topolédgica proposto neste trabalho, o qual é fundamentada na derivada topoldgica, mostra-
se eficiente e rdapido, levando a resultados bastante satisfatérios, mesmo sendo utilizado de
forma bruta, ou seja, de maneira andloga a um método de ponto fixo. No entanto, ou-
tros critérios para utilizar a informacao contida na derivada topoldgica merecem especial
atencdo, tal como, por exemplo, os algoritmos de pontos interiores.'?
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