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Аннотация. Статья посвящена моделированию пространственной зависимости между мак-

роэкономическими показателями российских регионов с помощью пространственно-весо-

вых матриц. Проведен сравнительный анализ пяти матриц, учитывающих только значения 

самих показателей в соседних регионах, без влияния других макроэкономических рядов.  

В статье проведен анализ работ, в которых описаны способы построения весовых 

матриц, как основанных только на географических данных, так и на основе экономических 

показателей, пять матриц применены к трем моделям, построенным на российских регио-

нальных данных. Исследование проводилось на данных по региональной инфляции и ВРП. 

Помимо моделирования на данных обо всех регионах, пространственные модели были 

также построены отдельно для западных и восточных частей России.  

По результатам проведенного исследования можно сделать вывод, что для ряда ВРП 

выбор пространственной матрицы существенно влияет на оценки коэффициентов и ошибки 

внутривыборочных прогнозов. При этом способ, которым данные матрицы учитываются в 

модели, имеет второстепенное значение. Для региональной инфляции, наоборот, важнее 

оказывается тип модели, а большинство матриц дают практически идентичные результаты 

в каждой модели. 
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Abstract. The article is devoted to modeling the spatial dependence between macroeco-

nomic indicators of Russian regions, using spatial weight matrices. The authors perform a com-

parative analysis of five matrices taking into account only the values of the indicators themselves 

in neighboring regions, without the influence of other macroeconomic series of data.   

The article analyzes papers that describe ways to build weighting matrices, both based only 

on geographic data and on economic indicators; the five matrices are applied to three models built 

on Russian regional data. The study is based on regional inflation and GRP data. In addition to 

modeling on data about all regions, spatial models were also built separately for the Western and 

Eastern parts of Russia.   

Based on the results of the study, we can conclude that for a number of GRP figures, the 

choice of spatial matrix significantly affects the ratio estimates and errors of in-sample forecasts. 

The way in which these matrices are considered in the model is of secondary importance. For 

regional inflation, on the contrary, the model type is more important, and most matrices give nearly 

identical results in each model. 
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Введение 

Учет пространственной зависимости между регионами / странами позволяет 

повысить точность моделей и прогнозов. Однако полученные результаты зависят от 

того, каким именно образом пространственные данные включаются в модель. 

Наиболее простым и эффективным способом учета пространственной зависимости 

является использование пространственно- весовой матрицы, в которой изначально 

задана некая зависимость между регионами. Данная зависимость определяется на 

основе географического расположения регионов, социальных или экономических 

показателей. 

Выбор весовой матрицы, которая наилучшим образом будет отражать особен-

ности исследуемых регионов, до сих пор остается одним из ключевых этапов по-

строения пространственной модели. Одна из важных особенностей этого выбора за-

ключается в том, что исследователь делает априорные предположения о форме ве-

совой матрицы. В связи с этим, определить наилучшую матрицу на реальных данных 

можно только путем перебора различных вариантов, что существенно усложняет 

процесс моделирования.  

В данной работе исследование весовых матриц проводится на данных по ВРП 

и региональной инфляции российских регионов. Во втором разделе описаны теоре-

тические и эмпирические подходы к построению весовых матриц. В третьем разделе 

пять весовых матриц, показавших наиболее точные результаты в эмпирических ра-

ботах, рассмотренных во втором разделе, были применены к данным российского 

ВРП и региональной инфляции за 2000-2019 гг. Помимо моделирования региональ-

ных показателей сразу для всех регионов, были также проанализированы модели с 

различными весовыми матрицами отдельно для регионов восточной и западной ча-

стей (раздел 4). Для каждой весовой матрицы строилось три модели, разным образом 

учитывающие пространственные взаимосвязи между регионами: модель простран-

ственного лага, пространственных ошибок и лагов, и ошибок. 
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1. Теоретические подходы  
к моделированию пространственных весовых матриц 

Выделяются различные виды матриц, которые могут быть использованы при 

оценивании пространственных данных. Первый тип матриц основан на расстояниях 

между регионами и в него входят следующие спецификации матриц: 

1. Матрица k ближайших соседей. Здесь рассчитываются расстояния 

между центром исследуемого региона и центрами остальных регионов, затем рас-

стояния ранжируются по возрастанию, и априори выбирается количество k соседей 

с наименьшими расстояниями. Далее элементы пространственной матрицы 𝑤௜௝ счи-

таются как 𝑤௜௝ = ൜1, если регион 𝑗 входит в 𝑘 ближайших соседей для 𝑖0, иначе . Данная 

матрица несимметрична, так регион 𝑗 может входить в число ближайших соседей 

региона 𝑖, но регион 𝑖 при этом не будет ближайших соседом для 𝑗. Однако матрицу 

можно сделать симметричной, если добавить условие, что 𝑤௜௝ = 1, если 𝑗 является 

ближайшим соседом для 𝑖 или 𝑖 является ближайшим соседом для 𝑗. 

2. Матрица пороговых расстояний. Выбирается пороговое значение рас-

стояния, 𝑑, и если расстояние между центрами регионов  меньше данного порога, то 𝑤௜௝ = 1, иначе 0. 

3. Матрица масштабированных (или сжатых) расстояний. Данная матрица 

учитывает, что с ростом расстояния сила влияния регионов друг на друга ослабля-

ется. Поэтому вводится коэффициент масштабирования 𝑎 > 0, так что 𝑤௜௝ = 𝑑௜௝ି௔. 

Также можно использовать экспоненциальные веса, 𝑤௜௝ = exp൫−𝑎𝑑௜௝൯. 

4. Матрица двойного сжатия может использоваться в случаях, когда необ-

ходимо ввести более гибкие веса. Предполагается, что 𝑑 – предварительно выбран-

ное пороговое расстояние, и 𝑤௜௝ = ൝[1 − ቀௗ೔ೕௗ ቁ௞]௞, если 0 ≤ 𝑑௜௝ ≤ 𝑑0, если 𝑑௜௝ > 𝑑 .  

Второй тип матриц основан на наличии общих границ между регионами. 

1. Матриц общих границ. Если у регионов есть общая сухопутная или 

морская (на выбор исследователя) граница,  𝑤௜௝ = 1, иначе 0. 

2. Матрица долей общих границ. Длина общей границы может быть очень 

маленькой, и в таких случаях можно использовать показатель, который показывает, 
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какую часть из всех границ региона 𝑖 составляет граница с регионом 𝑗. 𝑤௜௝ = ௟೔ೕ௟೔ =௟೔ೕ∑ ௟೔ೖೖಯ೔ , где 𝑙௜ – длина всех границ региона 𝑖. 
3. Комбинированная матрица границ-расстояний. В работе [1] использо-

валась комбинированная матрица, которая учитывает и наличие общей границы, и 

расстояние между центрами регионов. 𝑤௜௝ = ௟೔ೕௗ೔ೕషೌ∑ ௟೔ೖೖಯ೔ ௗ೔ೖషೌ 

Также выделяется два стандартных способа нормализации элементов весовой 

матрицы. Первый способ – нормализация по строкам, так что ∑ 𝑤௜௝ = 1௡௝ୀଵ , 𝑖 =1, … 𝑛.  Однако такой подход изменяет структуру весовой матрицы, что может ока-

зать влияние на интерпретацию силы пространственной связи. Чтобы избежать дан-

ной проблемы можно использовать скалярную нормализацию, путем домножения 

всей весовой матрицы на определенное число, 𝑎𝑊, где 𝑎 выбирается априори и мо-

жет быть рассчитано как 𝑎 = ଵఒ೘ೌೣ > 0, где 𝜆௠௔௫ – максимальное собственное значе-

ние матрицы 𝑊. 

Помимо спецификации весовой матрицы исследователю также необходимо 

определить, каким именно образом пространственные эффекты должны быть вклю-

чены в модель. Выделяется семь основных типов пространственных моделей, кото-

рые собраны в таблице 1. 

Таблица 1 

Типы моделей пространственной корреляции 
Модель  Способ включения весовых лагов 
SAR, пространственная авторегрессия WY 
SEM, модель пространственных ошибок Wu 
SLX, модель пространственных лагов объяс-

няющих переменных 
WX 

SAC, пространственная комбинированная 
авторегрессия 

WY, Wu 

SDM, пространственная модель Дарбина WY, WX 
SDEM, пространственная модель Дарбина с 

ошибками 
WX, Wu 

GNS, общая гнездовая пространственная 
модель 

WY, WX, wu 

Примечание – Y – вектор значений объясняемой переменной, X – вектор зна-

чений объясняющих переменных, u – ошибки модели 

Источник: [2] 
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В работе [3] исследуется возможность выбора наиболее точной простран-

ственной матрицы с помощью метода адаптивного лассо для только пространствен-

ных данных (без учета временной корреляции между наблюдениями). При этом ана-

лиз проводится не для всех наблюдений, а для отдельных выборок. Так как при та-

ком подходе может возникать проблема эндогенности, связанная с тем, что зависи-

мая переменная одновременно служит независимой переменной, авторы предлагают 

двухшаговый подход с использованием инструментальных переменных. 

Авторы рассматривают стандартную модель пространственной автокорреля-

ции, которая записывается с помощью формулы (1): 

 

                                             𝑌 = 𝑊𝑌 + 𝑋𝛽 + 𝑒,                                                                    (1) 

 

где 𝑌 – ряд значений исследуемого показателя во всех регионах, 

 𝑊 – пространственно-весовая матрица с элементами 𝑤௜௝, которые опреде-

ляют силу зависимости между значениями показателя 𝑌 в регионах 𝑖 и 𝑗. 𝑋 – матрица объясняющих переменных,  𝑒~𝑖𝑖𝑑(0, 𝜎ଶ). 

В сокращенной форме формула (1) принимает вид уравнения (2): 

 

                                                     𝑌 = (𝐼 − 𝑊)ିଵ(𝑋𝛽 + 𝑒),                                            (2) 

 

где 𝐼 – единичная матрица. 

Тогда (𝐼 − 𝑊)ିଵ = 𝐼 + 𝑊 + 𝑊ଶ + 𝑊ଷ … раскладывается в отдельные про-

странственные эффекты от соседства первого, второго и последующего уровней. 

При применении адаптивного лассо авторы предполагают, что для региона 𝑖 
все регионы, с которыми у него есть пространственная зависимость, расположены в 

некоторой подвыборке данных 𝑁௜, которая состоит из m ближайших соседей. При 

этом истинно зависимых регионов всего 𝑞 < 𝑚. Далее выбирается r случайных ре-

гионов, для которых существует ровно m ближайших соседей. Таким образом, из 

выборки исключаются регионы, находящиеся на окраине страны. 

Алгоритм адаптивного лассо состоит из двух шагов: 
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1. С помощью формулы (3) предсказываются значения эндогенной перемен-

ной 𝑌෨ : 

 

                                                    𝑌෨ = 𝑍෨𝜃 + 𝜐,                                                 (3) 

 

где 𝑍෨ – матрица инструментальных переменных для r выбранных регионов 

размерности 𝑟 × 𝑙, 𝜃 – вектор коэффициентов размерности 𝑙. 
 Предполагается, что инструменты не зависят от остатков регрессии, но 

коррелируют с эндогенными переменными.  

Тогда оценка первого шага метода адаптивного лассо записывается с помо-

щью формулы (4): 

 

                                       𝜃෠ = 𝑎𝑟𝑔 minఏ ||  𝑌෨ − 𝑍෨𝜃||ଶଶ + 𝜆ଵห|𝜑ଵ°𝜃|หଵ.                            (4) 

 

Первая часть этой формулы минимизирует сумму квадратов остатков между 

наблюдаемой переменной и используемыми инструментами. Вторая часть ограни-

чивает абсолютные значения коэффициента 𝜃. 

На основе оцененного 𝜃෠ и матрицы инструментов 𝑍 рассчитывается значение 𝑌෰ , которое используется на втором шаге, чтобы избежать эндогенности. 

2. Для оценки параметров (𝛽መ, 𝑤ෝ)′ используется формула (5): 

 

     ൫𝛽መ, 𝑤ෝ൯ᇱ = 𝑎𝑟𝑔 min(ఉ,௪)ᇲ ||𝑌෨ − 𝑋෨𝛽 − 𝑌෰𝑤||ଶଶ + 𝜆ଶ ቚห𝜑ଶ,ఉ°𝛽หቚଵ + ቚห𝜑ଶ,௪°𝑤หቚଵ,         (5) 

 

 Первая часть формулы минимизирует сумму квадратов остатков между 

наблюдаемой переменной и экзогенным переменными, которые включают в себя 

объясняющие переменные 𝑋෨ и прогнозы 𝑌෰ , полученные на первом шаге. Вторая 

часть ограничивает абсолютные значения коэффициентов (𝛽, 𝑤). 

В работе [4] предлагается подход, использующий пространственную весовую 

матрицу с компонентами сходства (SARS – Spatial Autoregressive Variable with 
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Similarity   components). В весовую матрицу W добавляются компоненты сходства в 

соответствии с формулами (6)-(8): 

 

                                     𝑤௜௝ = ൫𝐷௜௝൯ି௠, 𝑚 ≥ 0, 𝑗 ∈ 𝑣௜,                                        (6) 

 

где 𝑤௜௝ – компоненты весовой матрицы, которые рассчитываются на основе выбран-

ного типа матрицы, 𝑣௜ – набор всех регионов j, которые рассматриваются в модели как соседние 

регионы для i, 𝐷௜௝ – расстояние между регионами i, j, 𝑚 – показатель, определяющий количество соседних регионов. В зависимости 

от значения 𝑚 могут быть построены различные весовые матрицы, что позволит 

проверить стабильность полученных результатов. 

 

                                                 𝑆௞௜௝ = |𝑋௞௜ − 𝑋௞௝|,                                              (7) 

 

где  𝑆௞௜௝ – показатель сходства регионов i, j, 𝑋௞ – набор из k экзогенных переменных. 

 

                                  𝑊 = ∑ ൬஽೔ೕష೘ௌೖభ೔ೕష೜ೖభௌೖమ೔ೕష೜ೖమ…ௌ಼೔ೕష೜಼൰೥
∑ ௪೔ೕ௝∈௩೔ ,                                     (8) 

 

где 𝑞 – экспоненциальный фактор, который изменяется от 0 до 1 с шагом 0.1 и ис-

пользуется для более точной корректировки весов соседних регионов; 𝑧 – экспоненциальный фактор, позволяющий сбалансировать эффекты рассто-

яния и сходства.   

Наилучшая весовая матрица (на основе скорректированного метода макси-

мального правдоподобия) определяется с помощью следующего алгоритма: 

- рассчитываются стандартные пространственные авторегресионные модели 

(SAR) с различными комбинациями факторов 𝐷௜௝ и 𝑚. Выбираются такие значения 
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факторов, для которых значение функции правдоподобия соответствующей SAR 

максимально; 

- объясняющие переменные 𝑘, на основе которых рассчитывается показатель 

сходства, отбираются в модель индивидуально. Для каждой переменной в отдельно-

сти рассчитывается показатель 𝑆௞௜௝, и с ее помощью строится индивидуальная SARS 

модель. В окончательную модель отбираются показатели, для которых функции 

правдоподобия соответствующих SARS принимали максимальные значения. Кроме 

того, для каждой отдельной объясняющей переменной автор [4] строил несколько 

моделей, отличающихся экспоненциальным фактором 𝑞. Для переменных, отобран-

ных в окончательную модель, выбиралось такое значение 𝑞, чтобы значение функ-

ции правдоподобия было максимально. 

В работе [5] отмечается, что исследователь не может априори знать, какая ве-

совая матрица наилучшим образом отображает пространственную структуру. Ав-

торы предлагают подход к идентификации матрицы, при котором изначально пред-

полагается, что пространственные веса неизвестны. В таком случае стандартная ве-

совая матрица в модели с пространственной ошибкой (SEM) идентифицируется ча-

стично, и для полной идентификации необходимы накладывать дополнительные 

ограничения симметричности.  

Авторы [5] рассматривают две SEM модели. Первая модель с авторегрессион-

ной ошибкой называется SEM-AR и записывается с помощью уравнения (9): 

 

                   𝐷௧ = 𝑋௧𝛽 + 𝑢௧, 𝑢௧ = 𝑅𝑊𝑢௧ + 𝜀௧,                                         (9) 

  

где 𝐷௧ – значения объясняемой переменной а момент времени 𝑡; 𝑋௧ – вектор объясняющих переменных; 𝑊 – неизвестная матрица пространственных весов; 𝑅 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜌ଵ, … 𝜌௄) – диагональная матрица, состоящая из параметров про-

странственной авторегрессии в каждом регионе 𝐾; 𝜀௧ – вектор независимых пространственных ошибок, в которых может присут-

ствовать гетероскедастичность, где (𝜀𝜀்) = 𝛴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎ଵଶ, … 𝜎௄ଶ), 𝜎௜ଶ > 0. 

Вторая модель (SEM-MA) записывается уравнением (10) и включает в себя 

ошибку, описываемую процессом скользящего среднего: 
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                  𝐷௧ = 𝑋௧𝛽 + 𝑢௧, 𝑢௧ = 𝑅𝑊𝜀௧ + 𝜀௧.                                         (10) 

   

 Авторы [5] ставят себе цель идентифицировать пространственную мат-

рицу 𝑊 с помощью дисперсий и автоковариаций пространственных ошибок во всех 

исследуемых домохозяйствах, то есть с помощью 𝛤 = (𝑢𝑢்), где 𝛤 вычисляется ме-

тодом обобщенных моментов или максимального правдоподобия. 

Авторы объясняют частичную идентифицируемость 𝑊 следующим образом: 

пусть 𝛤 = 𝛦𝛬𝛦் – декомпозиция 𝛤 = (𝑢𝑢்), где 𝛬 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆ଵ, … 𝜆௄) – диагональная 

матрица собственных значений 𝛤, а столбцы 𝛦 = [𝑒ଵ, … 𝑒௄] – собственные вектора. 

Авторы вводят и доказывают предположение, что если 𝛤ିଵ/ଶ – симметричный квад-

ратный корень матрицы 𝛤 = (𝑢𝑢்) и 𝛤ିଵ/ଶ = 𝛦𝛬ିଵ/ଶ𝛦் , то 𝛤ିଵ/ଶ = 𝑉𝑇, где 𝑉 =(𝐼 − 𝑅𝑊)்𝑑𝑖𝑎𝑔( ଵఙభమ , … ଵఙమ಼), 𝑇 – некоторая ортогональная матрица. То есть матрица 𝑉 

изоморфична 𝛤ିଵ/ଶ при некоторой ортогональной трансформации. 

Тогда компоненты весовой матрицы 𝑅𝑊 частично идентифицируются с по-

мощью 𝛤ିଵ/ଶ и зависят от конкретной трансформации. И только в случае, если 

строки (𝐼 − 𝑅𝑊) ортогональны друг другу, существует полная идентификация 𝛤ିଵ/ଶ = 𝑉. Таким образом, авторы приходят к выводу, что для получения полной 

идентификации в любом случае необходимо накладывать дополнительные ограни-

чения на ортогональную матрицу 𝑇. 

В качестве такого ограничения авторы предлагают симметричность весовой 

матрицы и единый параметр пространственной автокорреляции для всех регионов, 

то есть чтобы матрица 𝑅𝑊 = 𝜌𝑊 была симметричной. В таком случае существует 

единственная ортогональная матрица 𝑇, такая что выполняется уравнение (11): 

 

            𝛤ିଵ/ଶ𝑇 = ቂ(𝐼 − 𝜌𝑊)்𝑑𝑖𝑎𝑔 ቀ ଵఙభమ , … ଵఙమ಼ ቁቃ = 𝑄 = (൫𝑞௜௝൯௜,௝ୀଵ,…௄.              (11) 

 

Тогда элементы матрицы 𝑊 могут быть выражены с помощью уравнения (12): 
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                    𝑊௡ = ൮ 0 ⋯ − ௤಼భ.೙௤಼಼,೙⋮ ⋱ ⋮− ௤಼భ.೙௤భభ,೙ ⋯ 0 ൲ , 𝜎௞,௡ = 1/𝑞௞௞ .                             (12) 

  

При построении (12) предполагается, что 𝜌 ≡ 1, и при других значениях 𝜌 все 

элементы 𝑊௡ меняются пропорционально. 

Дальше модель может быть оценена методом моментов. Доверительные ин-

тервалы для элементов матрицы 𝑊௡ определяются бутстрапингом. Однако в моделях 

пространственной корреляции требуется, чтобы бутстрап хорошо определял про-

странственные дисперсии и автоковариации. В связи с этим вводится дополнитель-

ное ограничение, что матрица пространственных весов и пространственная диспер-

сия, зависящая от региона, были бы такими, чтобы матрица пространственной авто-

ковариации в приведенной форме была невырожденной, а все собственные значения 

матрицы были целыми и неповторяющимися. 

Для SEM-MA пространственная матрица определяется похожим образом. В 

предположении о симметричности пространственной весовой матрицы, матрица 𝑄௡ 

оценивается так же, как в случае SEM-AR. Элементы весовой матрицы записыва-

ются с помощью уравнения (13): 

 

                                   𝑊௡ெ஺ = ൮ 0 ⋯ ௤಼భ.೙௤಼಼,೙⋮ ⋱ ⋮௤಼భ.೙௤భభ,೙ ⋯ 0 ൲.                                          (13) 

 

Как и в случае SEM-AR, предполагается, что 𝜌 ≡ 1. 

В работе [6] предлагается совсем отойти от пространственной весовой мат-

рицы и использовать вместо нее некоторые скрытые переменные, отражающие про-

странственную зависимость. Авторы утверждают, что при использовании стандарт-

ной весовой матрицы возникает проблема мультиколлинеарности, так как наблюде-

ния в соседних областях сильно коррелированы. 

Используются структурные уравнения, которые записываются формулами 

(14)-(16): 
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                             𝜂 = 𝐵𝜂 + 𝛤𝜉 + 𝜁, 𝑐𝑜𝑣(𝜉) = 𝛷, 𝑐𝑜𝑣(𝜁) = 𝛹,                         (14) 

 

                                             𝑦 = 𝛬௬𝜂 + 𝜀, 𝑐𝑜𝑣(𝜀) = 𝛩ఌ,                                     (15)  

 

                                            𝑥 = 𝛬௫𝜉 + 𝛿, 𝑐𝑜𝑣(𝛿) = 𝛩ఋ,                                     (16)  

 

где формула (14) – структурная модель, а формулы (15), (16) – модели измерения 

эндогенных и экзогенных скрытых переменных соответственно; 𝜂 – вектор эндогенных скрытых переменных; 𝜉 – вектор экзогенных скрытых переменных; 𝐵 определяет структурные связи между эндогенными переменными; 𝛤 определяет эффекты экзогенных переменных на эндогенные; 𝜁 – структурные ошибки. 𝛬 – матрицы, содержащие регрессионные коэффициенты наблюдаемых пере-

менных на скрытые; 𝛩 – матрицы ошибок измерения ковариационных матриц. 

Предполагается, что ошибки измерения 𝜀 и 𝛿 некоррелированы ни друг с дру-

гом, ни с 𝜁 и 𝜉. Структурные ошибки в свою очередь не коррелируют с экзогенными 

скрытыми переменными 𝜉. 

Модель оценивается методом максимального правдоподобия, которая запи-

сывается с помощью уравнения (17): 

 

                       𝐿(𝜃|𝑌) = − ேଶ ln|𝛴| − ேଶ 𝑡𝑟(𝑆𝛴ିଵ) − ௣ேଶ 𝑙𝑛2𝜋,                             (17)    

 

где 𝜃 – набор оцениваемых параметров; 𝑌ே௫௣ – матрица данных, содержащая все наблюдаемые переменные. Данная 

матрица представляет собой 𝑁 независимых строк, состоящих их различных, слу-

чайно выбранных, 𝑝-мерных векторов наблюдаемых переменных 𝑦. То есть из всего 

набора переменных 𝑁 раз случайным образом выбирается по 𝑝 факторов; 𝛴௣௫௣ – ковариации, которые записываются формулой (18): 
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𝛴 = ቆ𝛬௬𝐻(𝛤𝛷𝛤் + 𝛹)𝐻்𝛬௬் + 𝛩ఌ 𝛬௬𝐻𝛤𝛷𝛬௫்𝛬௫𝛷𝛤்𝐻்𝛬௬் 𝛬௫𝛷𝛬௫் + 𝛩ఋቇ , 𝐻 = (𝐼 − 𝐵)ିଵ;                 (18) 

 

где 𝑆௣௫௣ = ଵே 𝑌்𝑌 – выборочная ковариация. 

Авторы [7] используют метод лассо для выбора весовой матрицы. Рассматри-

вается пространственная модель с фиксированными эффектами, которая записыва-

ется с помощью уравнения (19): 

 

                                        𝑦௧ = 𝜇∗ + 𝑊∗𝑦௧ + 𝑋௧𝛽 + 𝜀௧,                                       (19) 

 

где 𝜇∗ - вектор фиксированных остатков, 𝑊∗ - матрица пространственных весов, которая представима в виде 𝑊∗ =𝐴∗ + 𝜌∗𝑊଴, где 𝑊଴ – известная весовая матрица, как в стандартных пространствен-

ных моделях, 𝜀௧ – остатки модели с нулевым средним и ковариационной матрицей 𝛴ఌ. 

В модели предполагается, что если матрица 𝑊଴ – истинная матрица, которая 

точно отражает связи между регионами, то матрица 𝐴∗ = 0. Также в работе предпо-

лагается, что элементы матрицы 𝐴∗ постоянны во времени и экзогенны. 

Далее модель расширяется в предположении, что исследователи могут ввести 

не одну известную матрицу, а несколько. Тогда 𝑊∗ описывается уравнением (20): 

 

                      𝑊∗ = 𝐴∗ + ∑ 𝛿௜∗ 𝑊଴௜ெ௜ୀଵ , −1 ≤ 𝜌∗ = ∑ 𝛿௜∗ ெ௜ୀଵ ≤ 1,                      (20) 

 

где 𝑀 – количество исследуемых весовых матриц.  𝛿 – параметры каждой из 𝑀 матриц, которые позволяют оценить, какая мат-

рица (или какая их линейная комбинация) наилучшим образом отражает простран-

ственную структуру данных. 

Модель (17) оценивается методом инструментальных переменных, так как 𝑦௧ 

коррелированы с 𝜀௧. Зависимая переменная и ковариации, скорректированные с уче-

том инструментов (𝑦ప෥  и 𝑋ప෩  соответственно), записываются с помощью уравнений 

(21): 
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                      𝑦ప෥ = ∑ ൫𝑏௧,௜ − 𝑏పഥ ൯்𝛾𝑦௧௧்ୀଵ , 𝑋ప෩ = ∑ ൫𝑏௧,௜ − 𝑏పഥ ൯்𝛾𝑋௧௧்ୀଵ ,                   (21) 

 

где ൫𝑏௧,௜ − 𝑏పഥ൯்𝛾 – элементы вектора инструментов 𝐵௧ = {𝑈௧, 𝑊଴ଵ𝑈௧, 𝑊଴ଵଶ 𝑈௧  … }, 𝑈௧ – 

инструментальные переменные. 

В работе [8] авторы анализируют параметрический и непараметрический под-

ходы к выбору весовых матриц. Для начала они предполагают, что имеется N ли-

нейно независимых матриц 𝘠 = {𝑊ଵ, … 𝑊ே}, которые могут содержать различное ко-

личество пространственных лагов и различные ограничения на используемые про-

странственные данные. Авторы отмечают, что при отсутствии нулевой гипотезы о 

том, какая матрица будет предпочтительнее, можно использовать информационные 

критерии Кульбека-Лейблера или Акаике.  

Непараметрический подход предполагает, что существует два пространствен-

ных процесса {𝑥௦}௦∈ௌ, {𝑦௦}௦∈ௌ, где 𝑆 – расположение регионов в пространстве. В со-

ответствии с идеей, предложенной в работе Matilla, Ruiz (2008), необходимо транс-

формировать ряд в набор символов, каждый из которых отвечает за определенные 

данные. Пусть Г௡ = {𝜎ଵ, … 𝜎௡} – такой набор символов. Тогда процесс {𝑥௦}௦∈ௌ симво-

лизируется таким образом, что 𝑓: {𝑥௦}௦∈ௌ → Г௟. При такой записи каждый элемент 𝑥௦ 

ассоциируется с единственными символом что 𝑓(𝑥௦) = 𝜎௜ೞ, 𝑖௦ ∈ {1, … 𝑙}. Функция 𝑓 

называется картой символизации. Аналогичный процесс проводится для ряда 𝑦௦. 

Символизирующая функция двумерного процесса записывается формулой (22): 

 𝑔: {𝑍௦}௦∈ௌ → 𝛺௟ଶ = Г௟𝑥 Г௟, 
                           𝑔൫𝑍௦ = (𝑥௦, 𝑦௦)൯ = ൫𝑓(𝑥௦), 𝑓(𝑦௦)൯ = 𝜂௜௝ = (𝜎௜௫, 𝜎௝௬).             (22) 

 

Далее авторы [8] доказывают, что из всего доступного набора весовых матриц 𝚆(𝑥, 𝑦) предпочтительной оказывается такая матрица 𝑊଴, что выполняется условие 

(23): 

  

                                 ℎௐబ௫|௬(𝑚) = minௐ∈𝚆(௫,௬) ℎௐ௫|௬(𝑚),                                        (23) 
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где ℎௐ௫|௬ – условная энтропия процесса 𝑥 при наблюдаемом процессе 𝑦. 

m – количество соседних регионов, включенных в весовые матрицы. 

Энтропия двух дискретных случайных переменных (𝑥, 𝑦) с совместным рас-

пределением 𝑝(𝑥, 𝑦) рассчитывается как ℎ(𝑥, 𝑦) = − ∑ ∑ 𝑝(𝑥, 𝑦) ln൫𝑝(𝑥, 𝑦)൯௬ .௫  

Условная энтропия ℎ௫|௬ с распределением 𝑝(𝑥, 𝑦) рассчитывается как ℎ(𝑥|𝑦) =− ∑ ∑ 𝑝(𝑥, 𝑦) ln൫𝑝(𝑥|𝑦)൯௬ .௫  Таким образом, формула (23) может быть преобразована 

в неравенство (24): 

 ℎௐబ௫|௬(𝑚) = − ∑ 𝑝(𝜎௬) ቂ∑ 𝑝(𝜎௫|𝜎௬) ln൫𝑝(𝜎௫|𝜎௬)൯ఙೣ∈௄ೈబೣ ቃఙ೤ ≤                           − ∑ 𝑝(𝜎௬)ൣ∑ 𝑝(𝜎௫|𝜎௬) ln൫𝑝(𝜎௫|𝜎௬)൯ఙೣ∈௄ೈ∗ೣ ൧ఙ೤ = ℎௐ௫|௬(𝑚),              (24) 

 

где 𝐾ௐ௫ = {𝜎௫ ∈ 𝐾|𝜎௫ допустим для 𝑊௫}. Допустимость в данном случае означает, 

что вероятность возникновения символа 𝜎௫ больше 0. 

Авторы [9] применяют непараметрический подход к определению весовой 

матрицы к симуляционным данным, сгенерированным методом Монте-Карло. 

Также на этих данных они сравнивают другие подходы: J-тест, Байесовский метод и 

метод усреднения оценок. Все подходы исследуются на трех типах пространствен-

ных моделей: SAR, SEM, модель Дарбина. Авторы выбирают из трех весовых мат-

риц: матрица соседей с общей границей, матрицы обратных расстояний без ограни-

чений и матрица обратных расстояний с ограничением на количество разделяющих 

их регионов (если между регионами расположено более 4 других регионов, то соот-

ветствующий элемент весовой матрицы обращается в 0).   

По результатам проведенного анализа авторы делают вывод, что критерии 

AIC и непараметрический метод энтропии наиболее точно выбирают правильную 

весовую матрицу – обратных расстояний с ограничением. Непараметрический кри-

терий дает более точные результаты при больших абсолютных значениях коэффи-

циента пространственной автокорреляции, ρ, в то время как информационный кри-

терий более точно выбирает правильную матрицу при меньших значениях ρ. Однако 

разница между обоими критериями не очень высокая. Данный результат сохраняется 

для четырех различных процессов порождения данных, а также для различного ко-
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личества наблюдений и временных периодов. Из 144 различных моделей непарамет-

рический критерий правильно выбирает весовую матрицу в 46% случаях, AIC – в 

35%, Байесовский подход – в 12% и J-тест – в 7% случаев. 

Таким образом, авторы приходят к выводу, что разработанный непараметри-

ческий подход достаточно точно позволяет выбрать матрицу, соответствующую 

процессу порождения данных, из доступного набора матриц.  

В работе [10] предлагается процедура бустинга для выбора весовой матрицы. 

Рассматривается модель вида (25): 

 

                               𝑦 = 𝜂(𝑥) + 𝜀 = 𝛽଴ + ∑ 𝑓௜(𝑥)௞௜ୀଵ + 𝜀.                                   (25) 

 

В общем виде алгоритм бустинга представляет собой метод градиентного 

спуска, который минимизирует функцию ∑ 𝑤௜𝜌(𝑦௜, 𝜂(𝑥௜))௡௜ୀଵ , где 𝑤௜ – некоторые 

веса, 𝜌(∙) – функция потерь, например функция правдоподобия или сумма квадратов 

остатков. Процедура бустинга состоит из следующих шагов: 

1. Выбирается начальное значение 𝜂଴, и на его основе рассчитывается началь-

ное значение функции 𝑓଴෡ , 

2. Вычисляется отрицательный градиент эмпирической функции потерь для 

каждой оценки функции 𝑓଴, то есть вычисляется значение 𝜂௠ по формуле 𝑢௜ =− డఘ(௬,ఎ)డఎ |ఎୀఎෝ೘షభ(௫೔), 𝑖 = 1, … 𝑛.  

3. Выбирается функция 𝑔ො௠(∙), соответствующая всем рассчитанным значе-

ниям 𝑢௜. 
- 𝑓መ௠ = 𝑓መ௠ିଵ + 𝜈𝑔ො௠(∙), где 𝜈 – множитель, заранее выбранный исследователем. 

Далее алгоритм повторяется итеративно. Количество итераций должно быть 

выбрано заранее. В результате итеративно рассчитываются значения 𝜂. 

В работе [10] используется модификация описанного алгоритма бустинга для 

определения значений всех компонент модели. На шаге 2 вместо стандартного гра-

диентого спуска используется 𝑗∗ = arg minଵஸ௝ஸ௞ ∑ (𝑢௜ − 𝑔௝(𝑥௜))௡௜ୀଵ , и тогда на шаге 3 вы-

числяется функция 𝑓መ௝∗௠ = 𝑓መ௝∗,௠ିଵ + 𝜈𝑔ො௝∗௠(∙), 𝑓መ௝௠ = 𝑓መ௝,௠ିଵ при 𝑗 ≠ 𝑗∗. 

Большинство исследователей предполагает, что применение неправильной 

спецификации весовой матрицы ухудшает результаты моделей. Однако авторы [11] 



19 
 

утверждают, что спецификация матрицы не играет существенную роль в оценивании 

экономических данных, и что большинство результатов, демонстрирующих важ-

ность выбора правильной матрицы, связаны с неправильной интерпретацией полу-

ченных результатов. 

Авторы рассчитывают корреляцию между двумя векторами пространствен-

ных лагов, Wୟ𝑢 и W௕𝑢, где Wୟ и W௕ – пространственные матрицы, которые отлича-

ются количеством учитываемых соседей, 𝑚ୟ и 𝑚ୠ соответственно. Предполагается, 

что все элементы каждой матрицы имеет имеют одинаковый вес, то есть соответ-

ствующие элементы матриц равны 𝑚ୟି ଵ и 𝑚ୠି ଵ. 𝑢 – нормально распределенные 

ошибки. Если корреляция между матрицами окажется незначительной, то выбор 

матрицы влияет на результаты модели.  

Рассчитанная в общем виде корреляция записывается уравнением (26): 

 

                                𝑐𝑜𝑟𝑟(𝑊௔𝑢, 𝑊௕𝑢) = ௠ష್భ
௠షೌభమ௠ష್భమ = ቀ௠ೌ௠್ቁଵ/ଶ

.                              (26) 

 

Дальнейшие результаты зависят от количества соседей в сравниваемых мат-

рицах. При. При 𝑚ୟ = 10, 𝑚ୠ = 20 корреляция равна 0.707. 𝑚ୟ = 10, 𝑚ୠ = 12 кор-

реляция равна 0.913. Полученные результаты в основном относятся к матрицам од-

ного типа: основанные на наличии границ между регионами или на обратных рас-

стояниях. При сравнении матриц разного типа корреляция может быть ниже, однако, 

авторы утверждают, что и в этом случае выбор матрицы значимо изменяет оценки 

коэффициентов. Также авторы отмечают, что если сравниваются матрицы, основан-

ные на общих границах, но с разным порядком смежности (например, матрица об-

щих границ и матрица второго порядка), то чем выше порядок смежности, тем менее 

важна конкретная спецификация матрицы. Это логично, так как при использовании 

в качестве соседей более дальних регионов обе весовые матрицы начинают учиты-

вать данные почти по всем регионам, так как на дальние регионы влияют и их со-

седи. 

Также авторы [11] оценивают корреляцию между прогнозами моделей, осно-

ванных на различных весовых матрицах. Рассматриваются модели SAR для показа-

телей 𝑦௔ и 𝑦௕, отличающиеся только спецификациями матриц. Корреляция между 
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ожидаемыми значениями объясняемых переменных рассчитывается по формуле 

(27): 

 

                     𝑐𝑜𝑟𝑟൫𝐸(𝑦௔), 𝐸(𝑦௕)൯ = ா(௬ೌ)ᇲா(௬್)[ா(௬ೌ)ᇲா(௬ೌ)]బ.ఱ[ா(௬್)ᇲா(௬್)]బ.ఱ.                       (27) 

 

В формуле (27) важно отметить, что помимо весовой матрицы на объясняе-

мую переменную также влияют объясняющие переменные, которые могут простран-

ственно зависеть от соответствующих значений в соседних регионах. Пусть объяс-

няющие переменные тоже представимы в виде SAR модели 𝑥 = 𝑎 + 𝜑𝑊𝑥 + 𝑢, тогда 

ковариация 𝐸(𝑦௔)ᇱ𝐸(𝑦௕) в уравнении (27) представимо в виде (28): 

 

     𝐸(𝑦௔)ᇱ𝐸(𝑦௕) = 𝑡𝑟[(𝐼௡ − 𝜑𝑊ᇱ)ିଵ(𝐼௡ − 𝜌௔𝑊௔ᇱ)ିଵ(𝐼௡ − 𝜌௕𝑊௕ᇱ)ିଵ(𝐼௡ −                                                                               𝜑𝑊ᇱ)ିଵ].                                                   (28) 

 

Таким образом, ковариация между прогнозируемыми значениями оказывается еще 

выше, чем в уравнении (27). 

В работе [12] исследуются эндогенные весовые матрицы. Авторы отмечают, 

что при использовании стандартных матриц состоятельность и асимптотическая 

нормальность оценок достигается в предположении, что веса матриц строго экзо-

генны, что не всегда является правдой (в частности, если в качестве весовых элемен-

тов используются так называемые «экономические» расстояния, например, объемы 

торговли). Для борьбы с проблемой эндогенности весов в работе [12] строится два 

уравнения: стандартная SAR модель и модель для пространственной весовой мат-

рицы. Предполагается модель вида (29): 

 

                                            𝑦௜ = 𝜌 ∑ 𝑤௜௝௝ஷ௜ 𝑦௝ + 𝛽𝑥௜ᇱ + 𝜐௜ ,                                (29) 

 

где 𝑤௜௝ – элементы весовой матрицы, которая в свою очередь зависит от наблюдае-

мых переменных 𝑧௜, таких ВВП, потребление, экономический рост и др. При этом 𝑍 = 𝑋Г + 𝜀. 
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Если ковариация ошибок зависимой переменной и весовой матрицы, 𝜎జఌ, 

равна 0, то весовая матрицы строго экзогенна, но чаще всего данная ковариация не 

равна 0. Авторы предполагают, что ошибки моделей имеют совместное нормальное 

распределение, и тогда уравнение (29) принимает вид (30): 

 

                                     𝑌 = 𝜌𝑊𝑌 + 𝑋𝛽 + (𝑍 − 𝑋Г)𝛿 + 𝜉,                                (30) 

 

где 𝛿 = ∑ 𝜎௩ఌିଵఌ  – вектор-столбец параметров 𝜉~𝑁(0, 𝜎కଶ𝐼ே)  с дисперсией 𝜎కଶ = 𝜎௩ଶ −𝜎௩ఌᇱ ∑ 𝜎௩ఌିଵఌ , 𝜉 – ошибка модели, независимая от 𝜀. 

Уравнение (30) оценивается двухшаговым методом инструментальных пере-

менных, где на первом шаге стандартным МНК оценивается часть, контролирующая 

эндогенность весовой матрицы: 𝑍 = 𝑋Г + 𝜀. На втором шаге коэффициенты Г заме-

няются оценкой Г෠ и оценивается уравнение (31): 

 

                                     𝑌 = 𝜌𝑊𝑌 + 𝑋𝛽 + ൫𝑍 − 𝑋Г෠൯𝛿 + 𝜉መ,                                (31) 

 

где 𝜉መ = 𝜉 + 𝑋൫Г෠ − Г൯𝛿 = 𝜉 + 𝑃𝜀𝛿, где 𝑃 = 𝑋(𝑋ᇱ𝑋)ିଵ𝑋ᇱ. 
В уравнении (31) весовая матрица 𝑊 оказывается предопределенной или эк-

зогенной, в то время как 𝑊𝑌 – эндогенно. В связи с этим необходимо выбрать ин-

струменты для 𝑊𝑌. 

Также в работе [12] используется четыре способа оценивания модели: стан-

дартный метод инструментальных переменных, двухшаговый метод инструменталь-

ных переменных, метод максимального правдоподобия и метод максимального 

правдоподобия, скорректированный для учета эндогенности матрицы весов. В стан-

дартных методах предполагается, что весовая матрица экзогенна. 

На основе полученных результатов авторы делают вывод, что с точки зрения 

точности оценок коэффициентов методы правдоподобия дают более точные резуль-

таты, чем инструментальные переменные. Чем выше эндогенность пространствен-

ной матрицы (чем сильнее корреляция между матрицей и исследуемыми перемен-

ными), тем большее смещение оценок дают стандартные методы, особенно в части 
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смещения пространственного коэффициента 𝜌. Скорректированные методы дают 

несмещенные оценки. Такой же результат получается, если пространственная связь 

присутствует, но не очень высокая.  
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2. Анализ весовых матриц для российских ВРП  
и региональной инфляции 

При прогнозировании региональных показателей используются данные по 83 

регионам России за период с 2000-2019 гг.  В связи с отсутствием данных до 2014 г. 

для республики Крым и города федерального значения Севастополь, данные реги-

оны исключены из выборки. В данной работе оцениваются авторегрессионные мо-

дели ВРП и инфляции, в которых помимо лагов объясняемой переменной учитыва-

ются также значения этой переменной в соседних регионах. Используется пять ве-

совых матриц, на основе которых определяются соседние регионы: матрица смеж-

ности, матрица второго порядка (регионы считаются соседними, если они оба гра-

ничат с неким третьим регионом), матрицы обратных расстояний первого и второго 

порядка, где элементы весовой матрицы = ଵௗ೙ , 𝑛 = 1,2 соответственно, и матрица 5 

ближайших соседей. Последняя матрица также основана на автомобильных рассто-

яниях между центрами регионов, однако веса принимают значения 0 и 1. Из рассто-

яний между исследуемым регионом и всеми остальными выбирается 5 наименьших, 

и регионам с этими наименьшими расстояниями присваиваются значения 1, всем 

остальным, более дальним регионам, присваиваются веса 0. 

Помимо различных весовых матриц в работе также исследуются различные 

спецификации пространственных моделей и две непространственные модели: мо-

дель пула и модель с фиксированными эффектами. Оцениваемые пространственные 

модели описываются формулами (32) – (34).  

Формула (32) представляет собой модель пространственного лага – SAR, в ко-

торой учитываются значения объясняемой переменной в соседних регионах:  

             

                                              𝑦 = 𝜌𝑊𝑦 + 𝛼 + 𝛽𝑥 + 𝜀௧,                                        (32) 

 

где 𝑦 – ВРП / региональная инфляция, 𝑥 – лаг ВРП / региональной инфляции в исследуемом регионе. 

Формула (33) представляет собой модель пространственной ошибки – SEM:  

             

                                              𝑦 = 𝛼 + 𝛽𝑥 + 𝜀௧, 𝑢 = 𝜌′𝑊𝑢 + 𝜀                            (33) 
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Модель (34) – модель Дарбина, в которой объединены модели пространствен-

ной ошибки и пространственного лага: 

                

                             𝑦 = 𝜌𝑊𝑦 + 𝛼 + 𝛽𝑥 + 𝑊𝑥𝜃 + 𝑢௧, 𝑢 = 𝜌′𝑊𝑢 + 𝜀                   (34) 

 

Непространственная модель пула записывается с помощью формулы (35): 

 

                       𝑦௜௧ = 𝛼 + 𝛽𝑦௜௧ିଵ + 𝜀௜௧ , 𝜀௜௧ ∼ 𝑁𝐼𝐷(0, 𝜎௜ଶ),                               (35) 

 

В модели пула (35) константа и коэффициент наклона предполагаются гомо-

генными. Модель оценивается двухшаговым обобщенным методом моментов на ос-

новании методики Ареллано-Бонда. При использовании данного метода лаги зави-

симой переменной могут использоваться одновременно как в качестве объясняющих 

переменных, так и в качестве инструментов. При анализе ВРП использовались раз-

личные комбинации лаговых значений, критерием качества служил тест Саргана, 

проверяющий сверхидентифицируемость инструментов. В результате для модели 

пула ВРП была выбрана регрессия, в которой в качестве объясняющих переменных 

использовались первые два лага ВРП, в качестве инструментальных переменных – 

соответствующие лаги в разностях ( 𝑦௜௧ି௦ , s = 1, 2). Гипотеза о совместной незна-

чимости всех коэффициентов отвергается. Гипотеза об идентифицируемости ин-

струментов не отвергается. На основе этой модели были построены внутривыбороч-

ные прогнозы ВРП. Средняя ошибка модели пула без учета пространственной кор-

реляции равна 10.5%.  

Следующая модель – панельные данные с фиксированными эффектами, в ко-

торой константа предполагается регионально специфической переменной: 

 

                      𝑦௜௧ = 𝛼௜ + 𝛽𝑦௜௧ି௜ + 𝜀௜௧ , 𝜀௜௧ ∼ 𝑁𝐼𝐷(0, 𝜎௜ଶ).                                 (36) 

 

В данной модели в качестве объясняющих переменных также выступают пер-

вый и второй лаги ВРП. Регрессия значима. Гипотеза о том, что индивидуальные 

фиксированные эффекты (обозначенные 𝑢௜) равны 0, отвергается. Таким образом, 
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можно сделать вывод, что индивидуальные эффекты в регионах различны, и исполь-

зование модели, не учитывающей фиксированные эффекты, даст смещенные 

оценки. Об этом же свидетельствует и очень высокое значение корреляции между 

фиксированными эффектами и значением ВРП, которая равна 0.82. Ошибка внутри-

выборочного прогноза, построенного по данной модели, равна 11.3%.  

Затем для ВРП были рассмотрены пространственные модели.  

Диагональные элементы в матрицах смежности и ближайших соседей равны 

1, в результат чего предполагается, что Калининградская область граничит только с 

собой. Веса матрицы смежности нормированы, так что сумма весов для каждого ре-

гиона равна 1. 

На основе матрицы весов и детрендированного ВРП были рассчитаны значе-

ния I Морана по формуле (37): 

 

                             𝐼 = ே∑ ∑ ௪೔ೕೕ೔ ∑ ∑ ௪೔ೕೕ೔ (௫೔ିఓ)(௫ೕିఓ)∑ (௫೔ିఓ)మ೔  ,                                           (37) 

 

где 𝑤௜௝ – элемент весовой матрицы, показывающий силу связи между регионами 𝑖, 𝑗, 𝑁 – количество наблюдений, 𝑥௜ – значение исследуемой переменной (ВРП или региональная инфляция) в 

регионе 𝑖, 𝜇 – среднее значение исследуемой переменной в выборке. 

Все значения I Морана оказываются значимо положительными, из чего можно 

сделать вывод о наличии положительной пространственной корреляции между ре-

гионами, то есть регионы с высоким значением ВРП соседствуют с регионами с 

также высоким ВРП, а регионы с низким – с регионами с низким ВРП. 

Модели (32) – (34) оценивались методом максимального правдоподобия с по-

мощью кода, реализованного с помощью языка R. В качестве объясняющих пере-

менных использовались взвешенный ВРП соседних регионов и первые два лага ВРП 

исследуемого региона, однако в финальной модели первый лаг оказался незначи-

мым. 
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Коэффициент при взвешенных ВРП соседних регионов в модели простран-

ственной зависимости в лагах значимый и положительный, что подтверждает значе-

ния статистики Морана и выводы о высокой положительной взаимосвязи между ре-

гиональными ВРП. Средняя абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 

11,3%. Данный результат соответствует ошибкам прогноза моделей, не учитываю-

щих пространственную корреляцию между регионами. 

В модели с пространственной ошибкой и с использованием весовой матрицы 

смежности средняя абсолютная ошибка прогноза равна 11.4%. 

Далее оценивается модель Дарбина, учитывающая и пространственные лаги, 

и пространственную ошибку. В данной модели первый лаг ВРП оказался значимым, 

второй лаг также значим, но только на 10% уровне значимости. Ошибка внутривы-

борочного прогноза по данной модели составила 10%, что меньше как других про-

странственных, так и непространственных моделей. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели ВРП с весовой матрицей смежности можно использовать мо-

дель Дарбина, так как она дает наименьшие ошибки внутривыборочных прогнозов. 

Далее все оцененные модели были переоценены с весами, основанными на 

матрице второго порядка. Как и в расчете с матрицей смежности, все значения I Мо-

рана значимо положительные, что свидетельствует о наличии положительной про-

странственной корреляции между регионами. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался положительным и значимым. В целом полу-

ченные оценки коэффициентов практически не отличаются от оценок, полученных 

по матрице смежности. Средняя абсолютная ошибка прогноза по данной модели 

равна 11.4%, что также практически не отличается от ошибки по модели с матрицей 

смежности. 

В модели с пространственной ошибкой и весовой матрицей второго порядка, 

как и в модели пространственного лага, оценки коэффициентов при лаге ВРП и кон-

станте практически не отличаются от оценок по матрице смежности, однако оценка 

коэффициента при взвешенной ошибке уменьшилась почти в 2 раза. Средняя абсо-

лютная ошибка прогноза по данной модели по-прежнему равна 11.4%. 
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В модели Дарбина оба лага ВРП оказались значимыми. Ошибка внутривыбо-

рочного прогноза по данной модели составила 10.1%, что меньше как других про-

странственных, так и непространственных моделей и соответствует результатам мо-

делирования с помощью матрицы смежности. Таким образом, можно сделать вывод, 

что при построении пространственной одномерной модели ВРП с весовой матрицей 

второго порядка можно использовать модель Дарбина, так как она дает наименьшие 

ошибки внутривыборочных прогнозов. 

Следующая анализируемая матрица – матрица обратных расстояний первой 

степени, веса которой рассчитываются по формуле 1/𝑑ଵ, где 𝑑 – расстояние в км 

между столицами регионов по автомобильным трассам.  

Значения I Морана, основанные на матрице расстояний, для ряда ВРП оказа-

лись значимо положительными. Однако абсолютные значения I Морана ниже, чем 

при использовании двух предыдущих матриц, что может быть объяснено тем, что 

используются данные по всем, в том числе и очень отдаленным регионам, и эти дан-

ные «оттягивают» на себя часть пространственной информации. 

В модели пространственной зависимости в лагах первый лаг ВРП значим. Ко-

эффициент при взвешенных ВРП соседних регионов также оказался положительным 

и значимым. Средняя абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 10.7%, 

что чуть меньше, чем в двух предыдущих моделях. 

В модели с пространственной ошибкой и весовой матрицей обратных рассто-

яний первый лаг ВРП оказывается значимым, при этом оценки коэффициентов очень 

близки к оценкам в модели пространственных лагов. Однако стандартная ошибка 

при коэффициенте пространственных ошибок не определена, что не позволяет сде-

лать вывод о значимость данного показателя в модели. В связи с этим модель будет 

исключена из рассмотрения.  

В модели Дарбина оба лага ВРП оказались значимыми, однако коэффициенты 

при взвешенных ВРП соседей незначимы как в лагах, так и в ошибках. При исполь-

зовании только второго лага ВРП исследуемого региона коэффициент при простран-

ственных ошибках остается незначимым, а коэффициент при пространственных ла-

гах становится значим на 10% уровне. В связи с тем, что пространственные ошибки 

незначимы, данная модель не будет использоваться при выборе финальной модели. 
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Таким образом, выводы, полученные на основе матрицы обратных расстояний, от-

личаются от выводов матриц смежности: при использовании матриц смежности все 

коэффициенты моделей оказывались значимыми и выбор модели происходил только 

на основе ошибки внутривыборочного прогноза. При использовании матрицы об-

ратных расстояний коэффициент при пространственных ошибках в модели Дарбина 

оказывается незначимым, в связи с чем данная модель исключается из рассмотрения. 

Модели пространственных лагов и пространственных ошибок в отдельности дают 

практически идентичные оценки коэффициентов и ошибки прогноза.   

Следующая весовая матрица – матрица обратных расстояний второго по-

рядка, то есть матрица с элементами 1/𝑑ଶ, где 𝑑 – расстояние в км между столицами 

регионов по автомобильным трассам. 

Значения I Морана значимо положительные. В модели пространственной за-

висимости в лагах первый лаг ВРП значим. Коэффициент при взвешенных ВРП со-

седних регионов оказался незначимым при любом количестве используемых лагов. 

В связи с этим данная модель будет исключена из дальнейшего рассмотрения. 

В модели с пространственной ошибкой и матрицей квадратов обратных рас-

стояний, первый лаг ВРП оказывается значимым, при этом оценки коэффициентов 

очень близки к оценкам в модели пространственных лагов. Средняя абсолютная 

ошибка прогноза по данной модели равна 9.2%. 

В модели Дарбина оба лага ВРП оказались значимыми, однако значимость ко-

эффициентов при взвешенных лагах соседях оказалась не определена, в связи с чем 

модель исключена из рассмотрения. 

При выборе окончательной модели, основанной на матрице квадратов обрат-

ных расстояний, необходимо отметить, что в SAR модели коэффициент при про-

странственных лагах оказался незначим, а в SEM и модели Дарбина значимость ко-

эффициентов при взвешенных переменных не определена. Таким образом, нельзя 

сделать вывод о характеристиках полученных оценок модели, в связи с чем в данной 

работе модели с матрицей квадратов обратных расстояний будут исключены из срав-

нения. 

Следующая матрица – матрица 5 ближайших соседей, основанная на матрице 

обратных расстояний, но с элементами, принимающими значения 0 или 1 – то есть 



29 
 

«соседними» считаются 5 регионов, у которых расстояние от их столиц до столицы 

выбранного региона оказывается минимальным.  

Значения I Морана значимо положительные. В модели пространственной за-

висимости в лагах первый лаг ВРП значим, коэффициент при взвешенных ВРП со-

седних регионов также значим на 10% уровне значимости. Ошибка внтуривыбороч-

ного прогноза по данной модели составила 10.6%. 

В модели с пространственной ошибкой первый лаг ВРП оказывается значи-

мым, однако стандартная ошибка оценки коэффициента при пространственной 

ошибке не может быть рассчитана, в результате чего не определяется значимость 

коэффициента. В связи с этим данная модель будет исключена из рассмотрения.  

В модели Дарбина, как и в моделях с пространственными лагами и ошибками, 

оба лага ВРП оказались значимыми, однако коэффициент при пространственном 

лаге незначим. Полученный результат не соответствует результатам отдельных мо-

делей: в SAR модели пространственные показатели оказались значимыми, а в SEM 

модели – значимость неопределена. Результат модели Дарбина может свидетель-

ствовать о коллинеарности данных. Так как при использовании SAR модели, все ко-

эффициенты оказались значимыми, в данной работе предполагается, что при исполь-

зовании матрицы 5 ближайших соседей, вся необходимая информация о простран-

ственной корреляции ВРП содержится в пространственных лагах. В связи с этим мо-

дель Дарбина также исключается из дальнейшего рассмотрения.   

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели ВРП с весовой матрицей 5 ближайших соседей значимыми ока-

зываются только коэффициенты при пространственных лагах, в связи с чем можно 

использовать только модель SAR. 

Все модели, описанные выше, были также построены на данных по региональ-

ной инфляции, в том числе непространственные модели. В непространственной мо-

дели пула в качестве объясняющих переменных в модели использовались первые 

два лага инфляции, в качестве инструментальных переменных – соответствующие 

лаги в разностях ( 𝑦௜௧ି௦ , s = 1, 2). Тест Вальда на совместную незначимость всех 

коэффициентов отвергается. J-тест Саргана не отвергает гипотезу об идентифициру-

емости инструментов.  



30 
 

На основе данной модели были построены внутривыборочные прогнозы ре-

гиональной инфляции. Средняя ошибка модели пула без учета пространственной 

корреляции равна 2.3%.  

В непространственной модели с фиксированными эффектами в качестве объ-

ясняющих переменных выступает только первый лаг инфляции. Регрессия значима. 

Гипотеза о том, что индивидуальные фиксированные эффекты (обозначенные 𝑢௜) 

равны 0, не отвергается, то есть гипотеза о том, что индивидуальные эффекты раз-

личаются в зависимости от региона не может быть отвергнута ни на любом уровне 

значимости. Такой же вывод можно сделать из слабой корреляции между фиксиро-

ванными эффектами и региональной инфляции, которая равна 0.07. Данные резуль-

таты позволяют предположить, что модель пула более точно описывает характер 

связи между региональными данными, и что в среднем инфляция не различается по 

регионам. Ошибка прогноза, построенного по данной модели, также равна 2.3%.  

Далее были построены пространственные модели инфляции. Они оценива-

лись так же, как и модели для ВРП: методом максимального правдоподобия с помо-

щью кода, реализованного с помощью языка R. В качестве объясняющих перемен-

ных также использовались первые два лага инфляции в исследуемом регионе, од-

нако в большинстве финальных моделей, согласно информационным критериям, 

необходимо учитывать только первый лаг. 

Значения I Морана для модели с пространственными лагами и матрицей смеж-

ности значимо положительные, что свидетельствует о наличии положительной про-

странственной корреляции между регионами. Коэффициент при взвешенной инфля-

ции соседних регионов оказался положительным и значимым, что свидетельствует 

о высокой положительной взаимосвязи между инфляцией соседних регионов и со-

ответствует результатам статистики Морана. Средняя абсолютная ошибка прогноза 

по данной модели равна 2.5%, что соответствует ошибкам прогноза моделей, не учи-

тывающих пространственную корреляцию между регионами. 

Ошибка модели с пространственной ошибкой составляет 2.2%, ошибка мо-

дели Дарбина – 4.6%, что больше, чем у остальных моделей. Таким образом, можно 

сделать вывод, что при построении пространственной одномерной модели регио-

нальной инфляции с весовой матрицей смежности можно использовать любую из 
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рассмотренных моделей, за исключением модели Дарбина, так как они все дают 

практически одинаковые внутривыборочные ошибки прогнозов. 

Значения I Морана для инфляции с весовой матрицей второго порядка оказа-

лись значимо положительными. 

Коэффициент при взвешенной инфляции соседних регионов в модели про-

странственной зависимости в лагах оказался положительным и значимым. Средняя 

абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 2.5%, что также практически 

не отличается от ошибки по модели с матрицей смежности. 

Средняя абсолютная ошибка прогноза по данной модели с пространственной 

ошибкой равна 2.2%.  

Константа в модели Дарбина оказалась незначимой. Ошибка внутривыбороч-

ного прогноза по данной модели составила 1.1%, что меньше как других простран-

ственных, так и непространственных моделей и соответствует результатам модели-

рования с помощью матрицы смежности. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели инфляции с весовой матрицей второго порядка можно исполь-

зовать модель Дарбина, так как она дает наименьшие ошибки внутривыборочных 

прогнозов. 

Далее были построены пространственные модели с весовой матрицей обрат-

ных расстояний. Значения I Морана значимо положительные. 

Коэффициент при взвешенной инфляции соседних регионов в модели про-

странственной зависимости в лагах оказался положительным и значимым. Средняя 

абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 3.3%, что выше ошибок по 

предыдущим моделям. 

Средняя абсолютная ошибка прогноза по модели с пространственной ошиб-

кой равна 2.4%. 

В модели Дарбина, как и в модели с матрицей второго порядка, константа ока-

залась незначимой. Оценки коэффициентов при пространственных лагах и ошибках 

идентичны. Ошибка внутривыборочного прогноза по данной модели составила 

2.3%, что меньше ошибок в SAR и SEM моделях, и соответствует результатам моде-

лирования на основе других матриц.  
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Таким образом, можно сделать вывод, что, в отличие от моделирования ВРП, 

результаты моделирования инфляции с весовой матрицей обратных расстояний 

практически не отличаются от результатов моделирования с другими матрицами, и 

наименьшую ошибку внутривыборочного прогноза по-прежнему дает модель Дар-

бина. 

Далее были построены пространственные модели с весовой матрицей квадра-

тов обратных расстояний. Значения I Морана значимо положительные. 

Как и в модели ВРП, коэффициенты при взвешенной инфляции соседних ре-

гионов в модели пространственной зависимости в лагах, при пространственной 

ошибке в модели с пространственной ошибкой и при взвешенных ошибках в модели 

Дарбина оказались незначимыми, в связи с чем модели с матрицей квадратов обрат-

ных расстояний будут исключены из сравнения. 

Далее были построены пространственные модели с весовой матрицей 5 бли-

жайших соседей. Значения I Морана значимо положительные. 

Средняя абсолютная ошибка прогноза в модели пространственной зависимо-

сти в лагах равна 4.2%, в модели с пространственной ошибкой – 3.0%. 

В модели Дарбина для инфляции, в отличие от модели ВРП с матрицей 5 бли-

жайших соседей, коэффициенты при всех переменных оказались значимыми. Од-

нако коэффициент при пространственных лагах отрицательный, что противоречит 

как оценкам I Морана, так и результатам всех моделей с другими весовыми матри-

цами и спецификациями. Ошибка внутривыборочного прогноза по модели составила 

4.9%.  

При выборе окончательной модели, основанной на матрице 5 ближайших со-

седей, все три спецификации дают значимые оценки коэффициентов, однако в мат-

рице Дарбина знак коэффициента при пространственных лагах не соответствует 

ожиданиям.  

В таблице 2 собраны ошибки внутривыборочных прогнозов по всем постро-

енным моделям ВРП и региональной инфляции. И для ВРП, и для инфляции в моде-

лях с использованием матрицы квадратов обратных расстояний не получилось опре-

делить значимость взвешенных коэффициентов, поэтому данные модели были ис-

ключены из рассмотрения.  
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Таблица 2 

МАРЕ всех прогнозов 
Матрица Непространственная  Смежности Смежности 

2 порядка 
Обратных 
расстояний 

5 ближайших 
соседей 

ВРП      
  Пул 10.5%     
  FE 11.3%     
  SAR  11.3% 11.4% 10.7% 10.6% 
  SEM  11.4% 11.4% - - 
  Дарбин  10% 10.1% - - 
Региональная 
инфляция 

     

   Пул 2.3%     
   FE 2.3%     
  SAR  2.5% 2.5% 3.3% 4.2% 
  SEM  2.2% 2.2% 2.4% 3.0% 
  Дарбин  4.6% 1.1% 2.3% 4.9% 

Источник: расчеты авторов 

В целом на основе ошибок внтуривыборочных прогнозов можно сделать вы-

вод, что при моделировании как ВРП, так и региональной инфляции, наиболее точ-

ные результаты дают матрицы смежности первого и второго порядков. Матрицы, 

основанные на обратных расстояниях, показывают либо большие ошибки прогно-

зов, либо не позволяют сделать выводы о значимости полученных коэффициентов. 

При этом для ВРП наименьше ошибки получаются при использовании модели Дар-

бина, для региональной инфляции – при использовании SEM модели. В обоих слу-

чаях результаты пространственных моделей практически не отличаются от стан-

дартной модели пула, в связи с чем для простоты прогнозирования, можно исполь-

зовать непространственные данные. 
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3. Анализ весовых матриц для региональных кластеров 

В предыдущем разделе модели пространственной корреляции рассматрива-

лись для всех регионов России в предположении, что все «соседние» регионы ока-

зывают влияние друг на друга. Однако российские регионы существенно отлича-

ются друг от друга как по географическому и социальному положению, так и по от-

раслевой специализации, и можно предположить, что регионы с похожими характе-

ристиками будут больше влиять друг на друга. В связи с этим в данном разделе все 

регионы будут разделены на кластеры по географическому положению.  

Разделение по географическому признаку было проведено в соответствии с 

работой [13] – на восточные и западные регионы.  

При исследовании региональных кластеров весовые матрицы также меня-

ются, учитывая только те регионы, которые входят в один кластер. Все весовые мат-

рицы, описанные в разделе 3, применены к каждому кластеру. 

Первый оцениваемый кластер – западные регионы. Значения I Морана для 

ряда ВРП, посчитанные на основе матрицы смежности, значимо положительные, что 

свидетельствует о наличии положительной пространственной корреляции между ре-

гионами. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался положительным и значимым, что свидетель-

ствует о высокой положительной взаимосвязи между ВРП соседних регионов и со-

ответствует результатам статистики Морана. Второй лаг ВРП незначим, в связи с 

чем оценивается модель только первым лагом в качестве объясняющей переменной. 

Средняя абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 10.2%. 

При оценивании SEM модели для кластера западных регионов с матрицей 

смежности регрессор коррелирует со взвешенными ошибками, в связи с чем нельзя 

оценить данную модель. 

В модели Дарбина первый лаг ВРП оказался значимым, второй лаг незначим, 

также как и в модели SAR. Ошибка внутривыборочного прогноза по данной модели 

составила 10.1%.  

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели ВРП для западных регионов с весовой матрицей смежности 
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можно использовать как модель SAR, так и модель Дарбина, так как они дают прак-

тически одинаковые ошибки внутривыборочных прогнозов. 

Далее для западных регионов были оценены модели на основе матрицы смеж-

ности второго порядка. Значения I Морана значимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался положительным и значимым, второй лаг ВРП 

незначим. Средняя абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 9.3%. 

В модели SEM при использовании в качестве объясняющего только первого 

лага ВРП, данный лаг оказывается значимым только на 10% уровне. Второй лаг, при 

добавлении, оказывается незначимым, в связи с чем было решено строить модель 

только с первым лагом. Ошибка прогноза по данной модели составила 10.5%. 

В модели Дарбина первый лаг ВРП оказался значимым, второй лаг незначим, 

также как и в модели SAR. Ошибка внутривыборочного прогноза по данной модели 

составила 9.7%. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели ВРП для западных регионов с весовой матрицей смежности вто-

рого порядка можно использовать как модель SAR, так и модель Дарбина, так же, 

как и при использовании матрицы общих границ. 

Далее для западных регионов были оценены модели ВРП на основе матрицы 

обратных расстояний. Значения I Морана значимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался незначимым, как при использовании только 

одного лага ВРП, так и при двух. В связи с этим данная модель была исключена из 

дальнейшего рассмотрения. 

В модели SEM коэффициент при взвешенных ошибках оказывается значимым 

только на 10% уровне. Второй лаг, при добавлении, оказывается незначимым, в 

связи с чем было решено строить модель только с первым лагом. Средняя ошибка 

прогноза по данной модели составила 10.1%. 

В модели Дарбина коэффициенты при взвешенных лагах и ошибках оказались 

незначимыми, в связи с чем данная модель исключена из рассмотрения.  
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Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели ВРП для западных регионов с весовой матрицей обратных рас-

стояний. 

Следующая матрица – матрица квадратов обратных расстояний. Значения I 

Морана значимо положительные, но существенно меньше, чем при использовании 

предыдущих матриц. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался незначимым при использовании только одного 

лага ВРП. При включении второго лага значимость коэффициента при взвешенных 

лагах неопределена. В связи с этим данная модель была исключена из дальнейшего 

рассмотрения. 

В модели SEM коэффициент при взвешенных ошибках оказывается незначи-

мым, в связи с чем данная модель исключена из рассмотрения.  

В модели Дарбина значимость коэффициентов при взвешенных лагах и ошиб-

ках оказалась неопределена, в связи с чем данная модель исключена из рассмотре-

ния.  

Таким образом, модели для ВРП западных регионов с весовой матрицей об-

ратных расстояний не позволяют определить значимость коэффициентов при взве-

шенных показателей «соседей». 

Следующая матрица – матрица 5 ближайших соседей. Значения I Морана зна-

чимо положительны. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался незначимым при использовании только одного 

лага ВРП. При включении второго лага значимость коэффициента при взвешенных 

лагах неопределена. В связи с этим данная модель была исключена из дальнейшего 

рассмотрения. 

В модели SEM коэффициент при взвешенных ошибках оказывается значи-

мым, средняя ошибка внутривыборочного прогноза по данной модели составила 

8.6%, что меньше ошибок предыдущих моделей. 

В модели Дарбина коэффициент при взвешенных лагах оказался незначимым, 

в связи с чем данная модель исключена из рассмотрения.  
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Таким образом, в моделях для ВРП западных регионов с весовой матрицей 5 

ближайших соседей значимыми оказываются только показателей «соседей» в мо-

дели SEM. Кроме того, ошибки данной модели оказываются минимальными отно-

сительно ошибок всех предыдущих моделей. 

Далее все матрицы были оценены для восточных регионов. Значения I Морана 

значимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался положительным и значимым. Средняя абсо-

лютная ошибка прогноза по данной модели равна 11.7%. 

При оценивании SEM модели для кластера восточных регионов, также как и 

для западных, с матрицей смежности регрессор коррелирует со взвешенными ошиб-

ками, в связи с чем нельзя оценить данную модель. 

В модели Дарбина константа оказалась незначимой. Ошибка внутривыбороч-

ного прогноза по данной модели составила 14.7%. 

Таким образом, модели для восточных регионов дают менее точные прогнозы, 

чем для всех регионов в целом.  

Далее для восточных регионов были оценены модели на основе матрицы 

смежности второго порядка. Значения I Морана для ряда ВРП в каждом году зна-

чимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался положительным и значимым. Средняя абсо-

лютная ошибка прогноза по данной модели равна 11.7%. 

В модели SEM константа оказалась незначимой при использовании как од-

ного, так и двух лагов ВРП. Ошибка прогноза по данной модели составила 9.5%. 

В модели Дарбина коэффициент при взвешенных лагах оказался значимым 

только на 10% уровне значимости. Константа, как и в предыдущей модели, оказалась 

незначимой. Ошибка внутривыборочного прогноза по данной модели составила 

8.8%. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели ВРП для восточных регионов с весовой матрицей смежности 

второго порядка наиболее точные прогнозы дает модель Дарбина. 
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Далее для восточных регионов были оценены модели на основе матрицы об-

ратных расстояний. Значения I Морана значимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ных ВРП соседних регионов оказался значимым только на 10% уровне значимости. 

Средняя ошибка прогноза по модели составила 8%. 

В модели SEM коэффициент при взвешенных ошибках оказывается незначи-

мым, в связи с чем модель была исключена из рассмотрения.  

В модели Дарбина коэффициенты при взвешенных лагах и ошибках оказались 

незначимыми, в связи с чем данная модель исключена из рассмотрения.  

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели ВРП для восточных регионов с весовой матрицей обратных рас-

стояний значимые коэффициенты получаются только при использовании SAR мо-

дели. 

Следующая матрица – матрица квадратов обратных расстояний. Значения I 

Морана значимо положительные.  

В модели пространственной зависимости в лагах значимость коэффициента 

при взвешенных лагах неопределена. В связи с этим данная модель была исключена 

из дальнейшего рассмотрения. 

Модель SEM не может быть оценена из-за обратимости Гессиана.  

В модели Дарбина ошибка прогноза составила 9.4%. 

Таким образом, модели для ВРП восточных регионов с весовой матрицей 

квадратов обратных расстояний значимые оценки коэффициентов дает только мо-

дель Дарбина.  

Следующая матрица – матрица 5 ближайших соседей. Значения I Морана зна-

чимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах ошибка прогноза составила 

9.8% 

В модели SEM коэффициент при взвешенных ошибках оказывается значи-

мым, средняя ошибка внутривыборочного прогноза по данной модели составила 

9.4%. 

Ошибка прогноза модели Дарбина составила 9.3% 
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Таким образом, в моделях для ВРП восточных регионов с весовой матрицей 5 

все три модели дают практически идентичные результаты. 

Далее все пространственные модели были оценены для кластеров региональ-

ной инфляции. 

Первый оцениваемый кластер – западные регионы. Значения I Морана для 

ряда инфляции, посчитанные на основе матрицы смежности, в каждом году значимо 

положительные, что свидетельствует о наличии положительной пространственной 

корреляции между регионами, то есть регионы с высокой инфляцией соседствуют с 

регионами с также высокой инфляцией, а регионы с низкой – с регионами с низкой 

инфляцией. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ной инфляции соседних регионов оказался положительным и значимым, что свиде-

тельствует о высокой положительной взаимосвязи между инфляцией соседних реги-

онов и соответствует результатам статистики Морана. Средняя абсолютная ошибка 

прогноза по данной модели равна 2.8%. 

Ошибка прогноза по модели с пространственными ошибками составляет 

0.9%, что существенно меньше ошибок всех предыдущих моделей. 

В модели Дарбина коэффициент при взвешенных лагах не соответствует тео-

ретическим ожиданиям и результатам статистики Морана. Ошибка внутривыбороч-

ного прогноза по данной модели составила 4.8%. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели инфляции для западных регионов с весовой матрицей смежно-

сти наименьшие ошибки прогноза получаются на основе SEM модели. Данная мо-

дель существенно лучше, как непространственных моделей, так и пространственных 

моделей всех регионов.   

Далее инфляция западных регионов оценивается с помощью матрицы смеж-

ности второго порядка. Значения I Морана значимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ной инфляции соседних регионов оказался положительным и значимым. Средняя 

абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 2.8%. 

В модели с пространственными ошибками ошибка прогноза составляет 1.1%, 

что соответствует результатам матрицы общих границ. 
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В модели Дарбина знак коэффициента при взвешенных лагах не соответствует 

теоретическим ожиданиям и результатам статистики Морана. Ошибка внутривыбо-

рочного прогноза составила 1.6%, что существенно ниже ошибки соответствующей 

модели с матрицей общих границ. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели инфляции для западных регионов с весовой матрицей смежно-

сти наименьшие ошибки прогноза получаются на основе SEM модели. При этом в 

отличие от моделей с матрицей ближайших соседей, данная матрица позволяет по-

лучить маленькие ошибки прогнозов и в модели Дарбина, хотя знак коэффициента 

при взвешенных лагах в данной модели не соответствует ожидаемому. 

Далее инфляция западных регионов оценивается с помощью матрицы обрат-

ных расстояний. Значения I Морана значимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ной инфляции соседних регионов оказался незначимым, в связи с чем данная модель 

исключена из рассмотрения. 

В моделях с пространственными ошибками и Дарбина коэффициент при взве-

шенных ВРП «соседей» также оказался незначимым, и данные модели также исклю-

чены из рассмотрения. 

Таким образом, при построении моделей для западных регионов инфляции с 

использованием матрицы обратных расстояний коэффициенты при взвешенных по-

казателях лагах и ошибках соседних регионов оказались незначимыми, в связи с чем 

данная матрица исключена из рассмотрения.  

Значения I Морана для матрицы квадратов обратных расстояний значимо по-

ложительные. 

При использовании данной матрицы коэффициенты при взвешенных показа-

телях лагах и ошибках соседних регионов оказались незначимыми, в связи с чем 

матрица исключена из рассмотрения.  

Следующая матрица – матрица 5 ближайших соседей. Все значения I Морана, 

кроме 2001 года, значимо положительные. Так как статистика незначима только в 

одном году, можно предположить, что это выброс. 
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В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ной инфляции соседних регионов оказался значимым и положительным. Средняя 

ошибка прогноза по данной модели составила 3.3%. 

В модели с пространственными ошибками ошибка прогноза составляет 0.7%, 

что меньше ошибок всех предыдущих моделей. 

В модели Дарбина коэффициент при взвешенных лагах не соответствует тео-

ретическим ожиданиям и результатам статистики Морана. Ошибка внутривыбороч-

ного прогноза по данной модели составила 1%, что существенно ниже ошибок соот-

ветствующей модели с другими матрицами. 

Таким образом, при построении пространственной одномерной модели ин-

фляции для западных регионов с весовой матрицей 5 ближайших соседей наимень-

шие ошибки прогноза получаются на основе SEM модели, что соответствует резуль-

татам, полученным для ВРП. При этом, также как и матрица смежности второго по-

рядка, данная матрица позволяет получить маленькие ошибки прогнозов и в модели 

Дарбина. 

Для инфляции восточных регионов также были оценены все 5 весовых мат-

риц. Значения I Морана значимо положительные, что свидетельствует о наличии по-

ложительной пространственной корреляции между регионами. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ной инфляции соседних регионов оказался положительным и значимым. Средняя 

абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 2.4%. 

В модели с пространственными ошибками ошибка прогноза составляет 3.1%. 

В модели Дарбина коэффициент при взвешенных ошибках не соответствует 

теоретическим ожиданиям и результатам статистики Морана, в связи с чем модель 

будет исключена из рассмотрения.  

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели инфляции для восточных регионов с весовой матрицей смежно-

сти наименьшие ошибки прогноза получаются на основе SAR модели, что отлича-

ется от результатов моделирования инфляции западных регионов, для которых 

наиболее точной оказалась SEM модель. 

Далее инфляция восточных регионов оценивается с помощью матрицы смеж-

ности второго порядка. Значения I Морана значимо положительные. 
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В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ной инфляции соседних регионов оказался положительным и значимым. Средняя 

абсолютная ошибка прогноза по данной модели равна 2.6%. 

В таблице 125 приведены результаты оценивания модели с пространствен-

ными ошибками. Ошибка прогноза по данной модели составляет 2.8%. 

В модели Дарбина коэффициент при взвешенных лагах оказывается незначи-

мым, в связи с чем модель будет исключена из рассмотрения.  

Таким образом, можно сделать вывод, что при построении пространственной 

одномерной модели инфляции для восточных регионов с весовой матрицей смежно-

сти второго порядка модели дают одинаковые ошибки прогноза.  

Далее инфляция восточных регионов оценивается с помощью матрицы обрат-

ных расстояний. Значения I Морана значимо положительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ной инфляции соседних регионов оказался незначимым, в связи с чем данная модель 

исключена из рассмотрения.  

В моделях с пространственными ошибками и Дарбина коэффициенты при 

взвешенных ВРП «соседей» также оказались незначимыми, и обе модели тоже ис-

ключены из рассмотрения. 

Значения I Морана для матрицы квадратов обратных расстояний значимо по-

ложительные. 

В модели пространственной зависимости в лагах значимость коэффициента 

при взвешенной инфляции соседних регионов оказалась неопределенной, в связи с 

чем данная модель исключена из рассмотрения. Аналогично были исключены  мо-

дели с пространственными ошибками и Дарбина.  

Следующая матрица – матрица 5 ближайших соседей. Значения I Морана зна-

чимо положительные.  

В модели пространственной зависимости в лагах коэффициент при взвешен-

ной инфляции соседних регионов оказался значимым и положительным. Средняя 

ошибка прогноза по данной модели составила 2.4%. 

Ошибка прогноза по модели с пространственными ошибками составляет 

2.8%. 
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В модели Дарбина коэффициент при взвешенных ошибках не соответствует 

теоретическим ожиданиям и результатам статистики Морана. Ошибка внутривыбо-

рочного прогноза по данной модели составила 1%, что существенно результатам 

матрицы 5 ближайших соседей для западных регионов. 

Таким образом, при построении пространственной одномерной модели ин-

фляции для восточных регионов с весовой матрицей 5 ближайших соседей наимень-

шие ошибки прогноза получаются на основе модели Дарбина, что соответствует ре-

зультатам, полученным для инфляции западных регионов. Однако знак при взвешен-

ных ошибках «соседей» в данной модели не соответствует ожидаемому. 

Сводные ошибки прогноза по всем моделям приведены в таблице 3. Как и в 

моделях для всех регионов России, в большинстве случаев модели с использованием 

матрицы обратных расстояний и квадратов обратных расстояний дают незначимые 

коэффициенты при взвешенных показателях «соседей», в результате чего соответ-

ствующие модели исключаются из рассмотрения. 

Таблица 3 

МАРЕ прогнозов для региональных кластеров 
Матрица Смежности Смежности 2 

порядка 
Обратных 
расстояний 

Квадратов 
обратных 
расстояний 

5 ближай-
ших соседей 

ВРП западных 
регионов 

     

   SAR 10.2% 9.3% - - - 
   SEM - 10.5% 10.1% - 8.6% 
   Дарбин 10.1% 9.7% - - - 
ВРП восточных 
регионов 

     

   SAR 11.7% 11.7% 8% - 9.8% 
   SEM - 9.5% - - 9.4% 
   Дарбин 14.7% 8.8% - 9.4% 9.3% 
Инфляция за-
падных регио-
нов 

     

   SAR 2.8% 2.8% - - 3.3% 
   SEM 0.9% 1.1% - - 0.7% 
   Дарбин 4.8% 1.6% - - 1% 
Инфляция во-
сточных регио-
нов 

     

   SAR 2.4% 2.6% - - 2.4% 
   SEM 3.1% 2.8% - - 2.8% 
   Дарбин - - - - 1% 

Источник: расчеты авторов 
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Для западных и восточных регионов наиболее подходящие модели различа-

ются: для ВРП западных регионов наименьшие ошибки прогноза получаются на ос-

нове SEM модели с матрицей 5 ближайших соседей, для ВРП восточных регионов – 

на основе SAR модели с матрицей обратных расстояний. Однако необходимо заме-

тить, что вторая точная модель для обоих регионов была получена на основе мат-

рицы смежности второго порядка. Ошибки прогноза и для западных, и для восточ-

ных регионов остаются меньше 10%, в связи с чем можно сделать вывод, что данная 

матрица хорошо отражает зависимость между ВРП российских регионов. 

Для инфляции западных регионов почти все матрицы дают достаточно ма-

ленькие ошибки прогнозов, при этом минимальные ошибки были получены в SEM 

моделях. Инфляция восточных регионов наиболее точно моделируется с помощью 

модели Дарбина и матрицы 5 ближайших соседей. Однако SAR модели также дают 

достаточно точные результаты при использовании всех матриц. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при моделировании инфляции ос-

новную роль играет выбранная модель (SEM для западных регионов и SAR для во-

сточных), при этом весовая матрица не очень важна. В свою очередь для ВРП важна 

как матрица, так и модель. 
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Заключение 

Таким образом, в большинстве эмпирических работ используется одна или не-

сколько следующих весовых матриц: матрица общих границ (в которой учитыва-

ются регионы, имеющие общую географическую границу), матрица обратных рас-

стояний разных порядков (чаще всего в нее включаются регионы, расположенные 

друг от друга не дальше, чем некоторое, заранее выбранное расстояние). В целом 

большинство исследователей приходит к выводу, что использование различных спе-

цификаций весовых матриц приводит к существенно разным оценкам коэффициен-

тов, поэтому при построении экономических моделей необходимо предварительно 

выбрать матрицу, которая, по мнению исследователя, наиболее точно отражает су-

ществующие региональные связи. Обычно в качестве таких матриц используются 

матрица общих границ и матрица обратных расстояний первого или второго по-

рядка. 

В разделе данной работе пять весовых матриц были применены к данным о 

ВРП и инфляции российских регионов за 2000-2019 гг. Были построены три типа 

моделей с разным способом учета пространственной связи: модель с пространствен-

ными лагами, пространственными ошибками и лагами и ошибками одновременно. 

Кроме того, были рассмотрены как регионы в целом, так и западный и восточный 

кластеры. Результаты для всех регионов и для кластеров различаются. 

Для всех регионов при моделировании как ВРП, так и региональной инфля-

ции, наиболее точные результаты дают матрицы смежности первого и второго по-

рядков. Матрицы, основанные на обратных расстояниях, показывают либо большие 

ошибки прогнозов, либо не позволяют сделать выводы о значимости полученных 

коэффициентов. При этом для ВРП наименьше ошибки получаются при использова-

нии модели Дарбина, для региональной инфляции – при использовании SEM мо-

дели. В обоих случаях результаты пространственных моделей практически не отли-

чаются от стандартной модели пула, в связи с чем для простоты прогнозирования, 

можно использовать непространственные данные. 

Отдельно для западных регионов наименьшие ошибки прогноза ВРП получа-

ются на основе SEM модели с матрицей 5 ближайших соседей, отдельно для восточ-

ных регионов – на основе SAR модели с матрицей обратных расстояний. Однако 

необходимо заметить, что вторая точная модель для обоих регионов была получена 
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на основе матрицы смежности второго порядка. Ошибки прогноза и для западных, и 

для восточных регионов остаются меньше 10%, а также учитывая, что данная мат-

рица дала достаточно точные результаты и для регионов в целом, можно сделать 

вывод, что матрица смежности второго порядка хорошо отражает зависимость 

между ВРП российских регионов. Тем не менее, ошибки прогнозов ВРП для всех 

регионов оказались больше 10% при использовании всех матриц и моделей. Таким 

образом, рекомендуется разделять регионы на географические кластеры и строить 

отдельные модели для каждого кластера. 

Для инфляции западных регионов минимальные ошибки были получены в 

SEM моделях, что соответствует результатам, полученным для всех регионов. Ин-

фляция восточных регионов наиболее точно моделируется с помощью модели Дар-

бина и матрицы 5 ближайших соседей. Однако SAR модели также дают достаточно 

точные результаты при использовании всех матриц. Таким образом, можно сделать 

вывод, что при моделировании инфляции основную роль играет выбранная модель 

(SEM для западных регионов и всех регионов и SAR для восточных). Но так же, как 

и для ВРП, в моделях инфляции для всех регионов ошибки прогнозов оказались 

выше, чем в моделях региональных кластеров, в связи с чем рекомендуется разде-

лять регионы. 
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