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PREFACIO

Existe un interés general en la ingenieria civil de disponer de una modali-
dad de cuantificar el dano producido en las estructuras por diversas acciones
catastréficas que pueden ocurrir durante la vida de las mismas. Seria conve-
niente desde un punto de vista practico que dicha cuantificacién describa el
estado de una estructura mediante un \inico nimero que aclare si la estruc-
tura es capaz de soportar o no las cargas de servicio, si aguantara otra carga
extraordinaria en el futuro, cémo influye el presente estado degradado en
su comportamiento futuro, donde estan situados los puntos mas castigados,
qué capacidad de resistencia queda en cada punto y, en general, todo tipo de
informacién que ayude a tomar decisiones practicas.

Los autores han propuesto una solucion a este problema en el caso es-
pecifico de la accion de terremotos sobre estructuras de edificacion de hor-
migén armado. Se ha formulado una metodologia para la definicién de un
indice de dano que pueda tipificarse para todas las estructuras de una misma
clase y que permita clasificarlas en funcién de su vulnerabilidad sismica.

En la monografia se comienza por estudiar estructuras sencillas de barras,
a fin de aclarar mejor los conceptos involucrados y, al mismo tiempo, contro-
lar con mayor facilidad los pardmetros que influyen la solucién del problema.
Sin embargo, la metodologia desarrollada, que modeliza las estrucuras me-
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diante el método de los elementos finitos, es directa y facilmente extendible
a laminas, placas o sélidos 3D.

La idea fundamental de este trabajo es la de aplicar ecuaciones constitu-
tivas formuladas en 3D al nivel del mismo punto material, en vez de utilizar
leyes constitutivas formuladas en esfuerzos generalizados como, por ejemplo,
momento flector-curvatura, fuerza cortante-distorsion angular, etc. Esto per-
mite modelizar el comportamiento de materiales compuestos de manera di-
recta, puesto que a cada material componente se le puede considerar su propia
ley constitutiva, su peso especifico en el comportamiento de la seccién, etc.
Un modelo de este tipo se adapta automaticamente a cualquier cambio de
régimen de solicitacién de la seccidn, sin que se necesite cambiar la ley cons-
titutiva por este motivo. Estas ventajas derivan directamente del hecho de
que se analiza siempre el estado del punto material y no de algin volumen
de material. Como todos los estados posibles de un cuerpo son combina-
ciones de los estados tensionales de sus puntos, analizando el punto y luego
integrando se encuentra cualquier estado particular generado por cualquier
solicitacién. De esta manera es suficiente tener un tnico modelo constitutivo
3D y una metodologia para calcular las componentes de los tensores unitarios
de tensiones y deformaciones en cualquier punto de la seccion de la barra.

En una primera parte del trabajo se ha adoptado un modelo constitutivo
tridimensional complejo de dafio pldstico, cuya eficacia se ha estudiado sobre
una viga en régimen estatico. Dicho estudio ha proporcionado buenos resul-
tados acerca de la evolucion del estado tensional dentro de la estructura, pero
a un coste computacional muy alto, por lo que el modelo ha resultado in-
adecuado para el calculo de estructuras de grandes dimensiones sometidas a
acciones dinamicas. Por esta razon, se ha desarrollado otro modelo constitu-
tivo, denominado de dano isétropo, mas sencillo aunque termodinamicamente
riguroso, que reduce las dificuldades mencionadas. Los indices de dafio lo-
cales proporcionados por éste son directamente integrables en sentido fisico
y permiten calcular un los indice de dafio global para la estructura. El es-
tudio incluye ejemplos sugerentes para destacar las caracteristicas del nuevo
modelo constitutivo y las propiedades del indice de dafio global propuesto.

En el primer capitulo se describe el modelo estructural, formulandose el
equilibrio de la estructura a partir de la mecénica del continuo. Seguidamente
se deduce la ecuacién que gobierna el caso dinamico. Esta ecuacion diferen-
cial de equilibrio escrita para el modelo continuo se discretiza utilizando las
técnicas estandar del método de los elementos finitos. Al considerar que las
barras presentan anisotropia del material, se analizan las implicaciones de
su subdivision en capas. Por tultimo, al final del capitulo se describen los
algoritmos no lineales mas usuales y sus caracteristicas, a fin de facilitar la
comprensién de las técnicas utilizadas y su adecuada interpretacion.

En el segundo capitulo se desarrolla el modelo constitutivo de dafio plas-
tico, partiendo de un breve rezumen de la Teoria de la Plasticidad, para
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describir luego, de manera resumida, las principales caracteristicas de dicho
modelo. El ejemplo de calculo incluido demuestra las posibilidades del mo-
delo de describir adecuadamente el estado tensional de la viga utilizada como
ejemplo durante todo el proceso numérico.

En el tercer capitulo se describe en detalle el modelo de dafio isétropo,
incluyendo también aspectos relacionados con el calculo practico de los pa-
rametros involucrados. Se deduce de modo riguroso la expresion del indice
global de dafio y se incluye un ejemplo de calculo estatico que destaca la ca-
pacidad del modelo de describir el comportamiento de una estructura hasta
el momento del fallo. Ademas, se demuestra de manera practica de obje-
tividad del modelo con respecto al tamafio de la malla de elementos finitos
empleada en la discretizacion.

En el tltimo capitulo se aplica la metodologia desarrollada al calculo
dindmico, incluyendo efectos viscosos dentro del modelo de dafio isétropo.
Se describe el algoritmo de integracién en el tiempo de Newmark, con es-
pecial énfasis en su aplicacion al caso no lineal. El ejemplo que se incluye
al final demuestra la eficacia del modelo de dafio isétropo y la capacidad
del indice global de dafio de caracterizar el estado de un poértico frente a la
accion de un terremoto.

Este trabajo ha sido financiado parcialmente a través del proyecto de in-
vestigacién PB90-0393 de la Direccion General de Investigacion Cientifica y
Técnica (DGICYT) del Ministerio de Educacién y Ciencia.
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CAPITULO 1

MODELO ESTRUCTURAL

1.1 INTRODUCCION

El célculo de las estructuras apérticadas utilizé, en sus comienzos, modelos
basados en elementos de construccién unidimensionales sencillos — vigas y
columnas — llamados genéricamente barras. La aparicién del método de los
elementos finitos ha permitido un gran adelanto debido a su flexibilidad a la
hora de desarrollar modelos estaticos y dindmicos mas generales, de permitir
el cambio de las hipdtesis de comportamiento de los elementos estructurales,
debido a una base tedrica mas rigurosa y amplia que la de los anteriores
métodos [1].

Entre las formulaciones de elementos estructurales unidimensionales hay
dos que merecen especial atencién. La primera, conocida como la de Euler-
Bernoulli [2], estd muy préxima a las teorfas clésicas de la Resistencia de
Materiales y permite el analisis de la flexién de vigas esbeltas prescindiendo
del efecto de los esfuerzos cortante y axil en el estudio de su deformaciéon. Esta
teorfa puede adecuarse para que los resultados coincidan, en determinadas
condiciones, con los obtenidos mediante los métodos matriciales del calculo
de estructuras. La segunda formulacién es la de Timoshenko [2] y en ella
se apoya el modelo estructural utilizado en el presente estudio. Su rasgo
especifico es la consideracién del efecto del esfuerzo cortante.

En este capitulo se hace, primeramente, una breve sintesis de las carac-
teristicas de la formulacién de Timoshenko para elementos unidimensionales
bajo cargas estaticas y/o dinamicas. A continuacién se desarrollan las ecua-
ciones de equilibrio de una barra, partiendo de la Mecénica del Medio Conti-
nuo Deformable, es decir, considerando dicha barra como un sélido continuo
deformable. Luego se explicita la solucién del problema mediante el método
de los elementos finitos y se formulan ecuaciones correspondientes a la sub-
divisién del elemento finito en capas. La ultima parte se dedica a rezumir
las técnicas de solucién para problemas no lineales.
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1.2 HIPOTESIS DE LA FORMULACION DE TIMOSHENKO

Se considera una barra en su sistema local de coordenadas, de longitud
¢ y de seccién transversal de area A variable, sobre la cual actiian cargas
en el plano local vertical. La teoria de Timoshenko se basa en las hipétesis
siguientes [2]:

z

dw
Detormada real de la ’ 9_,_5‘.+¢
seccién transversal /

./'
Deformada plana (media)
de la seccién transversal

Normal a la deformada
de la fibra media

Figura 1.1 Teoria de flexion de Timoshenko. Giro de la seccién normal a la fibra
media [2].

I. Los desplazamientos verticales de todos los puntos de una seccién
transversal son pequenios e iguales a los del eje central de la viga.
II. Los desplazamientos laterales son nulos.
III. Las secciones planas normales al eje de la viga antes de la deformacién
permanecen planas, pero no necesariamente normales al eje después
de la deformacién (véase la figura 1.1).
Esta ultima hipotesis supone tomar un giro medio para la seccién transver-
sal, de manera que ésta pueda considerarse plana. Las primeras dos hipétesis
son compartidas con la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, mientras la tercera
difiere en lo que se refiere a la normalidad al eje de la seccién en el estado
deformado.
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1.3 MECANICA DEL SOLIDO APLICADA A BARRAS
1.3.1 Campo de desplazamientos

De los seis desplazamientos generalizados que asigna la mecénica clasica a
un punto del espacio, en este estudio sélo se consideran dos, debido al caracter
plano del problema y a las hipétesis hechas anteriormente. Estas son u’ y
w', que son, respectivamente, el desplazamiento horizontal y el vertical en el
sistema local de coordenadas (véase la figura 1.1). Por otra parte, el campo
de desplazamientos de una seccién transversal cualquiera esta descrito por
la translacién horizontal u, la vertical w y por el giro medio de la seccién
6 (véase la figura 1.1). El movimiento de cualquier punto del cuerpo puede
expresarse en funcién del movimiento del eje de la seccién a la cual pertenece
dicho punto, asi como resulta de la siguiente ecuacion [3]:

u(z)

u,(m,z)={u:§fx(5)}= {tc(:r);zﬁ(:r)}z[é fi’—g] 1;((’:)) = S(2)u(z) (1.1)

Las variables de esta ecuacion tienen el siguiente significado:

u/(z, z)— vector de desplazamientos de un punto cualquiera de una seccién
transversal corriente de la viga. Se considera que estos desplaza-
mientos no varian a lo largo de la direccién normal al plano de
flexion (hipétesis I,IT);

u(z) — vector de desplazamientos seccionales de la viga que corresponden
al movimiento del eje central de dicha viga;
S(z) — matriz de conversién de los desplazamientos del eje central a los

desplazamientos puntuales en funcion de la altura z del punto.

1.3.2 Campo de deformacién y aceleracion

Considerando la hipdtesis de las pequenas deformaciones, del campo de
desplazamientos — relacion (1.1) — pueden deducirse facilmente las deforma-
ciones. Conforme a las hipdtesis utilizadas, las inicas deformaciones no nulas
son

B du’ B du do
%54z " dr de

B ﬂ 1 dw' B dw P
Yoz = dz de  dx

Las ecuaciones (1.2) pueden escribirse matricialmente como [6]
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du
dz

a:{$$}=[é ? —0] dw_gr=S¢ (1.3)
do

dz

donde & es el vector de deformaciones seccionales, € es el vector de defor-
maciones puntuales y S es la matriz de transformacién ya mencionada que
también relaciona € con €. A su vez, las deformaciones seccionales € se relacio-

nan con los desplazamientos seccionales a través de la matriz de operadores
diferenciales L

%‘- 55 0 O u
g={dw_pr=|0 & -1{qw;p=Lu (1.4)

df d

e o o 4]Lls

En los estudios dindmicos interesa establecer la relacion entre un campo
de aceleracién que actiia sobre los puntos de una seccién transversal de la
viga y el campo de aceleracién seccional. Dicha relacién se deduce de forma
inmediata derivando dos veces en funcién del tiempo la ecuacién (1.1), en
la cual se considera que los desplazamientos varian en el tiempo, es decir,
u =u(z,2,t) y u=1u(z,t)

W =854 (1.5)

1.3.3 Campos de tensién e inercia

Las hipétesis propias al estudio de estructuras de barras en general y las de
Timoshenko en particular hacen que del total de seis componentes simétricas
distintas del tensor de tensiones sélo dos sean no nulas. Estas son la tension
normal a la seccién o, y la tension tangencial 7,
deformaciones mediante una ecuacion constitutiva

()-8 Azheee oo

donde C se denomina tensor constitutivo. En el caso lineal elastico, éste
es funcién de las caracreristicas del material — mddulo de elasticidad lon-
gitudinal E, coeficiente de contraccién transversal de Poisson v y moédulo
de elasticidad transversal G = E/2(1 + v). De las seis deformaciones inde-
pendientes del tensor de deformaciones seran diferentes de cero e, y v,, ¥y

que se relacionan con las
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también ¢, y €,. Esto se demuestra partiendo de la relacién general entre el
tensor de tensiones y el tensor de deformaciones, que tiene la siguiente forma

[1]:

; ErE
Y v
o=\ g, =M ? l? 0 1-2v 0 0 { 62 N — CE (1'7)
—2v
T, 0 0 0 055550 A
\ Ty 0O 0 0 0 0 21(1—3 ) Yy

Si en esta tltima relacién se imponen o, = o, = 0, se obtienen ¢, = ¢, =
—ve,, lo que demuestra que €, y €, no son variables independientes del pro-
blema. Si estos valores se utilizaran ahora para calcular o_, se encontrara
precisamente el valor dado por la ecuacién (1.6). La imposicion de tensiones
tangenciales nulas conduce evidentemente a deformaciones tangenciales nu-
las, con lo cual la tinica deformacion tangencial de interés queda 7, .

En el caso en el cual el punto estudiado esté sometido al campo de ace-
leraciones visto en el apartado anterior, aparecen fuerzas masicas inerciales
y, segin estipula la segunda ley de Newton, éstas son proporcionales a la
masa y a la aceleracién de dicho punto material. Por consiguente, pueden
escribirse las siguientes relaciones:

e={5}=[5 J{&}-ev 9)

donde p es el vector de fuerzas masicas que actiian sobre un elemento dife-
rencial de volumen y p es la matriz de densidad del material que, en este
caso, es isotropo.

1.3.4 Campos de esfuerzos seccionales

Debido a las tensiones, en cada seccién transversal de una barra aparecen
esfuerzos, fuerzas y momentos que, en las condiciones de la viga cargada
en uno de sus planos principales de inercia, son sélo tres: esfuerzo axil N,
esfuerzo cortante Q y momento flector M. Agrupandolos en forma matricial,
estos esfuerzos forman un vector & de esfuerzos seccionales. Este vector
constituye, desde el punto de vista mecanico, el sistema de fuerzas resultan-
tes del campo de tensiones que actia en la seccién. Su expresiéon se deduce
de la siguiente manera [6]:

[N o 1 0

=< Q :/ Tps d.A=] 0 1 {Uz} dA (1.9)
1M A —z0, Al_z 0of ‘e
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&:/A.S‘TadA:LSTCsdA=ASTCSédA:C'F: (1.10)

de donde resulta la expresiéon de la matriz constitutiva seccional C' como

¢ =/ s'C S dA (1.11)
A

Esta tltima ecuacién permite, debido a su gran generalidad, hallar la matriz
constitutiva seccional C , que relaciona & con &, cuando las caracteristicas del
material o su estado termodinamico varian a través del espesor de la viga.

En el caso dindmico, sobre cada elemento de superficie dA de una seccién
transversal cualquiera de la viga actiian dos aceleraciones i y w en las direc-
ciones z y z. Dichas aceleraciones producen fuerzas de inercia elementales g,
y 0,. Alintegrarlas a través de la seccién, de manera similar al procedimiento
utilizado para tensiones, se obtienen los esfuerzos seccionales p debidos a la
inercia

N, 0, 1 0 5
M, 4 —20, Al—z 0 e

Haciendo uso de la ecuacién (1.8), se obtiene

@:fs“"gdAzfsTpﬁ’dA =/STpSiidA:ﬁii (1.13)
A A A

de donde resulta la expresién de la matriz de densidad seccional p
p=[5psaa (1.14)
A

Esta tltima ecuacién permite hallar la matriz de densidad seccional p cuando
las caracteristicas del material varian a través del espesor de la viga.

1.3.5 Ecuaciones de equilibrio del sélido continuo

Las ecuaciones de equilibrio que caracterizan el comportamiento de un
continuo se hallan tradicionalmente, en problemas de calculo de estructuras,
mediante el principio de los trabajos virtuales. Dicho principio garantiza
que un sélido deformable esta en equilibrio si, aplicandole un desplazamiento
virtual compatible con las condiciones de vinculo, el trabajo producido por
las fuerzas internas L, es igual al trabajo de las fuerzas externas L, 7).
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Por fuerzas internas se entienden aquellas fuerzas generadas dentro del
sélido deformable como respuesta a su propio estado de deformacion. En
consecuencia, las tinicas fuerzas internas que aqui se consideran son las ten-
siones provocadas por deformacién. Por otra parte, las fuerzas externas in-
cluyen todo tipo de acciones exteriores, que no dependen del estado defor-
macional del cuerpo. Pueden ser acciones exteriores las fuerzas concentradas
puntuales, las fuerzas distribuidas a lo largo de la longitud de la barra o
las fuerzas mésicas generadas por acciones exteriores al cuerpo, como, por
ejemplo, campos magnéticos, eléctricos, gravitatorios, térmicos u otros.

El principio de los trabajos virtuales, aplicado a las barras aqui estudiadas,
conduce a la siguiente expresién del trabajo virtual interno L, ,, obtenida a
partir de su definicién y de las ecuaciones (1.3),(1.6) y (1.10):

int

T T T
L, =/V(5sxaz+6'yu7”)dV:/V56 adV=/vae S'odv

¢ ¢ b (1.15)
- / 5@""[ o dAl & = f 55 G = / 56" Céde
0 Az) o 0

donde V es el volumen de la barra, A(z) la superficie de la seccion transversal
de coordenada z y ¢ la longitud de la barra estudiada.

La expresién general del trabajo virtual externo L, se obtiene aplicando
el teorema de la divergencia a la expresion (1.15), que define el trabajo virtual
interno L, ,, y luego integrando por partes. Este procedimiento proporciona
la demonstracién del principio de los trabajos virtuales anteriormente enun-
ciado. Dicha expresién general puede contener, en el caso de una barra, las

contribuciones de las fuerzas concentradas f; y de las fuerzas distribuidas f
aplicadas directamente sobre el eje central y también un término debido a la
accién de las fuerzas masicas f " que actiian en cada punto del volumen de
la barra. Esta expresion es

v f T d T .m
L =Z5ujfj+/o bu f d:c+/véu’ f v (1.16)
3

Todas las fuerzas exteriores involucradas en la anterior relacion pueden ser
estaticas o dinamicas. Su naturaleza determina si el tipo de calculo a desa-
rrollar debe ser estatico o dinamico, teniéndose en cuenta que si se tiene una
sola fuerza dinamica todo el estudio es dinamico.

Cuando se trata de problemas dindmicos, el principio de d’Alembert ase-
gura que, a fin de conseguir el equilibrio dinamico, las seudofuerzas de inercia
pueden ser consideradas como fuerzas reales que acttian sobre el cuerpo. En
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consecuencia, las fuerzas masicas debidas a efectos inerciales son —p, el cam-
bio de signo proveniendo del sentido opuesto al campo de aceleraciones de
dichas fuerzas inerciales. Con estas explicaciones, el término inercial del
trabajo virtual externo Lim, que estd incluido en el Ultimo termino de la
relacion (1.16), se expresa como

ert

£ = f su'" f™ AV = — f su' odV = — f su"S o dV
v v \%

(1.17)

l (4 ¢
=—/5uT[ SngA] dm:—/éuTg}dxz—/éuTﬁﬁd:r
[#] A(.T:) (0] (]

El procedimiento descrito por las relaciones (1.15) y (1.17) corresponde a
la reduccién de una carga masica a una carga lineal a través de integraciones
de tipo (1.9) y (1.10) sobre las superficies de las secciones. Simbdlicamente,
puede decirse que cualquier fuerza mésica f ™ puede transformarse en una
fuerza distribuida fm = fA STfm dA, lo que es lo mismo que calcular los
esfuerzos seccionales equivalentes a dichas fuerzas masicas. En consecuencia,
la expresion del trabajo virtual exterior es

4 14 — ¢
Lm=zaujfj+/ 5qudd$+] Sur d:r:—/ bu'piide  (1.18)
i ? ° 0

La expresion anterior, generalmente valida para barras, permite expresar la
ecuacion de equilibrio propia al principio de los trabajos virtuales en la forma

14 £ 1. l e
L =Len= [ Su'pii dot [ 58 do=[ 6u'(§ %4 f ") dot Tbu, 1, (119)
0 0 0 ;
7

Esta expresion demuestra que el problema estudiado tiene una naturaleza
basicamente unidimensional. La ecuacién de equilibrio (1.19) ha agotado las
posibilidades de la mecanica del sélido deformable en cuanto a la solucién del
problema. Se ha deducido la ecuacién funcional integral, expresada en des-
plazamientos, que rige el comportamiento de una barra en régimen dindmico.
Para hallar el campo de desplazamientos u(z), que es la incégnita del pro-
blema, habra que recurrir a otros procedimientos, puesto que la mécanica del
continuo supone soluciones pertenecientes al espacio de funciones continuas
de dimension infinita (un cuerpo mécanico continuo tiene una infinidad de
grados de libertad). Uno de estos procedimientos para rebajar a un ntimero
finito el niimero de dimensiones del espacio de funciones, dentro de cual se
buscan las soluciones, se desarrolla en el apartado siguiente.
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1.4 FORMULACION POR ELEMENTOS FINITOS

1.4.1 Discretizacién del medio continuo en elementos finitos

La formulacién continua, considerada hasta ahora en este capitulo, no es
conveniente debido al niimero infinito de grados de libertad correspondiente
a un sélido continuo. El método de los elementos finitos proporciona no sélo
la ventaja de limitar el nimero de grados de libertad sino, al mismo tiempo,
la de minimizar el error producido en esta operaciéon. La discretizacion es
la operacién de prefijar un nimero finito de puntos, llamados nodos, en los
que se desea obtener la informacién acerca del proceso, siendo ésta la primera
aproximacién del método. El elemento finito es la entidad estructural basica.
Dentro del elemento se definen los campos continuos de las variables inde-
pendientes del proceso que, en el caso analizado en este estudio, son los
desplazamientos u. Como consecuencia del proceso de discretizacion, todas
las integrales que en el caso continuo abarcaban el dominio entero se trans-
forman en sumas de integrales sobre elementos. La variacién dentro de cada
elemento se expresa mediante campos continuos que dependen unicamente
de los valores de las variables independientes en los nodos del elemento. Los
elementos estan interconectados solo en los nodos. Es evidente que los va-
lores de las variables independientes en un nodo son idénticas en todos los
elementos que coinciden en este nodo. Sin embargo, no ocurre lo mismo con
las variables dependientes debido al hecho de que la continuidad esta asegu-
rada sélo dentro de cada elemento, siendo ésta la segunda aproximacién del
método.

1.4.2 Funciones de forma y relaciones derivadas

Las variables independientes de las ecuaciones de movimiento de una barra
estan agrupadas, como puede observarse en el apartado anterior, en el vec-
tor u. A fin de ejemplificar la técnica de los elementos finitos, se elige
un elemento de tres nodos con unas funciones de forma adecuadas. Las fun-
ciones de forma definen el campo continuo elemental, interpolando los valores
nodales. En funcién del tipo de elemento, hay varias modalidades de encon-
trar estas funciones. Aqui se han elegido funciones cuadraticas lagrangianas
correspondientes a un elemento de barra de tres nodos. Cada nodo tiene
asociada una funcién de forma de manera que ésta valga uno en dicho nodo
y cero en los demés (véase la figura 1.2).

Figura 1.2 Representacion de las funciones de forma [2].
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Usualmente las funciones de forma se expresan como funcién de una variable
normalizada ¢, que varia entre -1 y 1. Sus expresiones son [1,2]

N,(0) = 3¢C~1)
N =1~ (1.20

Ny(0) = 5¢(C+1)

Los desplazamientos se interpolan con las funciones (1.20)

u Nyu, + N,u, + Nyu,
u=4qw =14 Nw +Nw,+ Nuw, (1.21)
0 N,6, + N,0, + N,0,

o en formulacién matricial

—
_r
e
——

u = Na (1.23)

donde N es la matriz de funciones de forma y a es el vector de desplazamien-
tos nodales que son las incégnitas del problema. El campo de aceleraciones
de deduce de la relacién anterior, considerandose que las funciones de forma
son invariantes en tiempo

i = Na (1.24)

La relacién entre las incoégnitas nodales y las deformaciones seccionales &
se halla teniendo en cuenta las ecuaciones (1.4) y (1.23)
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¢ = Lu = LNa = Ba (1.25)

y, tras operar, se obtiene la expresién de la matriz de correspondencia B

Moo o0 oo o M0 o
dN dN, d
B=|o % Ny o % _y o Z2 -n| (2
o o Moo o L oo o B

Las derivadas cartesianas de las funciones de forma son

2(—1
dN dNd¢{ d¢
_— = e d 2
dz d¢ dz  dx 2 \$-27)
2¢+1

y para hallar d(/dxz se utiliza la representacién isoparamétrica que conduce
a la siguiente serie de operaciones:

=Nz, + Nz, + Nyzy

dz dN

dN?:E' Jjs %

3
+ ac s

AT

to| =

[z3 — z; +2((z; + 5 —22,)]

@1 2
de ~ dz/d¢  z,—z, +2((z, + 25 — 2z,)

De esta manera, se ha definido completamente la matriz B en cualquier
seccién transversal del elemento (para cualquier ¢ € [—1,1]). Se observa que
cuando z, = (¢, + z,)/2, entonces d(/dz = 2/L.

1.4.3 Ecuaciones de equilibrio para un elemento finito

Las ecuaciones de equilibrio para un elemento de barra se obtienen direc-
tamente, modificando la ecuacién (1.19) y utilizando las expresiones de u, t
y & proporcinadas por (1.23), (1.24) y (1.25). Resulta
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vl 1 . vl 1. vl 1 _dm T T
6a/oNde:ca+6afoB ¢Bdza = Sa/ONf dz + Sa %:N(Cj)_fj (1.29)

donde f s f ‘4 f™ es el vector de fuerzas distribuidas totales y fiesel
vector que contiene las tres componentes (axil, cortante y momento flector)
de la fuerza concentrada f; que se aplica sobre el elemento finito en el punto
de coordenada ;. Como la ecuacién (1.29) tiene que ser vélida para cualquier
desplazamiento virtual éa, se tiene

e g T ~ f T _a,m T
/N",aNdza+f BCBd:ca:/ N'f" de + S N(G)f,  (130)
[¢] [#] 0 A
7

O
M®a + K®a = f° (1.31)
donde
£ w
Me = / N" p N da (1.32)
o
L oL
K¢ = ] B' € B dx (1.33)
o

fo = f:N‘"f"'“‘ de + LN'(G) f, (1.34)

Me¢ | K¢ y f® se llaman matriz de masa elemental, matriz de rigidez
elemental y vector de fuerzas nodales elementales, respectivamente. La in-
tegracion de estas variables matriceales se hace, en la gran mayoria de los
casos, mediante métodos de integraciéon numérica. La mds conocida es la
cuadratura de Gauss, que consiste en la transformacién de la integral en su-
matorio. Se elige un numero de puntos de integracion en concordancia con
el grado maximo de los polinomios a integrar. Los pesos correspondiendes a
cada punto se obtienen de las tablas, luego se multiplican los valores del argu-
mento calculado en los puntos de integracion con los pesos correspondientes
y se suman los productos asi obtenidos.
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1.4.4 Sistema global de ecuaciones

Una vez obtenidos M€, K¢ y f¢ para todos los elementos, se hace el ensam-
blaje, que consiste en sumar todas las ecuaciones elementales cuyos términos
libres tienen el significado de fuerzas aplicadas en la direccion del mismo
grado de libertad del mismo nodo. De esta manera, a cada grado de libertad
de cada nodo le corresponde ahora sélo un elemento del vector global de
fuerzas f, obteniéndose asi el sistema global de ecuaciones, que se escribe en
forma matricial como [7]

Ma+Ka=f (1.35)

donde M es la matriz global de masa, K es la matriz global de migidez 'y f es
el vector global de fuerzas nodales.

La solucién de problemas dinamicos se plantea a través de esquemas de
integracién en el tiempo (tal como se vera en el capitulo 4) que transforman el
sistema de ecuaciones (1.35) en un sistema lineal que tiene como incégnitas
sélo los desplazamientos. Dicho sistema expresa el equilibrio dindmico en
cada instante de tiempo t y puede escribirse genéricamente de la siguiente
manera:

K(t) a(t) = f(t) (1.36)

Evidentemente, como el cdlculo estatico es una mera particularizacion del
célculo dinamico, las ecuaciones de equilibrio estatico se obtienen poniendo
a = 0 en todas las ecuaciones anteriores.

Tras resolver el sistema (1.36) se obtienen los desplazamientos nodales a.
Volviendo atras se encuentran los valores de todas las demas variables en
cada elemento. De esta manera pueden obtenerse los desplazamientos de
cualquier punto mediante la ecuacién (1.23), las deformaciones seccionales
€ a partir de la ecuacién (1.25), las tensiones seccionales ¢ utilizando la
ecuacién (1.10), e incluso pueden obtenerse las deformaciones y las tensiones
usando las ecuaciones (1.3) y (1.6), respectivamente.

1.5 ELEMENTOS FINITOS DE CAPAS

Si en el método de los elementos finitos se utilizan elementos de barra del
tipo de Timoshenko [2] clasicos, la no linealidad del material puede estudiarse
unicamente en toda la seccidon transversal de la barra a la vez. Es decir, se
supone que todo el material de una seccion falla simultdneamente, lo que no
es cierto debido a que su estado tensional es no homogéneo. Para eliminar
esta limitacién de dicha teoria, se ha propuesto una formulaciéon por capas
que se basa en dividir la seccion en trozos que se estudian independiente-
mente mediante modelos constituivos 3-D (véase la figura 1.3). Cada capa
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puede estar constituida por materiales distintos, puede tener caracteristicas
geométricas diferentes (por ejemplo el ancho o la altura) e incluso permite la
consideracién de leyes constitutivas distintas para cada capa de material.

y
Ex — ;:YXZ
‘ z
U’ 3
—dwW';
X dx
\
Layer j

Figura 1.3 Particién en capas de la seccién transversal de una barra [2].

En este apartado se detallan las modificaciones requeridas por la formu-
lacién de capas. En términos del algoritmo de analisis no lineal y de pro-
gramacién, estas modificaciones influyen el calculo de la matriz constitutiva
seccional C, que hace la conexién entre la formulacién en esfuerzos y de-
formaciones generalizadas especifica a las barras de Timoshenko y el estado
de tensiones y deformaciones en un punto, con el cual trabaja el modelo
constitutivo.

Cualquier desarrollo de elementos de barra por capas se apoya en el célculo
de la posicién del eje neutro entendido como el eje longitudinal de la barra
que pasa por el punto de la seccién donde la tensién normal proveniente de
la flexién es nula (figura 1.4). Este punto tiene ademas las propiedades de
que en él la tensién tangencial es méxima y de que el momento flector de
las tensiones normales que provienen de la fuerza axil son cero. Aun mas,
el esfuerzo axil correspondiente a las tensiones normales que provienen del
momento flector es también cero. Estas propiedades del eje neutro permiten
desacoplar las ecuaciones (1.10) y hacen que la matriz C sea diagonal.

La posicién del eje neutro se halla suponiendo una distribucién lineal de
pendiente a de la deformacion normal debida a la flexion si (véase la figura
1.4). Dicha posicion se caracteriza por la distancia a. Tomando en cuenta las
propiedades del eje neutro y la variacién de las caracteristicas de las capas
a lo largo de la seccidn, el calculo se efectua mediante la siguiente secuencia
de ecuaciones:
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T
—— | €x

jz'—

- a

- o

+

i y ‘
| B 1 e

E k&

Figura 1.4 Distribucién supuesta de la deformacién .
f
e =a(z—a) (1.37)

donde « es la propia curvatura del elemento debida al momento flector M

f
M:]Ag (2 —a) dA (1.38)

Ademas, deben cumplirse las condiciones
N = f ol da=o ; o =E (1.39)
A

donde ()"r indica que se trata de variables asociadas sélo al efecto del momento
flector. Desarrollando la ecuacién (1.38) se obtiene

M :/ a(z —a)’E dA=a) Eb, /ziH (z —a)? dz
4 = I

(1.40)

N N (o)
= az E.b, iy = 0) 3 i~ )
1=1

donde (); denota un valor propio a la capa ¢ de la seccién que contiene n

capas y b es el ancho de la seccién. De esta tltima ecuacién se obtiene el
valor de a como
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o= . (1.41)
31; g E.b, [(zi+1 - a)3 = = 0)3]

=1

La ecuacién anterior representa la relacién momento flector — curvatura, por
lo cual su denominador es C,,. Por otra parte, de la ecuacién (1.39) se tiene

N = [ a(z-a)E dA=a} B, /z"“ (z — a) dz
A i=1 it

(1.42)

" SR i AR
ca3 = @

i=1

Como N’ = 0, de la 1iltima ecuacion resulta

iEibi(ziH - ‘1)2 = i Eb,(z; — “)2 (1.43)

i=1 i=1

Y Eb (2}, — 20z, +a’) =Y Eb(z] —2az + ") (1.44)
=1

i=1
Agrnpando términos y simplificando, se obtiene el valor de a en la forma
Vs Eibi(z?+1 - z?)

g =1 (1.45)
2 E:b,(z4y — )

1=1

Puede observarse que la posicién del eje neutro es una medida indepen-
diente del estado de tension — deformacion, siempre que se cumplan las su-
posiciones préviamente hechas. Este fendmeno deja de existir al pasarse a la
zona de comportamiento no elastico del material. Utilizandose las ecuaciones
(1.37), (1.39), (1.41) y (1.45) se obtiene el valor de o’ en cualquier punto de
ordenada z perteneciente a la capa j

o’ =ak(z —a) (1.46)

Esta tltima relacién representa una generalizacion de la clasica formula de
Navier [4,5,6].
A : i o n .

Para encontrar la distribucion de la tensién normal o proveniente del

esfuerzo axil se toma en consideracion el hecho que la deformaciéon normal
. mn .o . .

correspondiente € es constante en la seccion. Esto conduce a la siguiente
serie de ecuaciones:
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n
N"=[o"da=¢" [ Eda=&") B4, (1.47)
A A =1
donde A, es la superficie de la seccién de la capa i. Se puede comprobar
inmediatamente que M" = J,(z— a)o" dA = 0. La ecuacién (1.47) propor-
ciona la relacién entre el esfuerzo axil y la deformacién generalizada €, lo
que implica que 011 es igual al segundo término de esta misma ecuacién

C,=> EA, (1.48)

El caso de la tensién tangencial 7, es similar a las situaciones ya tratadas
en este apartado y su valor viene proporcionado por una ecuacién que es una
modificacién de la férmula de Jurawski [4,5,6], semejante a la generalizaciéon
hecha para el caso de flexion

i QsY
sz — s
bj CSS

(1.49)

59 es el médulo estatico generalizado de la seccion que se halla encima (o
debajo) del punto donde se calcula 7,,. Su expresion es

& = [ Be-w)da=3 3 BY [ -0 — (0] (150

Aj i=j

- - - . j d .’
donde j es el indicador del punto corriente y A" es el area de la seccion
anteriormente mencionada.

Para encontrar el valor de C,,, se sigue un procedimiento similar al utili-

zado para la obtencién de 6‘111 teniendo en cuenta la gran semejanza entre
(1.47) y la siguiente ecuacion:

Q=[ 1, da= Te. [ GdA=7.3 GiA, (1.51)
A A

=1

que expresa la relacién entre el esfuerzo cortante Q y la distorsién seccional
media é,. Con ésto, C,, toma el valor dado por

Cypy = G A, (1.52)
=1
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1.6 SOLUCION DEL PROBLEMA NO LINEAL

'1.6.1 Introduccién

A lo largo del proceso de carga, se distinguen dos grandes etapas del com-
portamiento del material: la primera etapa lineal, que esta caracterizada por
la proporcionalidad entre tensiones y deformaciones y la segunda etapa no
lineal, donde dicha proporcionalidad se pierde debido a fenomenos de plas-
ticidad, viscosidad, micro y macrofisuracion, dafio, etc. Si ademas hay no
linealidad geométrica, se hace necesario revaluar los fundamentos tedricos
presentados hasta ahora. Esta monografia se limita a estudiar tnicamente - -
problemas con no linealidad del material.

La solucién del sistema de ecuaciones (1.36) constituye, en condiciones no
lineales, un problema muy dificil, complejo y costoso. Es evidente que el
sistema no tiene una solucién directa, sino una obtenida a través de una
linealizacion llevada a cabo de forma iterativa.

1.6.2 Vector de fuerzas residuales

Considérese un solido que se encuentra en el dominio no lineal del com-
portamiento de su material. En concordancia con el estado tensional y de-
formacional de dicho sélido y con la historia de dichos estados asi como con
la estrategia elegida para resolver el problema, se establece una cierta matriz
constitutiva C' de la cual se derivan las demas variables dependientes del es-
tado del material. En estas circumstancias la estructura tiene que soportar
una nueva accién f, mayor que la accién que originé su presente estado no
lineal.

La primera operacién que se lleva a cabo es resolver el sistema (1.36). Se
obtienen los desplazamientos correspondientes a la nueva accién y después
las nuevas deformaciones generalizadas &, conformes con la ecuacién (1.25).
Todo esto es andlogo al caso lineal. La diferencia radica en que debido a
la no linealidad, cuando cambia el estado de deformaciones, también cam-
bia la matriz constitutiva generalizada C. Lo normal en estructuras es la
modificacién de rigidez que segin el estado de energia acumulada, puede rep-

resentar un aumento o una pérdida de rigidez. Con la nueva €' se calculan
las tensiones generalizadas, utilizando la ecuacién (1.10) en la forma

af -

g =C ¢ (1.53)

Las fuerzas internas nodales correspondientes a estas tensiones ¢’ se obtienen
utilizando las relaciones (1.15) y (1.29)
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14
i fo B¢ dx (1.54)

Debido al cambio de rigidez, las fuerzas nodales asi obtenidas no son, en
general, iguales a las fuerzas nodales aplicadas inicialmente

V=f—f (1.55)

fuerza
aplicada
f ___________ =

Ko

Figura 1.5 Fuerza residual en un sistema con un grado de libertad.

La diferencia ¥ entre los dos vectores de fuerzas nodales se denomina vec-
tor de fuerzas residuales y puede verse en la figura 1.5. Este vector es, en
muchos métodos la medida de la distancia entre la configuracién corriente
del sistema y su configuracién de equilibrio. En las iteraciones siguientes se
carga de nuevo la estructura con dicho vector, modificando o no la matriz
global de rigidez y se repiten todas las fases descritas anteriormente hasta la
disminucién de las fuerzas residuales por debajo de un error admitido.

1.6.3 Algoritmos no lineales

Este apartado contiene una breve enumeracién de los algoritmos mas uti-
lizados para la solucién de sistemas no lineales que derivan de formulaciones
por elementos finitos. Una operacién comin a todos los procedimientos es
la de subdividir la carga total que se desea aplicar en varios incrementos de
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carga. Esta operacién se hace para conseguir una descripcién del compor-
tamiento de la estructura cercana a la realidad. Si los pasos de carga son
demasiados grandes, es probable que se pierdan precisamente los puntos de
gradiente alto, donde el comportamiento del material cambia muy rapido,
con el efecto no deseado de que la solucién numérica se aleje de la realidad y
pierda toda posibilidad de convergencia.

I. Método de iteracién directa

Es el método m4és evidente porque se basa en la revaluacién de la matriz
de rigidez funcién de los desplazamientos obtenidos en la iteracién anterior.
No se calcula ni el vector de fuerzas residuales ni se suman los incrementos
de desplazamientos a los valores previos. Los resultados de cada iteracién
se utilizan tinicamente para predecir el valor actual de la matriz de rigidez
secante (tal como puede verse en la figura 1.6).

fuerza ‘
aplicada f=K(a)a

Flosumusssumsseipessenpeisnsm e

b o e o e Ty

B

Figura 1.6 Iteracién directa en un sistema con un grado de libertad

La expresiéon matematica de este algoritmo es la siguiente [8]:

1

ot =[K(a")] f (1.56)
donde a” significa el valor de los desplazamientos al final de la iteracion r.

El calculo se para cuando la diferencia de los vectores desplazamiento co-
rrespondientes a dos iteraciones seguidas se acerca a cero en una tolerancia

dada.
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II. Método de Newton-Raphson

Este método es conocido también como el método de la rigidez tangente,
debido a que utiliza dicha matriz de rigidez calculada en la configuraciéon
corriente para predecir la siguiente aproximacién de la solucién. Su formu-
lacién resulta de un truncamiento del desarrollo en serie Taylor funcién de
desplazamientos del vector de fuerzas residuales.

El método calcula al principio de la iteracién r la matriz de rigidez tangente
K (a"), €l vector de fuerzas residuales ¥y, resuelve el sistema de ecuaciones
y obtiene el incremento de desplazamiento correspondiente Aa" y finalmente
lo afiade a a” para conseguir el valor de a"*+!. El proceso iterativo continua
hasta que se satisface el criterio de convergencia establecido. La formulaciéon
matematica de este método es (figura 1.7)

fuerza
aplicada f=K(a)a
f

Figura 1.7 Método de Newton-Raphson en un sistema con un grado de libertad.
r = gp
Ad" =K _ (a")¥, (1.57)

atl =a" + Ad" (1.58)

Igual que el método de la iteracién directa, el método de Newton-Raphson
tiene la gran desventaja que recalcula la matriz de rigidez en cada iteracion,
lo que genera un coste computacional muy alto.
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fuerza
aplicada
f=K(a)a
, ] — I ———-[7’_"::‘
|
J AL “w1
W, Y
A Ko
Ko
]
Ko !
L B
Qe Gy 4y a

Figura 1.8 Método de rigidez inicial (K,) en un sistema con un grado de libertad.

A fin de eliminar este inconveniente, se han desarrollado los métodos de
Newton-Raphson modificados, con varias formulaciones simplificadas, tales
como

K, — Mctodo de miqrdez inicial, que utiliza la matriz de rigidez elastica ini-
cial durante todo el proceso no lineal, a costa de aumentar el ntimero
de iteraciones (véase la figura 1.8).
K, - La matriz de rigidez tangente se calcula sélo en la primera iteracién
de cada paso de carga.
K, — La matriz de rigidez tangente se calcula sélo en la segunda iteracién
de cada paso de carga.
Todos estos métodos tienen ventajas y desventajas uno con respecto al otro,
sin poder establecerse una clasificacién generalmente valedera respecto a sus
respectivas eficacidades. Sin embargo, el método de la rigidez inicial es el
mas comodo para seguir fénomenos de ablandamiento (pérdida de rigidez)
del material, como consecuencia de los problemas que la definicién negativa
de la matriz de rigidez tangente pueda originar.
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CAPITULO 2

MODELO CONSTITUTIVO
ELASTO-PLASTICO ISOTROPO

2.1 INTRODUCCION

La solucion de problemas que presentan no linealidades del material nece-
sita, como se ha visto en el capitulo anterior, un procedimiento de descri-
bir el comportamiento del material después del limite elastico. Este pro-
blema se soluciona mediante el desarrollo de modelos constitutivos, que son
teorias basadas en estudios experimentales. En este capitulo de describe
en detalle un modelo constitutivo elasto-plastico isétropo basado en la teoria
matematica de la plasticidad. Se hace una breve revision de los elementos ge-
nerales de plasticidad que se utilizan para formular el modelo elasto-plastico.
Finalmente, se incluyen resultados obtenidos empleando dicho modelo para
el comportamiento de un viga de hormigon armado, simplemente apoyada,
bajo un desplazamiento impuesto en el centro de su luz.

2.2 ELEMENTOS DE PLASTICIDAD GENERAL

Todos los solidos tienen, durante el proceso de deformacion, una zona en
la cual su comportamiento es elastico, es decir en que la tension en un punto
depende solamente del valor de su deformacién y no de la historia seguida
por ésta durante el proceso de carga. Un sélido elastico ideal se caracteriza
por deformaciones totalmente recuperables y por tensiones obtenidas segun
el modelo constitutivo mas simple que es la ley de Hooke generalizada, en la
siguiente forma [1,2,3]:

o =C.e (2.1)

La ecuacién (2.1) expresa una relacion secante total entre el tensor de ten-
siones o y el tensor de deformaciones €, mediante la matriz constitutiva
elastica secante C.

La teoria de la plasticidad se basa en la mecanica de los medios conti-
nuos y describe el comportamiento fisico macroscépico de los sélidos ideales,
suponiendo dos estados de comportamiento mécanico:
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— Uno lineal elastico;

— Uno elasto-plastico, que sigue al estado inicial lineal elastico, donde el
campo de tensiones no crece en forma proporcional al campo de deforma-
ciones y donde estas deformaciones resultan de sumar una parte recuperable
(elastica) y otra parte irrecuperable (plastica). Esta parte plastica puede
evidenciarse al iniciar un proceso de descaga, que siempre es elastico.

El limite que marca la separacion entre estos dos estados se denomina
limite de fluencia y es definido a través de una funcién en el espacio de
tensiones que se llama funcién de fluencia [2].
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Figura 2.1 Comportamiento uniaxial de un material elasto-plastico [2].

En la figura 2.1 se muestra el comportamiento uniaxial de un punto co-
rrespondiente a un material elasto-plastico, para las distintas zonas del pro-
ceso. En el punto A’ se alcanza el limite de fluencia después de lo que
comienza un proceso de reduccion de la rigidez debido a la accién de me-
canismos inelasticos ireversibles. Si se inicia ahora un proceso de descarga
se recupera solo la parte elastica €° del total de la deformacién € sufrida,
quedando otra parte remanente no recuperable denominada deformacidn
plistica €?. Pueden distinguirse los tres tipos basicos de comportamiento
elasto-plastico: endurecimiento, ablandamiento y elasto-plastico perfecto.
Este modelo elasto-plastico ideal puede representar bastante bien el compor-
tamiento de distintos materiales reales (metalicos o no metélicos) mediante
un simple reajuste de los limites definidos anteriormente.
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Dos grandes aspectos deben definirse dentro de la teoria de la plasticidad
[2]:

— el criterio de fluencia, que establece el comienzo del proceso inelastico y
la posterior evolucién de las fronteras del dominio eldstico en el espacio de
tensiones;

— el comportamiento elasto-pldstico, que tiene que explicar la descom-
posicién de las deformaciones en una parte eldstica y en una plastica, la
regla de flujo pléstico y la variacién de ciertas variables internas g.

2.2.1 Funcién de fluencia

En un proceso uniaxial es muy facil encontrar el limite donde empieza la
discontinuidad, por tratarse de la tensién en el limite elastico. Sin embargo,
para estados multiaxiales de tensién no resulta nada facil la definicién de
dicho limite. Para solucionar este problema se formula a partir de estudios
experimentales, una funcién de fluencia que depende del estado tensional y
de las variables internas [2]

F =Flo(t),q(t)] =0 (2.2)

Utilizando esta funcién, la condicién de consistencia de Prager (figura 2.2)
define inequivocamente el estado en el cual se encuentra un punto del sélido:
— Estado elastico si se cumplen las condiciones

. OF. OF.
Flo(t),q)] <0 o F= g + 0_qq < 0 (descarga) (2.3)

— Estado elasto-plastico si se cumplen las condiciones

.0
Flo(t),q®) =0 y F= a;:()‘ + %q =0 (carga) (2.4)

2.2.2 Descomposicién de la deformaciéon total. Regla de flujo.

Cuando el estado tensional en en punto alcanza el criterio de discontinuidad
inicial F(o,q) =0y ala vez cumple con la condicién de consistencia plastica
F(o,q) = 0, se admite que el punto se encuentra en estado elasto-plastico.
Para solucionar el problema, se adopta como valida la hipétesis de Prandtl-
Reus respecto a la descomposicién de la deformacion total g,

s:ee+e*’=cglar+e” (2.5)
y se define una regla de flujo que considera que el incremento temporal

de deformacién plastica &7 es proporcional a un tensor de flujo plastico g
definido en el espacio de tensiones [1,2]
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Figura 2.2 Representacién de la condicién de consistencia plastica de Prager [2].

5 9G(0,q)

=\ !
% g (2.6)

& =

Esta expresion tiene el nombre de regla de normalidad respecto a la superficie
de potencial plastico G(a,¢q), que determina de esta manera la direccién del
incremento temporal de deformacién plastica €”. La variable /\ que es un
escalar no negativo llamado pardmetro de consistencia plastice, se determina
a partir de la condicién de consistencia de Prager y da la magnitud del
incremento temporal de deformacién plastica 7.

En el caso en el cual se considera como superficie de potencial plastico la
superficie de fluencia plastica, se habla de una regla de flujo asociada a la
superficie de fluencia. En caso contrario se habla de una regla de flujo no
asociada a la superficie de fluencia, lo que es el caso mas general.

2.2.3 Superficie de carga plastica. Endurecimiento plastico.

En la gréafica que describe el comportamiento uniaxial de un sélido elasto-
plastico ideal de la figura 2.1, se reconocen cuatro zonas de comportamiento
distinto, una elastica y las otras tres que son de naturaleza elasto-pléstica.
El limite entre la zona eléstica y la zona plastica se establece mediante la
superficie de fluencia. Este limite no es fijo, como puede observarse si se
considera un proceso de descarga después de la superacion por primera vez
del limite elastico y se continua el proceso cargando de nuevo la estruc-
tura. Extrapolando este resultado a casos de cargas multiaxiales, se deduce
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que la superficie de fluencia adquiere movilidad en el espacio de tensiones,
a medida que evoluciona el proceso plastico, transformandose en la deno-
minada superficie de carga pldstica. Esta funcién es la actualizacién de la
funcién limite eldstico dependiendo del estado de las variables internas q.
El fenémeno que genera este cambio de posicién de la superficie de carga
plastica se conoce como endurecimiento plistico y puede ser de dos tipos :
isotrépico si hay movimiento homotético de la superficie de carga plastica o
cinematico si hay movimiento de traslacién de la misma superficie. A su vez,
el endurecimiento isotropico puede ser positivo (endurecimiento verdadero),
nulo (proceso elasto-plastico perfecto) o negativo (ablandamiento).

El endurecimiento isotrépico esta controlado por la evolucién de la funcidn
de endurecimiento plistico K(k), que depende de la variable interna de endu-
recimiento pldstico k. La variacion de « sigue una regla de evolucién explicita
en funcién de &P

k= AH (0,q) = A [hf(a, R)Qgg;—”‘)]
(2.7)

T
k=h (o,k)"
T
donde hx(a', k) es un tensor de segundo orden, que depende del tensor de
tensiones y de la variable de endurecimiento pléstico.

2.2.4 Relacién tension deformacién generalizada

La ley constitutiva elasto-plastica incremental tangente ¢ = Cré y el

pardmetro de consistencia plastica A pueden formularse a partir del crite-
rio general de fluencia pldstica de Prager. Se supone una funcién de fluencia
de una forma menos general, pero justificada por los datos experimentales

[2]:
F(o,k) = fle)—K(k)=0 (2.8)

¥, como consecuencia, su variacion temporal F queda

7 .
ﬁ:{af}&+a—f;;:0 (2.9)

Do

Teniendo en cuenta la ecuacion (2.8), (2.9) se expresa como

T -
{af}&:_a_}”k=ax__ (2.10)
dr

da "
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Substituyendo la ecuacién (2.7) en (2.10), resulta

T
{g—f} G = = g—f (hf éf") (2.11)

y, substituyendo en la ultima ecuacion la regla de flujo generalizada dada
por la ecuacién (2.6), se tiene

T
OF | . oF [,r 0G
{%} A o ("» a) (212)

El incremento de tensién, que se obtiene derivando en funcién del tiempo la
ecuacién (2.5), puede escribirse como

6=C, (—¢&) = C, (e = A%) (2.13)

siendo C, el tensor de rigidez inicial del material. Substituyendo la ecuacién
(2.13) en la ecuacién (2.12) resulta

T
oF\ ., . < foF\' ., 8¢ . 0F (,r0G
{E} Co E — A {%} C a— = — ) or (hn 00_) (2.14)

Agrupando términos se obtiene

T
OF ag  oF (,rag\| _ [oF .
{E} Co 0—0' = K (hﬁ %):' = {%} Co £ (2.15)

lo que permite expresar \ en la forma

{‘”r} C, ¢

A

A = . : (2.16)
F G
A+ {(3?} G, Ué
donde A es el parametro de endurecimiento plastico:
OF (.1 0G
= - — — 2.
A = (hN 80‘) (2.17)

Substituyendo la ecuaciéon (2.16) en la ecuacion (2.13), resulta la relacion
incremental tension - deformacion:
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o, {§} (%) ©

s el (2.18)
A+ {BE} (¢ {Tc’;

pudiéndose escribir, a partir de ésta tltima, la ley constitutiva incremental
tangente

6=C, ¢ —

6 =0C, ¢ (2.19)
siendo C:p el tensor de rigidez elasto-plastico tangente del material

2 P
CE?’ i C, {60} {8}'} c,

A+ () o &

2.3 MODELO CONSTITUTIVO DE DANO PLASTICO

2.3.1 Criterio de fluencia

El modelo constitutivo empleado en este estudio es el modelo de daifio
plastico desarollado por S. Oller, J. Lubliner, E. Onate y J. Oliver [3]. En
lo siguiente se incluye un breve resumen de las caracteristicas mas impor-
tantes de este modelo constitutivo tridimensional, que trabaja con el estado
tensional y deformacional en un punto.

La funcién de fluencia plastica es una caracteristica destacada de este
modelo. Es una funcién homogénea, de primer grado en las componentes
del tensor de tensiones, que define una funcién de endurecimiento plastico
simple y con un claro sentido fisico — la cohesién c. Su forma es [2]

F = Flo,c) = [ 3J, +al, + B (c™) — v (=0™)| —c =0 (2.21)

(1 - a)
donde () es el simbolo de la funcién de McAuley, 0™** es la tensién principal
méxima, c es la funcién de cohesién o de endurecimiento plastico definida en
el apartado (2.3.5) y @, B y 7 son constantes adimensionales que modifican
la forma de la superficie de fluencia, que toman los siguientes valores:

o2a 1
a = —F¥—— (2.22)
2-c8 1
O¢

= (1-a)R’° —(1+ «) (2.23)
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3(1 — ?mu:—)
= S———StiL 2.24
FY 2?‘:;:1: o 1 ( )
donde o, y 0, representan las resistencias de compresién equibiaxial y uni-
axial Jara el limite de discontinuidad inicial, respectivamente. Para hormigo-
nes, -2 oscila entre 1.10 y 1.16, de donde a € [0.08,0.1212]; R° representa la

relacmn uniaxial que hay entre resistencia uniaxial de compresién y traccién
cuando se alcanza el primer limite de discontinuidad; et es la relacion
maxima entre radios octaédricos y es dada por la expresién siguiente:

e (,/2J2)T
TV,

donde (), y (), son, respectivamente, valores calculados sobre los meridianos
a traccion y a compresién de un plano octaédrico cualquiera I, =constante.

(2.25)

2.3.2 Criterio de potencial plastico

La definicion de la funcién de potencial pléstico establece indirectamente
el incremento de deformacién pléstica € y depende de la magnitud del
efecto de dilatancia que se produce. En este modelo constitutivo se utiliza
una modificacién del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb que consiste en
la sustitucién del dngulo de rozamiento interno ¢ por él de dilatancia 1 y la
alteracién de la tensién principal maxima con un factor «, [2].

I
(L, 7y, 0,9, 00) = 210G, + /7, (I(l cos 0 — I, w) —cte. =0

(2.26)
siendo
146, L1-—a
K = +2a" — 20R sen
_l+4a, 1l-a, 1
fg = 2 2 sen (&:27)
K, = K, sen 9

Las magnitudes I;, J, y 6 seran descritas en el apartado 2.3.3, ¥ es el
angulo de dllata(:la. cuya evolumon se estudiard en el apartado 2.3.7 y a
es el parametro de ajuste de la tensién pnncxpal mayor. Este se utiliza para
poder lograr que la relacién uniaxial R’ existente entre la resistencia uni-
axial de compresion y la de tracciéon cuando se alcanza el primer limite de
discontinuidad, sea la deseada.
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2.3.3 Vectores de flujo de Nayak-Zienkiewicz

Los vectores de flujo se obtienen como derivadas de una cierta funcién
escalar de tensiones — F o G — con respecto al tensor de tensiones o. Si este
tensor de tensiones es simétrico, el vector de flujo tiene sélo seis componentes
distintas. En el caso del vector de flujo pléstico, estos son [2]

_ag _[8g oG 0G 9G 9G oG
9= % = |00, 00, 0o, 0o, 0o, 0o,

(2.28)

El cdlculo de este vector se basa en admitir que el flujo plastico resulta de
una combinacién lineal de tres vectores, definidos respectivamente en funcién
del primer invariante, I,, del tensor de tensiones y de los invariantes segundo
y tercero, J, y J,, del tensor desviador de tensiones

1
8¢ 9g ol G a(J,)> a6 aJ, )
9=% “oLoc T __1 0o T 97,00 (20)
a(J,)

Uséndose la definicién del angulo de similaridad de Lode

8/8 J,
23
(J2)

y operando algebraicamente en la ecuacion (2.29), resulta

sen (36) =

aGg
9=7 =69 tCg, +Cy, (2.30)
donde
or ’
9, = g ={111000}
3
a(J,) 1 .
92 - 8(27 .= 1{811 S92 33 2523 2331 2312} (231)

2(J,)°
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¢ 2 3
S99533 T Sgg
3511833 — Sfa
2
aJ $11% = 9y J. oI
% = % - (3 o
o
2(s1381, — 811523)
2(813503 — S22513)
2(55351 — Sa3S13) )
aG
aG oG tg (36)
s = g (2.32)
o(J,) (J,)
oo % i
37 98 2cos (36) 3
(/)

De esta manera, para cada funcion de potencial plastico, es necesario
definir sélo las constantes C|,C, y C; para calcular el vector de flujo plastico.
En el caso de la funciéon definida en el apartado 2.3.2 dichas constantes toman
los siguientes valores:

£
3
- sen

K, V/3sen 0 + K,cos fsen v
2J,cos (36)

Para la superficie de fluencia plastica (2.21), el vector normal f = %‘g
expresado en el espacio de tensiones principales queda definido como

oF
f=%=01f1+czf2+csf3 (2.34)

siendo los vectores f, los mismos con los expresados por las relaciones (2.31)
y las constantes C; iguales a
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Wl >

G, = @ A

C, = V3 + 2?‘;[sen (Q-I-%n) — tg (36) cos (9+2§)]

_5_ cos (9-}-23’5)

c - 2.35

3 J,  cos (30) (2:39)
it si o, < 0;

con 6 = B st o, > 0;

(1 =p)B+py] sio, =0.

donde p es un indice que indica hacia que cuadrante se calcula el vector de
flujo y que varia entre 0 (cuadrante de compresion — traccién) y 1 (cuadrante
de compresién).

2.3.4 Variable de dano plastico

A partir de la variable de endurecimiento pléstico « definida en el apartado
2.1.3 en la ecuacién (2.7) se define la variable de dano plastico £”, cuyo valor
aumenta sélo si hay deformaciones plasticas, no llegando nunca a disminuir.
Esta variable interna es adimensional, normalizada a la unidad y varia entre
0 (punto no dafiado) y 1 (punto completamente dafiado plésticamente). Se
considera que cualquir proceso multiaxial puede descomponerse en procesos
uniaxiales equivalentes desarollados en las direcciones principales. La regla
de evolucién de 7 es dada por [2]

3

K= kp+ KL = Z [(hk:')T + (hk{)c] €

i=1

siendo

(hki) = % ; (hki)(__ = (—;J (2.37)

T s [

donde las magnitudes gr* y gr* son energias especificas a traccion y com-
presién corregidas de acuerdo con el criterio de fluencia y toman los valores
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_ZI(G,‘) Z (=0o;)
l— b= M = — E—_
ge* = g¥ = gr =g° 5. (2.38)

0,y 0, son las tensiones uniaxiales de traccién/compresién correspondientes
al estado multiaxial de tensiones. Las variables g” y ¢? son energias es-
pecificas disipadas al final de un proceso elasto-pléstico, correspondientes a
traccién uniaxial y a compresion uniaxial, respectivamente. Sus expresiones
son

o0 o0

g = /0 o e dt y = /0 o, € dt (2.39)

y son medidas de la capacidad del material de disipar energia.

La variable de dano plastico indica aquella parte de la energia plastica
total que se puede disipar que se ha disipado efectivamente hasta un cierto
momento.

2.3.5 La ley de evolucién de la cohesién

Se hace la suposicién que las curvas de resistencia a traccién y compresién
son analogas, lo que conduce a la observacién de que hay una relacién de
escala entre ellas, que viene dada por la variable R°. En este caso, la cohesién
es una variable explicita funcion de las tensiones umbrales a traccién o a
compresion que, a su vez, son funciones de la variable de dafio plastico x?

- ;1{00(::”) _ %ac(&p) (2.40)

donde R es un parametro que depende de la funcién de fluencia elegida
y representa el factor de escala entre la cohesién y la tensién uniaxial de
compresion.

2.3.6 La ley de evolucion del rozamiento interno

A lo largo del proceso elasto-plastico, en un sélido cohesivo-friccional ocu-
rre una pérdida de cohesion intergranular que genera una ganancia de roza-
miento interno, provocando un comportamiento mas diictil a compresién y
una pérdida de fuerzas cohesivas a traccién. Esto da lugar a un crecimiento
de la relacion entre resistencias uniaxiales R(x?) a medida que evolucione el
proceso plastico. Con estas suposiciones, se adopta una funcién explicita del
tipo siguiente (que puede verse en la figura 2.3):

QVARPEL con opmr VW kP < KL
sen ¢ = R (2.41)

sen @™ Y kP > Kt
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donde k? es la variable del dafo plastico y s es el limite de dano a partir
del cual la cohesién se anula y el rozamiento interno se mantiene constante.

sin ﬁb A

sin qua)i
|
|
| p—
I 2. -K'p'KL S max f L
| Wr ok ;¥ K
| sing=
|
| Sin g™ Y !
| .
|
| -
|
T
K KP

Figura 2.3 Evolucién del angulo de rozamiento interno [2].

2.3.7 La ley de evolucién de la dilatancia

La dilatancia se debe al crecimiento de los mecanismos de micro-fisuracién
y representa la relacién que hay entre el incremento de volumen plastico y la
distorsién plastica. El modelo presentado aqui utiliza una funcién explicita

= P(x")
0 Vé(k") < ¢,

zp(,;p) = sen ¢(xP)—sen ¢, V(f)(.&p) > ¢

arcsen |y_cen #(kP)sen ¢,

(2.42)

siendo ¢(#”) la funcién de rozamiento interno, ¢., €s una constante denomi-
nada dngulo de rozamiento interno a volumen constante, que tiene el valor
dado por

sen ¢™** — sen Y™

1 — sen ¢mersen Pme=

sen ¢, = (2.43)

El 4ngulo de dilatancia tiene gran relevancia en la funcién de potencial
pléstico (apartado 2.3.2).
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2.4 EJEMPLO DE CALCULO

2.4.1 Generalidades acerca del ejemplo

En este apartado se incluyen parte de los resultados obtenidos utilizando
la formulacién elasto-plastica descrita a lo largo de este capitulo. Esta for-
mulacién ha sido implementada en el programa PLCRAC y comprobada
mediante varios ejemplos, a fin de estudiar el comportamiento de las barras
constituidas de materiales distintos, que en este caso concreto son el hormigén
y el acero. Los ejemplos realizados tienen todos en comin la barra biapoyada
de la figura 2.4. Es una barra de seccién rectangular, de 30 centimetros de
grosor, un ancho de 15 centimetros y una longitud de 3 metros. Dicha barra
se ha discretizado en 10 elementos con 3 nodos cada uno, resultando un total
de 21 nodos equidistantes. A lo largo de su grosor se han considerado 20
capas iguales, de las cuales todas son de hormigén excepto la capa 19 que es
de acero y simula la armadura asimétrica del lado traccionado de la barra.

La estructura esta cargada siempre con un desplazamiento impuesto en el
centro de su luz. Se ha elegido este tipo de carga para poder controlar los
desplazamientos, lo que es muy importante si se quiere describir correcta-
mente el comportamiento de la barra en el momento de su fallo. Se conoce a
partir de los ensayos de laboratorio que en el instante del fallo los fenémenos
se succeden con gran rapidez y, por esto, es muy dificil grabar la curva fuerza
- desplazamientos hasta el estado 1ltimo. Esto ocurre debido a la pérdida
de estabilidad local del punto — o de los puntos — que se encuentran en es-
tado de rapida degradacién de rigidez, lo que provoca caidas de tensién casi
instantaneas.

El ejemplo que se describe detalladamente en lo siguiente sintétiza todos
los ensayos numéricos hechos y muestra la gran capacidad del modelo consti-
tutivo de dafio plastico de simular el comportamiento del hormigén armado
antes y después del limite elasto-plastico.

2.4.2 Descripcién del ensayo numérico

Se detallan las caracteristicas principales del ejemplo, con accento sobre
los datos del material requieridos por el programa PLCRAC, conforme a la
estructura de datos de entrada que se da en el anexo. La barra utilizada
tiene las siguientes caracteristicas de los materiales involucrados:

Hormigén
Médulo de elasticidad E = 400.000 dan/cm?
Coeficiente de contraccion transversal v = 0.17

Nimero del criterio de fluencia NCRIT = 5 (Lubliner-Oller)
Numero del criterio de potencial plastico NCRIP = 3 (Mohr-Coulomb)

. . Fa max i
Angulo de dilatancia maximo ¢p = 32°
maxr

Angulo de rozamiento interno maximo ¢ = 32°
.’ - - ‘2
Tension umbral de plasticidad ¢? = 300 dan/cm
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Numeracion de los nodos

Figura 2.4 Discretizacién en nodos y elementos de la viga usada para los ensayos
numeéricos

Energia de fractura Gy = 7- 107 dan/cm?

Energia de aplastamiento G¢ = 7- 107! d:a,m/cm2
Relacién entre resistencias o /o2 = R’ = 10
Parametro a de la ecuacién (2.22) = 0.1
Parametro v de la ecuacion (2.24) = 3.5

39
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Puede observarse que el hormigén se calcula con potencial plistico no asoci-
| P
ado, el nimero de funcién “3” correspondiendo al criterio de fluencia pléastica
de Mohr-Coulomb generalizado por Oller(:) v que ha sido explicado en el
1 P
apartado 2.3.2.

Acero
Médulo de elasticidad E = 2.100.000 dan/cm?
Coeficiente de contraccion transversal v = 0.25
Nimero del criterio de fluencia NCRIT = 1 (Tresca)
Nimero del criterio de potencial plastico NCRIP = 2 (Von Mises)
Tensién umbral de plasticidad 0 = 2.100 dan/cm?
Energia de fractura Gy = 1 10 dan/cm®

Energfa de aplastamiento G¢ = 1-10* dan/cm?

v, : . 0
Relacién entre resistencias 0¢ /02 = R =1

Se ha elegido la funcién de potencial plastico Von Mises no-asociada a la
funcién de fluencia Tresca debido a las propiedades superiores de continuidad
de la funcién de Von Mises, lo que evita las indeterminaciones que aparecen
al utilizar la funcién de Tresca como funcién de potencial plastico. Como
es sabido, la funcién de fluencia de Von Mises toma, en el caso de tensién
plana, los mismos valores que la de Tresca en los ejes y en la primera bi-
sectriz del espacio de tensiones principales de Westergard (véase la figura
2.2), mientras que en los demds puntos proporciona una aproximacién algo
en exceso en comparacion con Tresca. Se conoce que esta combinacién de
criterios de fluencia y de potencial plastico permite una buena simulacién
del comportamiento de los metales en general.

El elemento finito empleado es el elemento de viga de Timoshenko, su-
perintegrado con la cuadratura de Gauss de 5 puntos. No se ha observado
la aparicion del fenémeno de bloqueo. La ecuacién constitutiva ha sido in-
tegrada mediante el algoritmo de Euler. Las curvas de endurecimiento consi-
deradas han sido diferentes para los dos materiales que componen la seccién.

En el hormigon, la relaciéon tensién equivalente — endurecimiento pléstico

“M _ kP se ha considerado lineal — lo que corresponde a endurecimiento

negativo o ablandamiento. Esto genera una funcién tensién equivalente —

quiy

% 2 s e P 5 i 3
deformacién plastica o — ¢ de variacién exponencial que puede verse en
P 1 ue

la figura 2.5.

En el acero la relacién tensién equivalente — endurecimiento plastico o' —
k" considerada ha sido polinémica con un pico de tensién de 2.500 dan/cm?
para un valor " de 0.1, con variacién parabdlica de segundo grado antes del
pico de tensién (endurecimiento pozitivo) y variacién polinémica de tercer
grado después del pico de tension (ablandamiento). Esta curva produce una
funcién tensién equivalente — deformacién pldstica polinémica (véase la figura
2.6).

La accién aplicada un el nodo mediano (el nodo niimero 11), ha sido cons-
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Figura 2.5 Hormigén: Relacién tension equivalente — variable de endurecimiento.
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Figura 2.6 Acero: Relacion tensién equivalente — deformacion plastica.

tituida por incrementos de desplazamientos verticales, con un valor inicial
de 0.03cm y con un incremento del despazamiento impuesto en cada paso de
0.0lcm, hasta llegar a la inestabilidad numérica en la solucién. A partir de
aqui se ha ido disminuido los pasos a un decimo del anterior, cada vez que
la solucién daba signos de instabilidad, hasta el limite del modelo.

El método de solucién adoptado para el problema no lineal ha sido él de la
matriz de rigidez inicial K, (véase apartado 1.3.2, figura 1.4) debido a su gran
versatilidad en solucionar problemas con ablandamiento (rigidez negativa).

2.4.3 Resultados

En la figura 2.7 se muestra la curva fuerza — desplazamiento obtenida en
el nodo del centro de la luz, que es precisamente el nodo en el cual se han
impuesto los dezplazamientos. Pueden observarse varias zonas de distinto
comportamiento, que pueden interpretarse de la siguiente manera:

Tramo O—A: zona de comportamiento eldstico. Todas las capas se encuen-
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Figura 2.7 Curva fuerza — desplazamiento en el nodo cargado, en el centro de la
luz.

tran en el estado eldstico perfecto.

Tramo A-B: primera zona elasto-pldstica. El hormigén del lado de la
traccién ha alcanzado la superficie de fluencia, cuyo primer limite eldstico es
30 dan/cm® en tensién equivalente, y ha empezado perder tensién debido al
ablandamiento tal como se esperaba (figura 2.5). Mientras tanto, el estado
de tensién del hormigoén comprimido y del acero traccionado siguen dentro
de sus propias superficies de fluencia, es decir, siguen siendo elasticos. Por
estas razones, ocurre la disminucién de la pendiente (rigidez) en el punto A,
que luego se estabiliza a un nuevo valor, que corresponde a la desaparicién
practica de la contribucién a la rigidez global de las capas que contienen
hormigén traccionado.

Tramo B-C: segunda zona elasto-plastica. Es ahora el hormigén com-
primido quien alcanza la superficie de fluencia y a empieza a comportarse de
manera elasto-plastica. Cada vez se plastifican mds capas, produciendo una
creciente disminucién de rigidez en la seccién més solicitada que, al acercarse
al punto C, llega a ser negativa.

Tramo C-D: zona final, de caida violenta y generalizada de tensién. Las
capas pierden tensién muy ripido, el llamado "eje neutro” (definido en el
apartado 2.5, figura 2.4) se mueve hacia la zona traccionada para equilibrar
las perdidas de tensién de compresion en las capas extremas, el dafio plastico
(") aumenta, produciendo caidas adicionales de tensién y, finalmente, se
pierde toda convergencia del proceso numérico debido al hecho que por
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pequeiios que sean los pasos de carga, siempre son demasiado grandes para,
que puedan seguir la caida casi vertical de la fuerza nodal. Esta caida drastica
se produce como resultado de la disminuicién rapida de la longitud del brazo
de palanca entre las capas que todavia pueden soportar cargas y el punto
que corresponde a la posicién del "eje neutro” y no se debe tanto al efecto
del agotamiento de la energia de aplastamiento del hormigén.

La figura 2.8 muestra la deformada de la viga estudiada en su estado
ultimo, ampliada por un factor de 125 para que pueda observarse un punto
singular en el mismo punto de aplicacién de la carga. Este fenémeno se inter-
preta como la formacién de una rétula plastica en este nodo. Los dos nodos
proximos también muestran grandes giros, lo que indica que se encuentran
en un estado de dano muy avanzado.

| UP C /ETSICCP 1.0 DATE: 9 OCT 91 MODEL : TIMOSHENKO BEAM
1 LCS226
1 NODAL DISPLACE VEC.DISP

MAX =1.04; MIN = 0.0

FACTOR = 125.

DEFORMADA FINAL

Figura 2.8 Deformada de la viga en el estado iiltimo, ampliada con un factor de
125.

En las figuras 2.9 — 2.13 puede verse la historia de la evolucion de la tension
normal o_, en cinco imagenes separadas colocadas en orden cronoldgico, cada
una mostrando la historia de la tensién normal desde el comienzo de la apli-
cacién de la carga hasta un cierto instante considerado 6ptimo para la visu-
alizacién de la evolucion de las tensiones.

En la figura 2.9, se observa la evolucién de la tensién normal o, hasta el
paso de carga numero 53, que corresponde a un desplazamiento impuesto en
el nudo 11 de 0.55 centimétros, lo que corresponde al principio del tramo
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Figura 2.9 Diagrama I de historia de la tensién normal o _.

B-C. En este instante todo el hormigén traccionado se encuentra en el es-
tado elasto-plastico, perdiendo tensién con cada nuevo incremento de des-
plazamiento, tal como viene impuesto por la ley de evolucién del ablan-
damiento. El acero esta muy cerca del primer limite elasto-plastico (09 =
2.100 dan/cm? ), pero todavia en estado eldstico. Con respecto a las capas
de hormigén comprimidas, las primeras tres han alcanzado la superficie de

fluencia (¢ = 300 dan/cm?) y empiezan a perder tensién a un ritmo todavia
lento.

La figura 2.10 es la continuacién de la anterior hasta el paso de carga
79, o hasta un desplazamiento en el centro de la luz de 0.81 centimétros,
aproximadamente en el pico de la fuerza (figura 2.7) que puede soportar la
estructura, al final del tramo B-C.

El acero ha entrado en el estado elasto-plastico, lo que ha determinado
el cambio de pendiente de las graficas correspondientes a los tiltimos pasos
de carga, En el paso de carga 79 ha alcanzado su pico de tensién (2.500
dan/cm?), por lo cual se produce un nuevo cambio de pendiente y, desde
ahora, empieza a perder tensién segin su ley de comportamiento (segun
la figura 2.6). Al final de este paso de carga ha agotado sus reservas de
endurecimiento plastico. El hormigén traccionado llega a tensién nula, lo
que corresponde al dafio plastico total para este tipo de solicitacién. La
zona de hormigén comprimido aumenta en detrimiento de las capas hasta
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ahora traccionadas, lo que representa el fenémeno esperado de migracion
del "eje neutro”. Puede observarse el desarollo cada vez mas rapido del
ablandamiento de las capas que ya han alcanzado el limite elasto-plastico.

La figura 2.11 corresponde al paso de carga 94 (0.95 centimétros de des-
plazamiento) y confirma las tendencias observadas en el cuadro anterior. El
acero empieza la pérdida de tensién, el eje neutro avanza muy rapido ha-
cia el acero, nuevas capas empiezan a comprimirse mientras las capas com-
primidas anteriormente siguen perdiendo tension y el hormigdn traccionado
practicamente ha desaparecido.

Las Gltimas dos figuras de esta serie, 2.12 y 2.13, corresponden al tramo
C-D e ilustran las fases finales antes de la destruccion completa de la seccion
central de la viga. La zona comprimida llega hasta el acero, lo que disminuye
dréasticamente la capacidad portante de la estructura, provocando la caida
violenta observada al final de la curba fuerza—desplazamiento (figura 2.7).

En la figura 2.14 se reprezenta la tension tangencial correspondiente al
estado eldstico de la seccién, con el proposito de comprobar que el maximo
estd desplazado con respecto al centro geométrico de la seccién, debido a
la. no uniformidad de los materiales. El maximo de la tension tangencial se
mueve hacia la capa de acero, que tiene un modulo de elasticidad mayor. Este
fenomeno es completamente acorde a la teoria desarrollada en el apartado

2.5.
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Figura 2.14 Diagrama inicial (elastica) de tensién tangencial 7, .
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En lo siguiente, se estudia la evolucién de esta tensién tangencial méxima
como el eco de la posicion del eje neutro, suponiendo que la propiedad de
dicho eje de coincidir con el maximo de dicha tensién se mantiene también
en el estado elasto-plastico.
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Figura 2.15 Diagramas I de historia de la tensién tangencial r_, .

Las figuras 2.15 — 2.19 describen la evolucién de la tensién tangencial y
corresponden a las figuras 2.9 — 2.13, en los mismos pasos de carga. Primero,
comparando la figura 2.14 con la figura 2.15, se observa que el méximo
de la tensién tangencial se mueve hacia la zona comprimida, lo que puede
parecer paraddjico, a primera vista. Sin embargo, si se analiza el fenémeno
en profundidad, teniendo en cuenta el estado del hormigén traccionado, que
se encuentra ya muy danado, muy fisurado, puede explicarse este fenémeno.

El hormigén traccionado disminuye su contribucién a medida que se dafia.
Para entenderse mejor la situacién, puede considerarse, al limite, que dicho
hormigén “ha desaparecido”, lo que permite deducir de la ecuacién (2.45)
que la posicién del eje neutro se acerca al lado comprimido de la seccién.
Con la evolucién del proceso de carga, esta tendencia se invierte al empezar
a producirse el aplastamiento en la zona comprimida y la transformacién de
las capas traccionadas en capas comprimidas a lo largo del proceso (véase
las figuras 2.16, 2.17 y 2.18). Al final, el méximo de tensién tangencial se
encuentra muy cerca de la capa de acero (figura 2.19). Ademads, se observa
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Figura 2.18 Diagramas IV de historia de la tensién tangencial 7, .
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como al aplastarse, el hormigén pierde progresivamente rigidez tangencial.

En la figura 2.20 se observa la curva tensién normal — deformacién normal
en el hormigén que, después de alcanzar la superficie de fluencia, exibe el
ablandamiento exponencial esperado.

La figura siguiente 2.21 muestra la diagrama tensién normal — deformacién
normal para el punto de la capa 12 que esta inicialmente mds cercano al eje
neutro. Se observa que al moverse dicho eje hacia la zona comprimida, el
punto empieza por estar sometido a traccion, para pasar luego a la zona de
compresion.

En la figura 2.22 se expone el comportamiento del acero a lo largo del
proceso de carga, que es lineal hasta el primer limite elastico (2.100 dan/cm?),
que después pasa a ser polinémico con el pico a 2.500 dan/cm® y que luego
presenta ablandamiento.

Las figuras 2.23 — 2.27 muestran curvas de evolucién 7 — v en diferentes
capas. Los cambios de comportamiento de los distintos puntos se explican
en base a las diagramas de tensién tangencial mostradas antes (2.14 — 2.19),
teniendo en cuenta las modificaciones de régimen (traccién — compresién)
de cada punto, el acercamiento o el alejamiento del eje neutro y el material
presente en cada punto.
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CAPITULO 3

MODELO CONSTITUTIVO
DE DANO ISOTROPO

3.1 INTRODUCCION

La solucién de estructuras de barras sometidas a acciones sismicas des-
pués del limite de comportamiento elastico ha sido generalmente tratado
utilizando:

(a) Teorias basadas en la formacién de rétulas plasticas [1]. Estas tienen
el incoveniente de admitir que el dano de un punto de una estructura sea
gobernado sélo por efectos de flexion, lo que es valido \inicamente en algunos
casos particulares.

(b) La simulacién de estructuras de barras basada sobre el concepto de
momento plastico de flexiéon. Este procedimiento procede de la formulacién
de leyes constitutivas momento flector — curvatura simplificadas [2,3]. Estas
formulaciones tienen su origen en representaciones del comportamiento del
material en formas aproximadas basadas principalmente en estudios experi-
mentales.

Hoy en dia, se exige a tales formulaciones que sean consistentes termodi-
namicamente. Entre las que cumplen este 1ltimo requisito son las llamadas
teorias de dafio continuo, que estan generalmente aceptadas como una alter-
nativa dentro de las leyes constitutivas mas consistentes [4,5,6]. Uno de estos
modelos puede verse en [7], donde se calcula una columna, discretizada en
elementos finitos planos, sometida a acciones sismicas.

Los modelos de dano tienen una formulacién relativamente sencilla y, a
la vez, rigurosa desde el punto de vista termodinamico. Ellos describen el
comportamiento no lineal mediante una o varias variables internas de dafo,
que miden la pérdida de rigidez secante del material y son normalizadas con
respecto a la unidad, la cual corresponde al dafio maximo. En la figura
3.1 puede verse la representacién unidimensional del comportamiento de un
punto de un material danado.

El modelo considerado en este capitulo es un modelo constitutivo de dano
basado en la mecanica del solido deformable y tiene una sola variable interna.
Por consiguiente, se trata de un modelo de dano isoétropo y se basa en la teoria
de Kachanov [8]. En este modelo se han incluido experiencias posteriores
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o

Figura 3.1 Comportamiento del daiio local.

como las de Simé y Ju [6], Lubliner et al. [9] y Oliver et al. [5]. Dicha
formulacién es un compromiso entre la complejidad necesaria para modelizar
el comportamiento del hormigén y la versatilidad que se precisa para calcular
problemas dindmicos. Esto asegura buenos resultados y soluciones de bajo
coste en el estudio de problemas no lineales.

3.2 CARACTERISTICAS DEL MODELO

3.2.1 Energia libre

El modelo se formula, para problemas térmicamente estables, en la con-
figuracién material lagrangeana. Para este caso particular se considera la
siguiente expresion matemética para la energia libre ¥, en la cual su parte
elastica no degradada se escribe como una funcién escalar cuadratica de
argumentos tensoriales:

[
gmeCs) (3.1)

0

U(e;d) = (1 — d)T,(e) = (1 — d) (2;‘)6’"0") =a-of

El tensor de deformaciones € es la variable libre del problema, d (0 < d < 1)
es la variable interna de daifio, m, es la densidad en la conf 1guracion material
y C° es el tensor de rigidez del material en el estado inicial no dafiado.

3.2.2 Inecuacién de Clasius-Planck. Disipacién mecénica

Para problemas térmicamente estables es vélida la inecuacién de Clasius-
Planck para representar la disipacién Zm, que establece que ésta es siempre
creciente, es decir, la potencia disipativa =,, de un punto es siempre positiva
y tiene la siguiente forma local lagrangeana:

Em=—0"¢—V >0 (3.2)

a




MODELO CONSTITUTIVO DE DANO ISOTROPO 59

o biénf
. 1 ov ov .
Em = E—|5—€+—==d| > :
R (856+ add)_() (3.3)
y, finalmente,
. 1 ov ov .
E = — T — — & — — > .
" (moa Oe ) ¥ i20 (8:4)

Esta tltima expresién de la potencia disipativa permite hacer las siguientes
consideraciones: .

a) La inecuacién (3.4) debe cumplirse para cualquier variacién temporal
arbitraria de la variable libre €, con lo cual el multiplicador de & tiene que ser
cero (método de Colleman). Esta condicién proporciona la ley constitutiva
hiperelastica para el problema de dafio estudiado, que es

1, 0¥ B ov " o
—n—;;a—E*U#a—mo{ae}—(l—d)(js—c.s (3.5)

b) Considerando la 1iltima ecuacién, la potencia disipativa queda

av . .
Ep=—a—d=0d> {
57d=1,d>0 (3.6)

3.2.3 Criterio umbral de degradacién o daino

El umbral de dafio se define como una funcién de la energia libre del
material no danado que, a su vez, estd escrita en funcién de las tensiones
principales no danadas o?°

-~ p'D .
F =K (6"°)\/2m,¥, —1 = 5‘%

cuyos términos tienen el siguiente significado:

(3.7)

i=1

f Las derivadas vectoriales simbdlicas obedecen a la siguiente regla: la de-
rivada de un escalar con respecto a un vector columna es un vector linea
¥, viceversa, la derivada de un escalar con respecto a un vector linea es un
vector columna. Extrapolando esta regla a la derivada de un vector columna
con respecto a otro vector columna, se obtiene que el resultado es una matriz
con tantas lineas cuantos componentes tiene el vector “numerador” y tantas
columnas cuantos componentes hay en el vector “denominador”.
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3
p,o
o L~ igl (U.‘ )
L [of) = : r=%5
\/2mo W), e (), 5 lo?
i=1

3
2mo(L;, ), = 3 (£0P°) e, ; (T), = (%), + (¥0),
i=1
En estas ecuaciones (\P° )L representa la parte de la energia libre desa-
rrollada cuando se a.lcanza. el limite de resistencia a traccién/compresién
del material y (+z) = 12(|:r| + ) es la funcién de McAuley. Teniendo en

1/2
cuenta que las resistencias a traccién/compresién son k= (‘?molI' E )

i (2mD\IJ:E )l,'z, la funcién umbral de dafio puede escribirse, segiin la

figura 3.2, como

F=5’—fc=[1+?‘(?1—-1)]

Figura 3.2 El umbral de daiio en el plano principal o, — .

con n = f /f,. Esta funcién del umbral de dafio, expresada en el espacio de
tensiones principales no dafiadas, permite una gran diversidad de soluciones
distintas. La ventaja del criterio de dafio (3.8) consiste en la posibilidad de
emplear cualquier funcién F siempre cuando ésta sea homogénea y de primer
grado en tensiones, como, por ejemplo, la de Mohr-Coulomb, la de Drucker-
Prager, la de Lubliner [9], etc. La forma dada en la ecuacién (3.8) cumple
con los requisitos antes mencionados; ademds, es sencilla y satisfactoria en
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resultados dentro del rango de trabajo que utiliza el modelo ¥, por esta razon,
es la expresion escalar que define 7.

Una expresién totalmente equivalente a (3.8), propuesta por Simé [6] a fin
de simplificar la deduccién matemética de la variable de dafio del modelo, es
la siguiente:

F=G(5)-G(f,)<0 (3.9)

donde G(x) es una funcién escalar, invertible, positiva y de derivada posi-
tiva, a determinar. Su forma se escogerd de una manera conveniente para el
desarrollo ulterior del modelo de daifio.

3.2.4 Regla de evolucién de la variable interna de daiio

Se utiliza la siguiente forma matemaética para definir la regla de evolucién
de la variable interna de dafio, anéloga a la regla de flujo pléstico

. OF  .dG(5)
d=igg =i g (3.10)

donde 7} es un escalar no negativo llamado pardmetro de consistencia de dano,
analogo al parametro de consistencia plastica A de la plasticidad.

3.2.5 Condicion de consistencia de dano

El valor del pardmetro de consistencia de dafio se obtiene a partir de unas
condiciones analogas al segundo postulado de Drucker en plasticidad que, en
los modelos de dafio, llevan el nombre de condiciones de Ilyushin. Estas con-
diciones requiren que para que haya desarrollo de procesos de dano, el punto
debe encontrarse sobre la superficie umbral de dafio (F = 0) y permanecer

sobre ella durante dichos procesos (F = 0, lo que significa que F mantiene
en el tiempo su valor nulo). Estas condiciones conducen a la siguiente serie
de deducciones:

F=0= G(3)-G(f,) = 0= G(&) = G(/.) (3.11)

Debido a las propiedades de invertibilidad y de derivabilidad de la funcién
G(x) se obtiene

5 _ . dG(5)  dG(f.)
G@)=G(f)=a=f = TS (3.12)

Por otra parte, de la condicién de permanencia sobre la superficie umbral de
dano se deduce que
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s_ 0L OF. OF . dG@). dG(f); _
PO gt orfo= =05 0= —g f.=0 (3.13)

de donde resulta

d6(2), _ dG(f.)

— 7. fo=e=Ff (3.14)

La primera parte de la relacién anterior puede ponerse en la siguiente forma
alternativa:

dG(@) . _ dG(f.) ; _ dG(f,) df. ; dG(f,).dG(a)
o T d, T g AT A T do (3:18)
. dG(f,).
s (3.16)

Adoptandose la funcién G(f,) como la funcién que describe la evolucién del
dafio (d = G(f,)), queda determinado el pardmetro de consistencia de dafio
11 como

do . 05 .

o

n=0c=f = 60“’0- = 80'00 € (3.17)

Substituyendo esta 1ltima ecuacién en (3.10) y luego en (3.6), se obtienen
las expresiones que formulan la evolucién temporal de las variables de dano
y de disipacién

. dG(5) . Y LT SN
d=—""225=G(0)= d= /0 ddt = /0 G(5)dt = G(5) (3.18)
o dG(3). dG(3) 05 ..
Sm = ’I’DG(J) = @0?0 = \I"D do 00'00 [ (319)

3.2.6 Condicién de carga y descarga

La condicién de carga/descarga se deriva de las relaciones de Kuhn-Tucker
formuladas para problemas con restriciones unilaterales:

(a) n > 0;

(b) F <0

(c) nF = 0.
A partir de éstas, si F' < 0 la tercera condicién hace que n = 0 o, lo que
es lo mismo, hace que no puedan desarrollarse procesos de dafo y, si 1 >
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0, la misma condicién requiere que F = 0, es decir, que se ha alcanzado
la superficie umbral de dafio y que se estdn desarrollando fenémenos de
degradacién.

3.2.7 Particularizacién de la funcién G(y)

Entre las diversas alternativas para definir la funcién G(x), se elige la
siguiente:

G(x)=1- Sl (3.20)

#

donde G(x) describe una funcién similar a la presentada en la figura 3.3, de
manera que para Y = x* la tensién de compresién umbral inicial es G* y para
X — oo la resistencia final G — 0. De este modo, recorriendo todo el camino,
el punto habra disipado una energia equivalente a su energia de fractura
especifica. En este estudio se utiliza, tanto a traccién como a compresion,
una funcién G(x) exponencial propuesta por Oliver [5]

G(x) = X*BA(I_;;L*) ;o G(x)=1- KeA(l—fE’) (3.21)

s

GOk

S Peuaiaiaisiieien

*

X
Figura 3.3 Reprezentacién de la funcién G(x) elegida.

~

3.2.8 Particularizacién del parametro A

Para un proceso de traccién uniaxial, bajo carga monétona creciente, se
tiene que el cambio temporal de la disipacién viene dado por la ecuacién

2
= | 2 (U() e 5’2 ==
(3.19), con & = no,, ¥ = D 5y = TmeE" = Gmon?po: Integrando

(3.19) en el tiempo, a través de la tensién equivalente no danada &, que
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depende del tiempo, se calcula que la disipacién total al final del proceso de
traccion uniaxial es

—mez _ (* §  dG(5) ., ® & "

Tt T Jou 2mn? E° 7 do = ./6“ md(}'(o) (322)
—maz 52 G(_) b /oo G(_) a I5 3 23)
Tt | 2mon?E° 2 5 Jor o mon? E° o (3.

S [1 1] A= 1 > 0 3.24

T ThmalE 2Tl TAT =" mgn? B° = (3.24)

1
2

{

(5%)

donde ¢* es la tensién umbral de dafio inicial. Haciendo las mismas hipétesis
para un proceso de compresién uniaxial y postulando que el pardmetro A
debe ser el mismo en los dos casos, se deduce que

1 max max
2

A= 30

[1]
I
2
[1]

. (3.25)
= 1
“@r ¢

El valor de la disipacién maxima a traccién E:wx es un dato del problema
y es igual a la densidad de energia de fractura ¢ s> Pardmetro derivado de
la mecanica de fractura como 9; = G, /L, que es la energia de fractura G
normalizada a la dimensién caracteristica €, del dominio finito fracturado
[9]. Si ademds se impone la condicién de que la disipacién total no pueda
ser menor que la energia libre que se tenfa acumulada en el material en el
momento en el cual el punto habia alcanzado por primera vez el umbral de
dano, se obtiene que

g, =8, +AE (3.26)
donde AZ >0 y

—min = (5'*)2

= == o (3.27)

Si se substituye la relacién (3.26) en la ecuacién (3.24), que define el para-
metro A, se obtiene

N2 zEmin

T AE T manlE° AE™™

A

expresion que pone de relieve el cardcter no negativo de dicho pardmetro.
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3.2.9 Aspectos energéticos del fenémeno de degradacién

Considérese un proceso de traccién uniaxial, tal como se muestra en la
figura 3.4. Para un punto que haya superado el umbral de degradacién y
tenga la deformacion ¢, la tensién normal o es menor que la tensién o° corres-
pondiente al caso en el cual no ocurriera degradacién alguna. La definicién
de las energias potenciales relacionadas a las dos situaciones antes descritas
son

— (d)UOdE
00 fmmmm e -~

/ A modEm
0 —_—

Fo (1-d)E '
! —
€ €+de €

Figura 3.4 Desacoplamiento de la pérdida de energia oW

- 1
W= 39°¢ W, = soe (3.29)

r

donde o = (1—d)o® tal como ya se ha visto en la relacién (3.5). Diferenciando
las expresiones de las dos energias potenciales, se obtienen sus variaciones
infinitesimales como
Le]
dW =

(do’e + 0°de) = (EO de € + U"(ffa) = o°de (3.30)

1
2

Lo =

1 1

dW, = - (ode +doe) = - [(1 — d)o°de + (1 — d) do°c — 0% d(d)]
2 2

=(1—d)o°de — ;0"5 d(d)

Sin embargo, la ecuacién (3.6), que define la variacién temporal de la disi-
pacion, puede escribirse en la forma
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dZ, =T d(d) = 21 0% d(d) (3.32)

o]

de donde
dW; =(1—-d)o°de —mdE, (3.33)

En conclusién, debido a los fenomenos de degradacion, se tiene una pérdida
de energia potencial 6VVP, cuya valor es

oW, = dW '— dW, = (d)o°de + mo,dE,, (3.34)

Esta tltima relacion esta reprezentada graficamente en la figura 3.4, donde
pueden verse también, de modo separado, los dos términos energéticos. El
primero corresponde a una situacion de dano constante, mientras el segundo
mide la disipacién que se desarrolla durante este mismo incremento de de-
formacién de, como efecto del aumento del dano.

La energia disipada acumulada hasta un instante de tiempo, caracterizado
por un dafio d y una tension equivalente @, se obtiene siguiendo un procedi-
miento analogo al empleado para obtener el valor del parametro A (véanse
las relaciones 3.22-3.24) en la forma

¢ g dG(G),  _mas 72+ %A
== 1—(1 —d)——2T— .
& 2m.n’E° d& da t ( ! )Er* 24+ A (3.35)

o T

3.2.10 Matriz tangente del modelo de daio

I. Deduccién de la matriz tangente

A partir de la relacion (3.5), la variacién virtual del tensor de tensiones
. " " . P D
y, finalmente, el tensor constitutivo tangente no simétrico C~ del modelo de
dano 1s6tropo, pueden deducirse como

oc®

o =C6c+6Ce; 6C =
add

6d=—-C°6d (3.36)

(CD)_I o
e=(C") o= = (€°) " 0° = 60 = (1—d)C"6e — 0°5d (3.37)

AG(3) , 95

a4z © 9oo) © (3:38)

b0 = C" 66 = [(1—4)1—
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- dG(5) ,05] o ;
¢ = (l—dif~— o=~ C" =I-D)C (3.39)
B dG(c) , d0c
.D-—-df-i' _d{-J':_U @' (340)

En estas ecuaciones, I es la matriz idéntica del mismo orden que C° y
D es una matriz no simétrica que depende sélo del vector de tensiones no
danadas ¢°, puesto que la variable de dafio también depende implicitamente
de dicho vector de tensiones a través de la tensién equivalente .

II. Calculo efectivo de la matriz tangente

El célculo efectivo de la matriz tangente supone encontrar los valores de

todos los términos de la ecuacién (3.40). Teniendo en cuenta la relacién
(3.21), se obtiene

d=G@)=1-ZeAl-5) 5 LD _ gy (% r; Ui) (3.41)

Por otra parte, como la tensién equivalente es funcién del tensor de ten-
siones principales ”°, su derivada con respecto al vector de tensiones g°
tiene la siguiente descomposicién:

do da OaP°
90° — dave Do (342)

El célculo del primer factor se basa en la definicién (3.8), de donde resulta

3

> (07°)? =1+ r(n — 1)]u, (3.43)

i=1

Mw
i
-3
"\--2

> 7o

= 1 1 i=1 1 1u,
r= 31 =§+§31_—=§+§u_ (3.44)

E;; o) 2 o] ’

donde
_ 3 T
_ o _ p,0\2 du, . ati’

U, = 1 +T(?’1 — 1) — g(o} ) = {ao_p_o} - wu, (345)
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3 au T
weL=yars{fel_,, (3.46
1=1

I 2 Ou, "
=—= POl = 8 L = signla™®
Us =57 ,_Z |e] { o, } sign (o) (3.47)

donde I, es el primer invariante del tensor de tensiones y 1, es el vector
1 Y 13

columna unidad de tres componentes. A partir de las ecuaciones de arriba

pueden deducirse facilmente las siguientes relaciones:

or " _or [Ou, ", Or [ Ouy " 1 W o s
{Ba'?’-"} "~ Ou, {aap-"} ¥ 8113{80?’“’} N Ela T o2 e (™) [948)

3
95 " 95 ( or T+ 95 [ du, "
daro [ — Or | dare du, | OoP°

ap‘o

_(n=1)u, (n—1)u,u, . iy LEEE=L) oo
— 1,— 2u? sign (o7°)+ - o (3.49)
_(n=1)(2r-1) 3 [14+r(n—1))

= —[1,—(2r—1)si i
2[1+T(n_1)] I1 [ 3 ( r JSIgn (0 )]-i_
Con esto, sélo queda por determinar el segundo factor de la equacion (3.42),

por lo cual se escribe el vector de tensiones principales en la siguiente forma:

sen (9 + %) 5
oMt = 27 sen (6) + £1 Bvi.

V3 sen({?—%”l) 307 V3

I
sen (6) + -5-13 (3.50)

donde J, y 6 son las variables utilizadas en el apartado 2.3.3, que trata sobre
los vectores de flujo de Nayak-Zienkiewicz. Para el célculo de la derivada del
vector de tensiones principales 6”° con respecto al vector de tensiones o° se
emplea un procedimiento completamente analogo, que parte de la relacién
(2.29) modificada de la siguiente manera:

1

da™°  dgP° DI, da?° 9(1,)"  daP dJ,
do° —  9I, do° * o(J )% doo + a7, OJO_CV ]
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Considerando las relaciones (2.31) se obtiene que la matriz V contiene tres
vectores linea y tiene la siguiente forma:

(

31_&’
(=]

) (3.52)

<
[l
[t
gl
b=

ot
~

ik

\ J

¥, segln las férmulas (2.32), la matriz cuadrada C tiene los componentes

C = { ¢ € ¢ } (353)
donde
doP° 1
c, = 6I1 = 513
p,0 P,o : 2
. — Jo o = 3;6 tg (3‘19') =ﬁ[sen(9)_tan(39)cos(9)]
C")(Jg)z (Jz)a
2
= Vicos ) 0 7 ) o
2,0
. = do V3 : L cos (6)

90 2cos (36) 3 J.cos(36)

(J2)

Para concluir, el calculo de la matriz de dafio D supone la realizacién de
las siguientes operaciones matriceales:

D = d I+"—‘j§jﬂa°a%cv(355)

(6x6) = (1x1) (6x6) + (1x1) (6x1) {[(1x3) (3x3)] (3x6)}

donde se indican debajo las dimensiones de las matrices involucradas y, con
los corchetes, el orden de mupltiplicacién aconsejado para optimizar el es-
fuerzo de célculo.
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3.3 INDICES DE DANO GLOBALES

El punto de partida para deducir un indice de dafio estructural global es
la ecuacién (3.1), que relaciona la parte dafiada de la energia libre ¥ con la
parte de la energia eldstica no dafiada ¥,. La idea del indice global propuesto
en este estudio, consiste en integrar la relacién (3.1) sobre toda la masa de
la estructura. Dicha integral se transforma en integral sobre el voliimen,
teniendo en cuenta que dm = m,dV con lo cual se obtiene

U=(1-d)T = w,; =/ mo¥dV = / (1= dym,¥,dV = (1— D)W’ (3.56)

donde D es el indice global de dano, T'V J, mo¥,dV es la energia potencial
total de la estructura correspondiente a.l caso que ésta no estuviera danada
y W, es la energia potencial total correspondiente al caso real, es decir, en
el supuesto que hayan ocurrido procesos de dafio. Resolviendo la ecuacién
(3.56), se obtiene la siguiente expresién final para D:

‘[fv; . fV m’olyo dV — fv (1 e (1‘) ??’10@0 dv IV d 1710\1}0 dV
we [, mo¥, dV N J, mo¥, dV

P

D=1-

(3.57)

Si interesa el indice de dafio sélo para una parte de la estrucura (como, por
ejemplo, un piso, algin grupo de columnas, etc), la integracion de efectua
unicamente sobre el volimen de la parte que interesa.

Dentro de un esquema de elementos finitos, en el caso de una estructura
discretizada en barras con capas, el indice de dafio D, de un punto de barra
(la barra siendo un elemento finito unidimensional, en realidad se trata de
una seccién transversal de la barra, con sus varias capas) se obtiene de la
misma manera que el indice global de dafio, sélo que esta vez se integra
sobre la superficie de la seccién transversal de la barra, con m,U, = %s’"a'“ y
eE=S9¢€

D=1-5—; a:] s"'adA=/ (1-d)S"o°dA (3.58)
A A

# E'o

donde € y & son, respectivamente, las deformaciones y los esfuerzos sec-
cionales en dicho punto de la barra. En el caso de estructuras modelizadas
mediante elementos finitos de barra, tal como es el caso en este estudio, el
indice global de dafio toma la siguiente forma particular:

> a [,B Gdu

D=1--"-— - (3.59)
>.a [, B o°dx
2 _
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Esta Gltima expresion, que depende tinicamente de las tensiones no lineales
calculadas por el modelo constitutivo y de las hipotéticamente lineales, es
absolutamente general, ya que puede utilizarse dentro de cualquier estrategia
de solucién de problemas estructurales no lineales.

En conclusion, el indice global de dafio se define como la relacién en-
tre la energia potencial que la estructura no puede almacenar en el estado
poselastico y la energia potencial que la estructura almaceniera si hubiese
mantenido sus caracteristicas eldsticas iniciales.

3.4 EJEMPLO DE CALCULO
Viga cargada estaticamente con desplazamientos

La primera prueba que se hizo con el modelo de dafio isétropo implemen-
tado en elementos finitos de barra ha consistido en rehacer la simulacién
numeérica de la viga descrita en el capitulo anterior, en el apartado 2.4. Con
este sencillo ejemplo se quiere comparar la eficacia y el coste de calculo entre
los dos modelos constitutivos.

La respuesta de la viga puede seguirse casi hasta el final de su capacidad
de resistencia, demonstrando que los problemas de falta de convergencia del
modelo elasto-plastico desaparecen empleando el modelo de dafio. También
el coste de célculo baja significativamente, debido al hecho de que la variable
de dano puede integrarse analiticamente.

bt

—

1lllIIIIIIIIIIIIIIIHIIIIIIFIIIIIIIHIIH[IIIIIIIIlillllllIrll]llllIIIIIIIIlIIJiIHIiIIII[IHIIIT

T
[}
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Figura 3.5 Respuesta fuerza - flecha para dos mallas distintas

La figura 3.5 muestra la respusta de la viga cargada con desplazamientos
para dos mallas de elementos finitos distintas, la linea de puntos correspon-
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diendo a una malla dos veces mas densa que la primera. Se observa que el
modelo de dafio es objetivo con respecto al tamaifio de los elementos finitos
utilizados.
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CAPITULO 4

EL PROBLEMA DINAMICO

4.1 INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se han estudiado el modelo estructural con las
ecuaciones constitutivas correspondientes y se han deducido las ecuaciones
de movimiento para una estructura en régimen dindmico general. La in-
tegracién en el tiempo de esas ecuaciones de movimiento hace el tema del
presente capitulo y se presenta para el tres casos de comportamiento del ma-
terial: lineal y no lineal. El analisis no lineal se ilustra ademés para el método
de solucién no lineal de la matriz inicial y también para el método de la ma-
triz tangente. En este ultimo caso, se incluyen ademds las modificaciones
necesarias en el modelo constitutivo de dafio para considerar efectos de vis-
cosidad del material. Todos estos problemas se estudian considerando como
unica carga dindmica la accién sismica.

4.2 METODO DE NEWMARK

4.2.1 Ecuaciones de diferencias finitas en el tiempo

Considérese la variacién del vector de aceleraciones de la estructura a(t)
entre los instantes de tiempo ¢; y tiz1 = t; + At (figura 4.1). Se realiza el
cambio de variable 7 = ¢ — ¢; de tal forma que para t = t; el valor de 7 sea
cero y para t = 1;41, T valga At. Supdngase a continuacién que el valor del
vector aceleracién de respuesta en un instante 7 < At se expresa como [1,2]

d(7) = &; + f(r) (4, — ;) (4.1)

de tal manera que la funcién f(7) sea cero para r = 0 y valga 1 para 7 = At.
Como facilmente se ve, la expresién (4.1) supone que la ley de variacién de
las aceleraciones en el intervalo [t;, ti;1] es la misma para todos los grados
de libertad.

La velocidad a(7) puede expresarse integrando la aceleracién dada por la
ecuacién (4.1). Se obtiene
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0 A

@i.1=[§“} + Ati)

.-.-1[

ti tioe

Figura 4.1 Variacién de la aceleracién con el tiempo.
- . T -
a(r) = a, +] a(r)dr
0
- T L f - -
= a, +/0 a; dr +f0 (a’-_H —al.) f(r)dr (4.2)

=+ 7+ (i~ ) [ f(r)ar

Realizando la sustitucién

o(r)= [ f(ryar (43)
y también
At
YAt = ]0 f(r)dr (4.4)
la expresién (4.2) queda
(1) =a; + &7+ (&,, — ) g(r) (4.5)

Yy para T = At resulta de (4.5) y (4.4)
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841 = &; + & At + (G, — &;) 7y At
(4.6)
=a; + [(1 —7)é; + ']"&i-i-l] At
Para calcular los desplazamientos se integra (4.5), lo que proporciona la
expresién

T2

a(r) =a;+é; 7+ + (,,, — &) /0 " o(r)dr (4.7)

Particularizando para 7 = At y llamando

At
BAR = /0 g(r)dr (4.8)
se obtiene la relacién final(®
@y =6; +a; At + [(% ~B) d; + 5ai+1] A (4.9)

Las expresiones (4.5) y (4.9) constituyen las ecuaciones en diferencias de
Newmark, las cuales, juntamente con la ecuacién diferencial del movimiento
(1.35), permiten hallar los vectores desplazamientos, velocidad y aceleracién
en ti}1 en funcién tnicamente de estos valores en el tiempo ;.

Nétese que el método de Newmark depende de los parametros v y 3. Las
condiciones que deben cumplir estos pardmetros para que el algoritmo sea
incondicionalmente estable se veran en los apartados siguientes.

4.2.2 Analisis lineal

La ecuacién de equilibrio (1.35), deducida en el Capitulo 1, tenia en el se-
gundo miembro términos de fuerzas de naturaleza dindmica, siendo los aspec-
tos estaticos tratados como caso particular de los dindmicos. En este capitulo
se hace una separacién de dichas fuerzas en estaticas y puramente dindmicas
y se considera como tinica accién puramente dindmica la sismica. Esta par-
ticularizacién no restringe la generalidad del esquema presentado, puesto que
a cualquier otra carga dindmica se le puede aplicar el mismo tratamiento que
a la accién sismica. Generalizando, de esta manera, la formulacién dada por
la expresion (1.35) y ademas incluyendo un término de amortiguamiento (en
base a alguna hipétesis como, por ejemplo, la de Rayleigh), la ecuacién que
rige el movimiento de una estructura con varios grados de libertad en régimen
elastico es
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Mi+Aa+Ka=f—Mjiyt) (4.10)

En esta ecuaciéon M es la matriz de masa, A la de amortiguamiento, K la de
rigidez, f el vector de fuerzas externas estaticas, j un vector que selecciona
los grados de libertad activos para la excitacion sismica exterior y a, es la
aceleracion del terreno. Esta ecuacién, para el tiempo ¢ = ¢;41, toma la. forma

De las ecuaciones en diferencias de Newmark (4.5) y (4.9) se obtiene
i 1 =5
Q. = m [a,-_,_l —-a;, — @ At] - (ﬁ — 1) (4.12)
. gl
a, =m(a‘.+l—a,.)+(1—5) +(1_ﬁ) Ata, (4.13)

e introduciendo estas expresiones en la ecuacién del movimiento (4.11) se
obtiene la variante de la ecuacién genérica (1.36) correspondiente al método
de Newmark, que puede expresarse de la siguiente manera:

-

K G441 = Jin (4.14)
en donde
K= B et A (4.15)
N B At? B At '

) ! 1. 1 .

(4.16)

+A[ 2

ﬁAta‘+(l_l) di+(—-—1)Ata]

B 2B

Resolviendo el sistema de ecuaciones algebraicas lineales (4.14) se obtienen
los desplazamientos a;, y una vez calculado este valor, sustituyendo en (4.12)

y (4.6), resultan las aceleraciones y las velocidades para el instante de tiempo
f;+1

Es interesante observar que para el primer instante de tiempo t = t; = At
en que se calcula la respuesta es preciso conocer los valores del desplaza.—
miento, de la velocidad y de la aceleracién en el instante cero, es decir a,, a,
Y @,, respectivamente. Habitualmente las condiciones 1n1cxa.les corresponden
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a velocidad nula. La aceleracién &, y el desplazamiento a, deberan cumplir
la ecuacién (4.10) y, por tanto

Miy=-Mji,, ; Kay=f (4.17)

expresiones que permiten completar las condiciones iniciales del problema y
que toman en cuenta el hecho de que, en el instante inicial, la estructura se
encuentra ya bajo la accién de las fuerzas estéticas.

4.2.3 Aproximacién y estabilidad

En el caso de una estructura con un solo grado de libertad la ecuacién
(4.11) se reduce a

:}3‘-+l+2uw3': +w2w£

i+1 1 = “55g.£+1 (4.18)

Las ecuaciones en diferencias de Newmark (4.5) y (4.9) seran

B4 = &+ (A=) &; + 18, | At (4.19)

: 1 - i
T =2, +2; At + [(E_B) :ri-l-ﬂ.’cl-“]Atz (4.20)

De estas tres ecuaciones es facil deducir la relacién entre el estado i +1 y el

anterior :. Para v = 0 y cuando las fuerzas externas son nulas, esta relacién
»

serd

i1 | %
Tipr | — A z;
i &,

en donde
[ 1 At (3-B)ae :
1
A=% —ywiAt  1—(y—=pw*At? [1—7— (gq—ﬁ)Atzwz]At (4.21)
—w? —w?At - (%—B)sztQ
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siendo

B=1+puwtAt?
Puede demonstrarse que el esquema es incondicionalmente estable para

¥z (4.22)

b =

2

B> % (% +7) (4.23)

El grado de amortiguamiento artificial del esquema de integracién viene
dado por el parametro v, siendo mayor a medida que dicho valor aumenta. En
la figura 4.2 puede observarse la variacién del radio espectral p en funcién de
At /T para diversos valores de v y #. Como puede observarse, para vy = 0.5
y B = 0.25 el amortiguamiento artificial introducido por el algoritmo es
nulo, cualquiera que sea el incremento de tiempo elegido. Para valores de
v > 0.5 el amortiguamiento es excesivamente grande, por lo que se producen
imprecisiones en los resultados, a menos que se elija un At muy pequefio y

por lo tanto poco econémico para un esquema implicito. Habitialmente se
toma v = 0.5y § = 0.25.

4.2.4 Analisis no lineal - método de la rigidez inicial

En el caso de andlisis no lineal [1] que aqui se trata, la matriz € de la
expresién (1.53) ya no es constante, por lo que se tendrd que recurrir a la
formulacién dada por (1.35) adaptada al método de solucién no lineal que se
prefiere. Aqui se detallara la implementacién del método de la rigidez inicial.
Esto requiere substituir en la férmula (1.57) la rigidez tangente K, con la
rigidez inicial K.

Como puede observarse, la resolucion de la ecuacién (1.35) supone también
preparar la ecuacién (4.11) para el procedimiento iterativo dado por las
férmulas de calculo (1.57) y (1.58). Esto se consigue reescribiendo el sis-
tema (4.11) en funcién del incremento Aa;,, del vector de desplazamientos
nodales. Modificando en este sentido las relaciones (4.12) y (4.13), éstas
quedan

. s Aay, — i — (2= - 1) 4, (4.24)

t+l=ﬁAt2 _ﬂAt 2ﬁ i

a;,, = ﬁ Aay+ (1- %) iyt (1— 5'—%) Ati, (4.25)
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Figura 4.2 Método de Newmark. Variacién del radio espectral en funcién de AT,

G = Aa:’-l-l +a; (4-26)

Con ello puede empezarse ya la iteracién (véase la figura 4.3). En la primera
etapa se sustituye (4.24), (4.25) y (4.26) en (4.11) quedando

> (1) ¢ (1)
Kha, =f. (4.27)

donde se han introducido las notaciones

- 1
K=WM+E£—£A+KO (4.28)

£ (1) ... . 1 .
fin =f-Mji,, +M[m a; + (573' - l)ai]
(4.29)

-a( -3 di+(1~§%)At&£]—LBTaidV
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donde K, es la matriz de rigidez eldstica inicial. El término L B o;dV ha
reempla.za.do el término K @; que se obtuviera al substituir (4.26) en (4.11).
En el dominio de comportam1ento elastico los dos términos son exactamente
iguales (véase el capitulo 2) mientras que en la zona no lineal dicha igualidad
cesa de existir. La razén de dicho reemplazo es la optimizacién del algoritmo
de integracién aprovechando el estado tensional no lineal ya calculado para
el paso de tiempo anterior, de esta manera disminuyéndose el niimero de
iteraciones necesarias para conseguir el equilibrio (véase la figura 4.3).

Se resuelve el sistema lineal (4.27) obteniéndose el valor Aaﬂ)l

(1) _ a1 20)
Ao, =K f. (4.30)

Las aceleraciones y velocidades se calculan mediante las expresiones

(1) | (1) I 1 %

1'+l ,BAfz Aa ﬁ_Aia" = (2—5 = 1) a; (4.31)
(1) 7 (1) 7\ . g .
iy = A7 A + (1- E) a;+ (1- ﬁ) Até, (4.32)

y los desplazamientos totales se obtienen en la forma

()

a,, =a+ Aa, (4.33)

Sin embargo, al no ser éste, en general, el valor correcto, tendrdn que re-
alizarse sucesivas iteraciones. Para ello hay que hallar las fuerzas residuales

correspondientes a esta primera etapa. Ello se consigue calculando las ten-

siones oV correspondientes a los desplazamientos am segun el modelo
10N€s Oy, P P 117 Segunl

constitutivo adoptado. Las fuerzas residuales valdrén (relacién 1.55)

(1) (1)
v, = v+ [ Bloav— [ B (4.34)

En general, al resolver la etapa () se partira de los resultados obtenidos
en la etapa (j — 1). Las expresiones (4.12) y (4.13) para esta etapa () se
escribirdn

@) 1 (5) 1 ( 1
% = GAE S T BA

(4.35)
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Figura 4.3 Esquema de iteracién en un problema din4
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. (4) ¥ (4) A 9 .
% T gAr Az, + (1~ E) &+ (1- ﬁ) ata,
(4.36)
A I =)
=31 da a.,
siendo
(4) (5) (3-1) (9) (-1)
ba” = Aa — Aa,, "'=a  — a,, (4.37)

Las ecuaciones del movimiento se escribirdn para la iteracién (7) enlaforma

..(7)

M, pivn (4.38)

+Aa + [KO sa” + fv B'o) " dV] =f-Mja

en donde aﬁ_‘ll) es el vector que representa las tensiones debidas al vector de

desplazamientos a?3". Introduciendo (4.35) y (4.36) en (4.38) se obtiene

K6a” = §2 (4.39)

T (j-1)

£ (9) yme . (3=1) . (3-1)
Fipn=F-Mja,,, - [M“a‘+1 +4a, "+ fv Bo,, dV]
(4.40)

o ;1 P2 -1
=¥, =K 50"+ [ B0l av - [ BeU v
v v
La resolucién del sistema lineal (4.39) a la vez que el posterior empleo
del modelo constitutivo proporcionan las aceleraciones, las velocidades, los
desplazamientos y las tensiones 0'3-)1, preparandose de esta manera las con-
diciones para poder pasarse a la iteracién siguiente. El proceso iterativo

finaliza una vez alcanzada la tolerancia deseada, es decir cuando

)
e |
If - Mj ';"ig,i+1 l

< Tolerancia (4.41)
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4.3 MODELO DE DANO VISCO-ELASTICO

El efecto de amortiguamiento del movimiento de la estructura es simu-
lado a través del modelo Kelvin que consiste del montaje en paralelo de un
amortiguador a la estructura hipereldstica estudiada anteriormente (véase la
figura 4.4). Como la estructura y el amortiguador mantienen la misma defor-
macién g, la tensién total del sistema sera la suma de una tensién estructural
o°'" y una tensién viscosa 6" que, segiin la ley de Newton, tiene la siguiente
expresion[3]:

o=0"+d""=C"ec+né (4.42)

donde n° es la matriz constitutiva viscosa secante definida por
P - C’=aC’ (4.43)
En esta ecuacién 7 es el pardmetro viscoso unidimensional y a el tiempo

de retardo, definido como el tiempo necesitado por el sistema estructura-
amortiguador para llegar a una configuracién estable en el estado no daiiado.

Figure 4.4 Modelo Kelvin.

En estos supuestos, el comportamiento del sistema bajo variaciones vir-
tuales de las variables libres (deformaciones y velocidades de deformacién)
puede obtenerse como

50’ — 60,3!7' 4 50,1.-:'.9 - Cné‘e }a (Csé,é 4 6csé)
(4.45)
=C"6e +a (C°6¢ — C°¢ 6d)

Introduciendo la notacién 09 = aC°¢ y utilizando la relacién (3.39), la
relacion incremental visco-eldstica se obtiene como

b0 =C.8e+aC’66 =(I—D,)C"6 + a C°6¢ (4.46)
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donde D, toma la siguiente forma (andloga a la relacién 3.40):

0o

do°

Dv=dI+d—3g—)(a°+aj)

(4.47)
Siguiéndose el mismo procedimiento que para fuerzas inerciales y elasticas
(véase el apartado 1.3.4), pueden deducirse las expresiones de la matriz cons-

titutiva viscosa generalizada #) y del vector elemental de fuerzas viscosas F,,
como

q=ASnSdA=>.FL=[£Ba de =_/éBquma=Aa (4.48)

donde A es la matriz de amortiguamiento de un elemento finito que se va a
utilizar en el andlisis dindmico.

El modelo de Kelvin junto con el modelo de daiio propuesto permite la
decomposicién de la tensién total actuando en un punto de la estructura
en una parte hipereldstica y una parte viscosa. Estos términos introducidos
dentro de un esquema de elementos finitos producen las matrices clasicas de
amortiguamiento y de rigidez (tal como puede verse en el apartado 1.4.3).

4.3.1 Anilisis no lineal - método de la rigidez tangente

La ecuacién de equilibrio dindmico, correspondiente a este modelo de dafio
viscoso, escrita para el instante ¢ = #;31, toma la siguiente forma, andloga a
la relacién (4.11):

Ma,,, + /,; B'6,,, dz = f(tiy1) (4.49)

donde &, , es el vector de tensiones seccionales totales, que puede descom-
ponerse en una parte estructural y otra parte viscosa. Segitin las relaciones
(4.42) y (4.45), pueden obtenerse las siguientes expresiones para este vector
y para su incremento temporal:

G;=6]"+6" =C°Ba,+i°Bg, (4.50)

1

A6, =C) BAa,, +§°BAa,,, (4.51)

donde (A) = [4 8" () SdA son matrices seccionales. Si se subsituye la relacién
0,4y, = 6, + Ad,;,, junto con las relaciones (4.24-4.26) y (4.50-4.51) en la
ecuacion (4.49), la ecuacién de equilibrio deviene
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a1 (1)
KAa, =) (4.52)

donde el indice superior indica el nimero de iteracién corriente. Se han
introducido las siguientes notaciones:

o1
k=0 M+ﬁ?'ﬁt A+K, (4.53)

2(1) 1 "
19, =ty (5 -1)3)

(-8 )] e

En las relaciones de arriba aparecen conjuntamente tanto matrices secantes
como tangentes, cuyas valores son

(4.54)

K.= /g B'C'Bdr; K,= [B'C Bds; A= [ BBz (455)

y todas las tres dependen del nivel de daiio, por lo cual son variables en el
tiempo.
Resolviéndose el sistema linealizado (4.52) se obtienen los incrementos de

; 1 . .
desplazamientos Aaf +}1 y luego todas las demds variables, que corresponden

a la primera iteracién del paso de tiempo (i+1). Si el nivel de degradacién
haya cambiado, se actualizan las matrices (4.55) y esto implica la aparicién
probable de unas fuerzas de desequilibrio dindmico. Estas son las fuerzas

1
residuales 'I’f +)1 , cuyas valores son dadas por la diferencia entre el estado ten-

sional previsto &, +Aa"'§_1|_)l , Y el estado tensional real &E_ll_)l , calculado utilizando

las matrices actualizadas de amortiguamiento y de rigidez
(1) . (1) 7 A (1)
‘I’i+1 = f(tip1) — Mas‘-{-l — /EB T dz

(4.56)

r /. (1) ~(1)
=f£B (cr‘-+Acr‘.+1 -—a‘.H) dz

Esta fuerza residual es aplicada como segundo miembro de la ecuacién
(4.52) y se resuelve el sistema después de haber actualizado la matriz K :
obteniéndose una nueva correccién del incremento de desplazamientos. Este
proceso iterativo finaliza cuando la norma de las fuerzas residuales se reduzca
por debajo de la tolerancia impuesta.
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Tabla 4.1 Algoritmo de célculo.

A. Primera iteracién (el pase desde el instante i al instante i+1)
— se actualizan

SIMULACION DEL DANO SISMICO EN EDIFICIOS DE HORMIGON ARMADO

K;=[,B"C°Bdz; K,= [,B"C°Bdz; A= [,B"i° Bdz
S f T L v [

— se recalculan

R:WM+3%A+KT

FO
l+l

= Ft) + M gk o+ (3 -1)a] -4 [(1-3) 6+ (1

%) Ata] - Kga

— se calculan las primeras aproximaciones para el instante i+1;

ST
a(z) _ 1 () 1 a i—l)ﬁ
i ﬁAt2 i+l ﬁAt i 2,3 i
. (1) i § g & Y ¥
i = 77 A ._H+(1—E)a,+ 1—%)::&15:::i
---..Au"]_1

B. Siguientes iteraciones (se busca el equilibrio para el instante i+1)
I. se actualizan

IL Si 9

Ks;=[,B"C°Bdz; K,=[B"C°Bdz; A= [,B"i° Bdz

K= 3%1, M+ IG_.{A_t A+ K,
z (i+1) () L (3) )
f.-::l T “"f(t|+l) M : Aai+l HKS ai-tl-l

no es suficientemente pequefio, continuar a calcular:

GH1) =1 2(+1)
6 i1 =K ‘fn-]-l
(i) 1 GH) L)
i+l = __f 1 +a, 1
ﬂAf- i1 it
AR I ‘T (J—H) . (1)
i1 ﬂAt 6 <2 ai+1
(i+1) IJ+I) (s)
[ 2 6 F g 10

II1. Volver al paso I.
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4.3.2 El algoritmo de integracién en tiempo

Este apartado se dedica a explicitar el orden de las operaciones necesarias
para integrar en el tiempo la ecuacién de equilibrio dindmico en el caso elasto-
viscoso-degradable tratado en el apartado anterior (véase la pagina anterior).

En conclusién, el algoritmo de integracién en el tiempo descrito combina
el método de Newmark con un algoritmo no lineal de tipo Newton-Raphson
total. Ademads, este algoritmo es de tipo predictor-corrector en lo que se
refiere al nivel de daiio, en el sentido de que se utilizan los indices locales de
dafio conocidos para predecir las caracteristicas de la estructura en el paso o
la iteracion siguiente, luego corregiéndose dichos niveles en funcién del nuevo
estado de la estructura.

4.4 EJEMPLOS DE CALCULO

« Pértico sometido a accidn sismica

Con la metodologia descrita se ha estudiado la evolucién del proceso de
dafio en un pértico plano de hormigén armado (figura 4.5) sometido a cargas
sismicas.

v

-
3m

X

W
=

5%

£ 3m 4 3m

Figura 4.5 Geometria del pértico estudiado.

El pértico tiene una altura de 5 metros, un ancho de 6 metros y se extiende
sobre 3 niveles. Las columnas tienen una seccién transversal de 30cm por 30
cm de hormigén armado con 4.35% de acero. Las vigas son altas de 40cm y
anchas de 30cm con 5.3% acero. La estructura es discretizada en 45 elementos
finitos cuadréticos de barra, de tres nodos y dos puntos de integracion Gauss
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cada uno. De esta manera, el modelo dindmico del pértico contiene 87 nodos,
con tres grados de libertad por nodo. Cada elemento finito tiene una longitud
de 1 metro y la seccién dividida en 20 capas omogéneas de igual espesor. La
segunda y la decimonovena capa es de acero y las demds son de hormigoén.
La relacién de acero estd controlada a través del ancho de las capas de acero.
El estado del material se verifica en los puntos de contacto entre capas, de
manera separada en cada capa, y luego de interpola linealmente sobre el
espesor de la capa. Esto proporciona 40 puntos de control en las secciones
correspondientes a cada punto de Gauss.

Los materiales involucrados tienen las siguientes propiedades fisicas: (a)
acero — E = 2.1-10%daN/cm?, 0° = 4,200 daN/cm?, v = 0.25, p = 8g/cm?®;
(b) hormigén — E = 2.0 - 10°daN/em?, ¢° = 300 daN/em?, v = 0.17, p =
2.5g/cm®.

Las ecuaciones de movimiento dinarhicas han sido resueltas utilizando el
algoritmo paso a paso de Newmark, con = 0.25 y v = 0.5, asi como est3,
descrito al principio de este capitulo. El paso de tiempo utilizado consti-
tuye la trigésima parte del periodo fundamental de la estructura, que es de
0.14 segundos. Como la integracién de la ley constitutiva puede hacerse
analiticamente, el clculo del indice de dafio se reduce a la férmula explicita
(3.21), lo que implica una importante reduccién del coste del cilculo.
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Figura 4.6 Acelerograma sintético.

La estructura, sometida al efecto de un acelerograma sintético (figura 4.6)
de frecuencia dominante de 4 Hz y de amplitud maxima de 0.175 g, se ha
calculado en dos casos de carga: (a) sin considerar efectos de viscosidad del
material (figura 4.7a) y (b) tomando en cuenta dichos efectos a través de un
tiempo de retardo de o =0.001 s (figura 4.7b).
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Figura 4.7 Indices de daiio g]obalvs.———glohal: ————— primer Piso;—-—-segundo

Piso; — — ~tercer piso.

Las figuras 4.10 y 4.11 muestran la distribucién del dafio seccional a lo
largo de los elementos de la estructura, segtn la férmula (3.58). Las dos
figuras corresponden a un terremoto mediano y a otro destructivo obtenido
multiplicando por dos las amplitudes del primero, calculados sin considerar
efectos viscosos. El mayor grado de degradacién se observa en las zonas de
junta entre pisos y columnas, que es exactamente la localizacién esperada
para este tipo de estructura y carga. Comparando los valores de los indices
de dafio locales con la evolucién de los indices de daio globales, se observa que
dichos indices toman valores sélo un poco menores que los dafnos seccionales
méximos que se presentan en la base de las columnas.

Este hecho confirma la rigurozidad la eleccién del fndice global de dafio
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Figura 4.8 Evolucién del desplazamiento horizontal del tercer piso con y sin viscosi-
dad.
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L 84
Figura 4.9 Deformada de la estructura cerca al momento del colapso en el caso de
un terremoto fuerte.

como el porcentaje de la energfa potencial, correspondiente a un compor-
tamiento supuestamente lineal, que no se almacena en el estado degradado
corriente. Las lineas interrumpidas en las figuras 7 grafican las evoluciones
de los indices de dafio de los distintos pisos. El dafio del primer piso sigue
de cerca la evolucién del dafio global, tomando valores ligeramente mayores
debido al hecho de que es el piso més afectado, mientras el segundo y el tercer
piso presentan niveles de degradacién sensiblemente menores, confirmando
asi que el dafio decrece con la altura del edificio.

Otra propiedad interesante del indice de dafio propuesto por los autores
reside en la posibilidad de predecir el mecanismo de fallo de una estructura.
Esto se consigue observando la evolucién de los indices de daio de los puntosy
comparandolos continuamente con el valor del {ndice global de la estructura.
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Figura 4.10 Distribucién del dafio seccional D,, después de la accién del terremoto
del caso a).
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Figura 4.11 Distribucién del dafio seccional D,, después de la accién de un terremoto
igual que en el caso a), con amplitudes dobladas,

Cuando este tltimo indice empieza tomar valores cercanas al valor maximo
de un indice local y los demés puntos cesan de degradarse mds, significa que
se han indentificado los puntos criticos de la estructura. El fallo de estos pun-
tos conduce a la formacién de un mecanismo, lo que provoca la destruccién
del edificio. Mientras haya nuevos puntos que se incorporen y se queden en
el grupo de puntos cuyos fndices de dafio evolue significa que la estructura
aln tiene reservas de resistencia. Cuando el nimero de puntos dafiados se
estabiliza y el indice global sigue aumentando, la estructura se encuentra, en
un estado de mecanismo, con lo cual esta completamente destruida. Estos
criterios pueden permitir tomar decisiones acerca de la reparabilidad de es-
tructuras que han sufrido acciones por encima de los limites previstos en el
proyecto.
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