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Resumen

Se presenta una estrategia para la evaluaci�on directa de las integrales en el sentido del Valor Principal de
Cauchy en el M�etodo de los Elementos de Contorno. El procedimiento propuesto permite regularizar en
coordenadas cartesianas los t�erminos fuertemente singulares de los n�ucleos de integraci�on, que �nalmente
se expresan como suma de integrales no singulares, evaluables num�ericamente con cuadraturas est�andar.
Se analizan los distintos t�erminos de la soluci�on fundamental y se extrae la singularidad mediante la
aplicaci�on del teorema de Stokes. El procedimiento es completamente general y aplicable a elementos
tridimensionales curvos de cualquier orden y tipo. Asimismo, puede extrapolarse f�acilmente a elementos
discontinuos y formulaciones en las que el punto de colocaci�on no forme parte de la discretizaci�on. Se
aborda en primer lugar el problema elastost�atico, y a continuaci�on la t�ecnica se generaliza a los casos
elastodin�amico y poroelastodin�amico arm�onicos. Se presentan distintos resultados que demuestran la validez
del procedimiento.

A SIMPLE PROCEDURE FOR COMPUTING PRINCIPAL-VALUE INTEGRALS IN 3D B.E.M.

Summary

A strategy for direct computing Cauchy Principal Value integrals in Boundary Element Method is presented.
The proposed procedure allows regularize the strongly singular terms of integration kernels in cartesian
coordinates, that �nally can be expressed as a sum of non singular integrals computed numerically with low
order standard quadratures. The fundamental solution terms are analyzed and the singularity is extracted
by the application of Stokes theorem. The procedure has full generality and can be applied to curved
tridimensional elements of any order and type. Also, it can be easily extrapolated to discontinuous elements
when collocation point is not a discretization node. The elastostatic problem is �rst studied, and then the
technique is generalized to elastodynamic and poroelastodynamic problems in the frequency domain. Several
results are presented showing the validity of the procedure.
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INTRODUCCI�ON

Sin duda, la b�usqueda de una estrategia e�ciente para la evaluaci�on de las integrales
singulares, que deben entenderse en el sentido del Valor Principal de Cauchy (VPC), sigue
siendo un tema del m�aximo inter�es dentro del M�etodo de los Elementos de Contorno
(MEC). Debe recordarse que los coe�cientes de inuencia que surgen de evaluar los t�erminos
singulares son diagonalmente dominantes en la matriz del sistema de ecuaciones, por lo que la
precisi�on de la t�ecnica global est�a fuertemente gobernada por la precisi�on en la evaluaci�on de
tales coe�cientes. Por otro lado, en cualquier representaci�on integral con el MEC (problemas
de potencial, el�astico o poroel�astico, est�aticos o din�amicos) surgen inevitablemente integrales
de super�cie con singularidades del orden O(1=r) y O(1=r2), siendo r la distancia desde el
punto de aplicaci�on. La posibilidad de una integraci�on anal��tica se limita en la pr�actica
al caso de elementos planos, por lo que para una aplicaci�on general con funciones de
aproximaci�on de orden superior (o incluso jerarquizadas) la integraci�on debe abordarse de
forma num�erica. Existen en la bibliograf��a del MEC estrategias indirectas (aunque rigurosas)
que evitan el c�alculo de las integrales del VPC. Pi�ensese en el movimiento de s�olido r��gido
(MSR) para el caso elastost�atico, o el campo equipotencial est�atico para un problema de
potencial (ver Brebbia y Dom��nguez1). Estos procedimientos indirectos tienen la ventaja que
evitan tambi�en el c�alculo de los t�erminos libres cij. Sin embargo tienen algunas desventajas
que no pueden obviarse. De hecho no existe un procedimiento general indirecto, y cada
problema particular requiere la de�nici�on concreta del tipo de estrategia. Por ejemplo, en el
caso el�astico axisim�etrico es preciso de�nir un estado de tensiones hidroest�atico para obtner
los t�erminos en la direcci�on radial2. Aun m�as, cuando se trata de problemas arm�onicos, la
aplicaci�on del MSR exige combinar las ecuaciones del problema din�amico con las del caso
est�atico3, y si adem�as el dominio en estudio contiene regiones no acotadas, se hace necesario
cerrar la discretizaci�on con elementos �cticios sobre los que integrar la soluci�on fundamental
est�atica. En otros casos como por ejemplo en los llamados elementos discontinuos (donde
todos los nodos est�an en el interior del elemento y por lo tanto cij = 0; 5 Æij ) puede resultar
m�as interesante evaluar directamente las integrales del VPC en el elemento singular, que la
soluci�on fundamental est�atica en todos los elementos del contorno.

Es amplia la bibliograf��a del MEC acerca de la obtenci�on de las integrales del VPC.
As��, la singularidad d�ebil O(1=r) ha sido resuelta mediante la subdivisi�on del elemento
en tri�angulos4;5 y, o bien usando una transformaci�on a coordenadas polares, o bien una
degeneraci�on de cada tri�angulo hacia un cuadril�atero. En ambos casos se concentran puntos
de la cuadratura hacia el punto singular al tiempo que se consigue un jacobiano que se anula
en dicho punto. Li et al.5 resuelven tambi�en la singularidad fuerte O(1=r2) para el caso de
elementos triangulares planos lineales retomando una idea previa de Cruse6 quien la aplic�o
a elementos triangulares planos y aproximaci�on constante.

Los antecedentes m�as cercanos de evaluaci�on directa del las integrales del VPC en
elementos curvos de orden superior lo constituyen los trabajos de Giugiani et al.7;8. Estos
autores utilizan una estrategia de transformaci�on a polares desde el punto singular, y una
expansi�on asint�otica del integrando, expresado en las nuevas coordenadas. Tras algunas
operaciones matem�aticas, las integrales singulares de super�cie se expresan como suma de
integrales regulares.

El trabajo que aqu�� se presenta sigue la l��nea de los anteriores en el sentido de que am-
bos muestran c�omo la di�cultad de obtenci�on del VPC es realmente �cticia, puesto que la
singularidad se desvanece con la contribuci�on de los elementos adyacentes. Sin embargo a
juicio de los autores es una estrategia m�as simple y menos costosa desde el punto de vista
matem�atico. El procedimiento es v�alido para elementos curvos de cualquier orden y tipo y
se basa en la identi�caci�on concreta de los t�erminos fuertemente singulares, que son regu-
larizados directamente en coordenadas cartesianas de forma conveniente para obtener una
integral de super�cie y otra lineal extendida al per��metro del elemento, ambas no singulares
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y evaluables con cuadraturas est�andar. Este m�etodo muestra de forma clara d�onde radi-
ca la contribuci�on de los elementos adyacentes para cancelar la singularidad en el entorno
cercano del punto de aplicaci�on. La t�ecnica permite mantener la estructura cl�asica de los
c�odigos de elementos de contorno por lo que su implementaci�on en programas ya existentes
es muy directa. La idea se ilustra abordando en primer lugar el problema elastost�atico.
A continuaci�on se generaliza su aplicaci�on para las formulaciones elastodin�amica y poroe-
lastodin�amica en r�egimen arm�onico, teniendo en cuenta que el orden de las singularidades
es el mismo en todos los casos. Para veri�car la efectividad del m�etodo se abordan al-
gunos experimentos num�ericos. Los resultados resultan ser muy precisos en todos los casos,
independientemente del tipo de discretizaci�on empleada.

PROBLEMAS EL�ASTICOS

Ecuaciones b�asicas

El punto de partida para el an�alisis de cualquier problema el�astico mediante el MEC lo
constituye la representaci�on integral de desplazamientos y tensiones en el contorno � del
medio en estudio 
. As��, en el caso de fuerzas de volumen nulas y para un punto i de
coordenadas xi puede escribirse

clk(xi)uk(xi) +

Z
�

p�lk(x;xi)uk(x)d�(x) =

Z
�

u�lk(x;xi)pk(x)d�(x) (1)

donde las integrales sobre � han de ser entendidas en el sentido del Valor Principal de
Cauchy (VPC); clk(xi) = Ælk cuando xi es un punto interno a 
 y clk(xi) = 0; 5Ælk cuando
xi es un punto suave del contorno; uk(x) y pk(x) representan las componentes en direcci�on
k de los desplazamientos y tracciones en puntos de � siendo u�lk(x) y p�lk(x) la soluci�on
fundamental en desplazamientos y tensiones respectivamente, para los mismos puntos, en
direcci�on k cuando una carga puntual act�ua en la direcci�on l en el punto i. La expresi�on
(1) es v�alida tanto para problemas est�aticos como din�amicos, si bien en cada caso di�ere la
expresi�on de la soluci�on fundamental. As��, para el caso elastost�atico

u�lk(x;xi) =
1

16��(1� �)r
[(3� 4�)Ælk + r;kr;l] (2a)

p�ik(x;xi) = �
1

8��(1� �)r2

�
@r

@n
[(1� 2�)Ælk + 3r;kr;l] + (1� 2�)(r;knl � r;lnk)

�
(2b)

donde r = jx � xij, n es la normal exterior al contorno en el punto x, siendo � y � las
constantes el�asticas del material. Para el problema elastodin�amico en el dominio de la
frecuencia

u�lk((x;xi;!) =
1

4��c2
2

[	Ælk � �r;kr;l] (3a)

p�lk((x;xi;!) =
1

4�

�
@r

@n
(AÆlk +Br;lr;k) + (Ar;knl + Cr;lnk)

�
(3b)
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donde

A =
d	

dr
�

�

r

B = 2

�
2�

r
�

d�

dr

�

C =

"�
c1

c2

�2

� 2

#�
d	

dr
�

d�

dr
�

2�

r

�
�

2�

r

(3c)

siendo c1 y c2 las velocidades de las ondas P y S respectivamente. La expresi�on de las
funciones  y � se escriben en el Ap�endice.

ELEMENTOS DE CONTORNO

Haciendo uso de notaci�on vectorial la ecuaci�on (1) puede ser escrita como

ciui +

Z
�

p�ud� =

Z
�

u�pd� (4)

donde u y p representan vectores de tres componentes y ci, u� y p� tensores de 3 � 3.
Para el planteamiento num�erico de esta ecuaci�on, el contorno � se divide en un n�umero
NE de elementos. Cada elemento j contiene NJ nodos, de manera que los campos de
desplazamientos u y tracciones p sobre en el mismo se pueden aproximar a partir de los
valores nodales

u = �uj p = �pj (5)

donde uj y uj representan vectores de 3NJ componentes y � una matriz de (3�NJ) que
contiene las funciones de forma. Si bien el tratamiento de las singularidades es directamente
extrapolable a cualquier tipo y orden de elementos, en el presente an�alisis se han utilizado
elementos cuadr�aticos cuadril�ateros y triangulares de nueve y seis nodos respectivamente
(Figura 1). Las funciones de forma para los primeros en coordenadas intr��nsecas �1 y �2 se
escriben a continuaci�on

�1 =
1

4
�1(�1 � 1)�2(�2 � 1); �2 =

1

2
(1� �2

1
)�2(�2 � 1);

�3 =
1

4
�1(�1 + 1)�2(�2 � 1); �4 =

1

2
�1(�1 + 1)(1� �2

2
);

�5 =
1

4
�1(�1 + 1)�2(�2 + 1); �6 =

1

2
(1� �2

1
)�2(�2 + 1);

�7 =
1

4
�1(�1 � 1)�2(�2 + 1); �8 =

1

2
�1(�1 � 1)(1� �2

2
);

�9 = (1� �2
1
)(1� �2

2
)

(6)

Para los elementos triangulares las funciones de forma son

�1 = �1(2�1 � 1); �2 = �2(2�2 � 1); �3 = �3(2�3 � 1);

�4 = 4�1�2; �5 = 4�2�3; �6 = 4�1�3;

(�3 = 1� �1 � �2)

(7)
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La geometr��a del elemento es interpolada de la misma forma

x = �xj (8)

donde xj contiene las 3NJ coordenadas de los nodos del elemento j. Tras el proceso de
discretizaci�on la ecuaci�on (4) se convierte en

ciui +

NEX
j=1

(Z
�j

p��d�

)
uj =

NEX
j=1

(Z
�j

u��d�

)
pj (9)

la cual puede escribirse para todos los nodos del contorno para obtener �nalmente el sistema
de ecuaciones

Hu = Gp (10)

donde u y p contienen todos los valores nodales del problema. Una vez aplicadas las
condiciones de contorno puede resolverse (10) y as�� obtener los valores desconocidos de u
y p en los nodos del contorno. Durante el desarrollo, las integrales a evaluar sobre cada
elemento para cada punto de colocaci�on son del tipo

GW =

Z
�j

u��d� =

Z
�1

Z
�2

u��jJAjd�1d�2

HW =

Z
�j

p��d� =

Z
�1

Z
�2

p��jJAjd�1d�2

(11)

donde jJAj es el jacobiano de la transformaci�on de las coordenadas cartesianas a las co-
ordenadas naturales �1 y �2 (Figura 1). La evaluaci�on de estas integrales puede realizarse
mediante una cuadratura gaussiana est�andar cuando el punto de colocaci�on i no pertenece al
elemento j. En caso contrario los n�ucleos u� y p� presentan singularidades del orden (1=r)
y (1=r2) respectivamente (2)(3). Las singularidades del primer tipo pueden ser tratadas
num�ericamente mediante un proceso de subdivisi�on del elemento en tri�angulos4;5. En el
presente art��culo se plantea un procedimiento para la evaluaci�on directa de las integrales
singulares O(1=r2).

Figura 1. Elementos cuadr�aticos tridimensionales
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EVALUACI�ON DE LAS INTEGRALES FUERTEMENTE SINGULARES

Problema elastost�atico

A la vista de (2b) las integrales correspondientes a la soluci�on fundamental en tensiones
ser�an del tipo

Z
�j

p�lk�qd� = �
1

8�(1� �)

(Z
�j

1

r2
@r

@n
[(1� 2�)Ælk + 3r;kr;l]�qd�+

+ (1� 2�)

Z
�j

1

r2
(r;knl � r;lnk)�qd�

) (12)

Como @r=@n = O(r), la primera integral es regular y puede evaluarse num�ericamente.
La segunda, si l 6= k, presenta una singularidad del tipo (1=r2) cuando �q 6= 0 en el punto de
colocaci�on. El proceso de cancelaci�on de esta singularidad, que representa el n�ucleo central
de este art��culo, se realiza en varias fases. En primer lugar, podemos reescribir el segundo
t�ermino de (12) como sigue (ver Davis y Rabinowitz9)

Z
�j

1

r2
(r;knl � r;lnk)�qd� =

Z
�j

1

r2
(r;knl � r;lnk)(�q � �

i
q)d�+

+ �iq

Z
�j

1

r2
(r;knl � r;lnk)d� = I1 + I2

(13)

siendo �iq el valor de la funci�on de forma en el punto de colocaci�on. Con ello, I1 es regular
y puede evaluarse num�ericamente. La singularidad se concentra en I2. La idea consiste en
expresar el subintegrando de I2 en t�erminos del ujo del rotacional de un campo vectorial.
As��, por ejemplo, para el caso l = 1 y k = 2 el campo vectorial es del tipo Z = 1=re3, donde
e3 representa un vector unitario en la direcci�on de x3. Llamando n a la normal exterior al
elemento en cualquier punto, podemos escribir

Z
�j

(r� Z)nd� = �

Z
�j

1

r2
(r;2e1 � r;1e2)nd� = �

Z
�j

1

r2
(r;2n1 � r;1n2)d� (14)

Aplicando el teorema de Stokes al citado campo vectorial

Z
�j

(r� Z)nd� =

I
Sj

ZdS (15)

donde Sj representa el per��metro del elemento �j (la Figura 2 muestra el caso de aplicaci�on
de carga en el nodo 1). Todas las integrales est�an entendidas en el sentido del VPC. As��,
introduciendo (14) en (15)

�

Z
�j

1

r2
(r;2n1 � r;1n2)d� =

I
Sj

1

r
e3dS =

I
Sj

1

r
dx3 (16)
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Figura 2. Recorrido de la integral curvil��nea. Colocaci�on nodo 1

Por tanto, si l = 1, k = 2 ; Z = 1=re3, podemos escribir

I2 = �

I
Sj

1

r
dx3 (17a)

Operando de forma an�aloga se obtienen el resto de t�erminos singulares. Para l = 1,
k = 3; Z = 1=re2

I2 =

I
Sj

1

r
dx2 (17b)

si l = 2, k = 3; Z = 1=re1

I2 = �

I
Sj

1

r
dx1 (17c)

A�un cuando estas integrales monodimensionales mantienen la singularidad, el camino
para su cancelaci�on ha quedado trazado. Consideremos el elemento �j y los de su entorno
tal y como aparecen en la Figura 3. La integral curvil��nea en que ha quedado transformada
I2 sobre �j puede descomponerse seg�un las curvas que constituyen el per��metro del elemento

I
Sj

1

r
dx� = lim

"!0

Z
Sj1

1

r
dx� +

Z
Sj2

1

r
dx� +

Z
Sj3

1

r
dx� + lim

"!0

Z
Sj4

1

r
dx� + lim

"!0

Z
Sj"

1

"
dx� (18)

Figura 3. Cancelaci�on de la singularidad. Colocaci�on nodo esquina
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Las integrales sobre Sj2 y Sj3 (curvas que no contienen el punto de colocaci�on) no pre-
sentan problemas y pueden ser evaluadas de acuerdo a una cuadratura est�andar monodi-
mensional. Las extendidas a lo largo de Sj1 y Sj4 (singulares) se cancelan con las correspon-
dientes a los elementos �k y �n. Por �ultimo, la integral curvil��nea sobre Sj", l�ogicamente,
no requiere ser evaluada, ya que si se considera la aportaci�on conjunta de los elementos que
conuyen en el punto de colocaci�on (m = j, k, l, n), puede ser escrita como

lim
"!0

 X
m

Z
Sm"

1

"
dx�

!
= lim

"!0

�
1

"

I
S"

dx�

�
= 0 (19)

Por tanto, la integral de super�cie en el elemento (12) ha sido expresada como suma
de dos integrales de super�cie y una tercera curvil��nea, todas ellas regulares. La Figura 4
representa la generalizaci�on del procedimiento para otras situaciones del punto de colocaci�on.
Esta t�ecnica es directamente aplicable si el punto de colocaci�on no corresponde a ning�un nodo
de la discretizaci�on. Tambi�en lo es para problemas que impliquen soluciones fundamentales
con el mismo tipo de singularidad. A continuaci�on veremos algunos.

Figura 4. Cancelaci�on de la singularidad. Colocaci�on nodo interno o borde

Problema elastodin�amico en el dominio de la frecuencia

Como es bien conocido, la soluci�on fundamental en movimientos y tensiones para este
problema (3a,b) presenta una singularidad del mismo tipo que el caso elastost�atico (1=r y
1=r2 respectivamente) cuando �q 6= 0. La singularidad fuerte, como en el caso anterior, se
encuentra en el segundo t�ermino de (3b)(ver Dom��nguez3)

I =

Z
�j

(Ar;knl +Cr;lnk)�qd� (20)

siendo A = O(1=r2) y C = O(1=r2). Las expresiones de estas funciones pueden ser reescritas
de la manera siguiente

A =
1

r2
A0

C =
1

r2
C 0

(21)

A partir de aqu��, un proceso de eliminaci�on de la singularidad similar al utilizado
anteriormente nos va a conducir al t�ermino fuertemente singular tal como aparece en (12).
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Para ello, estudiemos primero A0 y C 0 en el l��mite. Puede llegarse a

lim
r!0

�
1

K
A0

�
= �1

lim
r!0

�
1

K
C 0

�
= 1

(22)

siendo K = (1� 2�)=[2(1� �)]. Con ello, (20) puede escribirse como sigue

I = K

Z
�j

1

r2

��
1

K
A0 + 1

�
r;knl +

�
1

K
C 0

� 1

�
r;lnk

�
�qd�

= �K

Z
�j

1

r2
(r;knl � r;lnk)�qd�

(23)

siendo la primera de estas integrales regular y, por tanto evaluable num�ericamente. La
segunda puede obtenerse con procedimiento descrito en el subapartado anterior.

PROBLEMA POROELASTODIN�AMICO EN EL DOMINIO DE LA
FRECUENCIA

Ecuaciones b�asicas

Replanteemos para este problema el signi�cado de las variables de la ecuaci�on integral
de partida (4).

u =

8><
>:
u1
u2
u3
�

9>=
>; p =

8><
>:
t1
t2
t3
Un

9>=
>; (24)

donde uk y tk constituyen, respectivamente, las componentes del desplazamiento y la
tracci�on del esqueleto s�olido; � y Un representan, respectivamente, la tensi�on equivalente y
el movimiento normal de la fase l��quida. Los tensores de la soluci�on fundamental son ahora

u� =

0
B@
u�
11

u�
12

u�
13

�� �
1

u�
21

u�
22

u�
23

�� �
2

u�
31

u�
32

u�
33

�� �
3

u�
01

u�
02

u�
03

�� �
0

1
CA p� =

0
B@
t�
11

t�
12

t�
13

�U �

n1

t�
21

t�
22

t�
23

�U �

n2

t�
31

t�
32

t�
33

�U �

n3

t�
01

t�
02

t�
03

�U �

n0

1
CA (25)

y ci el tensor correspondiente al t�ermino libre

ci =

0
B@
ce
11

ce
12

ce
13

0
ce
21

ce
22

ce
23

0
ce
31

ce
32

ce
33

0
0 0 0 �Jcp

1
CA (26)

donde celk representan las componentes del t�ermino libre para el problema elastost�atico con
las propiedades del esqueleto s�olido, ya que la soluci�on fundamental poroelastodin�amica
tiende a la elastost�atica cuando r ! 0. Asimismo, cp coincide con el t�ermino libre corre-
spondiente al problema de potencial est�atico. Detalles relativos a la formulaci�on integral
poroelastodin�amica planteada pueden encontrarse en Dom��nguez10.
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Soluci�on fundamental

La igualdad integral para el problema poroelastodin�amico en el dominio de la frecuencia
ha sido obtenida para dos conjuntos de soluciones fundamentales. El primero corresponde
a la aplicaci�on de una carga puntual en las tres direcciones del esqueleto s�olido. El segundo
a una fuente puntual aplicada en la fase l��quida. La respuesta en t�erminos de movimiento
y tensi�on en el esqueleto s�olido, tensi�on equivalente y movimiento normal en el uido para
ambos casos de carga, se escriben a continuaci�on. Esfuerzo especial se ha invertido en
conseguir escribir las expresiones de forma tal que los distintos t�erminos singulares queden
indenti�cados por comparaci�on con la soluci�on fundamental elastodin�amica, ya estudiada.

a) Carga aplicada en direcci�on l en el esqueleto s�olido
a1) Respuesta en movimientos y tensiones en direcci�on k en el esqueleto s�olido

u�lk(x;xi; !) =
1

4�(�+ 2�)z21
[	̂Ælk � �̂r;kr;l] (27a)

t�lk(x;xi; !) =
�

4�(�+ 2�)z21

�
@r

@n
(ÂÆlk + B̂r;lr;k) + (Âr;knl + Ĉr;lnk)

�
(27b)

donde
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a2) Respuesta en tensiones equivalentes y desplazamiento normal en el uido

� �l (x;xi; !) =
i!�

4�(�+ 2�)z21
'̂r;l (27d)

U �

nl(x;xi; !) =
1

4�(�+ 2�)z21
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(27e)

siendo

D̂ = Ji!�

�
d'̂

dr
�

'̂

r

�
� Z�̂

Ê = Ji!�
'̂

r
+ Z	̂

(27f)

b) Fuente puntual en la fase l��quida
b1) Respuesta el movimientos y tensiones en direcci�on k en el esqueleto s�olido

u�ok(x;xi; !) =


4�(�+ 2�)z21
'̂r;k (27g)

t�ok(x;xi; !) =
�

4�(�+ 2�)z21

�
@r

@n
F̂r;k + Ĝnk

�
(27h)
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siendo

F̂ = 2
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dr
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b2) Respuesta en tensiones equivalentes y desplazamientos normales en el uido

� �o (x;xi; !) =
�

4�(�+ 2�)z21
�̂ (27j)

U �

no(x;xi; !) =
�

4�(�+ 2�)z21

@r

@n
Ĥ (27k)

donde

Ĥ = J
d�̂

dr
+
Z

�
'̂ (27l)

En el Ap�endice est�an recogidas las expresiones de las todas las funciones que aparecen
en la soluci�on fundamental. El an�alisis detallado del tipo de singularidad que implican los
t�erminos de la misma se resume a continuaci�on
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(28)

donde la singularidad problem�atica se centra en los t�erminos correspondientes a la tensi�on
en el esqueleto s�olido debido a una carga puntual en el mismo.

Al igual que en el caso de los problemas el�asticos, es posible emplear la t�ecnica del MSR
para obviar el c�alculo tanto de las integrales del VPC como el de los t�erminos libres ci. As��,
un movimiento est�atico del esqueleto s�olido, con presiones y movimientos nulos de la fase
l��quida, permite obtener los t�erminos de la submatriz de 3 � 3 del esqueleto s�olido sobre
la diagonal principal de H. Por otro lado, un campo equipotencial est�atico de presiones
en el uido, con tensiones y desplazamientos nulos en el s�olido, permite obtener la integral
de la soluci�on fundamental en movimientos para el uido junto al t�ermino cp. En ambos
casos, esta estrategia supone evaluar tambi�en la parte no singular de la soluci�on fundamental
din�amica. El resto de t�erminos, con singularidades evaluables num�ericamente, incorporan
aportaciones nulas del t�ermino libre. A continuaci�on se generaliza la estrategia ya presentada
para la evaluaci�on directa de las integrales del VPC al caso poroelastodin�amico.
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Evaluaci�on de las integrales singulares

Como ya se ha comentado, la integraci�on de los t�erminos correspondientes a las tensiones
sobre el esqueleto s�olido cuando la carga act�ua en �este, presenta una singularidad del tipo
(1=r2) (28). Dicha singularidad es del mismo tipo que la analizada en los problemas el�asticos
e igualmente se encuentra centrada en el segundo t�ermino de la soluci�on fundamental (27b)

Î =

Z
�j

(Âr;knl + Ĉr;lnk)�qd� (29)

siendo Â = O(1=r2) y Ĉ = O(1=r2). Es sencillo escribir

Â =
1

r2
Â0

Ĉ =
1

r2
Ĉ 0

(30)

Un an�alisis en el l��mite de estos t�erminos permite llegar a

lim
r!0

�
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z21
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�
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(31)

Por tanto, (29) puede ser escrita como sigue

Î = z21
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(32)

La primera integral de (32) es regular. La segunda ha quedado preparada para ser
evaluada teniendo en cuenta la aportaci�on de los elementos contiguos, tal y como se ha
desarrollado para los casos elastost�atico y elastodin�amico.

EJEMPLOS NUM�ERICOS

Problema el�astico

Para validar el procedimiento de obtenci�on de las integrales singulares en el sentido del
VPC, se analiza el cuerpo tridimensional que aparece en la Figura 5 para un problema
elastost�atico. La misma idea y geometr��a fue empleada por Guiggiani y Gigante8 para un
test similar. La discretizaci�on consta de 16 elementos cuadril�ateros de nueve nodos. El
material est�a caracterizado por las constantes � = 1 y � = 0; 3.

Los n�ucleos de integraci�on correspondientes a las tensiones han sido obtenidas para tres
puntos de colocaci�on (1, 2 y 3) con distintas geometr��as locales. Los n�ucleos recogen la
aportaci�on de todos los elementos a los que cada nodo pertenece. Los resultados obtenidos
se comparan con los evaluados de forma indirecta a trav�es de la t�ecnica del movimiento de
s�olido r��gido (Tablas I, II y III). Esta t�ecnica, como se ha comentado, permite la obtenci�on
de la suma de las integrales en el sentido del VPC y el coe�ciente clk correspondiente al
t�ermino libre.
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Figura 5. S�olido el�astico. Geometr��a y discretizaci�on

N�ucleo Int. VPC clk Total MRS
(1) (2) (1)+(2)

h11 = h22 -0,017148 0,495573 0,478425 0,478425
h12 = h21 0,012660 0,003162 0,015822 0,015825
h13 = h31 �= 0; 0 �= 0; 0 �= 0; 0 �= 0; 0
h23 = h32 �= 0; 0 �= 0; 0 �= 0; 0 �= 0; 0
h33 -0,014011 0,495573 0,481562 0,481562

Tabla I. N�ucleos de integraci�on en nodo 1 (contorno suave). Evaluaci�on directa de la integral
del VPC y c�alculo indirecto utilizando MRS

N�ucleo Int. VPC clk Total MRS
(1) (2) (1)+(2)

h11 -0,024929 0,25 0,225071 0,225093
h12 = h21 0,008491 0,0 0,008491 0,008492
h13 -0,011095 -0,043504 -0,054599 -0,054623
h22 -0,007947 0,25 0,242053 0,242058
h23 -0,028070 -0,105028 -0,133098 -0,133102
h31 0,011561 -0,043504 -0.031943 -0,031966
h32 0,029196 -0,105028 -0,075832 -0,075836
h33 -0,011937 0,25 0,238063 0,238054

Tabla II. N�ucleos de integraci�on en nodo 2 (borde del contorno). Evaluaci�on directa de la
integral del VPC y c�alculo indirecto utilizando MRS

N�ucleo Int. VPC clk Total MRS
(1) (2) (1)+(2)

h11 -0,007452 0,123096 0,115644 0,115644
h12 0,008317 -0,056830 -0,048513 -0,048513
h13 -0,000717 0,056048 0,055331 0,055330
h21 -0,007874 -0,056830 -0,064704 -0,064704
h22 -0,001121 0,124682 0,123561 0,123562
h23 -0,010433 -0,056836 -0,067269 -0,067268
h31 -0,004972 0,056048 0,051076 0,051075
h32 0,010691 -0,056836 -0,046145 -0,046144
h33 -0,003502 0,123889 0,120387 0,120386

Tabla III. N�ucleos de integraci�on en nodo 3 (esquina del contorno). Evaluaci�on directa de
la integral del VPC y c�alculo indirecto utilizando MRS
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En la evaluaci�on directa de los n�ucleos de integraci�on singulares, las integrales de su-
per�cie (con singularidad d�ebil), previa subdivisi�on en tri�angulos, se realizan mediante una
cuadratura gaussiana bidimensional est�andar con 6�6 puntos. Para las integrales curvil��neas
(15a, b y c) se utiliza una cuadratura monodimensional con seis puntos en cada lado del
elemento.

El an�alisis realizado requiere de la obtenci�on del termino libre para la discretizaci�on
empleada. Se ha seguido el procedimiento propuesto por Hartmann11. Los valores obtenidos
de clk, como es l�ogico, dependen de la geometr��a local y de la discretizaci�on empleada a trav�es
de la ecuaci�on (8).

Como puede observarse en las tablas adjuntas (columnas 3 y 4), los resultados pro-
porcionados por ambas t�ecnicas son pr�acticamente coincidentes. Se concluye que el
planteamiento directo de resoluci�on de las integrales en el sentido del VPC presentado en
este art��culo es insensible a la discretizaci�on local, sencillo en su implementaci�on y, seg�un
los resultados obtenidos, competente.

Problema poroelastodin�amico. Dominio cerrado

A la hora de contrastar el procedimiento empleado para la integraci�on de los n�ucleos
en problemas din�amicos nos centraremos en el caso de dominios poroel�asticos. En primer
lugar analizaremos un problema monodimensional con soluci�on anal��tica conocida12. Dicho
problema consiste en un s�olido saturado con�nado entre paredes r��gidas sin fricci�on e
impermeables. La parte superior de la columna est�a drenada y sometida a una tensi�on
arm�onica del tipo �Poe

i!t (Figura 6a). Las propiedades del material13 son: � = 6 � 109

N/m2, � = 4�109 N/m2, R = 0; 444�109 N/m2, Q = 1; 399�109 N/m2, b = 4�109 N/m4,
� = 0; 19, �s = 2800 kg/m3, �f = 1000 kg/m3, �a = 150 kg/m3. La discretizaci�on empleada
se nuestra en la Figura 6b. Consta de 14 elementos cuadril�ateros iguales de nueve nodos.

Figura 6. S�olido poroel�astico monodimensional bajo carga din�amica: a) Condiciones de
contorno; b) Discretizaci�on empleada

La Figura 7 muestra el m�odulo del desplazamiento correspondiente al esqueleto s�olido
en la parte superior de la columna frente a la frecuencia. El desplazamiento es normalizado
con el desplazamiento est�atico de un medio el�astico con las propiedades no drenadas del
material. La frecuencia es adimensionalizada con la primera frecuencia natural del mismo
medio

!1 =
�

2L

s
Eu

�
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donde

Eu =
2�(1� �u)

1� 2�u
; � = (1� �)�s + ��f

siendo L la longitud de la probeta, �s la densidad del s�olido, �f la densidad del uido,
� la porosidad y Eu y �u (0,33) el m�odulo de elasticidad y el coe�ciente de Poisson del
material no drenado, respectivamente. Esta normalizaci�on con las propiedades no drenadas
se realiza teniendo en cuenta la baja permeabilidad del medio. Ello hace que el material se
comporte de manera que el esqueleto s�olido y el uido trabajen de forma conjunta. S�olo a
baja frecuencia puede considerarse un comportamiento drenado del material.

Figura 7. M�odulo del desplazamiento del esqueleto s�olido en cara superior

El rango de frecuencia adimensional estudiado va de 0 a 4 y, a la vista de la �gura,
se aprecia una coincidencia total entre la soluci�on exacta y la aportada por modelo MEC
tridimensional.

La Figura 8 muestra la presi�on de poro para cuatro frecuencias adimensionales (0,2; 0,5;
0,8 y 1,2) en puntos internos a lo largo de la profundidad de la columna. En este caso, como
es conocido, los n�ucleos de integraci�on no son singulares y una cuadratura gaussiana est�andar
de 6�6 puntos es su�ciente para su correcta evaluaci�on. Una vez m�as, la concordancia entre
la soluci�on exacta y la aportada por el MEC es evidente.

Figura 8. M�odulo de la presi�on de poro en puntos internos
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Flexibilidad din�amica de cimentaciones super�ciales

Se ha escogido este ejemplo porque se trata de un problema donde el dominio en estudio
es in�nito, y por lo tanto, cualquier t�ecnica indirecta de evaluaci�on de los t�erminos singulares
a trav�es del MSR exige cerrar el contorno con elementos �cticios, esto es, elementos que
s�olo se emplean para integrar sobre ellos la soluci�on fundamental est�atica, pero sobre los
cuales no se eval�ua inc�ognita alguna. Esto representa una clara desventaja del procedimiento
indirecto de MSR frente a la evaluaci�on directa del VPC.

Se va a analizar la respuesta vertical de una cimentaci�on super�cial r��gida de geometr��a
cuadrada sobre un semiespacio poroel�astico. La discretizaci�on �unicamente incluye la in-
terfase cimentaci�on-terreno. Teniendo en cuenta la simetr��a del problema, s�olo se tra-
baja con un cuarto de la geometr��a, la cual es discretizada con 16 elementos cuadril�ateros
iguales. Las condiciones de contorno en la interfase se consideran relajadas e imperme-
ables. Las propiedades del medio poroso son las correspondientes a una arena gruesa14;15 :
� = 9; 79� 107 N/m2, � = 1; 47� 108 N/m2, R = 2; 74� 108 N/m2, Q = 2; 80� 108 N/m2,
b = 0; 89 � 107 N/m4, � = 0; 48, �s = 2670 kg/m3, �f = 994 kg/m3. Se considera nula la
densidad a~nadida (�a = 0).

Se prescribe un desplazamiento unitario en la direcci�on vertical a los nodos de la interfase
y se determina la exibilidad adimensional correspondiente C�� = �B=K��, siendo B
el semiancho de la cimentaci�on y K�� la impedancia din�amica vertical. Las Figura 9 y
Figura 10 muestran respectivamente la parte real e imaginaria de C�� frente a la frecuencia
adimensional. Los resultados obtenidos se comparan con los presentados por Halpern y
Christiano14 para el mismo medio. Estos autores emplean una estrategia de colocaci�on y
evaluaci�on anal��tica de los coe�cientes de inuencia expresados a partir de funciones de
Green, lo cual puede abordarse dada la simplicidad de la geometr��a del problema. Los
valores de estos autores se han extra��do directamente de las �guras de su art��culo y podr��an
tener peque~nas discrepancias con los resultados num�ericos. Se aprecia un buen acuerdo en
todo el rango de frecuencias.

Figura 9. Cimentaci�on super�cial cuadrada impermeable. Flexibilidad vertical. Parte real
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Figura 10. Cimentaci�on super�cial cuadrada impermeable. Flexibilidad vertical. Parte
imaginaria

CONCLUSIONES

En este art��culo se ha desarrollado un procedimiento para la evaluaci�on directa de las
integrales del VPC en el M�etodo de los Elementos de Contorno para problemas tridimension-
ales. Dicho procedimiento constituye una estrategia simple, robusta y aplicable a elementos
curvos de cualquier orden y tipo. La t�ecnica se ha aplicado a problemas elastost�aticos y
generalizado a problemas elastodin�amicos y poroelastodin�amicos, ambos en el dominio de
la frecuencia. En los tres casos, los t�erminos fuertemente singulares son id�enticos y pueden
evaluarse de la misma forma.

La estrategia desarrollada reduce las integrales singulares en el sentido del VPC a una
suma de integrales regulares evaluables de forma num�erica con cuadraturas est�andar de
bajo orden. El t�ermino fuertemente singular se regulariza en coordenadas cartesianas. La
incorporaci�on del procedimiento a los programas tridimensionales de elementos de contorno
ya existentes es directa. Se han presentado resultados num�ericos para algunos problemas.
La comparaci�on con la soluci�on exacta o la num�erica aportada por otros autores avalan la
validez del planteamiento.
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AP�ENDICE

La expresi�on de las funciones 	 y � para el problema elastodin�amico son
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siendo zj = �ikj y Ej = ezjr=r (j = 1; 2), donde k1 y k2 representan los n�umeros de onda
de las ondas longitudinales (P ) y transversales (S).
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Las funciones correspondientes al problema poroelastodin�amico son
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siendo zj = �ikj (j = 1; 2; 3) y z21 = z2
2
� z2

1
. En estas expresiones, k1 y k2 representan

los n�umeros de onda de las ondas irrotacionales, siendo k3 el correspondiente a la onda
equivoluminal. Finalmente, Ej = ezjr=r.

Las variables poroel�asticas incluidas en la soluci�on fundamental (27) son

� = i!
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Q
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R

b+ i!�22

J =
1
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(A7)

siendo �, �, Q y R constantes el�asticas del material poroso, b la constante de disipaci�on del
mismo y �11, �12 y �22 par�ametros de densidad vinculados a la densidad de ambas fases a
trav�es de la porosidad � del material.
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