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RESUMEN

Se ha construido un esquema de calculo hidrodindmico mixtd que permite tratar
diversos problemas no resueltos con la evolucién estelar. El esquema integra las ecuaciones
hidrodinamicas de estructura estelar parametrizadas en funcién de un nimero 8. Para 8 =1,
el esquema es totalmente implicito y permite seguir con grandes pasos de tiempo la evolucién
cuasi hidrostdtica de la estrella. Para un valor de 8 = 0,5, el programa puede investigar
con cortos pasos de tiempo los detalles de los procesos hidrodinamicos. Se presentan algunos
resultados graficos obtenidos en la simulacién de la explosién de una nova.

SUMMARY

‘We have developed a mixed hydrodynamic computer code that allows to study several
open problems related with stellar evolution. The code integrates the hydrodynamic equations
of stellar structure parametrized in function of a number 8. For 8 = 1, the code is fully implicit
and permits to follow the cuasi-static evolution of the star by large time-steps. For 8 = 0, 5,
the program can investigate by small time-steps the details of the hydrodynamics events. We
show graphyc results obtained in the simulation of a nova explosion.

INTRODUCCION

La evolucién estelar es desde hace tiempo uno de los campos de investigacién més
interesantes en Astrofisica. De los primeros estudios aproximados sobre el origen de
la energfa en las estrellas y otros problemas bdsicos se ha pasado a un estudio muy
detallado y especializado de las diversas fases de la evolucién estelar. Se estudia desde
la formacién de la estrella a partir de una nube de gas hasta los tltimos estadios de la
evolucién en que puede explotar como una supernova, colapsar formando una estrella
de neutrones, ir radiando su energfa hasta convertirse en una enana negra, etc.

Todos estos fendémenos tienen en comun —cotho la mayoria de los procesos
astrofisicos— que no son sometibles a la experimentacién y el método de investigacién
debe caminar a través de las simulaciones por ordenador y la posterior comparacién de
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los resultados numeéricos con las observaciones. En buena parte de los casos anteriores
que hemos mencionado estos estudios se pueden realizar a partir de un programa comin
que simule la estructura interna de una estrella; estos programas son conocidos con el
nombre de codigos de evolucién estelar.

EL PROBLEMA FISICO

Nuestro propédsito es construir un modelo de evolucién estelar. Con ello pretende-
mos conocer cémo varian los pardmetros de interés fisico a lo largo de la estrella y como
evolucionan a lo largo del tiempo. Esto implica integrar las ecuaciones hidrodindmicas
de estructura de la estrella.

El pardmetro fisico que determina fundamentalmente esta estructura es la masa
(tiene ademds la ventaja de que varfa muy poco con la evolucién). Por ello se toma
como variable de integracion la coordenada lagrangiana m: la masa contenida dentro de
una esfera de radio r. Trabajaremos con las hipdtesis de simetria esférica, ausencia de
campos magnéticos'y de rotaciones. Nuestro problema consiste en conocer las siguientes
funciones:

el volumen especifico V(m,t) em3/gm
la temperatura T(m,t) 2 Kelvin
la velocidad u{m, 1) cm/s
la luminosidad L{m,t) erg/gm/s
el radio r(m,t) cm
la composicién quimica o fraccién en masa Xi(m,t)

X; es la masa del elemento quimico 7 dividido entre la masa total.

Estas variables estdn relacionadas entre si por las ecuaciones hidrodindamicas que
adoptan en su formulacién Lagrangiana las siguientes expresiones:

Conservacion de la masa:

4ndrd
30m
Conservacién del momento:
ou o 0 Gm
P gt = -5
donde P representa la presién y ¢ la viscosidad artificial.
Conservacién de la energia:
aE oL ov
T e - 2 _qp -
at €7 om (P+q) ot
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E es la energia interna por unidad de masa.
- € es el ritmo dé generacién de energfa en erg/gm/s debido a las reacciones nucleares.

Transporte de energia por radiacién y conveccién (siguiendo la teorfa de la longitud de
mezcla): -

256 72riT30T

= _ D S -1 (o _ !
L = 3 om + 2rr*oc,TIH™ (V- V'),
§ ¢, K%
’ _ 3 _ — _prr
(V=V)e = o §(V Va) § 6acl3V?

v es la velocidad convectiva en e¢m/s.

¢p es el calor especifico.

!y H longitud de mezcla y escala de presiones en c¢m.

V, V'y V.4 el gradiente de temperaturas logaritmico en la estrella, en la burbuja y el
adiabdtico.

K es la opacidad en cm?g~1.

Definicién de la velocidad:

Or
AR,

ot

A estas ecuaciones hemos de afiadir las condicipnes de contorno en el centro de la
estrella y en la superficie:
param = 0

param = M

3

T = Z
4

2 ,
Tef (§+T),P =0

siendo T el espesor 6ptico del material.
Junto a estas condiciones y un modelo inicial, hemos de considerar las ecuaciones

constitutivas de la materia.
La ecuacién de estado nos proporciona los valores de la energia y la presién en
funcién del estado termodindmico de la materia:

E = E(V,T,X;) erg
P = P(V,T,X,;) dynas
El ritmo de genera,cién'de energia nuclear y la composicién quimica:

€ = E(V,T,Xi) X; :.)(i(m,t)
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La opacidad

K = KE(V,T,X))

y la viscosidad artificial

¢ = ¢V,T,X:)

Todo ello conforma un problema matemético bien definido que resulta ser un
sistema de 5 ecuaciones en derivadas parciales no lineal con 5 incégnitas. El problema
es notablemente complejo y ante la imposibilidad de su resolucién analitica se ha de
considerar la necesidad de realizar una integraciéon numérica.

ESQUEMA DE CALCULO MIXTO

Seguiremos el método de las diferencias finitas. Discretizamos las derivadas
temporales de la siguiente manera: Si %;—‘ = Lu, donde u = u(r,t) y L es un ope-

rador diferencial espacial

u“’l = 4" + Lu" (1-5) At + Lu™t! gAt

Aqui B es un pardmetro de interpolacién que toma valores entre 0 y 1. La eleccién
de un valor determinado conduce a un esquema de calculo concreto.

~  Esquema explicito: § = 0. El valor de u en el instante n+ 1 queda exclusivamente
en funcién de su valor en el instante de tiempo anterior. Resulta muy facil calcular
la derivada pues los valores del instante anterior los conocemos, pero alcanzamos
una, precisién sélo de primer orden.

~  Esquema implicito: § = 1. Para calcular la derivada tenemos en cuenta sélo los
valores en el instante n 4 1. La aproximacién es mejor pero no se alcanza precision
de segundo orden. La solucién es més complicada y requiere un método iterativo.

~  Esquema centrado: 8 = 0,5. S6lo en este caso conseguimos la precisién de segundo
orden en la aproximacién numérica. La complejidad de la solucién es equivalente
a la del esquema implicito pero llevarla a término requiere un mayor nimero de
calculos.

El esquema que hemos construido desarrollando el método de Kutter y Sparks' es
un método hidrodindmico mixto pues permite diversos valores del pardmetro 8. Son
especialmente ttiles dos de ellos: con 8 = 1,y largos pasos de tiempo podemos seguir
la evolucién estelar cuasi hidrostatica, y con 8 = 0.5y cortos pasos de tiempo podemos
investigar los detalles de los procesos hidrodinamicos.

Para poder integrar numéricamente las ecuaciones hemos de construir una red
espacial y otra temporal. Para ello dividamos la estrella en N capas concéntricas, y,
en consecuencia, N + 1 intercapas o puntos. El valor de una variable en un punto lo
designamos como F; y el valor de la misma variable en la capa lo sesignamos como
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F;_1/;- La variable independiente que hemos elegido es la masa. Los puntos masicos
estdn definidos por la cantidad de masa m; interior a dichos puntos, que permanece fija
a lo largo de la evolucién. Las variables fisicas que utilizamos se hallan definidas bien
en las capas ‘

Visrzs Tivajes Xivves Eiviges Pivyes G2 Kigigos €4a1)2

bien en las intercapas

En el caso de que nos interese utilizar una variable definida en una capa, en la
intercapa (o viceversa) realizaremos una media geométrica,

T; = (Tiy12 x Ticyya)

En la red temporal, designaremos con el superindice n a los valores de las variables
en el instante anterior al que estamos considerando. Las variables en el instante actual
se encuentran sin superindice. Definimos el paso de tiempo de la siguiente forma

A =g gn

Antes de discretizar las ecuaciones conviene hacer algin cambio de variable para
suavizar las variaciones de algunas magnitudes cuyos valores pueden cambiar en muchos
6rdenes de magnitud a lo largo de la estrella o durante el cdlculo.

Qi = 1-m;/My donde My = (1+Q)myy @ = 10712
B; = L;/Lo Lo luminqsidad solar
R, =lInm
Witi2 = In Vg2

Zi+1/2 = In Ti+1/2.

La viscosidad artificial se utiliza para eliminar los problemas numéricos que pueden
surgir si se produce un frente de choque y evitar que unas capas se mezclen con las
~ . s . 7% —
otras. Se aflade a la presién siempre que W;yy/0 < W[, /2 COn g0 = 1.

n+1/2 _ ¢ (Ti+1 - 7‘2’)2 Wipr2 — Win+1/2)2
9iv1/2 0 Vi+1/2 (Atn+1/2)2
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS

Una vez efectuados los cambios de variables y puesto el esquema en diferencias
finitas obtenemos el siguiente esquema de ecuaciones:

a) Ecuaciones en una capa intermedia 1 = 2, N

conservacion de la masa:

4m 7"23 - 7'?—1 v
. ) = — Vic1/2
3Ms Qi — Qi /
conservacién del momento:
u; — up 4r - 1

=1 - B)u + B ~

Atn+1/? (Qi+1/2 - Qi—l/?) Mg

Viie o 174 _
a2 [ n+1/2 Yitl/2 n+1/2 Yi=1/2 n+1/2 n+1/2
[(1 = pB) (r?) <Qi+1/2 V’11/2 = Y92 vn 1/2'> + ﬂr? (qi+'1/2 sy )]

dohde,

L aere

i = _ 47('7'12 (Pi+1/2 - {—1/2) _ Gﬁ
¢ My (Q1412 — Qi - 1/2) r}

conservacién de la energia:

Eiss = Bly,
Atntl/2

= (1= ) (Fryp) + BFiaps +

Ww. — Wr
n nt1/2 i-1/2 i—1/2
t €12 — Gio1)2 Vici/2 Atn+1/2

con,

Lo (B; — B;_1) Wi-1/2 - Wi/
. - _ P V..
Firpr = 30 — @y Lo Ve T

-transporte de la energfa:

256 on*rd TE (Ziyr)2 - ir~.1'/2) _ pr r T;
3 LoKiMo (Qiyrj2 — Qi-1/2) LV

B; =

27 n n qn (3=1\" n ; n n
Dy = Ig ¥ i Y (Vi = Vi), st VP2 Vg
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DF =0 s V< VY

definicién de la velocidad:

R; — R,

ul u;
A¢nt+1/2 - (1 - ,B) E + IB 7__1

si aplicamos las condiciones de contorno en la superficie, la ecuacién del momento queda,

como

FN _ 47r7’]2\,+1 PN+1/2 GJV[O
1 = —
* Mo (Qng1 — QN+1/2) 7°12\f+1

y tomamos la siguiente ecuacién para la luminosidad despreciando la conveccidn,

1670 Mo K N1 2
Byt = = Ths Th - (@Nn+1 = QNgap) —/———575 + =
3Lg N+1 AN41/2 4 +1/2 ( 13v TN)1/2 3

Conviene notar que la generacién de energia nuclear y la conveccién estén incluidas
de forma explicita en el esquema.

Si expresamos con el indice j el nimero de ecuacién (de 1 a 5) y con el indice i (de
3 a N) el nimero de intercapa resulta el siguiente sistema de ecuaciones algebraico:

C] (113/27 Z3/27 uy, Bo, Ry, I/1/75/27 ZS/27 R3)

GJ" (Bi-1, Ri-1, W, -1/2s Zz—l/2> ui, B;, R, VVH—l/Qa i+1/25 Riy1) =0

1

ST (BN, BN, Wigijos Zny1/2s Un+1, Byst, Bagr)

donde C indica las ecuaciones de la capa central, G las de una capa general intermedia
y S las ecuaciones de la superficie. Resultan cinco ecuaciones para la capa central con
ocho incégnitas; 5 x (N — 2) ecuaciones para la zona intermedia de la estrella con 5
x (N — 2) incdgnitas y cinco ecuaciones para la capa superficial con 2 incdgnitas. Es
decir, un sistema de 5N ecuaciones acoplado con 5N incégnitas.
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RESOLUCION DEL SISTEMA?

En primer lugar hemos de linealizarlo para lo que hemos utilizado el método de
Newton-Raphson. Este método -—como es conocido— proporciona a partir de una
solucién aproximada del sistema de ecuaciones la solucién correcta. Esto se consigue
linealizando el sistema de ecuaciones que queda transformado. Las incognitas del nuevo
sistema no son las variables —que ya conocemos en primera aproximacién— sino las
correcciones a las variables. Resolviendo las ecuaciones hallamos las correcciones y las
sumamos a los valores aproximados. Procediendo iterativamente se puede conseguir la
precisiéon deseada.

En un calculo de evolucién estelar, deseamos seguir la variacidn con el tiempo de los
parametros fisicos de la estrella. Si suponemos que conocemos estos pardmetros en dos
instantes anteriores "1 y ¢t*, podemos realizar una extrapolacién lineal de estos valores
en el instante ¢, con un paso de tiempo At = t — t". Esta extrapolacién lineal serd la
solucién aproximada del sistema de ecuaciones en el instante ¢, que iremos corrigiendo
posteriormente. La eleccién del paso de tiempo adecuado es un proceso delicado y
requiere una subrutina especifica del programa. Pasos de tiempo excesivamente grandes
o pequetios pueden implicar que la solucidn aproximada inicial esté muy lejos de la real
y el método Newton-Rawson no converja. Por otro lado si los pasos de tiempo son
excesivamente pequefios —aunque el sistema converja— el tiempo de célculo necesario
para seguir un modelo evolutivo aumenta enormemente.

Nuestro nuevo sistema de ecuaciones es el siguiente

0?/{2/2 OWay + aazi; 0% + % duz + gg 0B; + g—i ORs +
0?‘2/2 Wea + OZ(Z/Q O%p2 ifc; oy = -’ I
ai?Gjl 0B:-s + 8?2?31 Oftiy % Wicapp + aZGi/ 0%an * (ZGj Oui +
. aG! ORiv1 = — G j =15 i =3N

DRt
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957 9Rn + Wns1ss + OZns1/2 +
9By TBn N T G O NI T Gy, N
5i PX% o5
+ 0 + 0B + OR = -5/ = 1,5
Duna UN+1 9Bn+ N+1 DRn1 N+1 J

METODO DE HENYEY

El sistema que hemos obtenido presenta un grave problema relacionado con la
magnitud dela matriz. Tipicamente, se divide la estrella en 100 capas, con lo que resulta
una matriz de 500 ecuaciones con los evidentes problemas de cdlculo que supone resolver
esta matriz repetidamente (una vez para cada iteracion). Henyey et al.®* idearon un
método que permite superar este problema teniendo en cuenta que muchos elementos
de esta matriz son cero. Esto es debido a que estd formada a base de bloques de
cinco ecuaciones que corresponden a cada punto de la red espacial. Estos puntos sélo
estan conectados fisicamente con los puntos vecinos a través de las ecuaciones —en las
derivadas espaciales— y no lo estdn con el resto de los puntos de la red espacial.

La esencia del método consiste en resolver cada uno de los bioques independien-
temente de forma paramétrica, siendo los pardmetros incégnitas del siguiente bloque.
Para el primer bloque tenemos:

OWsy = A1z OWsy + Bia 8Zsj, + Cuiz ORs + Dig
0Zsjy = Az OWsjy + Bay 0Zsjs + Cn ORs + Doy
Oug = Az OWsjy + Bag 0Zs;y + Cs2 OBz + Dap
OBy = Ay OWsp9 + Bz 0Zs5) + Cy2 03 + Dy
ORy = Asy OWsjy + DBsz 0Zs)5 + Cs2 O3 + Dsy

Calculamos los valores de las constantes A;q, Bio, Cia, Diy v se almacenan. De
72> 4952, 52, 4
igual modo se resuelven los siguientes bloques,

OWiyyp = A1 OWigayy + B 0Ziyypp + Cui 0 + Du

0Zi_vj = A2 OWipyyy + B2 0Zippp + Co OR: + Dy
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Oui = Az OWipypy + Bsi 0Z;411)2 + Cs OR; + Dy
(?Bi = A;;i (EN'VH_l/g + B4i OZ,-H/Q + C4i ORZ + D4i

ORi = Asi OWip1y2 + Bsi 0Z;41p0+ + Csi OR; + Ds;

y guardamos las constantes Aj;, Bj;, Cji, Dj;i*".
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Figura 1. Evolucién de la densidad y temperatura (a partir de 4.107K) de la capa en
que se origina la explosién termonuclear.
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Por iltimo en la capa de la superficie puedo obtener 0Wy1/3, 0Zn 412, dunt1/2,
OBN41/2, ORny1. Con estos valores y las ecuaciones de recurrencia podemos calcular
las correcciones en todas las capas. Sumando estas correcciones a los valores de nuestro
modelo aproximado tenemos los valores corregidos. Con este algoritmo conseguimos
reducir los elementos de la matriz con los que operamos de (5N)? aproximadamente a
50N.
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Figura 2. Velocidad y radio de la superficie de la estrella en las primeras fases de la
explosién de una nova. Puede compararse con la Figura 3 para observar la
relacién entre el aumento de temperatura y la expansién de la estrella

La potencia del esquema de calculo que hemos descrito —y del programa de
ordenador— estriba en que no necesita cambiar sustancialmente para poder aplicarse
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al estudio de fases muy distintas de la estrella. Loégicamente, las ecuaciones
hidrodindmicas son véalidas en todas las situaciones, y, lo que cambia, son las condiciones
termodindmicas de la estrella. Esto afecta al programa sélo en las subrutinas que
calculan las ecuaciones constitutivas: ecuacién de estado, generacion de energia nuclear,
opacidad, etc., mientras que la estructura principal del programa (y del esquema
de célculo) permanece inalterada. En la siguiente seccién presentamos graficamente
algunos de los resultados obtenidos a partir del programa FORTRAN que se ha
construido desarrollando el modelo anterior y aplicado a la explosién de una nova.
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Figura 3. Variacién de las abundancias de algunos elementos quimicos que componen
la envoltura de la nova en funcién de la temperatura.
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APLICACION A UNA EXPLOSION DE NOVA

Una nova es una estrella enana blanca (radio similar al de la tierra y masa similar al
sol), compuesta —en principio— de carbono y oxigeno que ha acumulado una pequefia
cantidad de hidrégeno en su superficie procedente de otra estrella con la que forma un
sistema binario. Este hidrégeno se halla a unas densidades = 103 — 10* g/em?® y unas
temperaturas ~ 107K. »

En esta situacién se inician las reacciones termonucleares de fusién del hidrége-
no. Si el material estd suficientemente degenerado es insensible (momentdneamen-
te) al aumento de températura —no se dilata al calentarse—. Se produce asi una
autoalimentacion del proceso de calentamiento. Por una parte, las reacciones nucleares
liberan energia aumentando la temperatura lo que provoca que las reacciones nucleares
se efectien a mayor velocidad. Esto produce una generacién de energia mayor y calienta
el gas todavia mds de manera que el proceso crece sin control (thermal runaway). El
suceso culmina en un brote explosivo (Figura 1) que expulsa materia de la estrella® ™,
El aumento de temperatura produce una expansién inicial de la estrella (Figura 2)
que se visualiza por el aumento rédpido del radio estelar con velocidades de km/s.
La composicién quimica de la envoltura varia a lo largo del proceso. Los cambios
mds drasticos se originan en la capa de combustién cuando la temperatura supera los
103K (Figura 3) pues el hidrégeno se consume a través de un ciclo CNO en el que las
reacciones no se hallan en equilibrio. En estas condiciones se producen gran cantidad
de nicleos radiactivos como >N, 140, 1°0, 1 F | etc. que se incorporan al resto de la
envoltura por la mezcla del material debida a la conveccién y son los que posteriormente
originaran la expulsién de materia de la estrella.

Para estudiar este proceso se utilizan las siguientes subrutinas®!': Una red de
reacciones nucleares’ que permita calcular la generacién de energia producida en la
fusién del hidrégeno a través de las cadenas P-P y del ciclo CNO y la variacién de las
abundancias quimicas que se origina en este proceso. Unas tablas de opacidades®, una
ecuacién de estado'® que proporcione la presién y energfa de un gas arbitrariamente
degenerado compuesto por electrones, iones y radiacién y una subrutina que calcule la
luminosidad originada por la conveccidén''. Jgualmente se necesita un modelo inicial
preciso'l.
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