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RESUMEN 

En este trabajo se aborda la resolución del problema no lineal de posición de equilibrio 
estático y de otros problemas de posición en sistemas mecánicos multicuerpo complejos, que 
incluyen elementos rígidos y elásticos. En el estudio se utiliza una función de error sencilla, 
que se basa en la función potencial e incluye en el análisis a los elementos rígidos por medio 
de restricciones 110 lineales. Se presenta la aplicación de los Multiplicadores de Lagrange, 
Funciones de Penalización, Rigideces Ponderadas y de diferentes versiones del método de los 
Multiplicadores Aumentados o método Primal-Dual. 
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SOLUTION OF THE NONLINEAR EQUILIBRIUM P O S I T I ~ N  PROBLEM 
IN MULTIBODY SYSTEMS 1 

SUMMARY I 

This paper presents different approaches for the solution of non-linelai equilibrium problems 
in multibody systems. These systems cal1 include rigid and elastic el ments. The ideas here 
presented are also able to deal with other position pioblems, for insta t ce those which appear 
in the kinematic analysis of liiikages. The error function used is very siqple and is based in the 
potential of the system. The rigid elements are considered through non-linear constraints. 
Different appioaches are described: Lagrange Multipliers, Penalty Functions, Primal-Dual 
methods and Weighted Stiffnesses. 
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El diseño de inecanismos, que son un caso particular de sistemas multicuerpo 
en los que existe la posibilidad de inovimiento relativo de sólido rígido entre sus 
elementos, comienza por la síntesis estructural, es decir, por la selección de la cadena 
cinemática que se considera más idónea para una aplicación dada; continúa por la 
síntesis dimensional, que t ra ta  de obtener las diinensiones óptimas de los elementos 
para verificar las coiidicioizes cineináticas buscadas1-7 y posteriormente se procede al 
análisis cinemático y diizáinico eii su caso. En el análisis ciizemático se pueden distinguir 
a su vez dos grandes grupos de problenzas a resolver, de un lado los lineales: velocidades, 
aceleraciones, sobreaceleraciones y de otro los no lineales: fundamentalmente los 
problemas de posición. A su vez estos últimos pueden ser de posición inicial, posiciones 
sucesivas, posición deformada y posicióiz de equilibrio estático, así como los problemas 
directo e inverso en el caso de inecanismos de cadena abierta o mixta1-'. Excepto 
el de posiciones sucesivas, todos los restantes son también planteables para sistemas 
multicuerpo sin movimientos de sólido rígido (es decir, que no sean mecanismos). 

El problema de posición inicial consiste en la determiliación de las posiciones de 
los eleinentos de un inecarzismo o de un sisteina inulticuerpo cualquiera, cuando se 
conocen las dinzensiories de todos sus elementos, la posición de los puntos relacionados 
con el soporte y las posiciones de los elen~eiztos de entrada en el caso de tratarse de 
mecaizisinos. Por su parte, el de posiciones sucesivas t ra ta  de obtener las posiciones 
de un inecanisino para una secuencia dada cle variación de los paráinetros de entrada. 
El de posicióiz deformada consiste en obtener la posición de equilibrio de los eleinentos 
de un sisteina cuando a éste se le obliga a ocupar posiciones fuera de su posición (o 
posiciones) de sólido rígido. Este problema tiene interés por ejemplo en la síntesis 
de mecanismos, tal y como se describe en las  referencia^^-^. Finalmente, el problema 
de posición de equilibrio estático, al cual se dedica fundanzeiitalmente este trabajo, 
se ocupa de obtener la posición de equilibrio de un sisteina conzpuesto por eleinentos 
indeforinables y por resortes elásticos, cuando sobre él actúa un sistema de fuerzas 
exteriores que produce grandes desplazamientos. 

El Método de los Elementos Finitos Iza demostrado ser una herramienta capaz 
y v ersátil para estudiar muy diversos problemas en sistemas inecánicos, incluidos 
inecanismos y sistemas multicuerpo cle cualquier tipo. Sin embargo, hoy día la mayoría 
de las aplicaciones clel Método de los Elementos Finitos se realizan en el campo del 
análisis resistente de sólido deformable, estático y dinámico, en régiineiz lineal y no lineal 
de piezas o compoizentes aislados. Frecuentemente, esos análisis resistentes se aplican 
a eleinentos o coinpoizeiztes de iz~ecaizisinos cuyo análisis cinemático y dinámico se 
han rea1izado"previameizte mediante otros métodos. No obstante, se pueden encontrar 
también algunas referencias bibliográficas sobre la aplicación de los conceptos de 
elementos finitos al análisis de mecanisnzos, comenzando por la década de los 70, como 
por ejemplo las de 9~'0 o la de este inisino trabajo. En los años siguientes han continuado 
realizándose algunas aportaciones, algunas de las cuales guardan una estrecha relación 
con los métodos presentados en este trabajo6-' y otras con diferentes enfoques coino 
por ejemplo las del1-14. 

El procedimiento que se va a utilizar para inodelizar los inecanismos es básicamente 



el mismo que se describe en las  referencia^^^^^' y que se basa e$ construir un sencillo 
modelo de elemeiitos finitos de tipo barra biarticulada u otro distintos en su caso. S Por tanto, los desarrollos matemáticos subsiguientes se apoy n básicamente en las ", propiedades de la matriz de rigidez. Las restricciones cinemáticas correspondientes 
a los pares cinemáticos, distintos del de revolución, se obtiene4 como condiciones de 
ligadura entre varios nudos y se introducen en las matrices del sistbina. Las referencias6~' 
describen detalladamente estos aspectos para mecanismos de cadena cerrada, en la7 se 
hace adeinás un estudio especial del caso de los de cadena a b i r t a  y mixta. Cuando e el sistema mecánico incluya además resortes entre sus nudos, éstos simplemente se 
consideran coino unos elementos más: barra de rigidez dada ende dos nudos en el caso 
de los de tracción-compresión, o uiia rigidez finita concentracla en un nudo en el caso 
de los de torsión. Estos elementos resofte pueden ser además de rigidez constante o 
variable, es decir, ser de tipo elástico lineal o no lineal. I 

En el caso particular de los mecanismos de cadena abierta0 mixta, y en general 
en los que tienen varios grados de libertad de sólido rígido, de suele liacer además 
referencia a los probleiiias de posición denominados como F e c t o  e inverso. El 
directo es simplemente el mismo problema de posición inicial antes descrito, o el 
de posiciones sucesivas si se trata de una secuencia de modimientos. El inverso 
trata de obtener los valores de los parárnetros de entrada para posiciones dadas 
de detarminados puntos o elementos del ~necai i ismo'~~~.  También algunos de los 
problemas que se tratan de resolver en las estructuras adaptativas celulares de 
geometría variable (Variable Geoinetry Truss o VGT)16-20 sdn abordables con los 
conceptos aquí expuestos. De hecho, y desde un punto de vista de la Teoría de 
Mecanismos y Máquinas, esas estructuras son mecanismos de cadena abierta de muy 
alta redundancia cinemática. Algunos de los accionamiento~ tienen como misión 
producir los movimientos de sólido rígido del sistema, como se describe por ejemplo en 
las referen~iasl '-~~. Pueden existir además otros accionamientds que se utilizan para 
producir pequeños movimientos de ajuste a fin de coinpensar dLforrnaciones estáticas 
o diiiámicas durante su f u n c i o n a r n i e n t ~ ~ ~ - ~ ~ .  I 

Para la resolución de los problemas de posición, incluido ei; de equilibiro estático 
y el de posición deforinacla, utilizaremos una función objetivo y~, basada en la función 
potencial del sistema mecánico, de modo análogo a lo que se haceen las referencias2-'.l4 

siendo r el iiúinero de eleiiientos elásticos, di la longitud del elemeiito elástico i en 
una iteración ciialquiera, correspondiente al vector de coordenbas iiodales {r}, Di 
la longlitud iioininal (sin deformar) de dicho elemento y si sb rigidez (en principio 
supuesta constante); el vector {F} contiene los valores de las f erzas aplicadas en los 4 nudos. Pero dado que estos sistemas mecánicos pueden estar compuestos por elementos 



rígidos y elásticos, como en el caso de la Figura 1, se debe exigir al mismo tiempo que 
la loiigitud de los rígidos no varíe, utilizando para ello ecuaciones de restricción de la 
forma 

siendo b el número de elementos rígidos, li la longitud de la barra i en una iteración 
cualquiera, correspondiente al vector de coordenadas nodales {x) y L; su longitud sin 
deformar. 

Esta función se puede utilizar para todos los problemas de posición, sin más que 
modificar el significado de las variables y eliminar algún término en su caso. Por 
ejemplo, en los problemas de posición inicial y sucesivas no existe el segundo término, 
dependiente del vector de fuerzas, ni tampoco las restricciones (2). La solución, o 
soluciones, se alcanzan cuando cp se hace cero (deformación nula de todos los elementos) 
y utilizando el método como el de Newton-Raphson se llega a la convergencia en unas 
pocas iteraciones, aun cuando la posición de partida esté muy alejada de una solución, 
tal y como se describe detalladamente en las referencias7>l4. En el problema de posición 
deformada tampoco existen las restricciones de (2) y casi siempre tampoco el término 
dependiente del vector de fuerzas, pero ahora el mínimo de cp ya no está en cero, por 
lo que el método de búsqueda de mínimos presenta mayores dificultades que en el caso 
a n t e ~ i o r ~ - ~ .  

Figura 1. Sistema mecánico compuesto por 8 elementos rígidos y 2 resortes elásticos. 
Modelo coi1 11 barras, 9 nudos y 18 grados de libertad 

Seguidamente se van a presentar diferentes procedimientos de minimización de la 
función de error (1) sometida a las restricciones de (2). 



MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 

Éste es un método clásico de resolución de este tipo de prob emas2~25~26. Se basa en i la formación de una función objetivo ampliada L ,  suma de la función objetivo primitiva 
( 1 )  más el producto de cada una de las restricciones por unas nueJas variables auxiliares, 
que son los multiplicadores se Lagraiige A; .  l 

L ( { x ) ,  { A ) )  = $ S i ( d i ( { x } )  - - { F } ~ { x }  + i i ( l i ( { X ) )  - L i )  (3)  
i=l  i=l  I 

1 

Se demuestra que la posición solución (2) debe verificar ~ 
~ 

donde 

Sea el vector { h ) i  descrito en las  referencia^^-^ 

- COS tli 

sin O; 

siendo 8; el ángulo de posición del elemento barra i, supongamos por ejemplo entre los 
nudos l ( x l l ,  x z i )  y 2 ( x 2 1 ,  x 2 2 ) ,  cuya longitud es 1; ~ 

tos 6; = ( X l 2  - x l l ) / l ;  

sin tli = ( ~ 2 ~  - x Z l ) / l i  

li = [ (x22  - ~ 2 1 ) ~  + ( 2 1 2  - 2 1 1 )  
l 

en las referencias6p7 se demuestra que ~ 
siendo { h } ;  el vector { h } i  expandido a la dimensión del modelo completo. Algo análogo 
sucede para d i .  En consecuencia 



Si n es el número de nudos del modelo, (9) representa un sistema de 212 ecuaciones 
recogidas en el vector ( 2 )  solución, más los b multiplicadores de Lagrange, incluidos en 
{A); se necesitan por tanto las b ecuaciones de restricción adicionales descritas en (4) 
para que el sistema sea resoluble 

ac({x},{x> { .{xi '1) = {O} 
{c({.>>} 

siendo 

El sistema de ecuaciones (10) es no lineal y para resolverlo se empleará el método 
de N e w t o i i - R a p l i s ~ n ~ ~ ~ ~ ~ .  Sea 

entonces se verifica 

y además 

con lo que el sistema de ecuaciones no lineales (10) se aproxima en cada iteración k por 
el sistema lineal siguiente 

Desarrollando la inatriz del sistema anterior 

Bis) 1 
A partir de (8) se deduce que 



y como los térininos c; no dependen de {A)  

Derivando la ecuación (9) se obtiene fácilmente 

Es decir, la matriz [A] de (16) es siinétrica ! 
1 
! 

a partir también de (8) se obtiene ! 

que operando resulta : 

denominando [ g ] ;  a la matriz geométrica del elemento i, que les coincidente con la 
matrix de rigidez [k ] ;  si ese elemento tuviera rigidez y denominando [ g ] ;  a 
la expansión a la dimeilsión del modelo completo, se puede comlrobar que4-7 

{ l z ) ; { I z ) T  = [ g ] ;  

Por otro lado, si se deriva dos veces la longitud d ;  respect 
cuenta (7) se obtiene 

(23) 
de { x )  teniendo en 

sin2 O; - cos O; sin O; - sin2 O; -cos O; sin O; 
d2 d; - COS O; sin O; cos2 O; COS O; sin O; - cos2 O; 1 - sin2 O; COS O; sin O; sin2 O; - 

COS O; sin O; - cos2 O; - cos O; sin O; 

- - 
cos O; sin O; 
+ cos2 O; Exp 



siendo [t] una matriz c ~ m p l e m e n t a r i a ~ ~ ~ ~ ~ ,  cuya expresión es 

Por lo tanto, la matriz hessiana de (21) quedará de la forma 

y agrupando términos se obtiene 

En definitiva, si se calculan los valores de las matrices (27) y (16), es decir, de 
la matriz de (19) y los vectores (8) y (10)) para una iteración k se podrá resolver el 
sistema de ecuaciones lineales (14) y obtener así el valor de 

con lo que se tiene el valor de {y) para la siguiente iteración. 

En este otro enfoque, también clásico en el campo de la optimización con 
restricciones, se define una función objetivo de la forma 

es decir 

b 
donde el valor positivo rp se denomina factor de penalización y c ? ( { x ) )  es el término 

i=l 
de penalización. A partir de este momento se procederá a la minimización de PQ 
tratándola como a una función sin restricciones. En cuanto al término r,, se considera 



como una constante en cada iteración y se actualiza su valor pard la siguiente iteración 
en la forma l 

siendo y una constante positiva. La elección de un valor acertado para rP(,) (valor 
inicial del factor de penalización) resulta muy importante park la convergencia del 
método. Para obtener el mínimo de PQ mediante el método de Newton se parte de la 
aproximación cuadrática de la función l 

donde {VPQ}k es el gradiente evaluado en { z ) k ,  [H]k la matriz f e  derivadas segundas 
en el mismo punto y { S ) r ,  el vector de desplazamientos nodales ~ 

Derivando respecto de { z )  e igualando al vector nulo, se obtiene el mínimo de PQ, 
que es una aproximación al inínimo de PQ ~ 

Resolviendo el sistema de ecuaciones (34) se obtiene el valo: del vector { 6 } k  y así 
la posición correspondiente a la siguiente iteración se obtendrá de (33). Por lo tanto, 
en primer lugar se calcula el vector gradiente , 

que de manera análoga a lo desarrollado en el apartado anterior queda de la forma 
l 

Y derivando nuevamente respecto de {x} se calculará la matriz de derivadas segundas 
! 
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que siguiendo los mismos pasos del apartado anterior resulta 

Con los valores obteiiidos de las expresiones anteriores puede resolverse el sistema 
lineal, en el que la matriz del sistema [H] es simétrica. 

El principal probleina de coiivergeizcia que presenta este método es el siguiente: 
a medida que { x ) ~  se aproxiina al punto solución y al aumentar el valor de I-,, la 
matriz hessiana de PQ, [H] tiende a estar mal condicionada debido a que presenta una 
pendiente muy elevada en la zona cercana al mínimo buscado, cuando el valor de r ,  sea 
alto. Consecueiitenie~ite, pequeiios iiicreineiitos en las componentes de {x) supondrán 
grandes cambios en el valor de la fuiicióii objetivo, dando lugar a uiia situación de 
inestabilidad. 

Es simplemente uiia sencilla variante del método expuesto en el apartaclo anterior 
y consiste en elegir un valor inicial suficientemente elevado para I-,(,), pero que aliora 
va a permanecer constante durante todas las iteraciones (y = 1). Su interpretación 
física es la de atribuir una elevada rigidez a las barras rígidas, inucho inayor que la 
correspondiente a la de los elementos elásticos. A fin de evitar problemas de mal 
coiidicioiiamie~ito de las matrices, así como de obtener una precisión aceptable (ya que 
ahora se permite a los eleinentos rígidos uiia pequeiia deformación) se recomienda tomar 
valores del siguiente orden 

Todos los elementos son así tratados como deforinables, no sienclo necesario en 
principio introducir iiiiiguiia restricción del tipo de las de (2). Eii cste caso la 
matriz de derivadas segundas de (38) se convierte en una matriz de rigidez del 
sistema mecánico [ I í ] ,  en la que unos eleinentos (los teóricamente rígidos) tienen 
uiia rigidez comparativameiite muy elevada respecto de otros (los resortes), más una 
matriz complementaria debida a la no liilealidad6j7. Esto mismo sucede cuando se 
plantea la resolucióii de los problemas de posición inicial, directa, posicioiies sucesivas 
y deformada. 

En el caso del probleina no lineal de equilibrio estático, la iniiiimizacióii de 
la función (1) con los valores de las correspoiidieiites rigideces cle los eleinentos 
deforinables y de los valores de (39) para los rígidos, coiiducirá así directamente a una 
solución "aproxiinada". Este es un procedimiento inuy sencillo, que el1 la práctica lia 
demostraclo unas buenas características de convergencia con un esfuerzo computacional 
coinparativainente reducido. 



MÉTODOS PARA RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA NO L I N ~ A L  

Estos inétodos se basan eii la forinación de la función lagraigiana aumentada 

que se obtiene aiiipliaiido la fuiición lagraiigiana clásica con el t é  mino de penalización; f ésta será la iiueva fuiicióii objetivo a iniiiiinizar, ahora ya como u a fi~iicióil objetivo sin 
restriccioiles. Estos métodos tienen como finalidad el tratar de f reducir los problemas 
que aparecen debidos al mal coiidicioiiamiento habitual de los +étodos basados en la 
funcióii de peiialización. Para ello se fija un valor límite máximlo de r,, que iio podrá 
ser superado. Para utilizar ahora el método de N e w t o n - ~ a ~ h s o n  en la minimización de 
LA es preciso encontrar los valores del gradiente y del hessiano de dicha función. De 
forma análoga a lo desarrollado eii apartados anteriores se dedube que 

y también 1 

Estas expresioiles se emplearán para resolver en cada iteración el sistema de 
ecuaciones lineales l 

hasta alcanzar la convergencia, segúii los criterios que se indicarkn posteriormente. 
Los distintos métodos existentes basados en la lagra giana aumentada se n diferenciaii básicameiite eii la forma de obtener las nuevas estimaciones de los 

multiplicadores. El papel llevado a cabo por éstas es eseiici 1 ya que la serie de 
estimaciones de los multiplicadores debe converger a su valor li} correspondiente al 
óptimo de coordenadas nodales buscando {i), para que dicho óqtiino sea alcaiizado en 
la miiiimizacióii de LA. Además, puede demostrarse que el ratio de convergencia hacia 
( 2 )  de las iteraciones { x } ~  nunca podrá ser superior que el de las estimaciones 
hacia {X}. Por ello, auiique se emplee para minimizar LA como finción sin restricciones 
el método de Newton, que es una técnica cuadráticamente conver ente, el procedimiento 'r únicamente convergerá cudráticamente si se empleaii técnicas cuadráticas de estimación 
de los multiplicadores. A contiiiuación se describirán tres formas posibles de obtener 
estimaciones de los inultiplicadores de Lagrange, que constit yyeii los tres inétodos 
priiicipales basados eii la lagrangiaiia aumentada. l 



Estimación directa 

El primer procedimiento es la estimación directa, muy sencilla de demostrar y de 
aplicar; esta forma de estimar los multiplicadores es la más simple, pero a la vez es la 
que mayores limitaciones tiene. Se empleaba en las versiones iniciales de los métodos 
de la lagrangiana aumentadaz6 y consiste en aplicar para cada iteración 

En los ejemplos realizados se ha comprobado que presenta frecuentes problemas 
de convergencia, por lo que no es recomendable su uso más que en el caso de sistemas 
mecánicos sencillos. Las técnicas lineales y cuadráticas, que se describen a continuación, 
no presentan esos inconvenientes, y por ello son mucho más útiles en la práctica. 

Estimación lineal de los multiplicadores de Lagrange 

Si por simplicidad de nomeiiclatura se denomina 

y definiendo [Gc] como matriz de gradientes de las restricciones 

se podrá expresar la relación que han de verificar los multiplicadores de Lagrange para 
la posición solución {i) como 

Esta relación sugiere que una buena estimación del valor solución {A), será el vector 
{A)  que resuelva el siguiente problema de mínimos cuadrados 

donde IIIGc]k{A) + {Vy~)~ l l i  representa la norma euclídea al cuadrado del vector 
[Gc]k{A) + { V V ) ~ .  

Para obtener el valor de {A)  que minimice dicha norma euclídea al cuadrado, 
es decir, que resuelva el problema de mínimos cuadrados, se seguirá el proceso que 
se indica a continuación. Los [GcIk y {y)k, que servirán como base para calcular 
la nueva estimación { A l I ,  se evaluarán para la posición { x ) ~  recién obtenida tras 
minimizar LA ({x), {A)  k-1, T ~ ( ~ - ~ ) ) .  LOS resultados de las derivadas necesarias ya han 
sido previamente obtenidos en apartados anteriores 

r 

{V.} = si(di - ni){h)i - {F) 
i=l 



Por simplicidad de notación, en toda la descripción siguiente del método de 
resolución del problema de mínimos cuadrados, se empleará la nomenclatura 

Con los que (48) será equivalente a 

minimizar 

{ A >  
II[Gl{A) + {slll; (51) 

Si se multiplica una matriz ortogonal por un vector, la longitud euclídea de dicho 
vector no varía (es equivalente a una rotación del vector alrededor de un cierto eje). 
Por lo tanto, dada una matriz ortogonal [Q] se verifica 

II[GI{A) + {r1)112 = IIlQI(lGI{~) + {9)112 = II[QI[GI{A) + lQl{g>112 (52) 

Se buscará una matriz [Q] que transforme [G] de la siguiente manera 

siendo [R] una matriz triangular superior, n el número de nudos y b el de barras rígidas. 
En consecuencia 

Y por lo tanto, el valor de {A) que minimice el residuo (54) se podrá obtener como 
solución del sistema de b ecuaciones lineales 

[ R I P )  = -{41) (55) 

en el que, como [R] es ya triangular superior, resultando prácticamente inmediato hallar 
{A). La matriz ortogonal [Q] es el resultado del producto de b matrices ortogonales 

premultiplicando a la matriz [G] y al vector {g} primero pdr [Hi], seguidamente 
a la matriz y al vector resultantes se les volverá a premulti$licar por [H2], y así 
sucesivamente hasta llegar a [Hb] 

[Hbl [H2] [HI] [G] = 



Cada matriz ortogonal [N;] es una matriz de transformación de Houselzolder y se 
expresa como 

donde [1] es la matriz unidad y ,Oi se define como 

siendo { u ; )  

un vector que se definirá a continuación para cada transformación. 
Sea a j k  el elem.ento de la fila j y coluiniza C de la matriz [G] inicial o la obtenida 

después de una serie de transformacioiies de Householder (preinultiplicacioizes de las 
matrices [H;] correspondientes por [G]) .  Se definen 

{u11 

siendo a l l ,  a21, . . . , aan,1 elenzeiztos pertenecientes a la matriz [G] inicial, sig ( ~ 1 ~ ~ )  el 
signo del elemento all y Irl[ el valor absoluto de 1.1 



donde a22, ~ 3 2 , .  . . , ~ 2 ~ ~ 2  son elementos pertenecientes a la matriz resultante de la 
primera transformación de Houseliolder ([Hl][G]), sig (a22) es e l  signo del elemento 
a22 y Iral el valor absoluto de r2 ~ 

e y así sucesivainente hasta llegar a {wb) 1 I 

en la que aba, aa+l,a,. . . , azn,2 son elementos pertenecientes a la matriz resultante de 
( b  - 1) transforinacioiies de Householder ([Hb-l][Hb-2] . . . [Hi][Q]), sig (abb) es el signo 
del elemento abb y Irb[ el valor absoluto de rb 

En general, para la transforinación i cualquiera ¡ 

El resultado de cada transformación i sobre la matriz [G] sed6 la aparición de ceros 
por debajo del eleineiito de la diagoiial principal en la columna i .  Por eso, la matriz [R] 
obtenida finalmente es triangular superior. , , 

Estimación cuadrática de los multiplicadores de ~ a ~ r a n k e  
l 

Se supondrá que la Última aproximación recién calculada de l a  posición solución es 
{a}k. Si se desarrollan {Vp) y [Gc] alrededor de la posición {z~}k-i 
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siendo 

{i} = { i }  - {x},-1 J 
Despreciando términos de segundo orden 

Tomando las mejores aproximaciones de (5) y {i) calculadas hasta el momento 

{S) Ñ = {x), - {.z')&~ 

{i> 73 {A>,-, 1 (71) 

Teniendo en cuenta la ecuación (70) y siguiendo un razonamiento paralelo al del 
apartado anterior, se calcula la nueva estimación {A), del valor solución {d) buscado 
como el vector (7) que resuelve el siguiente problema de mínimos cuadrados 

! ! 
b 2 minimizar 

(7) 2 

Es decir, una vez resuelto (72) se asignará 

Para resolver el problema de mínimos cuadrados se procederá como se explicó en el 
apartado anterior. Recordando la izomenclatura utilizada entonces, los nuevos valores 
de [G] y {g) serán 

Las expresiones que aparecen en (74) han sido ya desarrolladas en las páginas 
anteriores. 



Aunque este método, por ser cuadrático, podría esperaise que converja más 
rápidamente que el anterior, sin embargo se ha observado en 10s ejemplos realizados 
que la efectividad de ambos es similar. Ello es debido a que, para realizar la estimación 
cuadrática de los inultiplicadores, en el cálculo del gradieilte y del hessiano de la función 
potencial no se puede partir de la posición solución recién calculada y hay que partir 
de la posición solucióil de la iteración anterior (como ya se ha indicado en el desarrollo 
del método). 

A continuación se definen los criterios de convergencia que se pueden utilizar para 
determinar que se ha alcaiizado una posición solución y finalizar el proceso iterativo. 
El primero de ellos se basa eii que la variacióil, en valor absoluto,de los inultiplicadores 
de Lagrange en iteraciones sucesivas deberá ser menor que un valor suficientemente 
pequeño €1 

Otro criterio se apoya en la suma de los cuadrados de l a s  deformaciones de las 
barras rígidas, que deberá ser menor de un cierto valor suficientemente pequeño €2 

Por otra parte, también la diferencia, en valor absoluto, dh la función potencial 
evaluada en dos iteracioiies sucesivas deberá ser menor que un cierto valor €3 

Para el método de los inultiplicadores de Lagrange y los métodos basados en la 
lagrangiana aumentada se deberán verifcar los tres criterios anteriores simultáneamente. 
Para el método de la función de penalización cuadrática y el mbtodo de las rigideces 
elevadas de las barras sólo se podrán aplicar los dos últiinos criteqios, ya que el primero 
hace referencia a los inultiplicadores de Lagrange, que no aparecn en dichos métodos. 

Además, es recomendable verificar que los criterios de con 1 ergencia se cumplen 
sucesivamente durante, por ejemplo, tres o cuatro iteraciones seguidas, antes de dar 
por finalizado el proceso de optimización. Ello evitará que se kdinita como solución 
una posición que no lo sea, pero en la que, por casualidad, se verifique en ellas una 
variación mínima de los multiplicadores y del potencial, así como una deformación 
pequeña de las barras rígidas. 



EJEMPLOS 

Para comprobar el coinportaiiiiento de los diferentes enfoques descritos en este 
trabajo se han utilizado diez modelos diferentes, que van clesde uno muy sencillo, con 
taii sólo dos elementos (uno elástico y uno rígido) liasta los más coinplejos, con decenas 
de elementos barra y elásticos. En cada uno se han probado varias liipótesis de carga 
a su vez, y el núinero total de análisis realizados, y clasificado para su comparación, 
se acerca a los ciento cincuenta. Como resumen se puede decir que el método del 
factor de peiializacióii presenta unas características de convergeiicia inuy diferentes, no 
convergiendo a una solució~i en la mayoría de las ocasioiies. Algo lnejor se comporta 
el ALM básico, pero en general también presenta serios problenlas cle convergencia. 
Los mejores resultados se lian obtenido con los inultiplicadores de Lagrange, rigideces 
ponderadas y ALM lineal y cuadrático (estos dos muy similares en la práctica). 

Por ejemplo, en la Figura 2 se presentan los resultados obtenidos con los 
Multiplicadores de Lagrange para un sistema con 29 elementos rígidos y 9 resortes 
sometido al sistema de fuerzas que allí se representa. En tan sólo 7 iteraciones se 
alcanza la convergencia. Si se utiliza el método de las rigideces ponderadas, se obtiene 
la convergencia en 11 iteraciones. Dado que este último método es nluy sencillo, y 
pese a requerir algunas iteraciones inás que el antes comentado y dar taii sólo una 
solución "aproxiiilada", el esfuerzo co~i~putacional se reduce aproximaclainente en un 
40 % respecto del de los Multiplicadores de Lagrange y en 60 % de los ALM. 

Figura 2. Sistema eii su posicióii inicial e iteracioiies y posicióii de equilibrio obtenidas 
mediante los Multiplicadores de Lagrange 

Finalmente, en la Figura 3 se representa otro sistema mecánico junto con las 
iteraciones correspondientes utilizando ALM lineal y cuadrático. Estas iteraciones son 
diferentes, pero el esfuerzo computacional necesario es muy similar en ambos casos. 
Se puede afirmar, en tériiiinos generales que, para desplazamientos moderadamente 
grandes, los Multiplicadores necesitan un esfuerzo coniputacional menor, con un núinero 
de iteraciones también inenor, que las técnicas de ALM. Sin embargo, en algunos de 
los modelos más complejos, en los que se han utilizado muy grandes clesplazamientos, 
se ha  obtenido, en ocaciones, un menor esfuerzo coniputacioiial utilizariclo los ALM. 



Figura 3. a) Sisteina coi1 7 elementos rígidos y 7 resortes elásticos (inodelo de 21 
barras rígidas y 7 deformables), b) ALM liiieal, c) ALM cuadrático 

CONCLUSIONES 1 1 

En este trabajo se han presentado varios enfoques para la resolución del problenla 
no lineal de equilibrio estático eii sistemas multicuerpo. Todos allos se han basado en 
el análisis de la fuiicióii potencial del sistema mecánico, que es iIn criterio válido para 
todos los problemas de posición aquí tratados. Para ello se han aplicado las Funciones 
de Penalización, los Multiplicadores de Lagrailge y los Multiplicadores Auineiitados o 
método Primal-Dual con estimación directa, lineal y caudrática. Además se ha descrito 
un sencillo procediiniento aproximado basado en la atribución dq rigideces finitas a los 
elementos rígidos. 

Para comprobar las características de los diferentes métodos se han realizado 
numerosos ejemplos, utilizando diferentes sistemas mecánicos planos, desde los más 
simples hasta otros complejos, con decenas de eleinentos. En esos ejemplos se han 
podido constatar los problemas de convergencia que en general pi~eseiltan las Funciones 
de Peiializacióii y, en ineiior grado, el AIJM con estimación directa. Los métodos más 
eficaces son el de los I\/lultiplicadores de Lagraiige y el ALM lineal o cuadrático, no 
observáiidose diferencias significativas entre estos dos últimos. 151 procediiniento de 
rigideces ponderadas también proporciona buenos resultados, a, condición de que se 
tome un valor adecuado para la rigidez de los eleineiitos teóricarileiite iiideforinables. 
En general el esfuerzo computacional necesario con los ALM es superior al de los 
Multiplicadores de Lagrailge, pero aquellos presentaii algunas ventajas de convergeiicia 
cuando los desplazamientos son inuy grandes. 
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