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RESUMEN ‘
\

En este trabajo se aborda la resolucién del problema no lineal de posicién de equilibrio
estatico y de otros problemas de posicién en sistemas mecénicos multlcuelpo complejos, que
incluyen elementos rigidos y elasticos. En el estudio se utiliza una %naon de error sencilla,
que se basa en la funcién potencial e incluye en el andlisis a los elementos rigidos por medlo
de restricciones no lineales. Se presenta la aplicacién de los Multiplicadores de Lagrange,
Funciones de Penalizacién, Rigideces Ponderadas y de diferentes versﬁones del método de los
Multiplicadores Aumentados o método Primal-Dual.
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SOLUTION OF THE NONLINEAR EQUILIBRIUM POSITION PROBLEM
IN MULTIBODY SYSTEMS

SUMMARY

This paper presents different approaches for the solution of non-linear equilibrium problems
in multibody systems. These systems can include rigid and elastic elements. The ideas here
presented are also able to deal with other position problems, for instance those which appear
in the kinematic analysis of linkages. The error function used is very simple and is based in the
potential of the system. The rigid elements are considered through| non-linear constraints.
Different approaches are described: Lagrange Multipliers, Penalty Functlons Primal-Dual

methods and Weighted Stiffnesses.
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INTRODUCCION

El disefio de mecanismos, que son un caso particular de sistemas multicuerpo
en los que existe la posibilidad de movimiento relativo de sélido rigido entre sus
elementos, comienza por la sintesis estructural, es decir, por la seleccién de la cadena
cinemdtica que se considera mdas idénea para una aplicacién dada; continda por la
sintesis dimensional, que trata de obtener las dimensiones éptimas de los elementos
para verificar las condiciones cineméticas buscadas'~" y posteriormente se procede al
analisis cinematico y dindmico en su caso. En el andlisis cinemadtico se pueden distinguir
a su vez dos grandes grupos de problemas a resolver, de un lado los lineales: velocidades,
aceleraciones, sobreaceleraciones y de otro los no lineales: fundamentalmente los
problemas de posicidén. A su vez estos dltimos pueden ser de posicidn inicial, posiciones
sucesivas, posicién deformada y posicién de equilibrio estdtico, asi como los problemas
directo e inverso en el caso de mecanismos de cadena abierta o mixta!~". Excepto
el de posiciones sucesivas, todos los restantes son también planteables para sistemas
multicuerpo sin movimientos de sélido rigido (es decir, que no sean mecanismos).

El problema de posicién inicial consiste en la determinacién de las posiciones de
los elementos de un mecanismo o de un sistema multicuerpo cualquiera, cuando se
conocen las dimensiones de todos sus elementos, la posicién de los puntos relacionados
con el soporte y las posiciones de los elementos de entrada en el caso de tratarse de
mecanismos. Por su parte, el de posiciones sucesivas trata de obtener las posiciones
de un mecanismo para una secuencia dada de variacién de los pardmetros de entrada.
El de posicién deformada consiste en obtener la posicién de equilibrio de los elementos
de un sistema cuando a éste se le obliga a ocupar posiciones fuera de su posicién (o
posiciones) de sélido rigido. Este problema tiene interés por ejemplo en la sintesis
de mecanismos, tal y como se describe en las referencias®~®. Finalmente, el problema
de posicién de equilibrio estdtico, al cual se dedica fundamentalmente este trabajo,
se ocupa de obtener la posicién de equilibrio de un sistema compuesto por elementos
indeformables y por resortes eldsticos, cuando sobre él actia un sistema de fuerzas
exteriores que produce grandes desplazamientos.

El Método de los Elementos Finitos ha demostrado ser una herramienta capaz
y v ersatil para estudiar muy diversos problemas en sistemas mecdnicos, incluidos
mecanismos y sistemas multicuerpo de cualquier tipo. Sin embargo, hoy dia la mayorfa
de las aplicaciones del Método de los Elementos Finitos se realizan en el campo del
analisis resistente de sélido deformable, estdtico y dindmico, en régimen lineal y no lineal
de piezas o componentes aislados. Frecuentemente, esos andlisis resistentes se aplican
a elementos o componentes de mecanismos cuyo andlisis cinemético y dindmico se
han realizado’previamente mediante otros métodos. No obstante, se pueden encontrar
también algunas referencias bibliogrificas sobre la aplicacién de los conceptos de
elementos finitos al andlisis de mecanismos, comenzando por la década de los 70, como
por ejemplo las de ®*° o la de este mismo trabajo. En los afios siguientes han continuado
realizdndose algunas aportaciones, algunas de las cuales guardan una estrecha relacién
con los métodos presentados en este trabajo®~® y otras con diferentes enfoques como
por ejemplo las de'*~1*,

El procedimiento que se va a utilizar para modelizar los mecanismos es basicamente
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el mismo que se describe en las referencias*®’” y que se basa en construir un sencillo
modelo de elementos finitos de tipo barra biarticulada u otro% distintos en su caso.
Por tanto, los desarrollos matematicos subsiguientes se apoyan basicamente en las
propiedades de la matriz de rigidez. Las restricciones cinemdticas correspondientes
a los pares cinemdticos, distintos del de revolucién, se obtiener‘} como condiciones de
ligadura entre varios nudos y se introducen en las matrices del sistema. Las referencias®’
describen detalladamente estos aspectos para mecanismos de cadena cerrada, en la’ se
hace ademds un estudio especial del caso de los de cadena abierta y mixta. Cuando
el sistema mecdnico incluya ademds resortes entre sus nudos,Téstos simplemente se
consideran como unos elementos mds: barra de rigidez dada ent e dos nudos en el caso
de los de tracciéon-compresién, o una rigidez finita concentrada en un nudo en el caso
de los de torsién. Estos elementos resorte pueden ser ademds de rigidez constante o
variable, es decir, ser de tipo eldstico lineal o no lineal. !

En el caso particular de los mecanismos de cadena abiertalo mixta, y en general
en los que tienen varios grados de libertad de sdlido rigido, se suele hacer ademds
referencia a los problemas de posicion denominados como qiirecto e inverso. FEl
directo es simplemente el mismo problema de posicién inicial antes descrito, o el
de posiciones sucesivas si se trata de una secuencia de movimientos. El inverso
trata de obtener los valores de los pardmetros de entrada para posiciones dadas
de detarminados puntos o elementos del mecanismo™". Teujfnbién algunos de los
problemas que se tratan de resolver en las estructuras adaptativas celulares de
geometria variable (Variable Geometry Truss o VGT)*~*° so:n abordables con los
conceptos aqui expuestos. De hecho, y desde un punto de vista de la Teoria de
Mecanismos y Méquinas, esas estructuras son mecanismos de cadena abierta de muy
alta redundancia cinemdtica. Algunos de los accionamiento?‘ tienen como misién
producir los movimientos de sélido rigido del sistema, como se describe por ejemplo en
las referencias'® 2. Pueden existir ademds otros accionamientos que se utilizan para
producir pequefios movimientos de ajuste a fin de compensar deformaciones estédticas
o dindmicas durante su funcionamiento® —2*. ‘

|
DESCRIPCION DE LA FUNCION OBJETIVO
Para la resolucién de los problemas de posicion, incluido el de equilibiro estatico

y el de posicién deformada, utilizaremos una funcién objetivo ¢} basada en la funcién
potencial del sistema mecanico, de modo anilogo a lo que se hacejen las referencias®="**

—

Aa)) = £ Y sl {a)) - D ~ () o 1)

siendo r el nimero de elementos eldsticos, d; la longitud del elemento eldstico ¢ en
una iteracién cualquiera, correspondiente al vector de coordenadas nodales {z}, D;
la longlitud nominal (sin deformar) de dicho elemento y s; su} rigidez (en principio
supuesta constante); el vector {F'} contiene los valores de las fuerzas aplicadas en los
nudos. Pero dado que estos sistemas mecdnicos pueden estar compuestos por elementos
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rigidos y eldsticos, como en el caso de la Figura 1, se debe exigir al mismo tiempo que
la longitud de los rigidos no varie, utilizando para ello ecuaciones de restriccién de la
forma

a{e) =h(fe) - Li=0  i=1,..b (2)

siendo b el nimero de elementos rigidos, {; la longitud de la barra ¢ en una iteracién
cualquiera, correspondiente al vector de coordenadas nodales {z} y L; su longitud sin
deformar. ,

Esta funcién se puede utilizar para todos los problemas de posicién, sin mdas que
modificar el significado de las variables y eliminar algin término en su caso. Por
ejemplo, en los problemas de posicién inicial y sucesivas no existe el segundo término,
dependiente del vector de fuerzas, ni tampoco las restricciones (2). La solucién, o
soluciones, se alcanzan cuando ¢ se hace cero (deformacién nula de todos los elementos)
y utilizando el método como el de Newton-Raphson se llega a la convergencia en unas
pocas iteraciones, aun cuando la posicién de partida esté muy alejada de una solucién,
tal y como se describe detalladamente en las referencias™*. En el problema de posicién
deformada tampoco existen las restricciones de (2) y casi siempre tampoco el término
dependiente del vector de fuerzas, pero ahora el minimo de ¢ ya no estd en cero, por
lo que el método de busqueda de minimos presenta mayores dificultades que en el caso
anterior®~7,

Figura 1. Sistema mecédnico compuesto por 8 elementos rigidos y 2 resortes eldsticos.
Modelo con 11 barras, 9 nudos y 18 grados de libertad

Seguidamente se van a presentar diferentes procedimientos de minimizacién de la
funcién de error (1) sometida a las restricciones de (2).
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MULTIPLICADORES DE LAGRAN(

Este es un método clésico de resolucién de este tipo de prob
la formacién de una funcién objetivo ampliada £, suma de la fun

EAL 207
~E
emas®?>?®, Se basa en

l

C

i6n objetivo primitiva

(1) més el producto de cada una de las restricciones por unas nuevas variables auxiliares,

que son los multiplicadores se Lagrange A;.

r b
£ D) = 5 L sildil{e)) - D~ {FY (e} + 1

1=1

Se demuestra que la posicién solucién {Z} debe verificar

oL }:{0}

(vt} = { 5

donde

T

b= Y sdl{ah - D

=1

ot
o{z}

9di({z})

a{z}

1

{ d

Sea el vector {h}; descrito en las referencias®~’

— cos §;
—sin ;
cosb;
sin 6;

{h}i =

siendo 6; el angulo de posicién del elemento barra z, supongamo
nudos 1(z11,221) ¥ 2(221, Z22), cuya longitud es /;

cosb; = (z12 — z11)/li
sin 0,‘ = (.'1722 - wzl)/li

li = [(m22 — 221)? + (212 — 211)°]/?

6,7

en las referencias®’ se demuestra que

{3li({x})
9{z}

siendo {l_z}Z el vector {h}; expandido a la dimensién del modelo ¢
sucede para d;. En consecuencia

}

} = {h}i

T

= si(di = Di){h}:

=1

oL

b
{5@ U

N

}—{F}-I-g

ili({z}) - L) (3)

(4)

0li({«})

o{z}

boo

(6)

s por ejemplo entre los

(7)

(8)

ompleto. Algo andlogo

{h}: (9)
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Si n es el nimero de nudos del modelo, (9) representa un sistema de 2n ecuaciones
recogidas en el vector {&} solucién, mds los b multiplicadores de Lagrange, incluidos en
{A}; se necesitan por tanto las b ecuaciones de restriccién adicionales descritas en (4)
para que el sistema sea resoluble

{eczrom)
{ } = {0} (10)

siendo

c1({z})
ca({z})

{c({z})} = (11)

a({z})

El sistema de ecuaciones (10) es no lineal y para resolverlo se empleard el método
de Newton-Raphson®?¢. Sea

w={3} (12)

entonces se verifica

AT PR

0{x} 0{z} 0{q}
y ademas

9{c}
{q}

con lo que el sistema de ecuaciones no lineales (10) se aproxima en cada iteracién k& por
el sistema lineal siguiente

o{ st} | 7: i -
) (), -0)- (), o

Desarrollando la matriz del sistema anterior

(b ~ {eht [ 55| (e = {ah0) (14)

[3{5%%}] [ 92. ] [ 52L ]

_ a{q} - {2 apxon 8{z}o{)} 2nxb

[4] = = { o{c) o:c) } (16)
EB5] e 5

A partir de (8) se deduce que
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{h}T
d{c} ] {h}z

0{z}

a{1}
a{z}

5] = |

y como los términos ¢; no dependen de {A}

4] -

Derivando la ecuacién (9) se obtiene facilmente
*L

[EXETETXT] = [{h}1{R}2.. . {h}s]

Es decir, la matriz [A] de (16) es simétrica

(R}

o{c}
0{z}

5

5 591
[A] = Hz}?lonxan  LO1Z}Hanxb
[%]bxm [0Jexcs

a partir también de (8) se obtiene
0L

[Wl V2= ({

que operando resulta
oL 0?%d;

T
la{l}zl <{h} {h} +6D; [8{ 2

denominando [¢]; a la matriz geométrica del elemento ¢, que
matrix de rigidez [k]; si ese elemento tuviera rigidez unidad®-7,

a{h);
d{=}

T
e }}{h} +6D; l

T

>

=1

la expansion a la dimensién del modelo completo, se puede comh

{h}:i{R}T = [g]:
Por otro lado, si se deriva dos veces la longitud d; respect
cuenta (7) se obtiene

sin? 6; — cos §; sin 8, —sin?6; -
d%d; g-1 | —cos 9, sin 6; cos? §; cos 0, sin 6;
o{z}? : —sin? §; cos 0; sin 0; sin? 6; —
cos 0; sin 6; — cos? §; — cos 6; sin 6;

= d7 ({2 - [g):)

|

) ez

209

(17)

! (18)

(19)

(20)
i
|
|
i | a{ﬁh]
o[ @
|
d?d;
[_8 W} (2)

es coincidente con la
y denominando [g]; a
robar que*~’

(23)

0 de {2} teniendo en

cos §; sin 6;
—cos? 6,
cos 0; sin 8;

+ cos? 6, EXP

(24)
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siendo [¢] una matriz complementaria®®”, cuya expresién es

1 0 -1 0
0 1 0 -1

=11 o 1 o0 (25)
0 -1 0 1
Por lo tanto, la matriz hessiana de (21) quedara de la forma

[5"%2—}{ (19 + 2@~ ) + Z (10 - (26)

=1

y agrupando términos se obtiene

o] = 5 (paai o + 32 70 ) @)

1=1

En definitiva, si se calculan los valores de las matrices (27) y (16), es decir, de
la matriz de (19) y los vectores (8) y (10), para una iteracién k£ se podra resolver el
sistema de ecuaciones lineales (14) y obtener asi el valor de

5 Az{{x}} _{{9«’}} N {{ }} :{{x}} L {6ahe (98
{ Q}i» {A} . {/\} {Q}M—l {)\} b1 {/\} L { Q}f\ ( )
con lo que se tiene el valor de {¢} para la siguiente iteracién.
METODO DE LAS FUNCIONES DE PENALIZACION

En este otro enfoque, también clisico en €l campo de la optimizacién con
restricciones, se define una funcién objetivo de la forma

b
Po({z},mp) = p({=}) + %26?({2}) (29)

es decir

r b
Po({z},mp) = % > si(di({z}) = Di)* = {F}Y {a} + 1, 3 _(L({z}) - Li)>  (30)
1=1 =1

b
donde el valor positivo 7, se denomina factor de penalizacién y El c?({z}) es el término
=1
de penalizacién. A partir de este momento se procederd a la minimizacién de Py

tratandola como a una funcién sin restricciones. En cuanto al término r,, se considera
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como una constante en cada iteracién y se actualiza su valor para

en la forma

Tp(k+1) =7 " Tp(k)

siendo v una constante positiva. La elecciéon de un valor aJcechaJdo para 7Tp(,)

inicial del factor de penalizacién) resulta muy importante par

211

, la siguiente iteracion

|
| (31)

(valor
a la convergencia del

método. Para obtener el minimo de Py mediante el método de Newton se parte de la

aproximacién cuadratica de la funcién

Po({z}) ~

donde {V Pg}y es el gradiente evaluado en {z}, [H]x la matriz
en el mismo punto y {6} el vector de desplazamientos nodales

{63k = {@}kt1 — {2}k

Derivando respecto de {z} e igualando al vector nulo, se obt
que es una aproximacién al minimo de Py

[H]x{6}r = —{V P}

Resolviendo el sistema de ecuaciones (34) se obtiene el valor

Pol{a}) = Po({k}) + (VYT {6k + 3 (A} [H]i {6

(32)

ie derivadas segundas

(33)

ene el minimo de Py,

(34)
del vector {6} y asi

la posicién correspondiente a la siguiente iteracidn se obtendra de (33). Por lo tanto,

en primer lugar se calcula el vector gradiente

di({2
0{z]

9Po({z})
a{w}

+ 27?2” ({=}) -

(VPa({) = { b= sttt - o {2

=1
{51 ({w})}
A0
que de manera andloga a lo desarrollado en el apartado anterior

r b
{VPe} = Z«Si(dz‘ — Di){h}i — {F} +2r, Z(li -

Y derivando nuevamente respecto de {z} se calculard la matriz ¢
r

|-+ ({5t

+2"’Z({a{ }}{/}T+5L {

9?Pg
FIE3E

0{

}{h}T +6D; l

i)

d{z}

[H]=[

oHe

-

(35)

queda de la forma

Li){h}i (36)

le derivadas segundas

).

}
(37)
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que siguiendo los mismos pasos del apartado anterior resulta

r b
H =3 %(Di[g]i + 6D;[T);) + 21, ) l—l,(Li[ﬁ]i + 8Lit]:) (38)
=1 ° =1 "t
Con los valores obtenidos de las expresiones anteriores puede resolverse el sistema
lineal, en el que la matriz del sistema [H] es simétrica.
El principal problema de convergencia que presenta este método es el siguiente:
a medida que {z}; se aproxima al punto solucién y al aumentar el valor de 7, la
matriz hessiana de Pgp, [H] tiende a estar mal condicionada debido a que presenta una
pendiente muy elevada en la zona cercana al minimo buscado, cuando el valor de 7, sea
alto. Consecuentemente, pequefios incrementos en las componentes de {2} supondran
grandes cambios en el valor de la funcién objetivo, dando lugar a una situacién de
inestabilidad.

METODO DE LAS RIGIDECES PONDERADAS

Es simplemente una sencilla variante del método expuesto en el apartado anterior
y consiste en elegir un valor inicial suficientemente elevado para ), pero que ahora
va, a permanecer constante durante todas las iteraciones (v = 1). Su interpretacién
fisica es la de atribuir una elevada rigidez a las barras rigidas, mucho mayor que la
correspondiente a la de los elementos eldsticos. A fin de evitar problemas de mal
condicionamiento de las matrices, asf como de obtener una precisién aceptable (ya que
ahora se permite a los elementos rigidos una pequefia deformacion) se recomienda tomar
valores del siguiente orden

,
2, i
r, = 1000 ’=21, (39)
7

Todos los elementos son asi tratados como deformables, no siendo necesaric en
principio introducir ninguna restriccién del tipo de las de (2). Fn este caso la
matriz de derivadas segundas de (38) se convierte en una matriz de rigidez del
sistema mecdnico [K], en la que unos elementos (los teéricamente rigidos) tienen
una rigidez comparativamente muy elevada respecto de otros (los resortes), mas una
matriz complementaria debida a la no linealidad®”. Esto mismo sucede cuando se
plantea la resolucién de los problemas de posicidn inicial, directa, posiciones sucesivas
y deformada.

En el caso del problema no lineal de equilibrio estdtico, la minimizaciéon de
la funcién (1) con los valores de las correspondientes rigideces de los elementos
deformables y de los valores de (39) para los rigidos, conducird asi directamente a una
solucién “aproximada”. Este es un procedimiento muy sencillo, que en la practica ha
demostrado unas buenas caracteristicas de convergencia con un esfuerzo computacional
comparativamente reducido.




METODOS PARA RESOLUCION DEL PROBLEMA NO LIN‘[EAL

213

METODOS BASADOS EN LA LAGRANGIANA AUMENTADA

Estos métodos se basan en la formacién de la funcién lagrangiana aumentada

!
La({z}, {A},m) = o({2}) + ZA ci( {r})+v~pZ

que se obtiene ampliando la funcién lagranglana clasica con el té
ésta serd la nueva funcién objetivo a minimizar, ahora ya como ul
restricciones. Estos métodos tienen como finalidad el tratar de
que aparecen debidos al mal condicionamiento habitual de los 1
funcién de penalizacién. Para ello se fija un valor limite maxim
ser superado. Para utilizar ahora el método de Newton-Raphson
L 4 es preciso encontrar los valores del gradiente y del hessiano

ci({=})

rmino de penalizacién;
na funcién objetivo sin
reducir los problemas
nétodos basados en la
o de 7p, que no podrd
en la minimizacién de
de dicha funcién. De

(40)

forma andloga a lo desarrollado en apartados anteriores se deduce que

0L 4

} Zsl(d

i=1

{VLa} = {

y también

2 Ly b
(He,] = {g{fo} = Z i(Di[ﬁ]i + 6D;[t):) + Z)l\—
+27~,,Z i + 6 L:[7:)

Estas expresiones se emplearan para resolver en cada it
ecuaciones lineales

(He k{63 = —{VLa)x

hasta alcanzar la convergencia, segin los criterios que se indicar

b

Z(li — L){h}: (41)

(42)

eracién el sistema de

(43)

an posteriormente.

Los distintos métodos existentes basados en la lagra
diferencian basicamente en la forma de obtener las nueva
multiplicadores. El papel llevado a cabo por éstas es esenci
estimaciones de los multiplicadores debe converger a su valor

A

giana aumentada se
estimaciones de los
| .

1, ya que la serie de
A} correspondiente al

4ptimo de coordenadas nodales buscando {Z}, para que dicho optlmo sea alcanzado en
la minimizacién de £4. Ademads, puede demostrarse que el ratlo de convergencia hacia
{#} de las iteraciones {z}; nunca podrd ser superior que el de las estimaciones {\}x
hacia {)\} Por ello, aunque se emplee para minimizar £4 como fllnCIOn sin restricciones
el método de Newton, que es una técnica cuadraticamente convergente, el procedimiento
inicamente convergera cudraticamente si se emplean técnicas cuadréticas de estimacién
de los multiplicadores. A continuacién se describiran tres formas posibles de obtener
estimaciones de los multiplicadores de Lagrange, que constituyen los tres métodos
principales basados en la lagrangiana aumentada.
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Estimacién directa

Fl primer procedimiento es la estimacién directa, muy sencilla de demostrar y de
aplicar; esta forma de estimar los multiplicadores es la mds simple, pero a la vez es la
que mayores limitaciones tiene. Se empleaba en las versiones iniciales de los métodos
de la lagrangiana aumentada® y consiste en aplicar para cada iteracién

{Aterr = {2}k + 2rp{e({z}4)} (44)

Fn los ejemplos realizados se ha comprobado que presenta frecuentes problemas

de convergencia, por lo que no es recomendable su uso mds que en el caso de sistemas

mecanicos sencillos. Las técnicas lineales y cuadraticas, que se describen a continuacién,
no presentan esos inconvenientes, y por ello son mucho més ttiles en la préctica.

Estimacion lineal de los multiplicadores de Lagrange

Si por simplicidad de nomenclatura se denomina

(G5} =70 (45)

y definiendo [G'¢] como matriz de gradientes de las restricciones

(Gel = Haé{?}} {83{2}} = aa{?}} ] (16)

se podrd expresar la relacién que han de verificar los multiplicadores de Lagrange para
la posicién solucién {&} como

{Ve} +[Gcl{A) = {0} (47)

Esta relacién sugiere que una buena estimacién del valor solucién {A}, serd el vector
{A} que resuelva el siguiente problema de minimos cuadrados

minimizar
{A}
donde ||[Gcs{A} + {V@}||2 representa la norma ecuclidea al cuadrado del vector
(Golk{A) + (Vb
Para obtener el valor de {A} que minimice dicha norma euclidea al cuadrado,
es decir, que resuelva el problema de minimos cuadrados, se seguird el proceso que
se indica a continuacién. Los [Gc¢lk ¥ {®}k, que servirdn como base para calcular
la nueva estimacién {A}; se evaluardn para la posicién {z}p recién obtenida tras
minimizar L£4({2}, {A}k-1,7p(k-1)). Los resultados de las derivadas necesarias ya han
sido previamente obtenidos en apartados anteriores

{(;’i_}} - {%} = (R} = [Ge] = [{Bh {B)2 .. (A}

{Ve} = Z i(di = Di){h}i — {F}

[GelefA} + {Vo}ellz (48)

(49)
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Por simplicidad de notacién, en toda la descripcion siguiente del método de
resolucién del problema de minimos cuadrados, se empleard la nomenclatura

Gl = (6]
Szl (50)

Con los que (48) serd equivalente a
minimizar
n MGHA+{g}is (51)
{2}
Si se multiplica una matriz ortogonal por un vector, la longitud euclidea de dicho

vector no varia (es equivalente a una rotacién del vector alrededor de un cierto eje).
Por lo tanto, dada una matriz ortogonal (@] se verifica

IGHAY + {g}l2 = NQUIGHAY + {g}l2 = NQIIGHA} + [@Hg}l.  (52)

Se buscard una matriz [@] que transforme [G] de la siguiente manera

Gt (52|

siendo [R] una matriz triangular superior, n el nimero de nudos y b el de barras rigidas.
En consecuencia

||[G]{/\}+{g}”3= ||[[[§]]] {)\} + [Q]{g} [R]bxb ] {/\}bx1+{ {(]I}bxl }

[[0](2n—b)><b {QH}(2n—b)x1

2
2

(54)

Y por lo tanto, el valor de {A} que minimice el residuo (54) se podra obtener como
solucién del sistema de b ecuaciones lineales

[RI{A} = —{ar} (85)

en el que, como [R)] es ya triangular superior, resultando practicamente inmediato hallar
{A}. La matriz ortogonal [Q)] es el resultado del producto de b matrices ortogonales

Q] = [H,)]...[I)[Hy) (56)

premultiplicando a la matriz [G] y al vector {g} primero por [H;|, seguidamente
a la matriz y al vector resultantes se les volverd a premultiplicar por [Hj], y asi
sucesivamente hasta llegar a [H)

[Hy)...[H)[H:)[G) = [[[éi]]}

(57)
ey = ()
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Cada matriz ortogonal [H;] es una matriz de transformacién de Householder y se
expresa como

kS

[Hilanxa2n = [[)2nx2n — ﬁ'{wi}anl{wi}ipxzn (58)

donde [I] es la matriz unidad y §; se define como

1 1
Bi= Mol = (A + e+t wh) (59)
siendo {w;}
wi1
w;
=47 (60)
Wi2n

un vector que se definird a continuacién para cada transformacion.

Sea aj; €l elemento de la fila j y columna k de la matriz [G] inicial o la obtenida
después de una serie de transformaciones de Householder (premultiplicaciones de las
matrices [H;] correspondientes por [G]). Se definen

o {wi}

a1l — Slg (an) . |7’1|

21
{wi} = : (61)
Uon,1
siendo ayy, @21, - - ., 42,1 elementos pertenecientes a la matriz [G] inicial, sig (a11) el

signo del elemento @11 y |r1] el valor absoluto de ry

r=(af a3 +...+ a%n,l)l/z (62)
o {ws}
0
oo — Slg (a22) . l7’2|
{wa} = 432 (63)

a9n,2
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donde agg,asg,...,dz,2 son elementos pertenecientes a la m
primera transformacién de Householder ([H][G]), sig (ag2) es
ag2 ¥ |72 el valor absoluto de ry
(2 2 2 \1/2
re = (a5 + a5 + ...+ a3, 0) /

¢ y asi sucesivamente hasta legar a {w;}

0
pp — Sig (abg)) . I?‘g)]
Q5418

{wp} =

A9n,b %

en la que app, Gptr1py .-y
(b— 1) transformaciones de Householder ([Hy—1][Hj—2] - .
del elemento ay, y |75| €l valor absoluto de 7y

(2 2 2 \1/2°
Tp = (agp + Gppyp + - -+ Ao p)

En general, para la transformacién ¢ cualquiera

J<i=>w;=0

J=t=>wy = ay —sig (ay) - |rily = (ai + afﬂ’i +...

j>i:>w@-j:aj2-

El resultado de cada transformacién ¢ sobre la matriz [G] ser

por debajo del elemento de la diagonal principal en la columna .
obtenida finalmente es triangular superior.
Estimacion cuadratica de los multiplicadores de Lagran
Se supondrd que la dltima aproximacién recién calculada de
{z}k. Sise desarrollan {Vp} y [G¢] alrededor de la posicién {z
{Ve} = {Voheo1 + [H]k 1{6}
. d%¢;

@2n,2 son elementos pertenecientes a 13

JHA[G

} ®
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atriz resultante de la
el signo del elemento

(64)

(65)

, matriz resultante de

1), sig (aps) es el signo
(66)
- a’?n 1)1/2 (67)

4 la aparicién de ceros
Por eso, la matriz [R]

ge

la posicién solucidn es

b1

(68)
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siendo

[Hlk—1

?p
8_{_}} b1 (69)
{8) = {8} — {a}sr
Despreciando términos de segundo orden

5
[Gele=1{A} + {Ve}p-1 + ([H Je-1 Z [38{ c}:2} ) {6} = {0} (70)

Tomando las mejores aproximaciones de {6} y {1} calculadas hasta el momento

{8}~ {hem1 = {a}k — {ehenn } (71)

{3}~ {A}e-1

Teniendo en cuenta la ecuacién (70) y siguiendo un razonamiento paralelo al del
apartado anterior, se calcula la nueva estimacién {A} del valor solucién {A} buscado
como el vector {n} que resuelve el siguiente problema de minimos cuadrados

e s 2
minimizar

{n}

b 2.
[Gelk-1{n} + ({V@}k-1 + ([H]k—l +Y Ak {%} ) {5};;—1)
i=1 : k-1

2
(72)

Es decir, una vez resuelto (72) se asignard

A =1{n} (73)

Para resolver el problema de minimos cuadrados se procederd como se explicé en el
apartado anterior. Recordando la nomenclatura utilizada entonces, los nuevos valores

de [G] y {g} serdn
(Ge] = [Gele-1

b 2.
{0} = (Vehios + ([H]k_l £ Ao [%ﬂ ) {8} )
=1 © k-1

Las expresiones que aparecen en (74) han sido ya desarrolladas en las paginas
anteriores.
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Aunque este método, por ser cuadritico, podria esperar}se que converja mas
rapidamente que el anterior, sin embargo se ha observado en los ejemplos realizados
que la efectividad de ambos es similar. Ello es debido a que, para realizar la estimacién
cuadritica de los multiplicadores, en el cdlculo del gradiente y del'hessiano de la funcién
potencial no se puede partir de la posicion solucién recién calcdlada y hay que partir
de la posicién solucién de la iteracién anterior (como ya se ha indicado en el desarrollo
del método). 1 '
|
CRITERIOS DE CONVERGENCIA‘

\

1
A continuacion se definen los criterios de convergencia que se pueden utilizar para

determinar que se ha alcanzado una posicién solucién y finalizar el proceso iterativo.
El primero de ellos se basa en que la variacién, en valor absoluto,|de los multiplicadores
de Lagrange en iteraciones sucesivas deberd ser menor que un valor suficientemente
pequeiio € ;

[Aik) = Aige-1)| < @ o (75)

Otro criterio se apoya en la suma de los cuadrados de las|deformaciones de las
barras rigidas, que deberd ser menor de un cierto valor suficientemente pequefio €,

b
Z(li({m}k) —Li)*< e (76)

Por otra parte, también la diferencia, en valor absoluto, de la funcién potencial
evaluada en dos iteraciones sucesivas deberd ser menor que un cierto valor 3

lp({2}e) — e({z}r-1)l < €3 (77)

Para el método de los multiplicadores de Lagrange y los métodos basados en la

. . . o e .| . ‘
lagrangiana aumentada se deberdn verifcar los tres criterios anteriores simultdneamente.

Para el método de la funcién de penalizacién cuadritica y el m}étodo de las rigideces
elevadas de las barras sélo se podrdn aplicar los dos dltimos criterios, ya que el primero
hace referencia a los multiplicadores de Lagrange, que no aparecen en dichos métodos.

Ademas, es recomendable verificar que los criterios de conlf'ergencia se cumplen
sucesivamente durante, por ejemplo, tres o cuatro iteraciones s]eguidas, antes de dar
por finalizado el proceso de optimizacién. Ello evitard que se admita como solucién
una posicién que no lo sea, pero en la que, por casualidad, se verifique en ellas una
variacion minima de los multiplicadores y del potencial, asi como una deformacién

pequeiia de las barras rigidas.
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EJEMPLOS

Para comprobar el comportamiento de los diferentes enfoques descritos en este
trabajo se han utilizado diez modelos diferentes, que van desde uno muy sencillo, con
tan sélo dos elementos (uno eldstico y uno rigido) hasta los mds complejos, con decenas
de elementos barra y eldsticos. En cada uno se han probado varias hipdtesis de carga
a su vez, y el nimero total de andlisis realizados, y clasificado para su comparacidn,
se acerca a los ciento cincuenta. Como resumen se puede decir que el método del
factor de penalizacidn presenta unas caracteristicas de convergencia muy diferentes, no
convergiendo a una solucién en la mayoria de las ocasiones. Algo mejor se comporta
el ALM bésico, pero en general también presenta serios problemas de convergencia.
Los mejores resultados se han obtenido con los multiplicadores de Lagrange, rigideces
ponderadas y ALM lineal y cuadratico (estos dos muy similares en la practica).

Por ejemplo, en la Figura 2 se presentan los resultados obtenidos con los
Multiplicadores de Lagrange para un sistema con 29 elementos rigidos y 9 resortes
sometido al sistema de fuerzas que alli se representa. En tan sélo 7 iteraciones se
alcanza la convergencia. Si se utiliza el método de las rigideces ponderadas, se obtiene
la convergencia en 11 iteraciones. Dado que este dltimo método es muy sencillo, y
pese a requerir algunas iteraciones mdas que el antes comentado y dar tan sélo una
solucién “aproximada”, el esfuerzo computacional se reduce aproximadamente en un
40 % respecto del de los Multiplicadores de Lagrange y en 60 % de los ALM.

Figura 2. Sistema en su posicién inicial e iteraciones y posicién de equilibrio obtenidas
mediante los Multiplicadores de Lagrange

Finalmente, en la Figura 3 se representa otro sistema mecdnico junto con las
-iteraciones correspondientes utilizando ALM lineal y cuadratico. Estas iteraciones son
diferentes, pero el esfuerzo computacional necesario es muy similar en ambos casos.
Se puede afirmar, en términos generales que, para desplazamientos moderadamente
grandes, los Multiplicadores necesitan un esfuerzo computacional menor, con un nimero
de iteraciones también menor, que las técnicas de ALM. Sin embargo, en algunos de
los modelos més complejos, en los que se han utilizado muy grandes desplazamientos,
se ha obtenido, en ocaciones, un menor esfuerzo computacional utilizando los ALM.
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@ ®) ©

Figura 3. a) Sistema con 7 elementos rigidos y 7 resortes eldsticos (modelo de 21
barras rigidas y 7 deformables), b) ALM lineal, ¢) ALM cuadratico

CONCLUSIONES !

En este trabajo se han presentado varios enfoques para la resolucién del problema
no lineal de equilibrio estatico en sistemas multicuerpo. Todos ¢llos se han basado en
el andlisis de la funcién potencial del sistema mecdnico, que es un criterio vélido para
todos los problemas de posicién aqui tratados. Para ello se han aplicado las Funciones
de Penalizacién, los Multiplicadores de Lagrange y los Multiplicadores Aumentados o
método Primal-Dual con estimacién directa, lineal y caudratica. Ademés se ha descrito
un sencillo procedimiento aproximado basado en la atribucién de rigideces finitas a los
elementos rigidos. ‘

Para comprobar las caracteristicas de los diferentes métodos se han realizado
numerosos ejemplos, utilizando diferentes sistemas mecdnicos planos, desde los més
simples hasta otros complejos, con decenas de elementos. En esos ejemplos se han
podido constatar los problemas de convergencia que en general pilesentan las Funciones
de Penalizacién y, en menor grado, el ALM con estimacion directa. Los métodos mas
eficaces son el de los Multiplicadores de Lagrange y el ALM lineal o cuadratico, no
observandose diferencias significativas entre estos dos dltimos. Fl procedimiento de
rigideces ponderadas también proporciona buenos resultados, a condiciéon de que se
tome un valor adecuado para la rigidez de los elementos teéricamente indeformables.
En general el esfuerzo computacional necesario con los ALM es superior al de los
Multiplicadores de Lagrange, pero aquellos presentan algunas ventajas de convergencia
cuando los desplazamientos son muy grandes.
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