Develacion del dominio de un fluido de Stokes
estacionario

Louis Breton Tenorio*, Jesus Lopez Estrada!
"Facultad de Ciencias, UNAM

* Correo electromico: louis.breton@ciencias.unam.mx, jelpze@Qgmail.com

Resumen

El problema de la develacién o reconstruccién de un dominio tiene diversas aplicaciones, que van
desde el diseno de piezas mecanicas en ingenieria hasta la deteccion de obstrucciones parciales en el
flujo sanguineo o tumores en medicina. En este trabajo se prueba que la solucién de la ecuacion de Stokes
estacionaria, con condiciones de frontera de Dirichlet, es continua con respecto a su dominio de definicién y
no solo con respecto a fuerzas externas y condiciones de frontera. También se presenta un estudio numérico
sobre el problema inverso de flujo sanguineo: develacion de una obstruccion parcial en una cavidad tubular
en 2D por donde fluye un fluido estacionario Newtoniano modelado por la ecuacion de Stokes.

Palabras clave: Ecuacién de Stokes; reconstruccion de dominio; problema bien planteado; deforma-

ciones del dominio; problema inverso.

1. Introducciéon

El padecimiento de estenosis en arterias co-
ronarias es un problema de salud publica de im-
pacto mundial [1], pues el infarto al miocardio
(heart attack, en inglés) es una de las causas
principales de muerte en varios paises del primer
mundo, con una incidencia creciente en paises en
vias de desarrollo como México.

Estas enfermedades se deben a la formacion
de placas ateroscleroticas dentro de las paredes
de las arterias coronarias a causa de la acumula-
cion gradual de colesterol, acidos grasos, calcio
y tejido fibroso conectivo, entre otros. La pre-
sencia de estas placas ateroscleréticas dan lugar
a una obstruccién local (estenosis u oclusion) al
flujo sanguineo con consecuencias fatales, como
el infarto al miocardio, con frecuencia dificil de
diagnosticar, causando en muchas ocasiones la
muerte.

El paradigma de nuestro trabajo de investi-
gacion sobre el relevante problema de la detec-
cion temprana de estenosis en coronarias, o la
prevencion de infartos al miocardio, por medios
no-invasivos, se basa en dos hechos fisicos bien
conocidos: Uno, la presencia de una obstruccién
parcial (estenosis) en un ducto (coronaria) da
lugar a un flujo sanguineo turbulento post obs-
truccion. Dos, este flujo turbulento genera una
onda acustica, que se propaga desde la pared del
vaso coronario a través del térax hasta alcanzar
la superficie del pecho, donde se puede registrar
con la ayuda de sensores especiales.

Siguiendo este paradigma, el problema de la
deteccién temprana de estenosis en coronarias es
abordado como un problema inverso, la de de-
velar la obstruccién a partir de la informacién
acustica registrada por sensores colocados sobre
el pecho. La idea es ver a este problema inver-
so como un problema de estimacion numérica



de parametros en un sistema de Ecuaciones Di-
ferenciales Parciales (EDP’s), que nos permitan
develar una obstruccion en las paredes de va-
sos coronarios. El Sistema de EDP’s para el co-
rrespondiente problema directo esta constituido
por las ecuaciones de Navier-Stokes para un flu-
jo sanguineo pulsatil que interactiia de manera
especial con las paredes de los vasos coronarios
(sub-problema de flujo-estructura) acopladas a
las ecuaciones de propagacion de ondas acusti-
cas en un medio visco-eldstico (biotejido) que se
propagan a través de la cavidad toracica alcan-
zando la superficie del pecho.

Dada la complejidad de este problema que
nos ocupa, en este trabajo se presentan alenta-
dores resultados preliminares con respecto a un
problema inverso de flujo sanguineo simplifica-
do, que en si, constituye un nuevo paradigma
alternativo al antes expuesto. Concretamente, la
develaciéon de una obstruccién en el ducto de un
flujo sanguineo modelado por la ecuacién de Sto-
kes en 2D, a partir de registros de la presion so-
bre ciertos puntos cercanos a la pared del ducto
coronario. El problema se aborda a continuacién
en diferentes secciones. En la seccién 2 se formu-
la el problema, en la secciéon 3 se introduce la
nocion de convergencia de dominios mediante la
convergencia de difeomorfismos. En las secciones
4 y 5 se establece que el problema directo de la
ecuacién de Stokes estacionaria con condiciones
de frontera de Dirichlet depende continuamen-
te de la forma de su dominio, resultado funda-
mental y sin el cual carece de sentido abordar
el problema inverso simplificado antes plantea-
do. En la seccion 6 se reporta un primer estudio
numérico para el problema sobre la develacion
de una obstruccién sobre el ducto de un flujo
viscoso modelado por la ecuacion de Stokes en
2D, usando registros post-obstruccion de la pre-
sion. La seccién 7 trata sobre el trabajo futuro
de investigacion sobre el problema que se estu-
dia en este trabajo. Finalmente, en la seccién 7
se exponen nuestras conclusiones.

2. Formulacion del proble-
ma

En esta seccién se presenta el planteamiento del
problema.

2.1.

El dominio fisico de definicién en 2D para la
ecuacion estacionaria de Stokes es de la forma:

Descripcion de dominio

Q(b, ¢) = ([0,30D] x [0, D)\V (b, )

y que ilustra en la siguiente figura:
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Figura 1: Representacion geométrica del do-
minio Q(b, ¢)

donde la frontera de la obstruccién V (b, c) so-
bre el borde superior estda modelada paramétri-
camente por la funcién:

h(z) =D — g (1 —cos(2n(x — ¢)/ D))

O0<b< D<2c

y h(z) = D, en oto caso. Este dominio ha sido
propuesto por Seo et al. [2] y modela una arte-
ria con una obstruccion parcial sobre una de sus
paredes.

El objetivo en este trabajo consiste en in-
vestigar la viabilidad de resolver el problema de
Stokes inverso siguiente: develar el tamano b y la
posicion ¢ de tal obstruccion, usando mediciones
de la presién sobre el fluido en cierta parte de la
frontera del dominio §2(b, ¢), donde el flujo de un
fluido viscoso esta modelado por la ecuacion de
Stokes estacionaria:

|z —¢| < D,

(2.1)

—pAu+Vp=0 € Qg
dw(u) =0 T € Q(b,c)



En esta ecuacion la variable de estado u re-
presenta el campo de velocidades del flujo y la
variable p representa la presién sobre el fluido,
y en donde p es el coeficiente de viscosidad ci-
nematica del fluido. Por simplicidad se decidié
tomar las condiciones de frontera de Dirichlet
siguientes:

w=(1,0) =€ 8%, o
u = (0, 0) T € 8Qm0v(b,c) U 0y U o,

- u=(1,0) —

u=(1,0)

Figura 2: Condiciones de frontera

2.2. Mediciones de la presion

En su formulacién varicional, el problema direc-
to de un fluido viscoso de Stokes estacionario, la
presién p vive en el espacio de funciones L?(Q)
(véase [3]), espacio cuyo dual no admite funcio-
nales de evaluacién. Por ello, es conveniente re-
currir a funcionales alternativas de evaluacion de
la presién que pertenezcan al dual de L*(€2). Una
natural es la evaluacién promedio local de la pre-
sién.

Dada ¢ > 0 razonablemente pequena y x €
(), considérese a las funcionales promedio de la
presién v, . : L*(2) — R dada por

% —; r)ax
l0) = (g PO 22

Claramente, 7, . pertenece al dual de L*(Q), si
B(x,e) C S

En caso de que (u, p) sea solucién de las ecua-
ciones estacionarias de Stokes

—puAu+Vp = f, xe€)
diviu) = 0, z€( (2.3)
u = ¢, x€oid

esta funcional se puede ver como la representa-
cion de una mediciéon de la presién en el punto
x € ) con una precision € > 0 dada.

Estrictamente vamos a estudiar la ecuacion
Stokes homogénea, pero al reducir las condicio-
nes de Dirichlet de no-homogénea a homogéneas
se da lugar a una ecuaciéon de Stokes homogénea
con término fuente.

En este contexto, se considerara como obser-
vables un numero adecuado n € Nmediciones
de la presién p(-;b*, ¢*) en el dominio Q(b*, ¢*)
desconocido, en una primera instancia, libres de
error por medicién !

{ﬁxj = Dgcj,e (p(u b*a C*)) ?:1

nuestro problema consiste en reconstruir (vis-
lumbrar) el dominio Q(b%, ¢*)
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Figura 3: Sensores de medicion

tomando para ello, a la [,-funcional objetivo i.e:

N
J(0,€) = 1Ps, = P, (P10, €D
j=1

donde a > 1y (u(;b,¢),p(-;b,¢)) es solucién
de las ecuaciones de Stokes (2.3) en el dominio
Q(b, c).

De esta manera, el problema inverso que nos
interesa estudiar y resolver se reduce a un proble-
ma de optimizacion. Especificamente, en hallar:

~

(b7 é) - argmin(b,c)é@‘](bv C)

donde © es un conjunto de parametros admisi-
bles.

'Pues en otro caso, se deberfa considerar como observables a:

{1_796]‘ = Uz (p(~;b*,c*) + aj) ?:1

donde las €; usualmente se suponen variables aleatorias independien-
te e idénticamente distribuidas con distribucién normal con media
0 y varianza o (desconocida).



Otro problema inverso de interés practico
consiste en vislumbrar el dominio Q(b*, ¢*) y
también en determinar el nimero y la ubicacion
6ptima de los sensores de medicion de la pre-
sion en un fluido viscoso de Stokes a través de
un ducto con una obstruccion parcial. Para es-
te problema el funcional objetivo a considerar
seria:

N

J(bc;{zi}, N) = " [Pe, = Uaye(p(:b,0))|*

1=1

3. Problema de Stokes

Dado el planteamiento formulado en la sec-
cion anterior del problema inverso para develar
una obstruccion parcial en el ducto por don-
de fluye un fluido viscoso estacionario de Sto-
kes; o sea, vislumbrar la geometria del dominio
Q(b*, c*) a partir de mediciones de la presion,
plantea la problematica central para su proble-
ma directo asociado: probar la dependencia con-
tinua de la solucién del problema de Stokes (2.3)
con respecto a su dominio €2(a,b) y no sélo con
respecto a f y .

Maés precisamente, se quiere demostrar que la
solucion del problema de Dirichlet para la ecua-
cion estacionaria de Stokes en un dominio aco-

tado ) C R":

—pAu+Vp = f, x€(
div(u) = 0, z€Q (3.1)
u = ¢, x€oifd

depende continuamente con respecto a f, ¢ y su
dominio 2. En particular, en relacién con € en el
sentido siguiente: dada una sucesién de dominios

2, que converge, en sentido por precisar a 2,

entonces (ué’f,pé’f) — (ul?, ph?).

Para tal propodsito, se requiere primero es-
tablecer que este problema de Stokes es bien-
planteado con respecto a f y ¢.

Cabe mencionar que un problema similar ha
sido estudiado por A. Henrot y M. Pierre [4] para

la ecuacion de Poisson con condiciones de fron-
tera de Dirichlet homogéneas:

f,x el
v, x € 0f)

—pAu =
u —

3.1.

Para presentar la formulacién variacional del
problema de Stokes?, es conveniente introducir
ciertos espacios de funciones. Iniciemos con el
espacio de funciones vectoriales de divergencia
Ccero:

Formulacién variacional

V(Q) = {v € D(Q)| div(v) = 0}

en donde D(2) = [D(£2)]".Y se definen a V()
y a H(Q) como las cerraduras de V() en
HY() = [HQ)" y L(Q) = [L(Q)]", respec-
tivamente. Vale la pena enfatizar la siguiente ca-
racterizacion de V(Q).

Teorema 3.1. 57 Q2 es un dominio abierto, aco-
tado y Lipschitz entonces

V(Q) = {u € HY(Q)| div(u) = 0}

Para su demostracién véase el Teorema 1.6
en R. Temam [3].

Sea 2 C R"” un dominio acotado y de Lips-
chitz, la formulacién variacional de la ecuacién
estacionaria de Stokes (6 problema de Stokes)
con condiciones de frontera de Dirichlet ho-
mogéneas:

Hallar u € V(Q2) tal que

/uVu.Vvdx:/f’vdx, VoveV(Q)
0 0

(3.2)

es directa de obtener:?

Teorema 3.2. Temam [3] [Teorema 2.1] Si§) C
R" es un dominio acotado de clase C?, enton-
ces el problema variacional (3.2), para toda f €

2En esta subseccién se sigue a R. Temam [3].
3Véanse las paginas 21-22 en R. Temam [3].



L*(Q) (or f € HY(Q)) dada, tiene una tinica
solucion u. € V(Q), satisfaciendo que

[wellv < C1 |22
Ademds, existe p € L*(Q) tal que:
i) —pAu+ Vp = f,
i) div(u) =0, y
i) you =0,

en sentido distribucional en . Y en donde
v : HY(Q) — HY2(0Q) es el operador de tra-
za de Dirichlet.

Este teorema dice que el problema de la ecua-
cion de Stokes con condiciones de frontera de
Dirichlet homogéneas, esencialmente tiene una
unica solucién (u.,p.) vy que es, parcialmente
un problema bien planteado a la Hadamard con
respecto a las “fuerzas externas® f y su demos-
traciéon es una consecuencia directa del Teore-
ma de Lax-Milgram aplicado a la forma bilineal
a:V xV — R dada por:

a(u,v) :/uVu.Vvdx
Q

que es continua y coercitiva.
Para el problema de Stokes no homogéneo:

—puAu+Vp = f, xe€
div(u) = g, x € (3.3)
u = p, xedfl
con condicion de compatibilidad:
/gd:z::/ w-vdS (3.4)
Q o0

considerando que H(99) = ~oH(Q), se tiene
que existe ug € HY(Q) tal que youg = . Lue-
go, por la condicién de compatibilidad (3.4) y
aplicando el teorema de la divergencia, se sigue
que:

/ (9 — div(ug))dx =0.
0

Asi, usando el siguiente Lema*

4Véase el Lema 2.4 en Temam [3].

Lema 3.1. 5i Q2 C R" es un dominio acotado y
Lipschitz entonces el operador gradiente mapea

H!(Q) sobre

L*(Q)/R = {g € L*() : /dix:()}

existe u; € H{(Q) tal que u; = g — ug. Ahora,
tomando w = w — ug — u; el problema de Sto-
kes con condiciones de Dirichlet no-homogéneas
(3.3) se reduce al problema de Stokes con condi-
ciones de Dirichlet homogéneas, ya antes trata-
do. Consecuentemente, la existencia y unicidad
de su solucién queda establecida.

Teorema 3.3. Sea 0 C R". n = 2 o3 de cla-
se C",r = maz{m + 2,2}, donde m > —1
es un entero. Si f € H™(Q), g € H™(Q),
y o € H™32(00) satisfaciendo las condicio-
nes de compatibilidad (3.4) entonces el proble-
ma de Stokes con condiciones de Dirichlet no-

homogéneas (3.3) tiene una inica solucion w, €
H"2(Q) y p. € H™(Q) tales que

||| zrm+2() + [|Pell Emr(@)r
< co ([1flemy + N9l mmer ey
+ ol saraon) )

(3.5)

para una co > 0.

Este teorema ° dice que el problema de Stokes
con condiciones de Dirichlet no-homogéneas en
dimensiones 2 y 3 es un problema bien-planteado
a la Hadamard. Notese que en nuestro caso, g =
0.

3.2.

Como el problema de Stokes con condiciones de
Dirichlet no-homogéneas, se reduce al caso de
condiciones de Dirichlet homogéneas, como se
hizo notar en la anterior subseccion, basta con
demostrar que: (usf)k,p{zk) — (usf),pé) en algin
sentido. Para ello, se introduce primero el tipo
de convergencia entre dominios. Con este afan se

dan las siguientes definiciones:

Convergencia de dominios

®Véase la Proposicién 2.3 en Temam [3]



Definicion 3.1. Una sucesiéon de conjuntos
{Q} C R" converge difeomdrficamente a un
conjunto 2 C R” si y sélo si existe una familia de
difeomorfismos 1y, : Q — Qu, {¢r} € C*(Q,Q,),
tal que:

(. zbk_l — 1d map, uniformemente; y

Vi, Vw,gl — [ matriz, uniformemente.

Definiciéon 3.2. Una sucesion de dominios
abiertos {€2,} converge compactamente a un do-
minio €2 si y solo para todo compacto K C ()
existe ng € N tal que K C (Q,,, para n > ny.

Al espacio de dominios en R" se le puede
equiparar con diversas topologias. A este respec-
to se recomienda la lectura de la brillante discu-

sion que viene en el libro de A. Henrot y M.
Pierre [4].

3.3.

Para abordar el problema que nos ocupa, es-
to es, que el problema de Stokes estacionario
con condiciones de Dirichlet homogéneas es bien-
planteado, son tutiles las siguientes definiciones y
resultados sobre espacios de Sobolev y operado-
res de traza.

Resultados preliminares

Proposicién 3.1. [Lema 6.21 en Allaire [5]]

Sean ,Q C R" conjuntos acotados y de Lip-
schitz. Si ¢ € C' un difeomorfismo tal que
P(Q) = Q' entonces

uc H () siysélosiuoy € H(Q)
Mas an,
Vuop = (V) ' V(uo)

Proposicién 3.2. Sean 9,0 C R" dominios
acotados y de Lipschitz tales que existe un di-
feomorfismo ¢ € C' con ¥(Q) = Q, y sea
v e L(HY(Q), HY2(09)) el operador de traza.
Siu € H' () entonces

7 (u) o =+ (uo )

Demostracion.

Puesto que () es denso en H* ('), es su-
ficiente probar la proposicién para C1(Q'). Sea
u € C1(Q) entonces:

Y () o = ulop 0
(w o) [an
= 1 (uoy)

Como los operadores 4 y v son continuos, uti-
lizando la densidad de C*(2) en H'(2), se tiene
que

7 (u) o) =7 (wo )
para u € H'(Q). []

Proposicién 3.3. Sean Q,Q C R" dominios
acotados y de Lipschitz. Si existe un difeomor-
fismo v € C* tal que () = Q' entonces

w € Hy(Y) siy sélo siuorp € Hy(Q)

Demostracion.

Utilizando la proposicién 3.1 sabemos que
u € HY(Q) si y s6lo si wo € HIY). Por
lo tanto, sélo se tiene que probar que

7 (u) =01 uoy) =0

Pero ésto se sigue de la proposicién 3.2 anterior.
]

4. Continuidad de la solu-
cion respecto a su domi-
nio

En esta seccion se discute un punto central
con respecto al problema directo, el problema
de Stokes que se ha venido discutiendo. Esto
es, la dependencia continua de la solucion del
problema de Stokes con respecto a su dominio
de definicién. Explicitamente, se establece que si
{2, C R"} es una sucesién de dominios que con-
verge difeomorficamente a un dominio 2 C R".
Entonces, bajo ciertas condiciones, se tiene que



la solucién (w,, pn) € V(Q,) x L*(2,) del proble-
ma de Stokes (3.2) en el dominio €2, converge a
(uq, pa) € V(Q) x L*(Q2) en el siguiente sentido:

|ug —uy, 0 wnHH(}(Q) — 0
HpQ — Pn© wTLHLQ(Q) — 0

donde (ugq,pq) es la solucién del problema de
Stokes (3.2) en el dominio €.°

Para tal propdéposito, primeramente se proce-
dera a demostrar que la parte vectorial u,, de la
solucion del problema de Stokes (3.1) con domi-
nio {2, converge a la correspondiente parte vecto-
rial de la solucion del mismo problema de Stokes
sobre el dominio 2.

Nota 4.1. Por simplicidad de los enunciados de
los resultados que se verdan en lo que sigue de es-
te trabajo, se considerard que se tiene D C R”
un dominio acotado y que dada una secuen-
cia {Qn}nen de dominios acotados y de Lips-
chitz tal que €, C D para toda n que converge
difeomérficamente y compactamente a un
dominio Q0 C D acotado y Lipchitz. Mas aun, se
considerard a {i,}en como la familia de difeo-
morfismos sequn la definicion 3.1; es decir:

Un(2) — Q

4.1. Continuidad débil de la solu-
cién

Lema 4.1. Dada f € L*(D), sea u, € V(,) la
solucion del problema de Stokes en formulacion
variacional (3.2). Si w, = u, o, entonces

1) w, € Hj(Q)
2) w, estd acotada

”wn”Hl(Q)
3) lim —0

=1

6Esto significa que si calculamos la solucién de Stokes en un do-
minio €2, cercano a {2 entonces la composiciéon de u,, con un difeo-
morfismo ¥, () — €, estd cerca a la solucién ug.

Demostracion.

1) Por la Proposicién 3.3 se tiene que:

w, € Hy(Q).
2) Viendo que:
wnllye = [ | [Vwifide
1/)711(9")
= [ IVwnfi 0w det(Vu, )
Qn

donde, para A, B € R™" se tiene que
|A]% = (A, A), con el producto interior
de Frobenius (A, B) = Tr(B'A). Luego,
usando la regla de la cadena se tiene:

Vw, |30 ¢, = (Vw,.Vw,) o4,
(Vi)' Vu,.(Vip,) ' Vu,)

| (an)tvun ‘%«“

Ahora, como |AB|r| < |Als|Blr7, y el he-
cho que (Vi)' y |det(Vi),1)| son conti-
nuas, se sigue que:

ey = /Q (V) Va2l det (V)| de

< / (V) IV Bl det (V)| da
Qn

< sup (|(Ve) Bldet (Ve M)) nllfs o)

xeQ,
(4.1)
< sup sup (|(Ve)'[oldet (Ve ) 1wl 0,
neN meﬁn
(4.2)
Puesto que Vi, — I uniformemente, se
tiene que:

lim |(Vi)'[3ldet(Vh, )] = 1

Por lo tanto, existe N € Ny C* > 0 tal
quesin > N

(V) Bldet(Vy Hl < € (4.3)

|AI|2

"Recordando que, para A € R™ " se define |A|s = méx, o e

siendo | - |2, la norma euclidiana en R™.



Usando (4.3) en (4.2), si n > N, se sigue
que:
lwnll o) < VCHuallgy,) — (44)

Dado C'e R como en el Teorema 3.2 y por
(4.4) se tiene que

|wall g0y < VO*H|lunll g,
<VC*C || fllz2py

Por lo tanto, {w,} esta acotada.

3) Usando (4.1), se tiene que

e _

up 1/(Ve, ) Bldet (Vi 1)
(4.5)

Ttallmy@n) ~ vcn,

-1

De manera analoga se puede deducir que:
HwnHHg(Q)
= gy,

(i‘;ﬁ—;V
(4.6)

Otra vez, ya que Vi, Vi, ! — I unifor-
memente, se sigue que:

lim \/|(V, ) et (Vi)

= 1im \/(V)Bldet(Ve,)| 4D
=1

I(an)tlgldet(vdfn)l)

Tomando los limites en (4.5), (4.6) y usan-
do (4.7) se obtiene que:

lim Hwnuﬂg(m -
n—00 HunHHg(Qn)

[l

Lema 4.2. Sea f € L*(D) dada, u, € V()
la solucion del problema variacional de Stokes
Yy w, = Wy, oY, Si {1} converge difeomartfi-
camente a ). Entonces w, converge débil-
mente a ug € V() donde uq es solucion del
problema variacional de Stokes:

/uVuQ.Vvdx:/fvdx, Vv e V(Q)
0 0

Demostracion.

Por el Lema 4.1, la sucesién {w,} tiene una
subsucesion que converge débilmente a algin
w* € H}(Q). Por simplicidad, se renombrard a
esta subsucesion como w,,.

Sea

ve V() ={ve D) |div(v) =0}, como
Q, — Q difeomérficamente, existe n, tal
que v € V(£2,), para n > ny.

Asi, se tiene que:

/fvdx—/ Vu,.Vvdx

= Vu,,.Vvdr
¥n(Q)

= —/ w,.Av dx
n(§2)

— _'/an (Av oy, |det(Vi,)| dx  (4.8)

Por definicion v, — id, y Vi, — [ unifor-
memente y v € C2°(Q2). Luego, se sigue que:

(Avoy,) |det(Vih,)| — Awv, uniformemente.
(4.9)
Usando el hecho que w,, converge débilmente a
w*, se tiene de (2.9) que®:

lim —

n—00 ’an (A’U © ¢”) ‘det(v’@/}n)‘ dx

/ w*.Av dx

= / Vw*.Vvdz
Q

(4.10)

Por otro lado, se tiene también que:

lim fudr

n—0o0 [9)
n

= lim [ (f.v)

n—oo QO

= /Qf.'vdx

o Yy |det(Vip,)|de  (4.11)

8Usando la siguiente desigualdad
(wn, vn) — (w*, v)| < |wy[von — o]+ | (wn, v) — (W, ) |



Ahora, tomando el limite en (4.8) y usando
(4.10)-(4.11), se obtiene que:

/Vw*.V'vdx = / fode Yv € V(Q)
0 0

Noétese, sin embargo, que como V(£2) es denso
en V(£2), esto implica que:

/f.vdx:/V’w*.Vvdx Vo e V() (4.12)
0 0

Para probar que w* € V(£2), obsérvese que:
Tr(Vu,oy,) = Tr(Vu,) o,

= div(uy,) oy,
=0

(4.13)

Por lo tanto, usando la regla de la cadena tene-
mos:

Vau, oty = Vib,"V(uy, 0 y,)
= V¢, 'Vw, (4.14)

Substituyendo (4.14) en (4.13) se tiene que:
Tr(Vi, 'Vw,) =0

Y puesto, Vi, 'Vw, converge débilmente a
Vw*, y Tr es un operador lineal y acotado?, se
sigue que:

div(w*) =0
Consecuentemente, se tiene w* € V(). Por
(4.12) y el hecho que la solucién del problema
de Stokes tiene uinica solucién se sigue que:

w* = ug
[]
4.2. Continuidad fuerte de la so-
luciéon
Lema 4.3. Sea 2, C D, para toda

n, C D wun dominio acotado 1y sea
f € L*Q) dada. Si f, = [ o1, entonces

1) fa € L*(Q)
2) f, converge fuertemente a f en L*(Q).

Tr € L(L2(Q)™", L*(Q))

Demostracion.
1) Nétese que:

lly = [ 1fovlds
Un ' ()
= [ 1 Pidet(vu;blas
Q,

< sup |det(V, [ fll720,)

e,

< Ol f 720,

donde C(,) = sup,q |det(Vep, )| > 0. Ya que
Vi ! es continuo y Q, es acotado. Luego, se
sigue que

(4.15)

fn € L*(Q)
2) Obsérvese, de (4.15), que:

1 fall 7o) < sup sup |det(Ver )] (| £ 72p)
neN ze€,
Lfall 20 1
T —— < sup sup |det(Vi, )] (4.16)
HfHLz(D) neN ze€,
Anélogamente, se deduce que:
£ 11720 < supsup [det(Vu)| [ fall72(p)
neN zef)
1 [£all72
< (4 7)
SUD,, ey SUDgeq |det (V)| HfHLZ(D)

y puesto que |det(Vi,)| — 1 uniformemente,
tomando limite en (4.16)-(4.17), se tiene:
’ 2 2
Ui |l = 1o (418)
Por lo tanto, {f,} es acotado y tiene
una subsucesion débilmente convergente a
algin elemento f*. Por comodidad, se renom-
brara a esta subsucesién como f,,.
Solo falta probar que f* = f.

Si g € C.(2) entonces existe N € N tal que
g € C.(Q,), si n > N.1 Observando que:

0Pues {€2,} converge compactamente a .



_ / fugda
21(Q)
N /Q<fn o) (go ') |det(Vip, ) |da

_ /Q f (900" det(Va, )| da

O sea:

/angdx = /Qf (g o w;l) |det(V¢gl)\dx
(4.19)
puesto que f, = f o,.

Y como g € C.), se sigue que
(gow,t) |det(V,')| = ¢ uniformemente. Pe-
ro también se tiene que f,, — f* débilmente, por
lo que tomando limites de ambos lados en (4.19),
se obtiene que:

/Qf*gd:v=/ﬂfgd:v

Dado que g € C.(£2) es arbitraria y C.(2) es
denso en L?((2), se obtiene que:

=17

O bien que f,, converge débilmente a f. Este he-
cho junto con (4.18) nos permiten concluir que:

(4.20)

fo— f in L*(Q)
O

Lema 4.4. Sea f € L*(D) dada y sea u, la
solucion del problema de Stokes (3.2) en V (£2,,),

1.€:
/ uNVu, Vo dr = / fvdx YveV(Q,)
Qn 9%

St w, = u, o, entonces w, converge fuer-
temente a ug € V(Q), donde ug es la solucion
del problema de Stokes:

/MV’U,.V’Ud,I:/f’Ud,I, Vv € V(Q)
0 0

Demostracion.
Notese que:

Qn U
— / f oy, oy, |det(V,)| dx
Q

= / wy, (fo|det(Vip,)|) dx (4.21)
0

1) Del Lema 4.3 se tiene que f, = fow, — f

en L(9).

2) Por definicién Vi), converge uniformemente

a I. Por lo tanto, |det(Vi,)|fn — f en L*(Q)

3) Por el Lema 4.2 sabemos que w, converge

débilmente a uq.

Por lo tanto, tomando el limite en (4.21)%:

lim [ w,f,|det(Vi,)| dx

n—o0 QO

= /ngfdx

= HU’QHH&(Q)

7,}1_?010 HunHH(}(Qn) =

(4.22)
Por lo tanto usando el Lema 4.1, obtenemos:

lfm M

=1 (4.23)
n=r00 H’UmHﬂg(Qn)

Por lo tanto, de (4.22) y (4.23), se sigue que :
7}1_{1010 HwnHH(}(Q) = HUQHH(%(Q)

[l

5. Convergencia fuerte: ex-
tension por cero

Considérese a un dominio D C R" acotado y
a una sucesién {Q,},en € D de dominios aco-
tados y de Lipschitz que converge difeomorfi-
camente y compactamente a algin dominio
acotado y Lipschitz 2 C D. Sea {1, }en la fami-
lia de difeomorfismos como en la definicién 3.1.

HUsando la siguiente desigualdad |(wy,,v,) — (w*,v)| <
[wa[[vn — v + | (wn, v) — (w*, v) |



Sea ug € V(Q) la solucién del problema varia-
cional de Stokes 3.2). Considérese la extensién
por cero de ug a Hi(D):

T — ug x €
Yo reD\Q

Noétese que si ¢ es la extension por cero de al-
guna funcién ¢ € C§°(2) entonces ¢ € C;°(D),
y que

el = €l mm)

Vo=V5

Se puede probar por un argumento de densidad
que esto es cierto si o € H(9).

Teorema 5.1. Sea f € L*(D) dada. Si u, €
V() es la solucion del problema variacional
de Stokes (3.2) entonces w, converge fuer-
temente V() a uq, donde uq es la solucion
del problema variacional de Stokes:

/,LLVuQ.Vvdaz:/fvd:z:, Vv € V(Q)
Q 0

Demostracion.
De las demostraciones de la subseccion 4.2,
y por (4.22), sabemos que:

1 |lwall (0, = llugllmo)

Puesto que u, y ug son extensiones por cero
respectivamente, se tiene que:

Tim |[wnl| g0y = lim. | wnl|m2 0,

= HuQHH&(Q) = |\UQHH3(D)

Por lo que sélo se tiene que probar que u,
converge débilmente a ug.
Sea:

w, =u,ov,, n=1273 ...

Dada v € H}(D), obsérvese que

/Vv.Vﬁnda::/ Vo Vu,dx
D Qn

= Vo . Vu,dr
Yn(Q)

(5.1)
_ /Q (Vo.Vu,) o |det(Vib, )| dx

_ / (Vv 0 1) Vw,|det(Veb,)|d
Q

y yva que ¢, — id y Vi, — [ uniformemente,
por el Lema 4.3, se sigue que:

(Vv o1h,) |det(Vap,)| — Vo, en L*(Q) (5.2)

Por lo que tomando el limite en (5.1) y usando
la convergencia fuerte de w,, — uqg en H}(Q) y
(5.2) se obtiene que:

lim Vv.Vu, dx = / Vv.Vugdr
Q

n—0o0 D

= / Vv.Vugdz
D

Puesto que esto es cierto para toda v €
H(D), se puede afirmar que w, conver-
ge débilmente a wug. Y puesto que

iy, o0 |wnll g p) = [[wallmip) se tiene que:

nh_{glo |wn — wollgapy = 0

[l

5.1. Continuidad débil de la pre-

sion
En esta subseccion se demuestra que también la
presiéon depende continuamente del dominio de

definicién del problema de Stokes estacionario
bajo estudio.

Lema 5.1. Sea {Q,}, Q, C R" una sucesion
de conjuntos que converge difeomorficamente a
Q C R" con respecto a la familia de difeomor-

firmos {4,}. Dada f € L*(D), sea (u,,p,) la



solucion (en formulacion variacional), del pro-
blema de Stokes (3.1) en H}(Q,) x L*(,), i.e:

/ uNVu, - Vudz —/ pn div(v) dx

i i (5.3)
:/ f-vdr, Yv e Hy(S,)
Qn

Si q, = pn o Y, entonces ¢, converge débil-
mente a po € L*(Q)), donde (uq, pa) es la solu-
cion del problema de Stokes (5.3) sobre el domi-
nio ).

Demostracion.

Sea v € D(2) un campo vectorial cualquiera
dado, como €2, — ) converge compactamente
existe N € N tal que v € D(Q,), si n > N.
Consecuentemente, se tiene que:

/ uNVu, - Vo dr — / pn div(v) dx
Q, 0

:/ f-vdr, n>N
Qn

(5.4)
Tomando w,, = u,, 01, y usando el Teorema 5.1
se tiene:

lim pn div(v) dx

n—oo [9)
n

= lim (/ uVun-Vvdx—/ f-vdx)
n—00 Q, Q,

:/,LLVuQ-V’vdx—/f-vdx
Q )

:/pgdiv(v) dx (5.5)
Q

Observando que:

/ pudiv(v) - /Q andiv(v)

/Qqn(dz'v(v) o 1y, )det(Vip,) dx

— / gndiv(v) dx
0

<

/QCIn (div(v) 0 1, — div(v)) det(V,) dz

+

/Q an (div(v) — div(©)det(Viby,)) da

< lanl |20y (I] (div(v) 0 b, — div(¢)) det(Vipy)||2(e)

+ [|div(v) — div(v)det(Ven)|| L2 e)

< Cl|fll 2@ (Il (div(v) o ¥ — div(v)) det(Vibn)|| 2@
+ ||div(v) — div(v)det(Vib,) || 12(0)) (5.6)

Usando la convergencia uniforme de los difeo-
morfismos tenemos:

qndiv(v) dx
(5.7)

lim [ p,div(v)dz = lim

De (5.5) y (5.7) se tiene:

lim [ g,div(v)dx = /pgdz’v('v) dr Yv € D(S

(5.8)

Utilizando un argumento de densidad podemos
afirmar que:

¢n — pa, débilmente en L*(Q). (5.9)
[]

Para concluir esta seccion notemos que si toma-
mos p, la extensién por cero a D,y ¢ € D(D).

Se tiene que:
/ Pn-@ dx
Q,

/ Dn-Odx =
D

- /Q Qn-(¢ © Py) d

Tomando limites y usando el hecho (¢o1),) — ¢,
v que g, — po, débilmente en L2(Q).
Se tiene que:

n—oo

lim m.¢dx:/pg.¢dx:/ﬁ5.¢dx
D Q D



6. Experimentos numéricos

Una vez que se ha probado que el problema di-
recto sobre el flujo estacionario de un fluido vis-
coso modelado con la ecuacién Stokes, es bien-
planteado; i.e., que su soluciéon depende conti-
nuamente con respecto a las condiciones de fron-
tera, fuerzas externas y de su dominio de defini-
cion, se ha dado un primer paso en firme para
abordar el problema inverso sobre la develacion
de una obstruccién parcial sobre el ducto de flujo
estacionario de un fluido viscoso. En esta secciéon
se presentan algunos de los resultados prelimina-
res obtenidos de nuestros experimentos numéri-
cos para la develacion de una obstruccion par-
cial en el ducto de un flujo viscoso. Cabe men-
cionar que nuestros experimentos fueron obteni-
dos usando un servidor con el sistema operativo
ubuntu, procesador core i7 920 (2.8GHz) con ar-
quitectura de 62 bits y usando el método de ele-
mentos finitos con elementos mixtos (P1 para la
presién y P2 para la velocidad [3]), implementa-
do con software el FreeFem++ para la resolucion
numérica del problema directo que a continua-
cion se describe.

El problema directo a considerar es la ecua-
ciéon de Stokes:

{umva: 0 e 61)

dz’v(u) =0 S Q(b,c)

con las condiciones de frontera de Dirichlet si-
guientes:

u=(1,0) z¢€dQ,o%u
u = (07 0) VS anov(b,c) U an U an

que se ilustran en la Figura 4 siguiente:

u=(1,0) ——

u=(1,0)

Figura 4: Condiciones de frontera

Nuestro objetivo consiste en develar la obs-
truccién V(b,c) sobre la frontera superior del
ducto descrito en la Figura 4 modelada pa-
ramétricamente por la funciéon:

h(z) =D — g (1 —cos(2m(x —¢)/D))

lz—c| <D, 0<b<D

donde el parametro b da la pérdida del claro de
luz transversal al ducto y ¢ da la ubicacién de la
obstruccién, usando para ello s6lo mediciones de
la presion (Véase la subseccion 2.2).

Para tal propésito se tomaron los valores pa-
ra la presion media con un parametro ¢ = 0.01,
invasion por la obstrucciéon del claro de luz del
ducto y ubicacion siguientes:

px=Lg, bx=051y cx=5.0 (6.2)

Con estos datos se resolvié numéricamente el
problema directo de Stokes y se registraron pre-
siones locales promedio en puntos cercanos a la
frontera superior. Asi, el problema inverso de de-
velar la obstruccion consiste en hallar una esti-
macion de los parametros b y c.

(l;, ¢) = argming, o (b, ) (6.3)

donde el funcional J(b, ¢), esta dado por:

J(b,0) =D |pr, = Prye(p(30: )] (6:4)

donde (u(-; b, c), p(+; b, ¢)) es solucién de las ecua-
ciones de Stokes (6.1) sobre el dominio €2(b, c).

Cabe mencionar que se decidié usar este fun-
cional, ya que el método de optimizacion que se
uso es libre de derivadas; y que ademas, como es
bien sabido, es mas robusto en la estimacion de
parametros en comparaciéon con el funcional de
minimo de cuadrados [6].

Sin embargo, no fue posible lograr la deve-
lacion de la obstruccion. Para explicar esto, se
pasé a analizar la funcional objetivo J(b, ¢), re-
sultando que ésta no es convexa (Véase la Figura
5 a continuacién).



Figura 5: Gréfica de J(b, c)

No obstante, nétese que el funcional parece
convexo en direccion al eje b que corresponde a la
profundidad de la obstruccién (Véase Figura 5).
Por ello, se pasé a hallar la solucion del siguiente
problema:

(6.5)

Utilizando el método simplex en Matlab se
obtuvieron los siguientes resultados. En las se-
gunda y tercera columnas de las tablas 1 y 2,
se muestran los resultados sin errores de medi-
cion en las presiones promedio observadas resul-
tando, redondeando a 3 cifras decimales, igua-
les al valor exacto de la profundidad b, = 0.5 y
b, = 0.75. Mientras que en las dos ultimas co-
lumnas se muestran los resultados con un error
de medicién del 10 % en las presiones promedio
observadas resultando, redondeando a 2 cifras
decimales, iguales al valor exacto de la profun-
didad.

Es importante decir que el centro de las NV
mediciones z; estd dado por la siguiente funcion:

b= argming,qece (b, )

;= (10.0 + 20.0%, 0.8) (6.6)

Error de medicién Ninguno N(0,0.1)
N.Sensores |bﬁfl?{l(3t0 - bap7‘0x| b(lpTOI ‘bca'acto - baprm" baprour,
3 2.0602E-04 | 5.0021E-01 1.5852E-01 3.4148E-01
4 1.5735E-06 | 5.0000E-01 1.7365E-01 | 3.2635E-01
5 2.5806E-04 | 5.0026E-01 | 8.5375E-03 | 5.0854E-01
6 2.1161E-04 5.0021E-01 1.9499E-03 5.0195E-01
7 8.9752E-06 | 4.9999E-01 | 3.2242E-02 | 5.3224E-01
8 1.3954E-05 | 4.9999E-01 2.1715E-02 | 5.2171E-01
9 8.5663E-05 | 5.0009E-01 | 4.6842E-02 | 5.4684E-01
10 8.7768E-06 | 4.9999E-01 1.9481E-02 | 4.8052E-01

Tabla 1: Tabla de errores, bozqt = 0.5

Error de medicién Ninguno N(0,0.1)
N.Sensores |beztu:ta - baproz| bapruz ‘be.’vauto - bll])7'0.’L" baprol’
3 6.9160E-06 | 7.4999E-01 | 1.4431E-03 | 7.5144E-01
4 1.3413E-05 | 7.4999E-01 | 4.5747E-04 | 7.4954E-01
5 5.8467E-06 | 7.5001E-01 | 6.8557E-03 | 7.5686E-01
6 6.9160E-06 | 7.4999E-01 | 1.1624E-02 | 7.6162E-01
7 6.9387E-06 | 7.4999E-01 1.7595E-06 | 7.5000E-01
8 8.5166E-06 | 7.5001E-01 | 3.6683E-03 | 7.5367E-01
9 2.7696E-06 | 7.5000E-01 | 5.3395E-03 | 7.5534E-01
10 8.5178E-06 | 7.5001E-01 | 1.9540E-03 | 7.4805E-01

Tabla 2: Tabla de errores, beyqet = 0.75

En la Figura 7, se muestran los errores ab-
solutos en la develacion de la profundidad de la
obstruccién con respecto al nimero de sensores
(mediciones de la presién promedio observadas),
uniformemente colocados cerca del borde supe-
rior del ducto usando la ecuacion (6.6) para dos
casos (bezacta = 0.5 izquierda, beygera = 0.75 dere-
cha). Las graficas negras son el error de aproxi-
macion sin errores en las mediciones y las grafi-
cas rosas cuando se tiene 10% de error en las
mediciones.

100 Caso: b, ..=0.50
=Sin error de medicién
i +=10% de error de medicién
102 ’\/\/\
]
14
3]
o
I)(
<
=%
oo
106 :
» ™ “ © A £ ) N

Numero de sensores

Figura 6: Error de aproximacion vs niimero
de sensores, bopacta = 0.5



Caso:b_ . =0.75

=Sin error de medicién
==10% de error de medicién

” b “ © A £ )
Numero de sensores

O

Figura 7: Error de aproximacién vs nimero
de sensores, bepqeta = 0.75

7. Trabajo futuro

En nuestro plan de trabajo a futuro, esta con-
templado como paso siguiente investigar la de-
velacion de la obstruccion en el ducto a través
del cual fluye un fluido viscoso modelado por las
ecuaciones de Navier no-estacionarias, usando
mediciones de la presion y alternativamente del
campo vectorial. Aunque nuestro primer objeti-
vo central consiste en resolver nuestro problema
inverso de flujo sanguineo usando las ecuaciones
de Navier-Stokes no-estacionarias:

u +uVu — pAu+Vp=0 x € Qg
div(u) =0 T € Qe
(7.1)
y las condiciones de frontera de Dirichlet siguien-
tes:

(u = (sin(my)(cos((2.0m)t + ) + 1),0)
(ZU, y) € an U aQout
u = (0,0)

\ (ZU, y) S anov(b,c) U an U an
(7.2)
A continuacion se muestran unas simulacion-
es numéricas del flujo de un fluido viscoso a
través de un ducto con una obstruccion parcial

obtenidas al resolver numéricamente el problema
de Navier-Stokes antes descrito.

En las figuras que siguen, se ilustra la si-
mulacién numérica en tres instantes de tiempo
t =0.8, 1.6 y 2 segundos, de un flujo con turbu-
lencias de un fluido viscoso a través de un ducto
con una obstruccién parcial de profundidad del
70 %, resolviendo el problema de Navier-Stokes
no-estacionario (7.1)-(7.2), usando un servidor
con el sistema operativo ubuntu, procesador co-
re i7 920 (2.8GHz) con arquitectura de 62 bits
y usando el mefodo de elementos finitos con ele-
mentos mixtos (P1 para la presién y P2 para
la velocidad [3]) combinado con euler implicito,
implementado en software FreeFem++

Figura 8: Simulacién NS, T'= 0.8, b = 0.7

Figura 10: Simulacién NS, T'=2, b = 0.7

Mientras que en las figuras que siguen, en
los mismos instantes de tiempo, es casi imper-
ceptible un flujo turbulento de un fluido visco-
so a través de un ducto con una obstrucién de

profundidad del 30 % .

Figura 11: Simulacion NS, T"= 0.8, b = 0.3
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Figura 13: Simulacién NS, T'=2, b = 0.3

Cabe mencionar que esto esta de acuerdo con
la experiencia clinica, pues se espera que nuestra
propuesta de deteccién temprana de estenosis en
coronarias resulte efectiva para estenosis con una
invasion (profundidad), entre el 50 y el 75 % del
claro (seccién transversal) del ducto coronario.

En la Figura 14 se representan las mediciones
de la presion en el tiempo usando un solo sensor
colocado de acuerdo con la ecuacion (6.6), para
dos profundidades de la obstruccién by 3 (azul),
bo.7 (roja). Como se puede apreciar la presion no
varia considerablemente al cambiar la profundi-
dad de la obstruccion, esto puede ser un indicio
que para la develacion completa de la obstruc-
cién (profundidad y ubicacién) es necesario con-
siderar también mediciones del campo vectorial
de velocidades.

~b=03
b=07

mediciones Pression

I
e
IR
I

tiempo

Figura 14: Simulacién NS, mediciones de la
presion con un sensor. (bg 3 roja, byy azul)

8. Conclusiones

En este trabajo se reportan resultados prelimina-
res sobre el problema inverso de flujo sanguineo:
deteccion temprana de estenosis en coronarias
por medios no 1mvasivos, o la prevencion de in-
fartos al miocardio.

En una primera aproximacion se ha conside-
rado al flujo sanguineo modelado mediante las
ecuaciones de Stokes en su caso estacionario, de-
mostrando que el problema directo asociado a
nuestro problema inverso, es un problema bien
planteado a la Hadamard con respecto a fuerzas
externas, condiciones iniciales y de frontera y en
especial con respecto al dominio (frontera) de de-
finicion de su solucién, pues el problema inverso
que nos interesa, en esencia, consiste en develar
parte de la geometria de la frontera del dominio
de definicién de la solucion del problema directo.

Nuestras primeras simulaciones numéricas
sobre el problema inverso de Stokes estaciona-
rio, usando mediciones de la presién promedio en
puntos cercanos a la frontera resultaron parcial-
mente alentadores. Pues, debido a la geometria
de la grafica de la funcional objetivo de minimo
de cuadrados (6.4) que no es convexa y presenta
una “barranca‘“ casi plana, solo fue posible de-
terminar la profundidad de la obstruccién con
muy aceptable presicion en presencia de errores
de observacién del orden del 10 %.

Finalmente, cabe subrayar que los mejores
resultados de develacion de la profundidad para
una obstruccién parcial del 50% y el 70 % con
mediciones de la presion promedio sin ruido y
colocados uniformente cerca de la pared superior
del ducto en 2D, se obtuvieron con 4 y 7 sensores,
respectivamente. Mientras que para lecturas de
las presiones promedio con un ruido de hasta el
10 %, fueron 6 y 7, respectivamente.
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