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SUMARIO

Este trabalho apresenta uma técnica de controle das oscilagdes espirias que podem surgir
quando as integrais provenientes da discretiza¢io de problemas escalares advectivos-difusivos em
regime permanente pela formula¢do SUPG com operador de captura de descontinuidades, sdo
avaliadas utilizando-se um ponto de quadratura de Gauss. Os termos de corregdo sdo obtidos a

partir do principio variacional de Hu-Washizu. Diversos exemplos numéricos sdo apresentados
de forma a validar a técnica proposta.

REDUCED INTEGRATION FOR STEADY ADVECTIVE-DIFFUSIVE PROBLEMS
DISCRETIZED BY THE SUPG FORMULATION WITH
DISCONTINUITY-CAPTURING

SUMMARY

This work presents a technique to control the spurious oscillations that may appear when
the integrals arising from the discretization of scalar steady-state advective-diffusive problems
by the SUPG formulation with discontinuity-capturing are evaluated using one-point Gaussian
quadrature. The correction terms are derived from a Hu-Washizu variational formulation.
Several numerical examples are shown, validating the proposed technique.
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INTRODUGAO

Na solugao de problemas advectivos-difusivos pelo Método dos Elementos Finitos
surgem integrais que podem ser avaliadas utilizando-se uma regra de integracdo
numérica, geralmente a quadratura de Gauss. O custo computacional da avaliagdo
destas integrais é proporcional ao nimero de pontos de integracdo utilizados.
Assim, a utilizagdo da integracdo com um ponto de quadratura vem reduzir
significativamente o custo destas avaliagbes. Atualmente muitos programas utilizam
esta Integracdo Reduzida com sucesso em problemas de mecanica dos sélidos, cascas
e difusdo, reduzindo o nimero de avaliagbes do operador semi-discreto e das equacoes
constitutivas. No entanto, tal procedimento pode provocar o aparecimento de oscilacoes
espurias conhecidas como modos hourglass, que podem comprometer os resultados.
Desta forma, torna-se necessiria a utilizagdo de uma técnica de controle destas
oscilagdes. Existem diversas técnicas capazes de permitir a utilizacdo da Integracdo
Reduzida com um ponto de quadratura em malhas de elementos quadrildteros
e hexaedros lineares para estas classes de problemas. Dentre elas destaca-se a
desenvolvida por Liu e Belytschko®® e Belytschko et al.', onde os modos singulares
espirios que podem surgir com a Integracio Reduzida sdo eliminados com a adigdo
de uma parcela de estabilizagdo a matriz de elemento. Mallet et al. ' estendeu
tal metodologia de estabilizacio & sistemas advectivos-difusivos. O presente trabalho
voltado para a formulagdo SUPG (Brooks e Hughes?®), acrescida de um operador de
captura de descontinuidades (Codina*, Galedo e Dutra do Carmo?®), utiliza a Integracdo
Reduzida com um ponto de quadratura, estabilizada a partir do principio variacional
de Hu-Washizu, em problemas advectivos-difusivos escalares em regime permanente,
discretizados por elementos isoparamétricos quadrildteros bilineares.

O artigo é organizado da seguinte forma. Primeiramente é feita uma rdpida revisao
das equagdes envolvidas e sua discretizagdo pelo Método dos Elementos Finitos para
a formulacdo SUPG acrescida do operador de captura de choque. E apresentada a
forma matricial do problema. O item seguinte discute a metodologia de estabilizagdo
empregada. Em seguida, apresentam-se alguns experimentos numéricos de validagdo, e
por 1ltimo sdo feitos comentdrios e conclusbes sobre o trabalho.

EQUAGCAO DE ADVECGCAO-DIFUSAO ESCALAR

Sendo © um dominio em R? com contorno 9T = I'; U Ty, a equagdo de advecgdo-
difusio escalar em regime permanente é dada por

~V(kV¢)+B-Vé=f em QCR? ‘ (1)

com condi¢des de contorno
Qb = ¢* em Fl (2)
n-kVé =g, emT, 3)

onde f, ¢* e ¢, sdo funcdes conhecidas, F é a velocidade do fluido tal que V-8 =0,
k é o tensor de difusividade, considerado muito pequena, n é o vetor unitario normal
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a fronteira e orientado para o exterior e ¢ a incégnita do problema. Utilizando-se o
método SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) proposto por Brooks e Hughes?,
acrescido de um operador de captura de descontinuidades (Galedo e Dutra do Carmo®,
Codina*), chega-se & seguinte formulagdo de Elementos Finitos para a equagdo (1)

nel

wh, )+ Z/ Al mu L(9N)d0
()

+Zl/ L")l (I——ﬁ@ﬂ)W)th—O

|V¢hl el
B(w", ¢") = /Q WML(G)d — /Q whndQ (5)
L(¢") = f- V" - V(kV$?) - f (6)

nnos
onde ¢" = 3. N;¢; é aforma discreta de ¢; ¢;, 7 = 1,...nnos sio as incégnitas nodais;
i

N; sdo as fungdes de interpolacio usuais de elementos finitos e w” é a funcio discreta

de ponderagdo. Assume-se que a malha possua nnros pontos nodais. As funcdes de
interpolagdo para elementos quadrildteros bilineares, restritas aos elementos sdo dadas
por

Ne= (0 +m)(L+66), a=1,...,4 (7)

para o dominio de referéncia, [§ = -1, £ = 1] x[n = —1, n = 1], conforme mostrado na
Figura 1. Na equacio (4) o primeiro somatdrio corresponde & parcela de estabilizagio
da formulacdo SUPG, enquanto que o segundo somatdrio representa & parcela do termo
de captura de descontinuidades. A expressdo (5) corresponde a parcela de Galerkin e o
operador de residuo discreto da equacao de advecgao-difusdo é dado pela equagio (6).

1

4 H 2
Plano fisico (z, y) Plano de referéncia (¢, 7)

Figura 1. Elemento quadrildtero bilinear - plano fisico ¢ plano de referéncia
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Na equacdo (4) nel é o nimero de elementos na malha, tais que

nel

Q=] e 0=0iNnQ% i#j e i,j=1,...,nel (8)

Considera-se que a contribuicdo descontinua & montante das linhas de corrente é
calculada pela expressdo assintética (Brooks e Hughes?)

T i min (Pe 1 0) (9)
= —min [ —;
1 92 3 1ty
sendo Pe o niumero de Péclet do elemento, ou seja
3 he
2 pBkp

O comprimento caracteristico do elemento A®, pode ser calculado segundo Codina
et al.®, isto é

I8¢l
onde || - || indica a norma euclidiana e f¢ € a projecédo de 4 no plano de referéncia. Para

a parcela de captura de descontinuidades, as grandezas correspondentes sdo definidas
como

hs P
Ty = 1211 min (%;0,7) (12)
1Berll® RSy
Peyr = 13
0= BTken (13)
| B11|
e = ol Ul (14)
1]

onde o subindice IT indica a projecdo de § na dire¢do paralela a V. A expressdo (12) é
uma aproximagao assintética obtida a partir da relagdo dada em Codinat. Substituindo-
se as aproximagcdes de Elemento Finitos em (4) a (6), chega-se a forma matricial do
problema expressa por

Kd=F (15)
K e F sdo obtidos de forma usual, a partir das contribuictes dos elementos
nel

K= Z( fl + Kz_q + KZpg + Kicl) (16)
e=1

nel

F=Y (ff+£,) (17)
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Considerando-se as fungbes de interpolagdo bilineares dadas pela expressdo (7) e
o elemento guadrildtero da Figura 1, as parcelas de K presentes em (16) podem ser

explicitadas como

e Matriz de difusdo de Galerkin:
(K9] = / NyikiiNosdQ, ab=1,...,4; 4,j=1,2
QE
e Matriz de advecciao de Galerkin:
K5, = NpyB-VNdQ, a,b=1,...,4
Qe
e Matriz de adveccao de Petrov-Galerkin:
KS,,) :/ T NyiBs @ BiNass ab=1,... 4 6,7 =1,2
o= [|4]]
o Operador de captura de descontinuidades:

(K& = /Qe TNy ; (I Hﬁ”zﬁ ® ﬁ) N,.dQ

onde A é a drea do elemento dada por

1
A= 5(.ﬂc31y42 + T24%31)

para

ryy=xr—cy e yg=yr—ys, I1,J=1,...,4

(18)

(19)

(20)

2D

(22)

(23)

Tais integrais podem ser avaliadas através da quadratura de Gauss com um ponto,

conduzindo a

[K5)W = Abk;bT, 4,j=1,2 em £=n=0

[Kzg](l) = %t(ﬁib;), i=1,2 em £=7n=0

1) _ A’:"l
18]

KV = AmbBiBbY, i=1,2 em &=p=0
cd 3 ?

(Kopg!

apy —(b;B;8b]), i,j=1,2 em £=n=0

onde, segundo Codina* tem-se

1 — B16y __B1Bo
IEI- eI

BB | _ G
o1 Ek

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)
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Observa-se que para o operador de captura do tipo CAU (Galedo e Dutra do

Carmo®), B = I. Nas expressdes acima, by e bg sdo as parcelas de VN = [by by],
dadas por

1
b; = ﬁ(@/u Y31 Y42 Y13)° (29)
by = ﬁ(fb‘u 13 Toq Ta1)L (30)

e o vetor t representa um movimento de corpo rigido

t=(11110)7 (31)

As matrizes integradas no ponto (£ = 0, n = 0 ) sd deficientes de posto, o
que pode ocasionar oscilagdes espirias (Hayes®?). Desta forma, se faz necessiria a
utilizacdo de uma metodologia capaz de anular os efeitos negativos da deficiéncia
de posto das matrizes. Neste trabalho os termos de corre¢do das oscilagoes espirias
serdo desenvolvidos com base nos estudos de Liu e Belytschko'® e Belytschko et al. !
para a equagao de difusdo, e os trabalhos de Mallet et al. ' e Dias® para problemas
predominantemente convectivos. Tais termos sdo obtidos a partir de um principio
variacional do tipo Hu-Washizu, como serd visto a seguir.

DESENVOLVIMENTO DOS TERMOS DE CORRECAO
Definindo-se as fungoes
gt =vg¢ (32)
q" = -kg" (33)

A formulacao fraca em cada elemento, pelo funcional de Hu-Washizu é

| sa(g"-Vo)dnt | bg"(at+ket)dn- [ so(gg"+ A0+ | 6Voatan=o (34)
Qe Qe Qe Qe

onde § indica a variacdo e k é o tensor de difusividade somado & difusdo artificial
oriunda da formulacdo SUPG com operador de captura de descontinuidades.
A interpolacdo de ¢ pode ser escrita como

¢ = ¢O + ¢1$ + ¢2y + ¢nh (35)

onde a funcao h é dada por

1
h = ZA&] (36)
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Pode-se provar que sdo vélidas as seguintes propriedades de ortogonalizagio

bft=0, i=1,2 (37)
bh=0 i=1,2 (38)
tTh=0 (39)

sendo o vetor h, identificado como o modo hourglass, dado por

h=(1-11-1DF (40)

Utilizando tais propriedades, juntamente com os valores nodais de ¢, tomados a
partir de (35) chega-se a expressio

¢ =cTo® + bl ¢x + bl ¢y + 4vT4°h (41)
o = LT - (XD, =12 (42)
o= SO~ (TR, i= 1,2 (43)

onde o superindice e indica que os valores sio tomados em relacdo ao elemento e e
o vetor v é calculado segundo Belytschko et al.’, de forma que o posto do gradiente
discreto VIN, seja 3. Definindo-se as aproximacoes

(1) 4 =7

(ng) + gho

), =
¢ + qh
q" = (Ih) 1 ’1> (45)
4+ qha
onde
hi= —l—A e ho= lA{ (46)
11 - 4 77 ,2 - 4
g=7"¢ (47)
= -kg (48)

onde g e q sdo as parcelas de estabilizacao do gradiente e do fluxo respectivamente.
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Substituindo-se (41) em (34), e também as aproximagcdes (44) e (45), vem

[ 8T(T 4 by + yh)(Biloy” + ) — )R-

- / 6°T (bi + vh) (g + gh 1)dQ+

e ‘ (49)

* / (BT + 637 h )0 + ghi — bT ¢ — 77 ¢%h )d+
Q&

+ /Q,(égfl)T + 657 h) () + G + kijglD + kigh)dQ =0,  i=1,2

A partir da primeira integral da equagdo (49) chega-se a expressio do fluxo
advectivo em cada elemento, e a partir da segunda, do fluxo difusivo

A
fe= Ztﬂigz(l) + bjﬂi!?/ 2hdS — Abig{) - 7(]/ hih;dQ (50)
Qe Qe

observa-se que as duas primeiras parcelas correspondem ao termo de advecgdo de
Galerkin e as demais aos termos de difusdo de Galerkin e difusdo artificial oriunda
dos termos do SUPG e do operador de captura de descontinuidades. Estas quando
desmembradas, tornam possivel a identificagdo das matrizes de correcao da deficiéncia
de posto provocada pela integragao reduzida. Desta forma, tem-se

e Matriz de corregdo da difusao:

(K5t = 7ka/Qe hihgdQ, = 1,2 (51)
e Matriz de corregdo da advecgéo;

[K2,]640) = by T /Q CajhadQ,  6j=1,2 (52)
e Matriz de corregdo da adveccdo de Petrov-Galerkin:

stab) — g0 g, / hihidQ,  i=1,2 (53)

[ apg

IIﬂH

e Matriz de correcdo para o operador de captura de descontinuidades:
[K2)*) = rpy [ / hih;dQ (54)
Assim, as parcelas da matriz K em (16) serdo dadas pela soma dos termos
provenicentes da integragio de Gauss com um ponto, equagoes (24) a (27), e as matrizes

de estabilizagdo, equagdes (51) a (54), isto é

Z — Kz(l) + Kz(stab) (55)
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K, = Kl 4 Kelstab) (56)
e _ el e(stab),

Kapg - Kag)g) + Kaggt ) (57)
G = K + K (58)

A forma explicita destas matrizes encontra-se no Apéndice.

Observagoes

o I importante notar que para o cdlculo do residuo no interior do elemento, |L(¢")],
toma-se os termos avaliados no ponto de coordenadas (§ = 0, n = 0). Logo, este
termo também deverd ser estabilizado, utilizando-se uma corre¢do semelhiante a
empregada nos casos anteriores, onde

L(¢") =TVt = pTVNTG (59)
VN = {by b; 7} (60)
e Nas equagdes (51) a (54), as integrais constituem os chamados pardmetros de
estabilizacao
& = 5/ z;h;dQ, i,7=1,2 (para advec¢do de Galerkin) (61)
Qe
£y = 5/ h;h ;dS2, i=1,2 (para os demais casos) (62)
Qe

O coeficiente livre € que apdrece nas equagdes (61) e (62) nos d& a possibilidade de
ajustar a precisio dos resultados. Assim, quando ¢ = 1 verifica-se que [K¢] serd exata
para malhas de elementos retangulares e paralelogramos.

Com o objetivo de salientar o papel da escolha do coeficiente ¢ na qualidade
das solugbes obtidas, Liu e Belytschko'® apresentaram uma tabela comparando as
formulacdes de Elementos Finitos para diversos valores de ¢ com as correspondentes
moléculas de Diferencas Finitas para a equacao de difusdo, considerando uma malha de
4 elementos quadrados de lado Az e tomando-se os resultados em torno do né central.
Aqui, apresenta-se na Tabela I resultados semelhante aos citados anteriormente, desta
vez tomando-se as moléculas correspondentes & montagem global em torno do né central
da mesma malha de 4 elementos citada acima para as parcelas da advecgao obtidas
com a formulagdo aqui apresentada, com ¢ = 0 e € = 1, para angulos de escoamento
de 45° e 0°. Verifica-se na Tabela I que as moléculas sdo idénticas as apresentadas por
Swaminathan e Voller'® para o método SUPG com integragdo 2 X 2.
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6 = 45° Ky Molécula
0 1 1
-3 0 3 0 -1 0 1
_ -3 030 -1 -1 10
e=0 ~3 0 3 0
-3 0 3 0
0 4 2
-4 1 2 1 -4 0 4
_ -3 0 3 0 9 -4 0
e=1 9 -1 4 -1
-3 0 3 0
f =0° K., Molécula
-1 0 1
-1 1 1 -1 -2 0 2
_ -1 11 -1 T T
e=0 111 -1
-1 1 1 -1
-1 0 1
-2 2 1 -1 -4 0 4
_ -2 2 1 -1 -1 0 1
e=1 11 2 -2
-1 1 2 =2
Tabela Ia. Matriz de advecgio de Galerkin: § = 45° e 0°
# = 45° K.y Molécula
-6 0 0
6 0 -6 0 0 12 0
— 00 00 0 0 -6
e=0 60 6 0
00 00
1 -2 -b
~7 -1 -5 -1 -2 16 | -2
_ -1 1 -1 1 5 -2 1
e=1 5 -1 71 -1
-1 1 -1 1
8 =0° Kapg Molécula
-1 -2 -1
-1 -1 -1 1 2 4 2
_ -1 1 1 -1 T2
e=0 -1 1 1 -1
1 -1 -1 1
-1 2 -1
2 -2 -1 1 4 3 -4
_ -2 2 1 -1 12 1
e=1 -1 1 2 -2
1 -1 -2 2
Tabela Ib. Matriz de advecgao de Petrov-Galerkin: 8 = 45° e (°
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EXEMPLOS NUMERICOS

Como testes de validacao da metodologia reproduziu-se os exemplos de Brooks e
Hughes® para a formulagio SUPG e os de Codina* para o operador de captura de
descontinuidades. Assim, implementaram-se as matrizes de elemento estabilizadas
para a formulagio SUPG em um cédigo onde o sistema de equagdes nao-simétrico
resultante é solucionado pelo método iterativo GMRES (Saad e Shultz'?). No caso da
formulacdo com operador de captura, o sistema de equagdes ndo-lineares foi solucionado
pelo método de Newton-Raphson, onde o sistema jacobiano ¢ resolvido pelo método
BI-CGSTAB com pré-condicionadores elemento-por-elemento Gauss-Seidel (Coutinho
e Amorim®).

Problema de advecgao pura

O problema de advecgdo pura apresentado na Figura 2, definido em Q = [0,1] x
[0,1], foi solucionado primeiramente para uma malha regular de 10 x 10 elementos,
para o angulo 6 igual a 22,5° 45° e 67,5° e com dois conjuntos de condigoes de
contorno, reproduzindo as condi¢des apresentadas por Brooks e Hughes®. No primeiro
caso, identificado como caso A, considerou-se as condi¢des de contorno essenciais
apresentadas na Figura 2, e condi¢des de contorno naturais homogéneas ao longo de
2 =1ey =1 No segundo caso, identificado como caso B, assume-se ao invés de
condicdes de contorno naturais, condi¢des de contorno essenciais homogéneas ao longo
de 2 =1 ey =1. Para um campo de velocidades constante, de médulo unitdrio, as
solugdes encontradas com integra¢do com um ponto de quadratura das integrais, com
e sem estabilizacdo, ¢ = 1 e ¢ = 0, respectivamente, bem como as solugdes com 2 X 2
pontos de integracio, sio apresentadas na Tabela IL

Dir. Fluxo

Figura 2. Problema de advecgao pura
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Obsecrva-se na Tabela II que as solugbes obtidas com ¢ = 0, isto ¢, sem
estabilizagdo apresentam oscilagdes espirias. Ja as solugdes obtidas com a metodologia
de estabilizacdo, considerando-se ¢ = 1, sdo similares aos resultados obtidos com
a integracdo com 2 X 2 pontos de quadratura. Em seguida, o mesmo exemplo foi
solucionado para os casos anteriores, porém com a malha ndo-uniforme da Figura 3. Os
resultados correspondentes encontram-se na Tabela III. Estes resultados sdo bastante
aceitdveis quando comparados com os obtidos com 2 X 2 pontos de quadratura.

Figura 3. Problema de advecgdo pura com malha nao-uniforme

Problema de advecgao-difusdo com operador de captura de descontinuidades

Considerando-se o mesmo dominio do exemplo anterior, com k = 1078 ¢ velocidade
constante de médulo unitdrio, para um angulo # = 26,5°, o problema foi solucionado
com uma malha regular de 20 x 20 elementos através das formulacGes estabilizadas
com operador de captura de descontinuidades. Os resultados obtidos encontram-se na
Figura 4, onde pode-se visualizar a solu¢do da formulagdo SUPG, com o operador de
captura de Codina® ¢ com o operador CAU (Galedo e Dutra do Carmo®). Em todas as
solugbes considerou-se € = 1.

As solugdes acima diferem entre si basicamente junto & camada limite. Nota-se que
a introdu¢io do operador de captura diminui significativamente as oscilagdes proximas
as descontinuidades. Observa-se também que o operador CAU ¢ visivelmente mais
difusivo do que o operador dado com a equagdo (28).

Em seguida, o problema foi solucionado para outros valores do pardmetro de
estabilizagdo €. Os resultados para e = 0 e ¢ = 2 sdo plotados na I'igura 5, ambos para
o operador CAU. Como pode ser visto os resultados com € = 0 apresentam oscilag¢oes
espurias, enquanto que os resultados com ¢ = 2 sdo bastante satisfatérios.



INTEGRAGAO REDUZIDA PARA PROBLEMAS ADVECTIVOS- DIFUSIVOS

161

SUPG come =1

SUPG + operador de Codina
come =1

SUPG + operador CAU

come =1

Figura 4. Testes com operador de captura

Atk
o gt A oo ot 50 G %75, 1|

o A7

-;,y.....,.zr#:.

4
. 1?? 7
77 -""-/té?,ﬁ'é
A
I £ i

Z 7
ce=20

e=2
Figura 5. Testes come =0ec =2
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APENDICE

As matrizes de elemento para a equagdo de adveccio-difusio escalar considerando-
se um elemento quadrildtero bilinear, integradas com um ponto e estabilizadas com a
metodologia do item 3, encontram-se a seguir. De forma geral, a primeira matriz representa
o resultado da integragdo com um ponto, enquanto que a segunda matriz é o termo de
estabilizacao.



INTEGRACAO REDUZIDA PARA PROBLEMAS ADVECTIVOS- DIFUSIVOS
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Pd = 27

o Advecgio (Petrov-Galerkin):
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