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1. Introduccion.

La primera decision que debe tomar un ingeniero cuando tiene que analizar una
estructura es el modelo que empleara para describir su forma geométrica. Las
posibilidades que ofrece la Ingenieria Estructural pueden ser agrupadas en cuatro
categorias: la teoria de medios continuos solidos, la teoria de placas y cascaras, la teoria
de vigas y arcos, y la teoria de porticos.

En el primer caso, la estructura es representada como un solido tridimensional y
los conceptos de esfuerzo y deformacion son caracterizados por campos tensoriales que
dependen de las tres coordenadas espaciales y del tiempo. El problema se plantea en
términos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con respecto a estas cuatro
variables. El analisis estructural se realiza empleando algin método numérico como por
ejemplo el de los elementos finitos o el de los elementos de contorno. En la Ingenieria
Civil, esta opcion es empleada con cierta frecuencia para analizar estructuras que tienen
formas geométricas relativamente simples tales como presas, tineles, macizos rocosos,
etc. Esta no es, sin embargo, la opcion mas adecuada en numerosos casos de interés
practico. Considérese por ejemplo el edificio representado en la figura 1.1a. En la figura
1.1b se muestra un detalle de la malla por elementos finitos del edificio. Puede
imaginarse facilmente el enorme costo computacional que este analisis requiere. Si el
problema es dinamico, geométricamente no lineal e inelastico, este costo es simplemente
prohibitivo. El costo computacional del analisis tridimensional de estructuras tales como
edificios, puentes, naves industriales, etc. no es su Unico inconveniente. Es
probablemente mas significativo el hecho de que la masa total de resultados obtenidos de
esta manera es muy dificil de manejar y en su mayor parte superflua para propositos
practicos.

La segunda opcion es el uso de la teoria de placas y cascaras. En este caso, el
problema se plantea en términos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con
respecto a dos variables espaciales y al tiempo. El costo computacional y la cantidad de
resultados obtenidos disminuye significativamente con respecto a la teoria tridimensional



general. El nimero de aplicaciones practicas realizadas con este modelo es
probablemente muy superior al del caso anterior. Aun asi, la teoria de placas se emplea
muy raramente para analizar estructuras como el edificio mostrado en la figura 1.1, por
las mismas razones expuestas anteriormente.

a) b)
Figura 1.1 a) Edificio considerado como una estructura tridimensional. b) Detalle de la
malla de elementos finitos.

La tercera posibilidad es la teoria de vigas. Esta esta basada en la hipotesis de que
la seccién transversal de la viga se desplaza como un cuerpo rigido. El problema se
plantea mediante ecuaciones diferenciales que dependen de una variable espacial y del
tiempo. La teoria de vigas aun requiere de la utilizacion del método de los elementos
finitos para su resolucion numérica.

La Gltima de las alternativas planteadas es la teoria de porticos en la que
desaparecen las derivadas espaciales y el problema consiste en resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo Unicamente. La teoria de porticos y la
teoria de vigas resuelta por elementos finitos coinciden en el caso elastico lineal. En el
caso inelastico ambas teorias difieren significativamente. La teoria de porticos inelasticos
esta basada en el concepto de rotula plastica mientras que en la teoria de vigas se
presentan zonas plasticas de longitudes no nulas. Estas zonas se determinan imponiendo
siempre la hipotesis de movimiento de cuerpo rigido para las secciones transversales.
Ambas teorias permiten el analisis simplificado de estructuras bastantes complejas. Por
ejemplo, en la figura 1.2 se muestra el resultado del anlisis inelastico de un edificio
sometido a solicitaciones sismicas planteado mediante la teoria de porticos.

El nimero de aplicaciones practicas utilizando la teoria de porticos es
muy superior al de la teorfa de vigas. Los analisis inelasticos mediante la teoria de vigas
requieren no sélo de una discretizacion del eje neutro en elementos finitos, sino también
de la discretizacion de las secciones transversales en segmentos o fibras para una
adecuada representacion de las zonas inelasticas. El numero de elementos necesarios



para el analisis de una estructura aporticada mediante la teoria de vigas es muy elevado
cuando se compara con los empleados al utilizar la teoria de porticos. En este altimo
caso se requiere casi siempre de un solo elemento por miembro del portico. La teoria de
porticos no carece de inconvenientes y su rango de aplicacion es limitado. Es sin
embargo la mas simple de todas las opciones en la Ingenieria Estructural y esta sea
posiblemente la razon de su éxito.

Time: 3.3 sec Time: 4.3 sec Time: 5.1 sec

Figura 1.2 Resultados de un analisis estructural mediante la teoria de porticos realizado
con el programa Hyperdynamics. Fuente: Pagina Web de Takenaka.inc

En esta monografia se desea presentar una teoria general de porticos planos, que
incluye desde el modelo elastico lineal tradicional hasta una mecanica de la fractura para
estructuras aporticadas. A diferencia de los textos tradicionales de la teoria de
estructuras, se hace énfasis en los aspectos no lineales e inelasticos del problema,
especificamente en el problema del dafio y fractura en estructuras aporticadas. El
enfoque adoptado en este texto difiere considerablemente de los métodos clasicos,
desarrollados esencialmente en Universidades Estadounidenses (Universidad de
California en Berkeley, Universidad de Illinois, Universidad de Stanford, Universidad del
Estado de Nueva York en Buffalo y otras). Estos se basan en el concepto de indice de
dafio, para elementos de concreto armado, o en la regla de Miner, para elementos de
acero.

El enfoque utilizado en esta monografia esta basado en la mecanica de la fractura
y en la teoria del dafio continuo. Estas teorias fueron desarrolladas en el marco de la
mecanica de medios continuos sélidos. Los trabajos de Griffith desarrollados en el Reino
Unido y publicados en 1921 y en 1924 marcaron el comienzo de la mecanica de la
fractura, aunque su desarrollo pleno se realizo en la segunda mitad del siglo XX. Fue



Irwin, en los Estados Unidos, quien retomé los conceptos de Griffith treinta afios mas
tarde y formuld las bases de la mecanica de la fractura moderna. La teoria del dafio
continuo se inicid en la antigua Union Soviética con los trabajos de Kachanov y
Rabotnov a finales de los cincuenta y durante la década de los sesenta. Durante los
setenta esta teoria tuvo un desarrollo explosivo en Europa Occidental esencialmente. Son
dignos de mencion los trabajos de la escuela francesa, iniciada por Lemaitre en esa
década. Hacia finales de los afios ochenta y principios de los noventa aparecieron las
primeras aplicaciones de la Teoria del dafio continuo en combinacion con la teoria de
vigas y pensando en aplicaciones especificas de Ingenieria Civil. Deben mencionarse los
trabajos desarrollados en el Laboratorio de Mecanica y Tecnologia de Paris, en la
Universidad Politécnica de Catalufia y en la Universidad de California en Berkeley. La
adaptaciéon de la mecanica de la fractura y del dafio continuo a la teoria de porticos se
inicié en la Universidad de Los Andes en Venezuela, a principio de los noventa.

La mecénica de la fractura para estructuras aporticadas es una rama de la teoria
de estructuras en pleno desarrollo actualmente. Hay un pequefio nimero de grupos de
investigacion, ademas del mencionado anteriormente, participando activamente en su
desarrollo, esencialmente en Espafia (Universidad Politécnica de Madrid), en Brasil y en
Italia. Por otra parte, esta es, hasta donde el autor conoce, la primera monografia
dedicada a la mecanica de la fractura para porticos.

Esta monografia esta compuesta por nueve capitulos mas esta introduccion. En la
primera parte, (capitulos 2, 3 y 4) se presentan los porticos elasticos lineales y no
lineales, estaticos y dinamicos. El enfoque utilizado también difiere del empleado en los
libros tradicionales de la teoria de estructuras. En este texto, el analisis de porticos
elasticos se presenta siguiendo el esquema de la teorfa de la elasticidad. En otras
palabras, el estado de un portico se caracteriza en términos de deformaciones y esfuerzos
generalizados, y las ecuaciones del problema se agrupan en ecuaciones cinematicas,
ecuaciones de equilibrio dinamico y leyes de comportamiento.

En la segunda parte (capitulos 5 y 6) se presenta la teoria de porticos
elastoplasticos. Por tltimo (capitulos 7, 8, 9 y 10) se describe la mecanica de la fractura y
la teoria del dafio, primero en el marco de la mecanica de los medios continuos y después
para porticos planos.

En este texto se hace un énfasis especial en el aspecto del modelado estructural.
El calculo numérico es apenas esbozado sin entrar en detalles. Este desequilibrio es
deliberado ya que los aspectos numéricos de la mecanica de la fractura para porticos no
difieren de las técnicas que se emplean comunmente en la resolucién de problema de
elastoplasticidad por elementos finitos. Estos métodos han sido descritos extensivamente
en los libros de teoria de la plasticidad y de elementos finitos. Por el contrario, el aspecto
del modelado de estructuras aporticadas utilizando los conceptos de la mecanica de la
fractura no aparece ni en los libros de estructuras, ni en los de mecanica de la fractura, ni
en los textos de métodos numéricos en Ingenieria Estructural.

El autor desea manifestar su sincero agradecimiento al Profesor Enrique Alarcon
y a los demas miembros del Departamento de Mecanica Estructural y Construcciones
Industriales de la Escuela de Ingenieros Industriales de la Universidad Politécnica de
Madrid por la hospitalidad y el apoyo recibidos durante el afio sabatico que el autor paso
durante el periodo 1998-1999 en dicho Departamento. Esta monografia ha sido escrita
sobre la base de las notas del curso que el autor dictd durante ese periodo en el programa
del Doctorado en Métodos de Calculo en Ingenieria Sismica de la UPM. El autor



también desea agradecer al Profesor Alex Barbat Editor de la serie de Monografias en
Ingenieria Sismica publicadas por el CIMNE de la Universidad Politécnica de Cataluiia
por haber sugerido la idea de esta monografia y posteriormente haber aceptado el
manuscrito final. Finalmente, la estadia del autor en la UPM fue posible gracias a becas
del Ministerio Espafiol de Educacion y Cultura y de la Universidad de Los Andes en
Venezuela.






2. Cinematica de porticos planos

——— e ———

En este capitulo se estudia el movimiento de los porticos planos
independientemente de las causas que lo producen. Este es el objetivo de la cinematica.
Para describir la cinematica de un cuerpo deformable cualquiera, es necesario introducir
dos conceptos diferentes: desplazamiento y deformacion. El primero permite representar
matematicamente el movimiento de la estructura, el segundo su cambio de forma. La
cinematica del solido se describe por completo al deducir las relaciones existentes entre
ambos conceptos.

2.1 Representacion del movimiento.

Considérese una estructura aporticada plana compuesta por m miembros
estructurales conectados entre si por n nodos tal y como se indica en la figura 2.1. Se
desea estudiar el movimiento de la estructura durante el intervalo de tiempo [0,T]. Para
definir la posicién de cada uno de los nudos del portico se introduce un par de ejes
coordenados ortogonales X-Y. Este sistema coordenado permanece inmoévil durante el
movimiento de la estructura. La configuracion del portico en el instante cero se supone
conocida y sera denominada "configuracion inicial". En otras palabras, se conocen las
coordenadas que definen la posicion inicial en el espacio de los n nudos de la estructura.
Para cualquier instante otro instante, la configuracion de la estructura no es en general
conocida y se denominara "configuracion deformada".

Se definen ahora las siguientes variables (en lo que sigue el simbolo {X} indica
una matriz columna y {X}! su traspuesta):

a) Los desplazamientos generalizados de un nudo i {u}; = (u,,u,,u,), donde u;,u, y u,
indican el desplazamiento del nudo en la direccién X, en la direccion Y y la rotacion del
nudo con respecto a su posicion en la configuracion inicial (ver figura 2.1).

b) La matriz de desplazamientos generalizados de un elemento b {q}, entre los nudos iy
i, que esta compuesta por los desplazamientos de ambos nudos: {q}, = ({u};,{u}})= (qu.

2, ..., qs). Esta variable caracteriza por lo tanto el movimiento de la barra.



¢) La matriz de desplazamientos generalizados de la estructura {U}, que se compone de
los desplazamientos de todos y cada uno de los nudos del portico:
(Y ={fa):, fi) s cnenss JH{ull) =(U,,U,,.....,U,.). Esta matriz define el movimiento de
toda la estructura. Se usara el término “grados de libertad” para referirse a las posiciones
1, 2,...., 3n de la matriz de desplazamientos de la estructura.

Las tres variables definidas son equivalentes y representan un concepto similar a
tres niveles diferentes: el nudo, el miembro y la estructura.

AY

/[ / u3
/ 7 &
/ -]

s Y >
; l (03]
X NUdO 1

Figura 2.1 Representacion de un portico y desplazamientos generalizados de un nudo
del mismo.

Hill

2.2 Desplazamientos impuestos.

A fin de asegurar la estabilidad del portico, algunos de sus desplazamientos deben
ser restringidos. Esto significa que sus valores durante el intervalo de tiempo [0,T] son
conocidos e impuestos por el analista. El conjunto de grados de libertad restringidos de
la estructura se incluyen en el conjunto N,. Este conjunto sera denominado conjunto de
“apoyos” del portico. En otras palabras:

U, = U{(t) para ke N, 2.1)

Donde U (t) son funciones conocidas del tiempo. Uy es por supuesto el kesimo
elemento de la matriz de desplazamientos del portico. En numerosos casos practicos, las
funciones U{ (t) son nulas. A modo de ejemplo, en la figura 2.2 se muestra un portico

plano de seis nudos. Esta estructura tiene por lo tanto dieciocho grados de libertad de los
cuales cuatro han sido restringidos, tal y como se indica en la figura 2.1 empleando los
simbolos convencionales de la Resistencia de Materiales. Teniendo en cuenta la
numeracion empleada, el conjunto N, esta compuesto por los grados de libertad 1, 2, 10
y 11.

Alternativamente, pueden definirse las velocidades o aceleraciones en los apoyos.
El conocimiento de alguna de estas variables mas las condiciones iniciales en el instante t
= 0 permiten también determinar la historia de desplazamientos de los apoyos mediante
su integracion en el tiempo. El uso de las aceleraciones en lugar de los desplazamientos
en los apoyos es tipico de los problemas de Ingenieria Sismica puesto que son los
primeros y no los desplazamientos los que son medidos durante los terremotos.

En los problemas estructural denominados de “contacto” los desplazamientos
impuestos no se definen mediante igualdades como en el caso descrito anteriormente. En



su lugar, se emplean inecuaciones en lugar de las ecuaciones (2.1). Este caso no sera
considerado en esta monografia.

3 4
2 5
1 6

Figura 2.2 Ejemplo de portico plano

2.3 Deformaciones generalizadas.

Ninguna de las matrices de desplazamientos generalizados definidas
anteriormente permite caracterizar el cambio de forma del miembro o de la estructura.
Por ejemplo un movimiento de cuerpo rigido del miembro b puede corresponder a una
matriz de desplazamientos {q}s no nula.

Para medir el cambio de forma se define una nueva variable: la matriz de
deformaciones generalizadas del miembro b. Para un elemento entre los nudos iy j, esta
variable se expresa como: {®}, =(¢;,9;,5). Donde ¢; y ¢; representan las rotaciones

de la tangente al miembro en los extremos i y j con respecto a la cuerda i-j y 8 es el
alargamiento de la cuerda con respecto a la configuracion inicial (ver figura 2.3).

Puede constatarse facilmente que en el caso particular de un movimiento de
cuerpo rigido de un miembro, la matriz de deformaciones generalizadas es nula y
viceversa. Esta variable es similar en significado al tensor de deformaciones que se utiliza
en la mecanica de los medios continuos. Al igual que en esta teoria, la medida de
deformacién utilizada no es la unica y pueden introducirse otras variables equivalentes
que representen el mismo concepto.

Il

T Lo T

Figura 2.3 Deformaciones generalizadas del miembro entre los nudos iy .

2.4 Ecuaciones cinematicas.

Las ecuaciones cinematicas relacionan las deformaciones con los desplazamientos
generalizados. A fin de obtener estas expresiones, supongase que un miembro de la
estructura se somete a un incremento diferencial dq, del desplazamiento en la direccion



X del nudo i, mientras que las deméas componentes de la matriz de desplazamientos
generalizados del miembro permanecen nulos (ver figura 2.4).

Figura 2.4 Deformaciones generalizadas en el miembro "i-}" producidas por un

incremento infinitesimal dq;.

Este desplazamiento da lugar a incrementos en las deformaciones generalizadas
de expresion:

senol

sen a
do, :dch—l': d¢j:dql :

1 b

dd = —dq, cosa 2.2)

Donde 1 es la longitud de la cuerda i-j y a es el angulo de la cuerda con respecto al eje X
en la configuracion (no necesariamente la inicial) alrededor de la cual se produce la
perturbacion. De la misma manera, un incremento diferencial dq, en la direccion Y del
mismo nudo (ver figura 2.5a) da lugar a incrementos de las deformaciones generalizadas
que se expresan de la manera siguiente:

cosaL
l b

cosa
dd)i = —dqz :

dd)j = ”dqz

dd = —dq, sena (2.3)

Por ultimo, un incremento diferencial dq, de la rotacion del nudo i (ver figura 2.5b)
proporciona los siguientes incrementos de deformaciones generalizadas:

dp, =dq,; dp,=0;  d8=0 (2.4)

De igual manera pueden obtenerse los incrementos de deformaciones que se
producen al aplicar desplazamientos dq,, dqs;0dq, en el nudo j. Al ser estas
transformaciones infinitesimales es posible aplicar el principio de superposicion. Por lo
tanto, en el caso general en el que se producen desplazamientos en todos los grados de
libertad del miembro simultaneamente, se obtiene:
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1 1 1 I
sen ol cosa seno.  cosal

{d®}=[B,(@lda} Bi@I=| —— ~——— O 1 1 (2.5)
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L L
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Figura 2.5 Deformaciones generalizadas en el miembro "i-j" producidas por incrementos
infinitesimales dq,y dqs.

Donde [Bi(q)] es denominada "matriz de transformacion local". Puede constarse que en
general 1 = 1(q) y o = a(q) son funciones de los desplazamientos previos experimentados
por el miembro, lo que justifica expresar la matriz de transformacion como una funcion
de los desplazamientos. Se ha supuesto, sin embargo, que las longitudes 1(q) no son
significativamente diferentes de la longitud inicial 1.

De manera equivalente, también pueden relacionarse las deformaciones en una
barra b con los desplazamientos de todos los nudos de la estructura. Esto se logra al
introducir una matriz de transformacion global [B(q)]s de la manera siguiente:

{d®}, =[B(q)},{dU} (2.6)
0 ueeens Semge | SOSD | _sema cosa 0 seeeess
| | | |
sen o coso senol  coso
B(q)], =|0.eccee 1 — 1 0 .oeee - | | |
0..—coso. —sena 0 ... cosa seno 0 ceeene

1..3i-2, 3i-1 3i

Puede observarse que la matriz de transformacion global se obtiene al introducir
columnas adicionales en la matriz de transformacion del elemento. Esas columnas solo
contienen ceros y se incluyen en los lugares que no corresponden a los grados de libertad
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del elemento. En otras palabras las unicas columnas de la matriz de transformacion no
nulas son las columnas 3i-2, 3i-1, 3i, 3j-2, 3j-1y 3j.

Cuando el miembro experimenta una transformacion desde la configuracion
inicial hasta una configuracion deformada caracterizada por los desplazamientos
generalizados {q}, pasa por un nimero infinito de configuraciones intermedias. Las
ecuaciones cinematicas se obtiene mediante la integracion desde la configuracion inicial
hasta la configuracion deformada final de (2.5) o de (2.6):

(@} = [ '[B,@)](dz) @7

Esta ecuacion cinematica es en general no lineal. Sin embargo, puede obtenerse
una expresion lineal si se acepta la hipétesis de “pequefios desplazamientos”. Esta
consiste en admitir que las modificaciones de la matriz de transformacion del elemento
durante su movimiento son despreciables. En ese caso la matriz de transformacion
permanecera constante:

[B(U)] = [BO] (2.8)

Donde [B©] es la matriz de transformacion en la configuracion inicial. En este caso la
integracion de la ecuacion cinematica (2.7) da:

{®}=[B/l{q} o {@},=[B"}{U} (2.9)
Que es por supuesto la expresion convencional de la teoria de porticos lineales.

2.5 Formulacién alternativa de las ecuaciones cinematicas.

Las ecuaciones cinematicas en el caso general (grandes desplazamientos) pueden
obtenerse alternativamente considerando directamente la transformacion desde la
configuracion inicial hasta una configuracion deformada tal y como se indica en la figura
2.6.

Segun la definicion de las deformaciones generalizadas indicada en la seccion
precedente, la relacion entre las deformaciones y los desplazamientos se obtiene
mediante consideraciones puramente geométricas:

(Di :q3“(ao_a(Q)); cDj :qe“(ao_a(Q)); 6:1((])_10 (2.10)

Donde a(q) = arctan(—i?{";%_&]; 1(q) = \/(AYO +qs-q,)° +(AX, +q, - q,)’
o 47 M

Las relaciones (2.10) y (2.7) son por supuesto equivalentes.

2.5 Resumen

El movimiento de un portico plano se representa por medio de la matriz de
desplazamientos de la estructura {U}. Esta esta compuesta por 3n componentes, siendo
n él numero de nudos del portico. La deformacion o cambio de forma del portico se
representa mediante las m matrices de deformacion {®}, siendo m €l numero de
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miembros del pértico. Cada matriz posee 3 componentes lo que da un total de 3m
variables. Para determinar el estado de la estructura es necesario conocer las 3n + 3m
variables que determinan el movimiento y la deformacién del portico. De ellas solo los
desplazamientos de los apoyos son datos que el analista debe imponer. El resto, deben
ser determinados mediante el analisis de la estructura.

Figura 2.6. Desplazamientos y deformaciones en un miembro de un portico plano

Las ecuaciones que relacionan desplazamientos y deformaciones son las
ecuaciones cinematicas cuya expresion general es la relacion (2.7). En el caso particular
de pequefios desplazamientos, la ecuacién cinematica puede aproximarse mediante las
relaciones (2.9). En el caso general, pueden también usarse las expresiones (2.10) que
corresponden a la integracion analitica de (2.7). De cualquier manera, sélo se dispone de
3m ecuaciones escalares, puesto que solo hay un conjunto independiente de ecuaciones
cinematicas por cada elemento del portico. Es por lo tanto evidente que las ecuaciones
cineméticas no son suficientes para determinar simultaneamente desplazamientos y
deformaciones del pértico, salvo en el caso excepcional en el que todos los grados de
libertad de la estructura estén restringidos.
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3. Dinamica de porticos planos

Este capitulo esta dedicado a la dinamica de porticos planos. En otras palabras, se
estudia la caracterizacion de las fuerzas externas y de las variables que definen la manera
como estas se reparten entre los diferentes elementos constitutivos de la estructura. Para
ello es necesario introducir el concepto de “Esfuerzo generalizado” que es el tema de la
primera seccion del capitulo. A continuacion, se presenta también la nocion de “fuerzas
de inercia” en poérticos planos. La dinamica de la estructura se define por completo al
establecer las relaciones entre estos tres conceptos: fuerzas externas, esfuerzos
generalizados y fuerzas de inercia. La via escogida para ello es la del principio de los
trabajos virtuales que es la que se emplea en la mecanica de los medios continuos.

3.1 Esfuerzos generalizados.

Cualquier solido o estructura cumple un principio de validez general denominado
“principio de los trabajos virtuales” (véase por ejemplo los textos de teoria de elasticidad
y elementos finitos que se mencionan en la bibliografia). Este principio, aplicado al caso
particular de porticos planos” establece lo siguiente:

Considérese un portico plano compuesto por n nudos y m miembros. Si el portico
es sometido unos desplazamientos infinitesimales virtuales (U}, el trabajo virtual de las
fuerzas externas debe ser igual al trabajo virtual de las fuerzas internas mas el trabajo
virtual de las fuerzas de inercia:

T +T =T, v{U"} 3.1
Cuando la ecuacion (3.1) se verifica, se dice que la estructura esta en equilibrio
dinamico.

El trabajo virtual interno se define en términos generales como el producto de los
esfuerzos por las deformaciones virtuales. Sea {M}, el esfuerzo generalizado de la barra
b. El trabajo virtual interno de la estructura es por lo tanto:
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T = Y@} M), (3.2)

Teniendo en cuenta la eleccion hecha para representar las deformaciones en el
portico, los esfuerzos generalizados estan definidos por: {M}' = (m;,m;,n). Donde m; y

m; corresponden a los momentos flectores en los extremos del miembro y n a la fuerza
axial (ver figura 3.1)

mj

n
r 1)—>
1y

Figura 3.1 Esfuerzos generalizados en un miembro de un portico plano.

Se dice en este caso que los esfuerzos generalizados estan conjugados con las
deformaciones generalizadas mediante la relacion (3.2).

3.2 Fuerzas externas sobre los nudos.

Por definicion, el trabajo virtual de las fuerzas externas es el producto de los
desplazamientos virtuales por las fuerzas externas de la estructura. Puesto que el
movimiento virtual en poérticos planos se caracteriza por medio de la matriz de
desplazamientos {U’}, las fuerzas externas se definiran por medio de la matriz {P}
donde:

(P} =(P,P,, P, sPy 5 Py 1 PL)

fuerzas sbre el nudol fuerzas sobre el nudo n

(3.3)

Los términos P,P,,....P, , representan fuerzas en la direccion del eje X aplicadas en los
nudos 1,2 ..., n respectivamente. Los términos P,,P;,.....P, | corresponden a fuerzas en
la direccion de Y aplicadas en los nudos 1,2 .., n respectivamente, mientras que
P,,P,,... P, simbolizan momentos sobre los mismos nudos. El trabajo virtual de las
fuerzas externas es por lo tanto:

T, ={U"}'{P}) (3.4)

Las fuerzas externas que corresponden al conjunto N, de grados de libertad
restringidos de la estructura son llamadas “reacciones” de los apoyos. Estas reacciones
son a priori desconocidas y forman parte de las incognitas del problema. Se introduce a
continuacion el conjunto de nudos no restringidos N, que contiene todos los grados de
libertad no incluidos en N,. Por ejemplo, en el caso particular considerado en la seccion
2.2, el conjunto N, esta compuesto por los grados de libertad 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 12, 13,
14, 15,16, 17 y 18.
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Se admitira en lo que sigue que las fuerzas externas que corresponden a los
grados de libertad contenidos en N, son datos impuestos por el analista:

P, =P}(1) paraleN_ (3.5)

Donde P(t) son funciones del tiempo conocidas durante el intervalo en el que se desea
calcular la estructura y P, es el elesimo elemento de la matriz de fuerzas externas.

3.3 Fuerzas de inercia.
Las fuerzas de inercia en un miembro de un portico se representan por medio de
la matriz {I;}, donde:

Iy = ,,..... 1) = (m}{G})' (3.6)

El término [m,]corresponde a la llamada "matriz de masa" del miembro referida a

2
los desplazamientos del elemento y {q} = {F?} es la matriz de aceleraciones
generalizadas del mismo. En este texto se consideraran las matrices de masa de los
miembros como un dato del problema. Una descripcion de las técnicas empleadas para la
obtencion de estas matrices no esta dentro de los objetivos de esta monografia. Solo se
citara como ejemplo la expresion de la matriz de masa denominada “consistente” para el
caso de miembros rectos de seccion constante:

[140¢? + 1565 |
—l6cs 156¢7 + 140s? simetrica
myo | 22 22, 412 3.7)
420( 70c* +54s® l6cs 13sl,  140c® +156s>
16¢cs 54c¢* +70s*  —13cl, —l6cs 156¢* +140s”
138l 13cl, S22l 22, 412

Donde m es la masa total del miembro, ¢ = cos o, s = sen o y I, su longitud inicial. Otras
expresiones para la matriz de masas son también posibles. Para detalles adicionales, se
aconseja consultar los textos de dinamica estructural y de elementos finitos que se
indican en la bibliografia o algtin otro texto similar.

Alternativamente, pueden emplearse la matriz de fuerzas de inercia {L}v y de
masas [m, ], de la barra b referida a los desplazamientos del portico. En ese caso, las

fuerzas de inercia son:

L =Ly = ([ {0 (3.8)
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Donde {q} = {i q} es la matriz de aceleraciones del portico. Puede constatarse que, a

2

diferencia de {1}, la nueva matriz de fuerzas de inercia tiene las mismas dimensiones de
la matriz de desplazamientos o de fuerzas externas de la estructura. La matriz de masas
del miembro referida a los desplazamientos de la estructura se construye afadiendo filas
y columnas adicionales a la matriz de masas (3.7). Estas filas y columnas adicionales s6lo
contienen ceros y se colocan en los lugares que no corresponden a los grados de libertad
del elemento. Para un elemento entre los nudos iy j, las columnas y las filas no nulas de
esta matriz son las que se encuentran en las posiciones 3i-2, 3i-1, 3i, 3j-2, 3j-1 y 3j. En
las posiciones (3i-2, 3i-2) se coloca el elemento (1,1) de la matriz de masa (3.7), en la
posicion (3i-2, 3i-1) el elemento (1,2) y asi sucesivamente hasta la posicion (3j,3) en la
que estara el elemento (6,6).

Puede observarse que {I,} puede también construirse a partir de {I;} afiadiendo
ceros en las posiciones que no corresponden a los grados de libertad del miembro.

La matriz {I} de fuerzas de inercia del portico se construye sumando las fuerzas
de inercia de todos miembros:

m

=3 (0}, = > m, 1,40} = (m)0) (3.9)

b=1

m
Donde [m]:Z:[mg]b es denominada matriz de masas del portico. Puede constatarse
b=l

que en el caso general la matriz de masas no es constante y depende de los
desplazamientos del portico [m] = [m(U)]. En el caso particular de pequefios
desplazamientos, la matriz de masas puede ser calculada en la configuracion inicial y
permanece aproximadamente constante durante el movimiento del portico.

El trabajo virtual de las fuerzas de inercia bajo el movimiento virtual definido por
{U"} se calcula por lo tanto, de la manera siguiente:

T, ={U"}"{1) (3.10)

Para ciertos tipos de solicitaciones, denominadas solicitaciones “estaticas”, las
aceleraciones de los nudos son despreciables. En ese caso las fuerzas de inercia y su
trabajo virtual son nulos. Cuando, por el contrario, las fuerzas de inercia no son
despreciables, se dice que el problema es “dinamico”.

3.4 Ecuaciones de equilibrio dinamico.

Substituyendo las expresiones (3.2), (3.4) y (3.10) en la ecuacion de trabajo
virtual (3.1) se tiene:

DA M}, H{UTHHD ={U}{P} v{U’} G.11)

m
b=l

Donde {®"} son las deformaciones producidas por los desplazamientos infinitesimales
virtuales {U"}. Empleando las ecuaciones cinematicas puede escribirse:
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(U} BLM), +{U) (I = (U} (P} (U} (3.12)

Teniendo en cuenta que la ecuacion (3.12) debe cumplirse para cualquier desplazamiento
virtual, se obtiene la siguiente ecuacion de equilibrio dindmico:

> (B (M), +[m](U} = (P} G.13)

Puede constatarse que en el caso general, los términos [B], y [m] en (3.13) dependen de
los desplazamientos generalizados {U}. En el caso particular de pequefios
desplazamientos, todas esas matrices son constantes.

3.5 Resumen

El conocimiento de las matrices {M} de esfuerzos generalizados de los miembros
del pértico permite caracterizar la manera como las fuerzas externas y de inercia se
reparten entre los diferentes elementos constitutivos de la estructura. Estas matrices
contribuyen con 3m incognitas adicionales al problema de estructuras. Deben también
incluirse en la lista de incognitas las reacciones de los apoyos. Estas Gltimas compensan
los datos aportados por los desplazamientos impuestos en los apoyos. En consecuencia,
la suma de las incognitas generadas por la cinematica y la dinamica da un gran total de
6m+3n (deformaciones + esfuerzos + desplazamientos nodales — desplazamientos
impuestos en los apoyos + reacciones de los apoyos). La dinamica de porticos planos
aporta solo una ecuacion matricial, la ecuacion (3.13). Esta se traduce en 3n ecuaciones
diferenciales ordinarias escalares. Sumando las ecuaciones cinematicas se tiene un gran
total de 3n + 3m ecuaciones escalares. Es por lo tanto evidente que el problema de
estructuras no puede aun ser resuelto al haber un déficit de 3m ecuaciones escalares.

Es también util hacer el inventario de los datos exigidos al analista. Estos son: las
coordenadas de los nudos, la tabla de conexion que define los miembros del portico, la
masa de los elementos, los apoyos de la estructura y sus desplazamientos impuestos y
por ultimo las fuerzas externas correspondientes a los grados de libertad no restringidos.
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4. Porticos elasticos lineales y no
lineales

En la parte final del capitulo precedente se indico que las ecuaciones de la
cinematica y la dindmica no son suficientes para el analisis de la estructura. Este déficit
no debe extrafiar puesto que en ninguna de las ecuaciones precedentes se ha tomado en
cuenta el material del que esta hecho el portico. Para la definicion completa del problema
debe incluirse en el sistema una nueva ecuacion matricial por cada miembro del portico.
Esta ecuacion es llamada en esta monografia "ley de comportamiento del miembro”, y
relaciona los esfuerzos generalizados con las deformaciones generalizadas. Esta ecuacion
adicional caracterizara al material del portico. Asi, se tiene que para dos porticos de
similares geometrias pero diferentes materiales (acero y concreto armado por ejemplo),
las ecuaciones de compatibilidad y las de equilibrio son absolutamente idénticas y so6lo las
leyes de comportamiento diferencian ambos casos.

Este capitulo esta dedicado a la descripcion de la ley de comportamiento mas
simple posible: la que caracteriza a los porticos elasticos. Se describiran, sin embargo,
tanto los modelos lineales como los no lineales. Para finalizar, y puesto que las
ecuaciones se completaran al afadir las leyes de comportamiento, se describiran
algoritmos para la resolucion de porticos elasticos lineales y no lineales.

4.1 Ley de comportamiento elistica lineal.

Considérese un miembro de un portico plano de seccion constante tal y como se
indica el figura 4.1. Para el analisis de este miembro se utilizara un sistema de ejes
coordenados locales x-y. El eje x local se escoge para que coincida con la cuerda i-j.
Durante el desplazamiento del portico, el eje x acompafia en su movimiento a la cuerda y
el eje y permanece siempre perpendicular a esta. El origen de los ejes x-y también se
movera durante el desplazamiento y coincidira siempre con el nudo i. El analisis se
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realizara empleando la teoria de vigas convencional (teoria de Euler-Bernoulli), es decir,
la teoria de vigas de la Resistencia de Materiales.

T T

o
§§§i \\‘*‘%“‘
& e
S cilld
i§ ‘\ “\.;»
5SS X S

Figura 4.1 Miembro de un poértico plano analizado segun la teoria de vigas de Euler-
Bernoulli.

En la Resistencia de Materiales, la relacion existente entre la flecha w, las fuerzas

externas distribuidas q, el desplazamiento axial u y la fuerza axial n se expresa de la
manera siguiente:

El

d*w(x du(x

de ):q(x) AE di):n “4.1)
Donde E es él modulo de elasticidad del material del miembro, I el momento de inercia
de la seccion transversal de la barra y A su area. La solucion general de las ecuaciones
(4.1a) esta constituida por un polinomio de tercer grado mas una solucion particular que
depende de la carga distribuida aplicada sobre el miembro. Para la ecuacion diferencial
(4.1b), y teniendo en cuenta que la fuerza axial sobre el miembro se supone constante, la
solucion general es un polinomio de primer grado:

Elw(x) = J'J‘IIq(x)dx +C, % +C, i; +C,x+C, AEu(x)=nx +C; (4.2)

Supongase por ahora que la carga distribuida q es nula. Al producirse
deformaciones {®} en el miembro debido al movimiento de la estructura, se tienen las
siguientes condiciones de borde:

dw dw
0) = 0: 1) =o0: - = — | =
w(0) =0; w(l) = 0; b, (dxsz(,’ b, (dxjm
2 2
m =Bl SY| . —moop 4V (4.3)
dx" x=0 : dx2 x=l

u(0) =0; u(l) =9;

Las condiciones de flecha nula en los extremos se justifican porque se admite que el eje x
acompaia a la cuerda en su movimiento. La condicion de desplazamiento axial nulo para
x igual a cero se debe al hecho de suponer que el origen de coordenadas acompana al
nudo i en su movimiento. Las constantes de integracion C;, C;, C; y C4 pueden ser
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expresadas en funcion de las deformaciones generalizadas ¢; y ¢; por medio de las
ecuaciones de la primera linea de (4.2). Sustituyendo estas en la segunda linea de (4.2) se
obtiene la relacion entre las deformaciones generalizadas ¢; y ¢; y los esfuerzos
generalizados m; y m;. Procediendo de la misma manera con la tercera linea de las
ecuaciones (4.2) se obtiene la relacion entre n y 6. Agrupando estas relaciones
matricialmente se puede escribir:

(4EL 2EI |
| |

(M} = [S]{®}; [S]= ”fl ? 0 4.4)
0 0 LAIE

Donde [S] es llamada matriz de rigidez del miembro.

En caso de que las cargas distribuidas sobre el miembro no sean nulas, es
necesario afiadir a la expresion anterior un término adicional que proviene del primer
término de la solucion (4.2):

M} =[SK®} +{M"} (4.5)

Los esfuerzos generalizados “iniciales” {M°} dependen del tipo de fuerzas existentes
sobre el miembro. Es, sin embargo, muy facil preparar un “catalogo” que permita
determinar {M’} dado el tipo y la intensidad de la fuerza.

Para la obtencion de la ley de comportamiento (4.5) se han supuesto de manera
implicita todas las hipotesis de la Resistencia de Materiales convencional. En particular
se han supuesto despreciables las flechas debidas a las fuerzas cortantes. Es, sin embargo,
facil generalizar estas ecuaciones. Por ejemplo pueden sustituirse las ecuaciones
diferenciales (4.1), que caracterizan a la teoria de vigas de Euler-Bernoulli, por las
ecuaciones de la teoria de vigas de Timoshenko. Se obtiene ahora una expresion idéntica
a (4.5) en la que solo cambia la expresion de la matriz de rigidez. Este analisis permitiria
presentar una teoria de porticos elasticos que incluiria las deformaciones por cortante.

4.2 Ley de comportamiento elistica no lineal.

Otra de las hipotesis restrictivas de modelo elastico lineal es que desprecia el
efecto de la fuerza axial en la distribucion de momentos flectores y no considera la
posibilidad de pandeo del miembro. Es, sin embargo, evidente que para fuerzas axiales
importantes (por ejemplo para columnas) esta hipotesis no es aceptable. Es necesario en
algunos casos tomar en cuenta el acoplamiento fuerza axial-efecto de flexion. Este efecto
puede facilmente ser incluido en la ley de comportamiento elastica ya que el
procedimiento indicado en la seccion anterior sigue siendo valido.

Considérese de nuevo el miembro de la figura 4.1. La ecuacion que permite el
calculo de flecha incluyendo el acoplamiento entre fuerzas axiales y momentos flectores
es, segun la Resistencia de Materiales:
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E1d4w(4x) +n dzw(zx) = q(x) (4.6)
dx dx

que es una ecuacion diferencial lineal para n constante. La solucion general de esta
ecuacion diferencial es:

C,senkx+C, coskx+C.,x+C, +w (x si n<0
w( —{ ! : G, ) (4.7)

| C, senh kx +C, coshkx + C,x +C, + w,(x) sin>0

i

Donde k* = i y W, =Ww,(x) es una solucion particular que depende de las fuerzas

aplicadas sobre el miembro.

Supodngase como en la seccion precedente que las fuerzas distribuidas son nulas.
Tomando entonces en cuenta las condiciones (4.3), y procediendo de manera similar a la
descrita en la seccion precedente, se obtiene la matriz de rigidez local de un miembro
incluyendo las flechas por fuerza axial:

Sll S]2 O
{M} =[S(8){ D}, [SI=|Sy S, O
0 0 8
ET) ki(senkl —klcoskl) s n<0
1 )2—2coskl—klsenkl
Sn=5,= 4TEI sin=0 4.7)
[EI) kl(kl coshkl —senh kl) .
— sin>0
1 ) 2—2coskl —klsen kl
kl —sen kl s <0
sen kl — kl coskl
AE
Si; =8,; =¢S5 c= L] si n=0 Syy=—
2 ]
senh k1l — kil )
s1t n>0
kl cosh kl —senh kl

Puede observarse que la matriz de rigidez depende ahora de la fuerza axial n, o
del alargamiento 6 de la cuerda (recuérdese que n = & AE/).

En caso de fuerzas aplicadas sobre el miembro, es necesario afadir a la ecuacion
(4.7) el término de esfuerzos generalizados iniciales como en el caso del modelo elastico
lineal.
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4.3 Analisis de porticos elasticos lineales en el caso estitico.
El problema elastico puede ahora ser definido de la siguiente manera.

Incognitas:

e Elementos de la matriz de desplazamientos {U} correspondientes a los grados de
libertad no restringidos, es decir, los incluidos en el conjunto N,

e Reacciones, o lo que es lo mismo, elementos de la matriz de fuerzas externas {P}
correspondientes a los grados de libertad restringidos incluidos en el conjunto Ng

e Deformaciones generalizadas de los m miembros de la estructura.

e Esfuerzos generalizados de los m miembros de la estructura.

Ecuaciones:

e Ecuaciones cinematicas

e Ecuaciones de equilibrio

e Leyes de comportamiento

Datos:

e Geometria de la estructura (numero de nudos y miembros, sus coordenadas, tabla de
conexion de los miembros, apoyos)

e Fuerzas externas en los grados de libertad no restringidos (elementos de la matriz
{P} correspondientes a los grados de libertad del conjunto Ny).

e Desplazamientos impuestos en los apoyos (elementos de la matriz {U}
correspondientes a los grados de libertad del conjunto N,)

e Propiedades de los miembros (E, 1, A)

En esta seccion se considerara unicamente el caso lineal estatico. Combinando las
ecuaciones cinematicas lineales (2.9), la ecuacion de equilibrio (3. 13) en el caso estatico
y la ley de comportamiento en el caso elastico lineal (4.5), se obtiene la siguiente
ecuacion matricial:

(Z([B IIS"1B D, Z([B I{M*}),) (4.8)

En los textos de elementos finitos, la matriz columna: {P} —Z:([B“]‘{M"})b es llamada
b=l

m
"matriz de fuerzas nodales" y la matriz cuadrada Z ((B°T'[S°IB°]), "matriz de rigidez
b=1
de la estructura". Puede observarse que la matriz de rigidez de la estructura es la suma de
m matrices de la forma [B°]'[S°][B°]. Esta matriz es denominada “matriz de rigidez del
elemento”. El proceso de sumar las matrices de rigidez de cada elemento para obtener la
matriz de rigidez global es llamado “ensamblaje de la matriz de rigidez”. Puede también
observarse que la matriz de fuerzas nodales esta compuesta por la matriz de fuerzas
externas sobre los nudos {P} menos la contribucion de las fuerzas distribuidas sobre los

elementos: Z([B°]‘{M°})b. Esta ultima también es el resultado de la suma de los
b=l

términos correspondientes a cada elemento. El proceso de construccion de la matriz de
fuerzas nodales también es conocido como su “ensamblaje”.

22



El problema elastico lineal estatico se completa con los desplazamientos
impuestos en los apoyos (2.1). El sistema de ecuaciones lineales obtenido de esta manera
puede ser resuelto por cualquiera de los métodos tradicionales para determinar los
desplazamientos nodales desconocidos y las reacciones en los apoyos. La descripcion de
estos métodos no esta entre los objetivos de esta monografia y se sugiere consultar
cualquier texto de elementos finitos, por ejemplo los que se incluyen en la bibliografia.

A partir de estos, pueden calcularse los esfuerzos y las deformaciones
generalizadas empleando de nuevo la ecuacion cinematica y la ley de comportamiento de
cada miembro.

4.4 Analisis de porticos elisticos en el caso general: discretizacion en el tiempo

En el caso general, el problema planteado se reduce a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias no lineales en el tiempo. Combinando esta vez las ecuaciones de
equilibrio dinamico (3.13) con las leyes de comportamiento (4.7) se obtiene:

> (BT SO, +3° (BU)T (M, ), +[m}(T) = (P} (49)

En la expresion (4.9), la matriz de transformacion [B] induce una dependencia
con respecto a los desplazamientos puesto que en el caso no lineal, esta matriz debe ser
calculada en la configuracion deformada. La matriz de rigidez [S] depende de la fuerza
axial en el caso no lineal. La fuerza axial puede ser calculada a partir del alargamiento de
la cuerda y de ahi que la matriz de rigidez haya también sido definida como una funcion
de los desplazamientos.

Para resolver el problema se describiran los métodos denominados “paso a paso”.
Estos consisten en lo siguiente.

El intervalo de tiempo [0,T], durante el cual se quiere analizar el comportamiento
de la estructura, es substituido por un conjunto discreto de instantes (0,t,,t,,....t,,....T).
Esto significa que las incognitas del problema no seran calculadas durante toda la historia
sino Unicamente en los instantes escogidos t.. El célculo se hara de forma secuencial, es
decir, antes de proceder al analisis de la estructura en el instante t_debe haberse
realizado previamente el calculo en el instante t,_,. Al concluir este calculo se dice que se
ha realizado “un paso de tiempo”

Con el fin de eliminar las derivadas con respecto al tiempo del problema, se debe
emplear algiin algoritmo de integracion numérica (método de Wilson, Newmark, etc.).
Estos consisten en emplear formulas aproximadas que expresan las aceleraciones al final
de cada paso como funciones de cantidades definidas al principio del paso y de los
desplazamientos al final del paso:

(U}, ={U(U_.U,__,0. .U, )} (4.10)

Donde t, es el instante correspondiente al final del paso y t.; representa el principio del
paso. La forma especifica de las aproximaciones escogidas caracterizan los distintos
algoritmos de integracioén. Por ejemplo, en el método de Newmark, las velocidades y
aceleraciones se expresan de la manera siguiente:
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(4.11)

(U }={U_ ) +At1-9){U_ _}+9AHU,_ }

Donde o y 3 son parametros de integracion escogidos por el analista para obtener
exactitud y estabilidad en la integracion numérica (para detalles adicionales consultar
algun texto de dinamica estructural).

El uso de algoritmos de integracion permite expresar las fuerzas de inercia en un
instante t, como una funcion de los desplazamientos en ese instante. Recuérdese que
todas las cantidades correspondientes a los instantes precedentes son conocidas en los
procedimientos paso a paso.

4.5 Analisis de porticos elasticos en el caso general: planteamiento del problema

Al sustituir las ecuaciones cinematicas (2.10) y el algoritmo de integracion (4.10)
en (4.9), el problema a resolver se transforma en un sistema de ecuaciones no lineales de
la forma:

(L(U)} = (QU)} +{I(U)}+F{U}=0 U, =U(t,) para ke N, (4.12)

Donde {U} es la matriz de desplazamientos nodales en el instante t,, {Q} es la matriz de
fuerzas internas, {I} la matriz de fuerzas de inercia y {F} la matriz de fuerzas externas.
Las expresiones que definen cada uno de estos términos son:

(Q(U)} = Z (BU)SU){@(U)}),
(1)} = > [m, 1, {0(V)} (4.13)

(F(U)} = Z ((BU){M"}), - {P}

Donde las deformaciones generalizadas han sido expresadas como funciones de los
desplazamientos. Las fuerzas de inercia dependen ahora de los desplazamientos, puesto
que los algoritmos de integracion permiten calcular las aceleraciones a partir de los
desplazamientos al final del paso. Por ultimo, la matriz de fuerzas externas también
depende de los desplazamientos en el caso no lineal mas general. Ello es debido a la
intervencion de la matriz de transferencia [B] en el calculo de la matriz de fuerzas
nodales.

En las aplicaciones practicas, no es frecuente ver analisis con todos los términos
no lineales posibles. En ciertos casos, la contribucion de unos y otros es muy diferente y
algunas de las ecuaciones mencionadas pueden ser substituidas por sus equivalentes
lineales. Esta es una decision que le corresponde al analista y que debe ser tomada en
funcion de la aplicacion concreta que se desea realizar.
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4.6 Anailisis de porticos elasticos en el caso general: resolucién por el método de
Newton

El problema definido en (4.12) puede ser resuelto por cualquier método numérico
apropiado, en la mayoria de los casos el método de Newton. Este consiste en substituir
un problema no lineal por una sucesion de problemas lineales. El principio es el siguiente:
La aproximacion lineal de las funciones {L(U)} alrededor de un estado de
desplazamientos {U,} es:

_ o _
{LU)} ={L(Uy)} + [aUlUHUO){U Up) (4.14)

Supongase conocido {Uy} (puede usarse por ejemplo los desplazamientos al final del
paso anterior). Una primera aproximacion a la matriz de desplazamientos {U} puede
obtenerse igualando (4.14) a cero y resolviendo la ecuacion asi obtenida. Esta ecuacion
es lineal por lo que puede emplearse cualquier de los métodos utilizados en el caso
elastico lineal y estatico. El error correspondiente a la primera aproximacion puede
determinarse calculando {L(U)} de manera exacta empleando las ecuaciones (4.11-4.12)
y evaluando que tan lejos del cero estan los valores obtenidos. Si esta primera
aproximacion es juzgada insatisfactoria, puede calcularse una segunda aproximacion
empleando de nuevo (4.13), desarrollada esta vez alrededor de la primera aproximacion.
Este proceso puede ser repetido tantas veces como sea necesario hasta obtener valores
satisfactorios para {U}.

Para obtener las nuevas aproximaciones de los desplazamientos, se calcula
primero el término {L(Uy)} usando las ecuaciones (4.12-4.13). Este calculo consiste en
una aplicacion directa de las formulas indicadas puesto que los desplazamientos {Uy} son

conocidos. A continuacion se calcula el término {6_L:| denominado jacobiano del
{U}={Uo}

sistema de ecuaciones o matriz tangente. El jacobiano puede ser calculado de manera

exacta si se realizan las derivadas indicadas, o de manera aproximada empleando

cualquier método numérico, por ejemplo el método de las diferencias finitas.

4.7 Resumen

La ultima de las ecuaciones necesarias para el analisis de la estructura es la ley de
comportamiento. En este capitulo se proponen dos clases de modelos elasticos: el
modelo lineal definido por la ecuacion (4.5) y el modelo no lineal que incluye el efecto de
la fuerza axial definido por la ecuacion (4.7). El problema se resume en la tabla 4.1.

Cuando se escogen las versiones lineales de todas las ecuaciones del problema y
sélo se considera el caso estatico, se obtiene el planteamiento tradicional de la teoria de
estructuras. El problema puede resolverse en tres pasos. Primero, calculo de la matriz de
rigidez de la estructura. Segundo, célculo de la matriz de fuerzas nodales. Tercero,
resolucion del problema lineal formado por la ecuacion: Rigidez x desplazamiento =
fuerza y los desplazamientos impuestos en los apoyos.

En el caso mas general posible, se plantea un sistema de ecuaciones no lineales.
Para ello es necesario emplear un procedimiento paso a paso y discretizar las
aceleraciones nodales usando algin algoritmo de integracion numérica. Este sistema de
ecuaciones puede ser resuelto por el método de Newton.
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datos

incHenitas

ecuaciones

*Geometria y
apoyos
*Fuerzas
externas
*Desplazamien-
tos impuestos
*Propiedades
del miembro

*Desplazamientos
*Deformaciones
generalizadas
*Esfuerzos
generalizados

*Reacciones

Ecuaciones cinematicas (relaciones
entre desplazamientos y
deformaciones)

*Ecuaciones de equilibrio dinamico.
(relaciones entre esfuerzos y fuerzas
externas)

*Ley de comportamiento (relaciones
entre esfuerzos y deformaciones)

Tabla 4.1 Resumen del problema estructural en un poértico elastico.
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S. Elastoplasticidad uniaxial

\

En el capitulo 4 se describid el andlisis de porticos elasticos. Las leyes de
comportamiento del capitulo precedente imponen una relacién biunivoca entre los
esfuerzos y las deformaciones generalizadas. En otras palabras, para cada matriz de
deformaciones generalizadas existe una sola matriz de esfuerzos generalizados, y
viceversa, relacionada con la anterior mediante la ley de comportamiento. Es ello lo que
define precisamente al modelo elastico.

El modelo elastico no toma en cuenta la posibilidad de aparicion de
deformaciones generalizadas permanentes (es decir, deformaciones remanentes bajo
cargas nulas) que son consecuencia de la solicitacion exterior sobre la estructura. Puede
constatarse, usando las ecuaciones de los porticos elasticos, que si las fuerzas externas
son iguales a cero, s6lo pueden existir deformaciones nulas.

Sin embargo, la evidencia experimental, e incluso la experiencia cotidiana,
muestran que estas deformaciones pueden ser muy importantes si se somete cualquier
estructura a sobrecargas que exceden un cierto limite (imaginese un alambre que se dobla
con la mano hasta deformarlo permanentemente). Sobrepasado este limite no puede
representarse correctamente el comportamiento estructural sin tomar en cuenta estos
efectos y por lo tanto los modelos elasticos, lineales o no, no deben ser utilizados.

Las leyes de comportamiento que si toman en cuenta este efecto son
denominadas modelos plasticos o elastoplasticos y son el objeto de este y el proximo
capitulo. En este capitulo se estudiaran los modelos de comportamiento en el caso
uniaxial. En otras palabras las relaciones existentes entre el esfuerzo de Cauchy y la
deformacion unitaria en el caso de aparicion de deformaciones permanentes. Se trata por
lo tanto de generalizar la ley de Hooke a la plasticidad. Sélo se consideraran dos
modelos: el modelo elastoplastico perfecto y el modelo elastoplastico con
endurecimiento cinematico.

En el capitulo 6, se utilizaran los conceptos desarrollados en este capitulo para el
analisis de porticos planos elastoplasticos.
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5.1 Ley de estado para materiales elastoplasticos en el caso uniaxial.

En la figura 5.1 se muestran las curvas esfuerzo normal-deformacion unitaria de
dos ensayos de traccion simple realizados en una probeta de acero y en otra de aluminio.
Convencionalmente se describe el comportamiento observado experimentalmente
dividiendo la grafica en cuatro partes:

a) La denominada "zona elastica inicial" durante la cual se observa una relacion
aproximadamente lineal entre esfuerzo y deformacion y en la que no aparecen
deformaciones permanentes (deformaciones inferiores a aproximadamente 0.25 x 1072 en
la grafica 5.1b). En el caso de solicitaciones que se mantienen dentro de la zona elastica
se obtiene, al descargar la probeta, un esfuerzo nulo para una deformacion cero. Se dice
en este caso que el comportamiento es "reversible".

b) La segunda parte de la grafica es denominada "zona de fluencia plastica" y en ella se
observa un aumento de la deformacion unitaria bajo esfuerzo constante (deformaciones
entre aproximadamente 0.1 y 2 x 1072 en la grafica 5.1a). Este ultimo es llamado
"esfuerzo de fluencia". En la zona de fluencia plastica empieza a observarse la aparicion
de deformaciones permanentes. En otras palabras: de producirse una descarga, los
incrementos de esfuerzos y deformaciones vuelven a ser proporcionales pero esta
descarga se realiza segin una recta paralela a la primera recta elastica. Al llegar a
esfuerzo normal nulo queda una deformacion permanente no nula denominada
"deformacion unitaria plastica”.
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Figura 5.1 Ensayos de traccion simple en probetas de acero (a) y de aluminio (b) de
acuerdo a Lemaitre y Chaboche.

c) La tercera parte de la grafica corresponde a la "zona de endurecimiento por
deformacion". La cual se caracteriza por un aumento del "limite elastico", es decir, el
valor que debe tomar el esfuerzo normal para producir deformaciones plasticas
adicionales (deformaciones superiores a 2 x 102 en la grafica 5.1a y superiores a 0.25 x
10-2 en la grafica 5.1b).

d) La ultima zona de la grafica es denominada "zona de ablandamiento por deformacion"
y se caracteriza por una disminucion del limite elastico debido al deterioro del material.
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En esta zona se producen incrementos de las deformaciones totales y plasticas a pesar de
reducirse el esfuerzo normal ejercido sobre la probeta en ensayos a desplazamiento
impuesto (no indicada en las graficas de la figura 5.1). Finalmente se produce la rotura de
la probeta.

No todos los materiales producen el mismo tipo de curvas en los ensayos de
traccion simple. En muchos de ellos no se presentan algunas de las zonas anteriormente
mencionadas. Por ejemplo es frecuente observar metales que no presentan la zona de
fluencia plastica. En materiales como el concreto no existen zonas elasticas bien definidas
o corresponden a valores de esfuerzos de fluencia muy pequefios, etc.

El primero, y més elemental, de los modelos de comportamiento plasticos es el
llamado "modelo elastoplastico perfecto". Este se caracteriza por una curva idealizada
esfuerzo normal-deformacion unitaria tal y como se muestra en la figura 5.2.

F e

Gy

L X
i Y :

€a
Figura 5.2 Curva esfuerzo-deformacion del modelo elastoplastico perfecto

En ella no existen las zonas de endurecimiento o ablandamiento. En este modelo solo se
representan dos zonas:
a) La zona elastica caracterizada por |6 |< o, o |do| <0 donde G es el esfuerzo normal y

o, el esfuerzo de fluencia. Este Gltimo es una constante que depende del material. El

simbolo do significa incremento diferencial de o. En esta zona no se producen
deformaciones unitarias plasticas adicionales aunque pueden existir deformaciones
plasticas previas a la entrada en la zona plastica.

b) La zona plastica caracterizada por 6=0y, y do = 0 en la cual se produce un

incremento indeterminado de las deformaciones plasticas. Puede finalmente observarse
que G > G, es, en este modelo, imposible.

La principal dificultad para la representacion matematica del modelo elastoplastico
perfecto consiste en que a cada valor del esfuerzo unitario € pueden corresponderle una
infinidad de esfuerzos normales, tal y como se observa en la figura 5.2 (e, puede estar
asociada a G, 0 G, segun sea el valor de la deformacion plastica). Es por ello que, a
diferencia de los modelos elésticos, no puede expresarse al esfuerzo como una funcion de
la deformacion Gnicamente.

Se procede entonces a la introduccion de "variables internas" que pueden ser
definidas inicialmente como las variables adicionales que deben ser incluidas en la ley de
Hooke para poder definir univocamente al esfuerzo normal. En otras palabras, dadas la
deformacion unitaria y las variables internas debe poder obtenerse un solo valor para el
esfuerzo. La expresion que permite este calculo es denominada "ley de estado".
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En el modelo elastoplastico perfecto sélo es necesaria la introduccién de una
variable interna adicional: "la deformacion plastica". En efecto puede constatarse en la
figura 5.2 que a cada conjunto de valores de la deformacion unitaria € y de la
deformacion unitaria plastica €, corresponde un sélo del esfuerzo definido por la

expresion:
c=E(e-¢,) (5.1)

Donde E es el modulo de elasticidad del material. La ecuacion (5.1) es por lo tanto la ley
de estado en el modelo elastoplastico perfecto.

S3.2. Ley de evolucién y funcién de fluencia del modelo elastoplastico perfecto.

Una ley de comportamiento es el conjunto de expresiones que permiten calcular
los esfuerzos conocida la historia de deformaciones. La ley de estado (5.1) no puede ser
considerada como una ley de comportamiento puesto que la deformacion plastica no es
conocida a priori y depende también de la historia de la deformacion unitaria total. Es
necesario por lo tanto introducir una relacion adicional que permita calcular la nueva
incognita incluida en la ley de estado. Esta relacion adicional se llamara "ley de evolucion
de la deformacion plastica".

En los modelos plasticos, las leyes de evolucion se expresan mediante el concepto
de "funcion de fluencia". En el caso del modelo elastoplastico perfecto esta funcion es:

f(o)=|o|-0,<0 (5.2)

El objetivo de la funcion de fluencia es el de definir el dominio elastico. En otras
palabras, el conjunto de valores del esfuerzo para los cuales el comportamiento es
elastico. Puede constatarse que la funcion de fluencia f(c) s6lo puede ser negativa o nula

(recuérdese que en el modelo elastoplastico perfecto o > o, es imposible). El dominio

elastico es por definicion el conjunto de valores de o tales que f es negativa.
La ley de evolucion de la deformacion plastica se define ahora de la manera
siguiente:

de, =0 si flo)<0 o dfflo) <0
de, #0 i flo)=0 y dflo)=0 (3:3)

La ley de evolucion es por lo tanto una ecuacion diferencial formada por dos
expresiones: de, =0 (deformacion plastica constante) en el caso de comportamiento

elastico y df = O (esfuerzo normal constante) en el caso de comportamiento
elastoplastico. Las condiciones f < 0 o df < 0 caracterizan el comportamiento elastico. En
el primer caso se tiene que el esfuerzo es menor que el esfuerzo de fluencia. En el
segundo caso se representa una descarga elastica independientemente del valor del
esfuerzo. Las condiciones f= 0 y df = 0 caracterizan el comportamiento elastoplastico.
Es decir, para que se produzcan incrementos de las deformaciones plasticas es necesario
que el esfuerzo sea igual al esfuerzo de fluencia (f= 0) y que no se comience un proceso
de descarga elastica (df = 0).
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El conjunto formado por la ley de estado (5.1) y la ley de evolucion (5.3)
representan la ley de comportamiento uniaxial del modelo lastoplastico perfecto y
producen la grafica de la figura 5.2. Para confirmarlo supongase la historia de
deformacién indicada en la figura 5.3a. Para obtener la historia de esfuerzos asociada a
esta por la ley de comportamiento es necesario proceder paso a paso como en el analisis
dindmico de los porticos no lineales descrito en el capitulo precedente.

€

B

Figura 5.3 Solicitacion en deformacién y respuesta en esfuerzo segun el modelo
elastoplastico perfecto

Durante el intervalo o-a indicado en la figura 5.3 el comportamiento es elastico (f < 0),
por lo tanto la deformacion plastica permanece constante (de, =0) e igual a cero. El

esfuerzo puede ser entonces calculado gracias a la ley de estado. Graficamente la
respuesta se representa mediante una recta de pendiente "E" (ver figura 5.3b). El punto

c wr ; L -
"a" (que corresponde a ¢ :—El) es el inicio del comportamiento elastoplastico (f = 0).

Durante la fase elastoplastica (intervalo a-b) el esfuerzo permanece constante (do = 0) e
igual a o,. La ley de estado permite entonces calcular la deformacién plastica cuya

., . C ’ .
expresion viene dada por: g, =€ —Ey. Graficamente la respuesta se representa mediante

la recta horizontal 6 =0, tal y como se indica en la figura 5.3b. El intervalo b-c

corresponde a una descarga elastica (f < 0), por lo tanto la deformacion plastica
permanece constante e igual a la deformacion plastica correspondiente al instante "b". El
esfuerzo puede ser de nuevo calculado mediante la ley de estado y la respuesta se
representa mediante una recta de pendiente "E" (ver figura 5.3b). Durante el segundo
proceso de carga c-e el comportamiento es elastico mientras que la funcion de fluencia es
negativa y el punto de coordenadas (g,6) que representa al comportamiento recorre la
misma recta de la descarga elastica anterior pero en sentido contrario. Al llegar al punto
"d" (f = 0) comienza de nuevo el comportamiento elastoplastico con un esfuerzo
constante e igual al esfuerzo de fluencia.

5.3 Modelo elastoplastico en endurecimiento cinematico lineal.

En la figura 5.4 se muestra el comportamiento que, segun el modelo
elastoplastico perfecto, se produciria durante un ensayo ciclico. Tal y como puede
observarse, la fase plastica comienza siempre para valores absolutos del esfuerzo iguales
al esfuerzo de fluencia.
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Figura 5.4 Comportamiento ciclico segin el modelo elastoplastico perfecto.

En la figura 5.5 se muestra el comportamiento observado en el laboratorio para
una probeta de acero. Se pueden constatar dos diferencias fundamentales entre el ensayo
y el modelo. La primera es el aumento del esfuerzo durante la fase plastica. Este el
proceso de endurecimiento descrito en la seccion precedente. La segunda es la
disminucion del limite elastico aparente al pasar de plastificar en traccion a plastificar en
compresion y viceversa. En otras palabras después de plastificar en traccion se comienza
la plastificacion en compresion con un esfuerzo inferior al esfuerzo de fluencia observado
en la primera plastificacion. Este es el denominado efecto Baushinger. El objetivo de esta
seccion es el de modificar el modelo elastoplastico perfecto para que represente el efecto
Baushinger.

P I 87.2{GPa}
[ oy = 296(MPa)

s éax’/?(%),_l‘? cycles

T T
Strain (%)

feod

Figura S.5. Efecto Baushinger en una probeta de aluminio segin Sugiura, Watanabe,
Lee y Chang

Una posible interpretacion del efecto Baushinger es que se trata de la

consecuencia del desplazamiento del dominio elastico al producirse la plastificacion del
material (ver figura 5.6).
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En ese caso solo es necesario modelar este desplazamiento para representar el
efecto Baushinger. Teniendo en cuenta que el dominio elastico es definido
exclusivamente por la funcion de fluencia, se conservaran las leyes de estado y de
evolucion del modelo elastoplastico perfecto:

- de, =0 i <0 o df<0 54
& =B(s—%5,) de, 20 si  f£=0 'y df=0 ©4
A
J/W p /| Dominio
uu__:uu;_ﬁ{ Ny / elastico
Y ' ; / desplazado
/ [ 1,
% 4
Dominio ;/
elastico
desplazado | # /7 FroomemoX oo
e Dominio

elastico inicial
Figura 5.6. Efecto Baushinger por desplazamiento del dominio elastico.

La funcién de fluencia del nuevo modelo tiene ahora la siguiente expresion:
f:f(c,sp)z‘c—cspl—oyso (5.9)

Puede observarse que la nueva funcion difiere de la funcién de fluencia del modelo
elastoplastico perfecto inicamente porque contiene el término c.g,. Donde ¢ representa
una constante que es una propiedad del material.

Para esfuerzos positivos, la plastificacion en el nuevo modelo comienza cuando el
esfuerzo toma el valor cg, + oy (f es igual a cero en ese caso), mientras que para
esfuerzos negativos la plasticidad ocurre cuando el esfuerzo es igual a cg, - o,. El
dominio elastico es por lo tanto el conjunto de valores del esfuerzo en el intervalo (cg, +
Oy, C&, - Oy). Cuando la deformacion plastica es nula, el dominio elastico de ambos
modelos coincide. Puede constatarse que, en el caso general, el centro del dominio
elastico ya no es el punto ¢ = 0 sino que esta dado por la cantidad c.g,. La rama plastica,
definida por la ecuacion f = 0 en ambos modelos, ya no es una recta horizontal sino una
recta inclinada cuya pendiente depende de la constante c. En la figura 5.7 se representa el
comportamiento uniaxial descrito por el nuevo modelo.
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Tal y como puede observarse en la figura 5.7, el modelo elastoplastico con
endurecimiento lineal permite representar el efecto Baushinger. Puede también
observarse que, la relacion esfuerzo-deformacion para deformaciones monotdnicas
positivas esta representada por dos lineas rectas diferentes. La primera, de pendiente E,
corresponde al comportamiento elastico. La segunda de pendiente c.E/(c+E) representa
la fase de plastificacion. Se dice entonces que el modelo genera una envolvente
“bilineal”.

c 4

oy |-

Figura 5.7 Comportamiento uniaxial segun el modelo elastoplastico con endurecimiento
cinematico.

5.4 Modelo elastoplastico con endurecimiento cinemaitico no lineal.

El modelo descrito en la seccién precedente presenta, sin embargo, un
inconveniente con respecto al modelo elastoplastico perfecto: no limita los esfuerzos
admisibles del material. Asi, el esfuerzo en el material puede aumentar indefinidamente si
la constante c es estrictamente positiva. El objetivo de esta seccion es el de presentar un
modelo que permita representar el efecto Baushinger imponiendo al mismo tiempo un
limite maximo al esfuerzo que puede ser aplicado al material.

Al igual que en el caso anterior se conservaran las mismas leyes de estado y de
evolucion (5.4) y solo se modificara la funcion de fluencia. Se introduce ahora la variable
X que mide la posicion del centro del dominio elastico. La funcion de fluencia del
modelo con endurecimiento cinematico se puede escribir de manera general como:

f=f(0,X)=|o-X/ -0, <0 (5.6)

En el modelo lineal, la variable X se escogié proporcional a la deformacion plastica. Ello
permite un desplazamiento ilimitado de la posicion del centro y por lo tanto un
crecimiento ilimitado del esfuerzo maximo que admite el modelo. Para corregir este
defecto del modelo con endurecimiento lineal, se escogera la variacion de X de tal
manera que se imponga un limite superior (una asintota) para deformaciones plasticas
positivas y un limite inferior para deformaciones plasticas negativas. Una expresion que
cumple con las condiciones mencionadas es:

dX=o([o, —o,]de, — Xdp) X=0parap=0 (5.7)
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donde o, es el limite maximo impuesto al esfuerzo, o es otra constante del material yp
es la deformacion plastica acumulada que se define mediante la expresion:

dp = ‘dep‘ (5.8)

La definicion anterior implica que la variable p funciona como un “cuentakilometros”
plastico. En otras palabras independientemente del signo (o la direccion) de los
incrementos de la deformacion plastica, estos siempre se acumulan en valor absoluto en
la variable p.

Puede ahora demostrarse que efectivamente las ecuaciones (5.7, 5.8) imponen un
limite superior y un limite inferior a la evolucién de la variable X Supongase una
solicitacion monotonica que genere incrementos plasticos siempre positivos. En ese caso,
dp y de, son iguales y del mismo signo. La ecuacién diferencial (5.7) se transforma
entonces en:

dX=o(o, -0, - X)de, (5.9)

cuya solucion es:
X=(c,-c,)(1-¢e**) (5.10)
Puede constatarse que X vale cero para deformacién plastica nula y que tiende
asintoticamente a (o, - oy) cuando la deformacion plastica tiende a infinito. Teniendo en

cuenta que la rama elastica siempre esta caracterizada por f= 0 puede concluirse que el
esfuerzo tiende asintoticamente a G, tal y como se observa en la figura 5.8

Gu ________________
Gy T
B>
e

Figura 5.8. Comportamiento uniaxial segiin el modelo elastoplastico con endurecimiento
no lineal.

Considérese ahora una solicitacion monoténica que genere siempre incrementos

plasticos negativos. Los incrementos de p y de gy tienen ahora signos opuestos (dp = -
de,), lo que conduce a la siguiente ecuacion diferencial:
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dX=0a(o, —o, +X)de, (5.11)
cuya solucion es:
X=—(c, -0,)1-¢e"") (5.12)

Como puede observarse en la figura 5.8 el limite inferior para el esfuerzo es ahora - G,

5.5 Resumen.

En este capitulo se han descrito tres leyes de comportamiento que generalizan la
ley de Hooke: el modelo elastoplastico perfecto, el modelo elastoplastico con
endurecimiento lineal y el modelo con endurecimiento no lineal. Todos estas leyes de
comportamiento se describen a partir de tres elementos: la ley de estado, la funcién de
fluencia y la ley de evolucion de las deformaciones plasticas. Todos los modelos
considerados comparten la misma ley de estado (ecuacién (5,1)) y la misma ley de
evolucion de las deformaciones plasticas (ecuacion (5.3)). Sélo la funcién de fluencia
caracteriza cada modelo. El modelo elastoplastico perfecto (funcion de fluencia (5.2))
permite la representacion de las deformaciones permanentes y la existencia de un limite
maximo en esfuerzo del material. Este modelo no permite, sin embargo, la
caracterizacion del efecto Baushinger. El modelo con endurecimiento cinematico lineal
incluye este efecto, pero por el contrario no limita el esfuerzo maximo del material. El
modelo con endurecimiento cinematico no lineal (expresiones (5.6-5.8)) generaliza los
modelos anteriores y permite la representaciéon de todos los fendémenos antes
mencionados.
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6. Porticos elastoplasticos

En la introduccion al capitulo anterior se subrayo la importancia de disponer de
modelos que permitan la reproduccioén de deformaciones permanentes. Este capitulo se
ocupa de la extension de la plasticidad al caso de los porticos planos.

Las ecuaciones cinematicas y dinamicas descritas en los capitulos dos y tres no
resultan alteradas al incluir los efectos plasticos en el comportamiento del portico. Sélo
se modifica la ley de comportamiento. Las nuevas leyes de comportamiento se basaran en
los modelos descritos en el capitulo precedente y en el concepto de rotula plastica. Esta
idea, fundamental para el desarrollo de todos los modelos inelasticos presentados en la
monografia, sera descrita en detalle. Este concepto puede ser empleado en los casos en
los que los efectos plasticos estan localizados en zonas pequefias con respecto al tamafio
de la estructura.

Este capitulo no pretende ser un estudio exhaustivo del analisis plastico de
porticos planos. En particular no se mencionan los modelos multicapas que han recibido
mucha atencion en la literatura reciente, ni todos los modelos histeréticos de importancia
en las aplicaciones de ingenieria sismica. Se introducen, sin embargo, los conceptos
fundamentales que permitiran al lector interpretar rapidamente modelos maés sofisticados.

6.1 Proceso de plastificacion en una viga simplemente apoyada.

Considérese a modo de ejemplo una viga simplemente apoyada y sometida a una
carga concentrada en el centro tal y como se indica en la figura 6.1. La barra tiene una
seccion simétrica con respecto a su eje neutro constante. El material de la viga obedece a
la ley de comportamiento elastoplastica perfecta definida en la seccion 5.2.

Cuando la fuerza P aumenta, los esfuerzos normales y las deformaciones unitarias
pasan en la seccion transversal mas solicitada, (la que se encuentra en la mitad de la viga)
por los estados indicados en la figura 6.2.
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Figura 6.1 viga simplemente apoyada sometida a una carga concentrada en el centro

En la figura 6.2a se muestra la distribucion de esfuerzos que corresponde al valor
del momento flector m, que produce un esfuerzo méaximo de traccion y compresion igual
al esfuerzo de fluencia. Si la solicitacién es monotdnica creciente, esta seria la Gltima
distribucion elastica de esfuerzos en esta seccion. La figura 6.2b muestra la distribucion
de esfuerzos para un valor del momento superior a m.. En esa figura se observa una zona
de la seccion transversal en la cual el esfuerzo normal es igual al esfuerzo de fluencia.
Esta zona se denomina "zona plastica". Al aumentar el momento flector, aumenta el
tamafio de la zona pléstica hasta llegar a la distribucion de esfuerzos de la figura 6.2¢c. En
esta, se ha producido la plastificacion total de la seccién y se ha alcanzado la resistencia
maxima a la flexion: m = my. Este Gltimo valor se denomina "momento de fluencia” de la
seccion. Durante este proceso se produce una curva momento-curvatura de como la
indicada en la figura 6.3

a)
>
m, x : .
b) 2
v K

(0
v y
Figura 6.2 Evolucion de esfuerzos y deformaciones en la seccion central de la viga a)

m=m,.b) m,<m<m, c) m=m,
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Figura 6.3 Relacion momento-curvatura en la seccion central de la viga.

Para valores inferiores a m. existe una relacion lineal entre el momento y la
curvatura de pendiente EI (modulo de elasticidad multiplicado por el momento de
inercia). A partir de este valor se produce una disminucién gradual de la tangente a la
curva cuya pendiente tiende asintoticamente a cero cuando la curvatura tiende a infinito.
Cuando esto ocurre, el momento tiende a m,. Esta disminucion de la pendiente es
consecuencia de la propagacion de la zona plastica en la seccion transversal.,

De manera simultanea al aumento de la zona plastica en la seccion transversal, se
presenta un proceso de plastificacion a lo largo de la viga tal y como se indica en la
figura 6.4.

= »  Zona plastica

7.0ona elastica

I

q

e e s

Seccion central

—>
X

Figura 6.4 Distribucion de momentos, zona plastica y curvaturas a lo largo de la viga.

Cuando el momento en la seccion central tiende al momento de fluencia, la
curvatura aumenta considerablemente en la seccion central (de hecho tiende a infinito)
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mientras que se mantiene proporcional al momento flector en la zona sin deformaciones
plasticas. La zona de deformaciones importantes se mantiene en muchos casos muy
localizada.

En el caso general, este tipo de analisis cuantitativo no siempre es posible y es
necesario recurrir a métodos numéricos (método de los elementos finitos por ejemplo).
El analisis numérico de estructuras elastoplasticas, tal y como se muestra en este
ejemplo, requiere de la discretizacion del miembro en las dos direcciones de los ejes
coordenados. Ello con el objeto de poder reproducir numéricamente la progresion de la
zona plastica a lo largo del eje neutro y en la seccion transversal del miembro. Asi,
aunque la teoria de vigas elasticas es unidimensional, la teoria de vigas elastoplasticas no
lo es. Es evidente que este grado de detalle en el analisis es, con frecuencia, innecesario
en las aplicaciones practicas y casi siempre muy costoso en términos computacionales.

6.2. La rotula plastica.

El objeto de esta seccion es el describir un procedimiento simplificado para el
analisis de estructuras elastoplasticas que no requiera la discretizacion bidimensional de
la estructura.

La primera idea posible, que no es en definitiva la que se empleara, consiste en
aproximar la relacion momento curvatura de la figura 6.5 por medio de dos rectas: una
recta de pendiente EI hasta que el momento alcance el valor de my y a continuacion una
recta horizontal (véase la figura 6.6). Esto equivale a suponer que cuando m < m, la
seccion se comporta elasticamente y para m = my, la seccion esta totalmente plastificada.
Es evidente que en este tipo de aproximacion, sdlo seria necesaria la discretizacion de la
viga a lo largo del eje neutro.

A M

My P ms&m“m“\w\\w“\mmw\m\m
f}’ f
éf f.f‘ e_:xacta o
A o\ ;‘ aproximada o
f d s“f
K £ p X

Figura 6.6 Relacion momento curvatura aproximada.

En el caso particular de la viga simplemente apoyada, la zona plastica, la
distribucion aproximada de curvaturas y la grafica de momentos se muestran en la figura
6.7

Puede observarse que en el ejemplo considerado, solo una seccién soporta el
momento maximo my. La distribucion de momentos coincide con la de la teoria exacta
puesto que el problema es isostatico. En la distribucion de curvaturas se produce una
discontinuidad en la seccion central ya que segun el modelo aproximado, para m = m,, el
valor de la curvatura es arbitrario.

El modelo aproximado seria valido, y considerablemente mas simple que la teoria
exacta, si no existiesen diferencias significativas entre uno y otro en el calculo de las
rotaciones y las flechas. En la teoria de vigas, la rotacion relativa entre dos secciones
corresponde al area bajo el diagrama de distribucion de curvaturas a lo largo del eje x.
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Tal y como puede constatarse, en la teoria exacta (figura 6.4) se produce un aumento
acusado de la rotacion relativa en las zonas plasticas. De hecho, la rotacion relativa
aumenta indeterminadamente cuando el momento en la seccion central se acerca a my y la
curvatura tiende a infinito. La flecha se calcula midiendo el 4rea bajo el diagrama de
rotaciones, lo que implica que el mismo fendmeno se presenta también para esta variable.
Por el contrario, en el diagrama aproximado no ocurre nada de esto puesto que la
curvatura aumenta en una sola seccion de la viga. El area bajo la grafica de curvaturas de
la figura 6.7 es la misma independientemente del valor que tome la curvatura en el centro
de la viga. El modelo aproximado no puede, por lo tanto, representar la naturaleza fisica
del fendmeno de plastificacion en lo que a desplazamientos y rotaciones se refiere.

» Zona plastica
Zona elastica
v My
P
H- .
Seccion central  las demas
—p
X
Y b

Figura 6.7 Zona plastica y distribucion de momentos y curvaturas aproximada.

Es ahora evidente que en esta seccion central es necesario concentrar la rotacion
plastica afin de obtener un modelo simplificado que represente todos los fendomenos
observados con la teoria elastica. En otras palabras, se colocara en la seccién de maximo
momento, un resorte a flexion que experimentara rotaciones permanentes Gnicamente
cuando el momento alcance el valor de my. Este resorte es denominado “rétula plastica”.

El comportamiento de la rotula plastica no puede ser descrito en funcion del
momento y la curvatura sino en funcion de momento y rotacion. Esta ley de
comportamiento se expresa empleando de nuevo una funciéon de fluencia como en los
modelos uniaxiales descritos en el capitulo precedente. En el caso de una rotula plastica
perfecta la funcion de fluencia es:

f(m)=|m|-m, (5.13)
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La rotacion de una rotula plastica se denomina “rotacion plastica” y se calcula
mediante la siguiente ley de evolucion:

dor =0 si £<0 o df<0
(5.14)

doP #0 si =0 y df=0

Donde 6° es la rotacion plastica de la rotula. La ley de evolucion de una rétula plastica
perfecta genera el diagrama momento-rotacion indicado en la figura 6.8 y la rotacion
plastica de la rétula tiene la interpretacion indicada en la figura 6.9

pn

my

plastica A 4

Figura 6.8. Relacion momento rotacion en una rotula plastica perfecta.

0,

Figura 6.9. Interpretacion de la rotacion plastica.

Tal y como se observa en la figura 6.8, si el momento sobre la rotula es inferior al
momento de fluencia, su rotacion es nula. En otras palabras, el comportamiento del
conjunto es puramente elastico y no hay diferencias con la teoria de la resistencia de
materiales. La existencia de la rétula limita la capacidad del conjunto para soportar la
fuerza concentrada P, puesto que la rotula comienza a rotar indefinidamente al alcanzarse
el valor del momento de fluencia en la seccion central de la viga. Solo en estructuras
hiperestaticas seria posible un aumento de la fuerza.

El modelo perfectamente plastico no es el unico que puede ser empleado para
describir el comportamiento de una rotula plastica. Es perfectamente posible postular la
existencia de una rotula plastica con endurecimiento cinematico lineal o no afiadiendo el
término correspondiente en la funcion de fluencia de la rotula.
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6.3. Ley de comportamiento elastoplistica perfecta para miembros de porticos
planos.

Tal y como se explico en el capitulo 4, la ley de comportamiento de un miembro
de un portico plano relaciona los esfuerzos generalizados {M} con la historia de las
deformaciones generalizadas {®}.

Para obtener este modelo se adoptara la hipotesis denominada “de plasticidad
concentrada” que consiste en suponer que un miembro de un portico plano esta
compuesto por una viga-columna elastica (lineal o no) y dos rétulas (i y j) plasticas en los
extremos.

AY

/[ | /
/
/ L

{ L |:ht/viga-columna elastica
\ X
\/ ?

Figura 6.10 Modelo de plasticidad concentrada de un miembro de un portico plano.

rotulas plasticas

Se introduce ahora una nueva variable interna: la matriz de deformaciones
generalizadas plasticas: {®"} = (¢?, 7,0) que contiene las rotaciones plastica de la rotula
"i" y de la rotula "j" (ambas medidas con respecto a la cuerda deformada).

Las deformaciones generalizadas totales del miembro {®} pueden
descomponerse en deformaciones de la viga-columna elastica {®"} y deformaciones de

las rétulas plasticas {®F}:
(@} ={D"} +{DF} (5.15)

Las deformaciones de la viga columna se relacionan con los esfuerzos generalizados
mediante las leyes de comportamiento descritas en el capitulo 4 puesto que su
comportamiento es elastico por definicion. Sustituyendo estas ecuaciones en la expresion
(5.15) se obtiene la ley de estado de un miembro elastopléstico:

{M} =[S{® - D"} +{M,} (5.16)

Donde [S] es la matriz de rigidez de la viga-columna elastica tal y como fue definida en
el capitulo precedente y {M,} los esfuerzos generalizados iniciales. La matriz de rigidez
puede ser constante o depender del alargamiento de la cuerda dependiendo de si se
considera o no el acoplamiento entre la fuerza axial y los efectos de flexion.

Las leyes de evolucion de las deformaciones generalizadas plasticas se obtiene
mediante dos funciones de fluencia, una para cada rotula plastica, como las descritas en
la seccion anterior. Por ejemplo si se consideran rotulas plasticas perfectas, se tiene:
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f,(m,) =|m |- m, £,(m;) =|m;|-m, (5.17)

Donde f; es la funcion de fluencia de la rotula i y fj la de la rotula j. La ley de evolucion

de las deformaciones plasticas generalizadas del miembro es ahora la siguiente:
d¢, =0 si £<0 o df;<0 dd)j =0 sl fj<0 o} dfj<0 (5.18)
dp, #0 si £=0 y df=0 d¢,>0 si. =0 y df=0

La ley de estado (5.16) y la ley de evolucién (5.18) constituyen la ley de
comportamiento generalizada del modelo elastoplastico perfecto en el sentido dado al
término en el capitulo 4. En otras palabras, este modelo mas las ecuaciones cinematicas y
de equilibrio introducidas en los capitulos 2 y 3 definen perfectamente el comportamiento
de la estructura.

Puede constatarse la evidente similitud entre la ley de comportamiento de un
miembro de un poértico plano y el modelo elastoplastico perfecto en el caso uniaxial
descrito en las secciones 5.1y 5.2.

6.4 Porticos elastoplasticos con endurecimiento cinematico.

Tal y como se menciond en la seccion 6.2, el comportamiento de la rotula no
tiene por que ser perfectamente plastico. Es posible introducir términos de
endurecimiento cinematico en las rotulas. El nuevo modelo para miembros de porticos
planos esta compuesto por la ley de estado (5.16) y la ley de evolucion de las rotaciones
plasticas (5.18). Solo cambia la expresion de las funciones de fluencia que ahora se
escriben de la siguiente manera:

fi(mi,xi):]mi—xi]—my fj(mj,xj):'mj—xj\—m (5.19)

y

Puede observarse que la unica modificacion es la introduccion de la variable x. Tal y
como se describio en el capitulo 5, la variable x corresponde a la posicion del centro del
dominio elastico en el espacio de momentos flectores. Se deben ahora afiadir las leyes de
evolucion de la variable x. Si el endurecimiento es lineal, la expresion de x es:

x =cd’ (5.20)
El comportamiento de la rotula descrito por este modelo se muestra en la figura

6.11.
Si el endurecimiento es no lineal, la ley de evolucion correspondiente es:

dx = o([m, —m,Jd¢" — xd¢"|) (5.21)

Este modelo permite la introduccion del momento m. que corresponde a la
primera plastificacion de la seccion y el momento m, que corresponde al momento Gltimo
resistente de la seccion. El comportamiento de la rotula se muestra en la figura 6.12
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Figura 6.11 Comportamiento de una rotula plastica con endurecimiento cinematico
lineal.
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Figura 6.12 Comportamiento de una rétula plastica con endurecimiento cinematico no
lineal.

De esta manera el proceso de plastificacion gradual de la seccion puede ser
modelado inclusive usando el concepto de rotula plastica. El parametro o también
depende de la forma de la seccion y puede calcularse para que el comportamiento del
conjunto viga-columna elastica y rotulas reproduzcan la grafica momento-rotacion de
una viga elastoplastica perfecta con zona plastica finita como la descrita en la seccion
6.1.

6.5 Analisis de porticos elastoplasticos.

Si el problema planteado es geométricamente lineal y estatico y las rétulas
plasticas son perfectas, el analisis estructural puede ser transformado en una serie de
problema elasticos con articulaciones internas. Cada uno de los problemas elasticos
corresponde a un incremento de carga y las rotulas plasticas que aparecen en la
estructura son representadas por medio de articulaciones internas. Ello es posible ya que
durante un incremento de carga, el incremento de momento recibido por la rotula
plastica es nulo, de ahi que sea posible la sustitucion. Este es el procedimiento descrito
en todos los libros de introduccion a la plasticidad.
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Cuando se introduce alguno de los términos no lineales o dinamicos en el
problema o cuando las rotulas presentan endurecimiento, este procedimiento ya no es
aplicable. Por el contrario, el procedimiento descrito en el capitulo 4 sigue siendo valido.
El problema elastoplastico, dindmico y geométricamente no lineal también puede
reducirse a la resolucién de una ecuacion del tipo {L(U)} = 0 en cada uno de los pasos
de calculo. Solo puede apreciarse una diferencia con respecto al caso elastico. En los
porticos elasticos el calculo de los esfuerzos generalizados se realiza mediante la
aplicacion directa de la ley de estado. En los porticos elastoplasticos ello no es posible ya
que las deformaciones plasticas también dependen de los momentos. Es, por lo tanto
necesario resolver un sistema de ecuaciones compuesto por la ley de estado, las leyes de
evolucion de las rotaciones plasticas y las funciones de fluencia. El método usualmente
empleado para resolver este sistema de ecuaciones se llama algoritmo predictor-corrector
y no sera descrito en esta monografia. El método puede ser consultado en el articulo de
Cipollina et al. indicado en la bibliografia.

6.6 Resumen.

El analisis de estructuras elastoplasticas se basa en el concepto de rétula plastica.
Esta puede ser considerada como un resorte a flexion, rigido durante el comportamiento
elastico de una estructura y luego plastico perfecto o con endurecimiento. El uso de la
hipotesis de plasticidad concentrada permite formular la ley de comportamiento de un
miembro de un portico plastico. El modelo resultante tiene la misma estructura general
del caso unidimensional: ley de estado (ecuacion (5.16)), leyes de evolucion de las
rotaciones plasticas (ecuaciones (5.18)) y funciones de fluencia (ecuaciones (5.17) si las
rotulas son perfectamente plasticas, ecuaciones (5.19) si presentan endurecimiento). El
analisis de un portico elastoplastico puede ser planteado de manera similar a la utilizada
en el caso de estructuras elasticas.
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7. Mecanica de la fractura fragil

En los capitulos precedentes sélo se han considerado dos comportamientos
posibles para el material: el elastico y el elastoplastico. El primer modelo no establece
limites a los esfuerzos admisibles en la estructura. En el segundo se admite que la
resistencia del material es constante y no varia durante la vida util de la estructura. Es
evidente que estas hipotesis no son aceptables en numerosos casos practicos. La
aplicacion de solicitaciones, repetidas o no, produce una degradacion progresiva de las
propiedades mecéanicas de la estructura y del material, lo que trae como consecuencia
una perdida gradual de su resistencia. El objetivo de este capitulo y del que viene es el de
presentar los conceptos fundamentales de las dos teorias que describen este proceso: la
mecanica de la fractura y la teoria del dafio continuo respectivamente.

En la mecéanica de la fractura fragil se sigue suponiendo que el material es
elastico, pero se admite la existencia de fisuras macroscopicas que pueden propagarse.
La propagacion de la fisura conduce a la disminucion de la resistencia y de la rigidez de
la estructura y eventualmente a su colapso. Este proceso se ilustra en las graficas en la
figura 7.1.

Seglin Broek, la mecanica de la fractura deberia poder responder a las siguientes
preguntas:

a) (Cual es la resistencia de la estructura en funcién de la longitud de la fisura?

b) (Cual es la longitud de fisura admisible en una estructura bajo las cargas normales de
servicio? En otras palabras ;Cual es la longitud critica?

¢) (Cuanto tiempo debe pasar para que el tamafio de la fisura aumente desde una
longitud inicial hasta la longitud critica?

d) (Cuél es el tamafio maximo admisible que pueden tener inicialmente las fisuras y
defectos iniciales de la estructura, teniendo en cuenta la vida util esperada?

e) (Conque frecuencia es necesario realizar inspecciones periddicas en la estructura?
Puede observarse que la mecanica de la fractura es de especial utilidad en problemas

de Ingenieria Mecanica y Aeronautica. En el capitulo 9 de esta monografia se mostrara
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que sus conceptos son también utiles para el analisis de estructuras aporticadas bajo

solicitaciones extraordinarias.

Longitud Resistencia
A dela de la
grieta estructura g <4——— Resistencia de
disefio
Carga —»}---—--- U ——
maxima i C
esperada | e, ¢ tame
; ! normal en
i i servicio
............... - > : >
Ciclos de Ciclos de

carga

Posibilidad falla

de falla carga

Figura 7.1. Propagacion de una fisura en una estructura y degradacion de su resistencia

segun Broek.

7.1 Distribucion de esfuerzos en los bordes de un agujero eliptico.
La clave para responder a todas las preguntas planteadas en la introduccion esta
en determinar las condiciones de propagacion de la fisura. Este es el objetivo de esta y la

proxima seccion.

Considérese una placa infinita con un agujero eliptico, de espesor unitario y hecha
de un material elastico isotropo. La placa esta sometida a esfuerzos de traccion S
constantes en la direccion del eje x; lejos del agujero tal y como se muestra en la figura
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Figura 7.2. Placa con agujero eliptico sometida a traccion uniforme en el infinito.
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La distribucion de esfuerzos en la placa puede ser calculada empleando el método
de la funcion de Airy y se observa que los esfuerzos maximos ocurren en el borde del
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agujero, en la direccion del eje x,, y toman un valor de 6, = S[l —2 %) . El caso de una

placa con un agujero circular se obtiene haciendo el eje menor b igual al eje mayor a.
Puede observarse entonces que el esfuerzo tres veces mayor al aplicado en el infinito.

Una placa fisurada puede ser representada haciendo tender el eje menor b hacia
cero. Se obtiene entonces, que el esfuerzo elastico en la punta de la fisura tiende a
infinito independientemente de la longitud de la fisura (el valor de a) o del esfuerzo
aplicado (la traccion S). Es, por lo tanto, evidente que ningin criterio de esfuerzos
(Tresca, Von Mises, Rankine, etc.), puede ser usado para predecir la propagacion de una
fisura.

Inicialmente la pregunta planteada era: ;Cuando se propaga una fisura?. Sin
embargo, el resultado anterior hace que la pregunta a responder sea: si los esfuerzos
elasticos en la punta de la fisura son infinitos ;Por qué hay fisuras que no se propagan?.
La respuesta a esta ultima pregunta puede hallarse haciendo un anélisis de la evolucién
de la energia durante la propagacion de la fisura.

7.2 El criterio de Griffith.
Segun Griffith, la energia total en la placa fisurada puede expresarse de la
siguiente manera:

E=W-T, +W, (7.1)

Donde W es la energia de deformacion elastica, T es el trabajo de las fuerzas externas y
W; corresponde a una energia superficial asociada a la aparicion de nuevas superficies
durante la propagacion de la fisura. Para el caso particular considerado, la energia de
deformacion es igual a:

2,2
w:WO_nSa

(7.2)

Donde W, es la energia elastica de la placa cuando no hay fisura y E ¢l modulo de
elasticidad del material.

Segun la hipotesis de Griffith, el término W, es proporcional a la longitud de la
fisura y tiene por expresion:

W,=4ya (7.3)

Donde vy es la densidad de energia por unidad de superficie. Supongase ahora que la
placa esta sometida a desplazamientos impuestos constantes en el infinito, de tal manera
que las reacciones a esos desplazamientos sean iguales a la traccion S. La expresion (7.2)
sigue siendo valida en ese caso y, ademas, el trabajo de las fuerzas externas es nulo. Se
tiene por lo tanto:

Beo nS%a’

+4ya + W, (7.4)
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La energia total de la placa puede representarse mediante una parabola céncava
tal y como se muestra en la figura 7.3

E

/ Propagacioén posible

N\
a

Figura 7.3 Energia total en funcion de la longitud de la fisura.

Esta figura muestra porqué hay fisuras que no se propagan. Supongase que la
longitud de la fisura en la placa tiene un valor inferior al que corresponde al maximo de la
curva. Para propagar la fisura, en otras palabras, para desplazar la longitud a hacia la
derecha en el grafico de la figura 7.3, es necesario aumentar la energia total en la placa.
Sin embargo, la placa esta sometida a desplazamientos impuestos constantes. Esto
significa que no se le esta suministrando energia mecanica adicional. La propagacion de
la fisura es por lo tanto imposible, independientemente del nivel de esfuerzos en la punta
de la fisura, puesto que la energia necesaria para ello no esta disponible.

Supongase ahora que la longitud de la fisura tiene un valor igual o superior al
correspondiente al maximo de la grafica. La propagacion de la fisura ocurre en este caso
con una disminucion en la energia total de la placa. Este remanente de energia se
transforma en energia cinética y el proceso de propagacion de la fisura es ahora
fisicamente posible. Este es el criterio de Griffith que se escribe como: dE/da = 0.

En el caso general el criterio de Griffith puede expresarse de la manera siguiente:

G=R (7.5)
donde:
G=-w-1,); R =W, (7.6)
da da

La variable G es denominada “tasa de disipacion de energia” o “fuerza
conductora de la grieta”. Puede observarse que G depende de la geometria, de las
propiedades de la estructura y de sus solicitaciones. En otras palabras G es el resultado
de un analisis estructural. El término R es llamado “resistencia al agrietamiento” y se
admite que es una propiedad del material, de la misma manera que el modulo de
elasticidad E o el esfuerzo de fluencia o, lo son.

En la proxima seccion se describiran algunos procedimientos para el calculo de la
tasa de disipacion de energia y en la que le sigue, se describira la determinacion de la
resistencia al agrietamiento.

7.3 Calculo de la tasa de disipacion de energia.

A partir de la ecuacion (7.4), se puede obtener la tasa de disipacion de energia.
Esta expresion es solo valida para el caso particular considerado (placa infinita,
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solicitaciones en una sola direccion, esfuerzos constante lejos de la fisura, etc.). En el
caso general, no se dispone de soluciones analiticas que permitan calcular la tasa de
disipacion de energia de manera exacta y deben emplearse métodos numéricos. En esta
seccion se describe uno de ellos.

Considérese una estructura sometida a una sola fuerza externa impuesta P. La
energia de deformacion elastica y el trabajo de las fuerzas externas tienen por expresion:

W:%H@W T,, =Pu(a) (7.7)

Donde F = F(a) es la flexibilidad de la estructura ante la fuerza P y u = u(a) es el
desplazamiento en el punto de aplicacion de la fuerza. Puede observarse que la
flexibilidad de la estructura depende de la longitud de la fisura. Mas precisamente, cuanto
mayor es la fisura, mas flexible es la estructura. La fuerza P ha sido impuesta y por lo
tanto no depende de la longitud de la fisura a. El desplazamiento u, por el contrario si
depende de la longitud de la fisura ya que la relacion entre fuerza y desplazamiento
establece que:

u(a) = F(a).P (7.8)
Por consiguiente, la tasa de disipacion de energia es, segun (7.6):

d(1 , ﬂ 1dF _,
G=--|—F(a)P>-F(a)P* |=— — P 7.9
da(Z (a) (a) 5 (7.9)

Supongase ahora que en lugar de imponer la fuerza P se impone el desplazamiento u. En
este caso u es independiente de la longitud de la fisura y es ahora la reaccién P = P(a)
quien depende de a. Es, por lo tanto, mas comodo expresar la energia de deformacion en
funcion de la rigidez S = S(a) = F”' en lugar de la flexibilidad F:

W:%S(a)u2 (7.10)

El trabajo de las fuerzas externas impuestas es nulo en este caso, por lo que la tasa de
disipacion de energia es igual a:

d(1 1dS
G=-—|=S(au’ |=—=—-u? 7.11
35w )15, an

En realidad, los resultados (7.11) y (7.9) son totalmente equivalentes, tal y como se
demuestra a continuacion: la flexibilidad F es el inverso de la rigidez S, por consiguiente:

ﬁziui_:m%ﬁ (7.12)
da da(F(a) F° da
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Sustituyendo (7.12) en (7.11) y remplazando u/F por P se tiene:

1dS o 1 dF ,_1dF,

u'=—s—u‘=
2 da 2F° da 2 da

(7.13)

que coincide con (7.9). De idéntica manera se puede demostrar que (7.9) también
conduce a (7.11). Se tiene, por lo tanto, que en ambos casos: fuerzas impuestas o
desplazamientos impuestos, la tasa de disipacién de energia puede ser calculada mediante
(7.9) o (7.11) indistintamente.

Este procedimiento puede ser generalizado al caso de una estructura sometida a
mas de una fuerza externa, siempre y cuando todas ellas sean proporcionales a un solo
parametro de carga.

El problema de calcular la tasa de disipacién de energia se ha transformado ahora
en el de determinar la variacion de la rigidez o flexibilidad de la estructura al incrementar
la longitud de la fisura. El nimero de casos particulares en los que las derivadas de la
rigidez o la flexibilidad pueden ser calculadas analiticamente es extremadamente
pequeifio. No obstante, este problema puede ser resuelto numéricamente aproximando la
derivada de F por medio de:

dF _ F(a+Aa)-F(a)
da Aa

(7.14)

donde Aa representa un incremento en la longitud de la fisura suficientemente pequeiio.
Los términos F(a) y F(atAa) se calculan mediante la relacién F = u/P, donde el
desplazamiento u se determina numéricamente mediante el método de elementos finitos o
elementos de contorno. Por ejemplo si se impone una fuerza unitaria (véase la figura
7.4), la tasa de disipacion de energia seria aproximadamente igual a: G = (u(atAa)-
u(a))/2Aa.
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Figura 7.4. Determinacion de la tasa de disipacion de energia por elementos finitos
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Si se conoce de antemano la direccion de propagacion de la fisura, es claro que
este calculo puede ser realizado sin dificultad alguna. Sin embargo, no siempre se sabe en
que direccion va a propagarse la fisura. Es evidente que dependiendo de la direccion de
propagacion, la tasa de disipacion de energia toma diferentes valores.

Uno de los criterios posibles para predecir la direccion de bifurcacion de la fisura,
consiste en suponer que esta tomara la direccion en la que la tasa de disipacion de
energia sea maxima. Este analisis puede ser realizado numéricamente calculando la tasa
de disipacion de energia con fisuras que han sido extendidas en direcciones diferentes (en
la figura 7.4 se supuso que la direccion de propagacion es de cero grados con respecto al
eje de la fisura).

Hay otros métodos para el calculo de la tasa de disipacion de energia y de la
direccion de propagacion. Estos estan basados en el concepto de “factor de intensidad de
esfuerzos” y no seran descritos en esta monografia.

7.4 La resistencia al agrietamiento.

Inicialmente Griffith supuso que el término W; incluido en la ecuacion de energia
(7.1) correspondia a una energia ganada por la estructura al aumentar su superficie
externa debido a la propagacion de la fisura. Esta energia se interpretaria como una
energia superficial similar a la asociada a la tension superficial en la mecanica de fluidos.
Los resultados experimentales muestran, sin embargo, que sélo la fractura en materiales
extremadamente fragiles (el vidrio por ejemplo) puede ser explicados de esta manera.

El término W, puede también ser interpretado como una energia disipada durante
el proceso de propagacion de la fisura. Esta energia es consumida durante el proceso de
microagrietamiento o de plastificacion intensa en una zona alrededor de la punta de la
fisura (véase la figura 7.5). Esta zona se genera debido a la concentracion de esfuerzos
en la punta de la fisura. Cada vez que la fisura se propaga una nueva zona de
microagrietamiento o deformaciones plasticas debe crearse y de ahi que sea necesario
que la tasa de disipacién de energia sea lo suficiente grande para suplir la energia
necesaria, segun la ecuacion (7.5).

Es importante sefialar que la zona de microfisuracién debe ser pequefia con
respecto al tamafio de la estructura, de lo contrario la hipotesis de comportamiento
elastico del material no es valida y las ecuaciones anteriores deben ser revisadas. La
presentacion de teorias de fractura mas generales no entra en los objetivos de esta
monografia.
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Figura 7.5. Zona de microfisuracion alrededor de la punta de la fisura.
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Tal y como se menciond anteriormente, se admite que la resistencia al
agrietamiento R es una propiedad del material que debe ser determinada
experimentalmente. La expresion de la tasa de disipacion de energia ha podido ser
determinada numéricamente para las probetas que se presentan en la figura 7.6. Por
ejemplo, en el caso de la viga simplemente apoyada se tiene:

R SR
5 = N‘\E‘ig&\x\\&%
\\\\& N R \\\Q\\\‘\\\\Q\\E\%\\:\Q\\\
s L e
< »>
S v
< >
AW

(7.15)
PS 1/2 a 3/2 a 5/2 7/2 9/2
K=—— |29 > —4.6(—) +21.8 j ~376 —| +38.7 =
BW W W W W W

Tal y como puede constatarse, la tasa de disipacion de energia es proporcional al
cuadrado de la fuerza aplicada P. El valor de la resistencia al agrietamiento se obtiene
aumentando progresivamente la fuerza hasta hacer propagar la fisura. En ese momento,
el criterio de Griffith debe cumplirse por primera vez y la tasa de disipacion de energia
debe ser igual a la resistencia al agrietamiento. R puede entonces ser calculada mediante
la aplicacion directa de las ecuaciones (7.15).

Los resultados experimentales confirman que la resistencia al agrietamiento puede
ser considerada como una propiedad del material. No obstante, se ha encontrado que en
numerosos casos R no es constante sino que depende del incremento en la longitud de la
fisura. En otras palabras, al alcanzarse la resistencia al agrietamiento se produce una
propagacion estable de la fisura que avanza una cierta distancia y se detiene. Para
continuar la propagacion es necesario aumentar la fuerza y del valor de la tasa de
disipacion de energia. Se produce de nuevo un incremento estable en la longitud de la
fisura y asi sucesivamente. Midiendo estos valores es posible determinar la curva R =
R(Aa). Detalles adicionales sobre la determinacion experimental de la curva de
resistencia al agrietamiento, la determinacion analitica o numérica de la tasa de disipacion
de energia o la mecanica no lineal de la fractura pueden ser consultados en los textos de
mecanica de la fractura que se citan en la bibliografia.
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7.5 Propagacion de fisuras por fatiga.

El criterio de Griffith permite responder a las preguntas a y b indicadas en la
introduccion a este capitulo, pero no a las tres preguntas restantes. En esta seccion se
describirin muy brevemente los modelos que permiten reproducir el crecimiento de
fisuras por fatiga. La idea fundamental es, que cualquiera que sea la causa de la
propagacion, la ley que la describe debe ser enunciada en funcion de la tasa de disipacion
de energia. Una de las maneras posibles de describir la propagacion de fisuras por fatiga
es suponer que la ley que la caracteriza tiene la forma siguiente:

da
ﬁ—f(AG) (7.16)

donde da/dN indica el incremento de la longitud por cada ciclo de carga y AG es la
diferencia entre los valores maximos y minimos de la tasa de disipacion de energia en
cada ciclo. La mas simple de las expresiones de f corresponde a la denominada “ley de
Paris” que se escribe de la manera siguiente:

da N
N C(AG) (7.17)

donde C y n son propiedades del material que se determinan experimentalmente.

Otra alternativa, empleada en particular para describir la fatiga de bajo ciclaje, es
la de conservar el criterio de Griffith incluyendo un término que representa los ciclos de
carga en la funcion de resistencia al agrietamiento.

7.6 Resumen

En la mecanica de la fractura fragil se admite la existencia de fisuras que se
pueden propagar inclusive en medios elasticos. La propagacion de la fisura se describe
mediante el criterio de Griffith (ecuaciones (7.5-7.6))que indica que esta sera posible si la
tasa de disipacion de energia se hace igual a la resistencia al agrietamiento

La tasa de disipacion de energia es el resultado de un analisis estructural, casi
siempre numérico. Una de las maneras posibles consiste en determinar la relacion entre la
rigidez o la flexibilidad global de la estructura y la longitud de la fisura. La tasa de
disipacion de energia se puede calcular entonces mediante la ecuacion (7.14).

La resistencia al agrietamiento es una propiedad del material que se obtiene
experimentalmente. Sin embargo, esta propiedad no se representa mediante una
constante sino que se expresa en el caso general como una funcion del incremento de la
fisura.

El criterio de Griffith no permite la representacion de la propagacion de fisuras
por fatiga. Esta propagacion también puede ser descrita empleando el concepto de tasa
de disipacion de energia como en el caso de la ley de Paris (ecuacion 7.17).
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8. Teoria del dafio continuo

En el capitulo anterior se indic que con la propagacion de una fisura, se genera
una zona de alta densidad de microdefectos y/o deformaciones plasticas. Sin embargo, en
la mecanica de la fractura fragil se supone que el comportamiento del material puede ser
descrito empleando leyes de comportamiento elasticas.

tHttteette tttteetteee tteeeteeeet

Zona Zona
microagrietada microagrietada

P R

Mecanica de la Mecéanica de la fractura Teoria del dafo
fractura fragil fragil corregida continuo

Figura 8.1. Validez de la mecéanica de la fractura fragil.
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Se deduce de lo anterior que para que los conceptos introducidos en el capitulo
precedente sean validos, es necesario que la zona de microagrietamiento sea muy
pequefia con respecto al tamafio de la estructura. Si la zona inelastica es pequefia, aunque
no despreciable, las nociones de la mecanica de la fractura fragil siguen siendo aplicables
con una pequefia modificacion. Esta consiste esencialmente en sustituir la longitud de la
fisura real a por una longitud ficticia equivalente a’ mayor que la real. Estos
procedimientos son conocidos como “correccion de Irwin” o de “Dugdale” en honor a
sus proponentes y no seran descritos en esta monografia. Si por el contrario, la zona de
microdefectos es significativamente grande (ver figura 8.1), la mecanica de la fractura
fragil deja de ser valida y se hace necesario modelar el comportamiento del material
durante la creacion de la zona microagrietada. Este es el objetivo de la teoria del dafio
continuo que se presenta en este capitulo.

8.1 La variable de daiio continuo

Con el objeto de caracterizar la densidad de microdefectos en el material, se
introducira una nueva variable interna, denominada dafio, que se define a continuacion:
Sea A el area de la cara de un elemento de volumen representativo del material. Esta cara
esta orientada segun la normal n. Sea Ay el area de microdefectos en la misma cara
(véase la figura 8.2). El dafio de esa cara o, en el elemento de volumen representativo es:

g = (8.1)

Puede constatarse que o, puede tomar valores en el intervalo [0,1]. El valor de
cero corresponde a un elemento de volumen que no tiene microdefectos segiin la normal
n. El valor de uno representa un elemento de volumen partido en dos pedazos segun el
plano de normal n. En términos generales, el campo w,(X) representa la densidad
relativa de microdefectos en planos perpendiculares al vector normal n .
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Ag= area de microdefectos
A = area total

Figura 8.2. Dafio en un medio continuo.
La hipotesis de dafio isotropo simplifica considerablemente la teoria del dafio

continuo. Esta consiste en suponer que el dafio es aproximadamente constante en todas
las direcciones n posibles:
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0, =0 ¥ n (8.2)

El dafio en un elemento de volumen representativo del material puede entonces ser
representado mediante la variable escalar . De esta manera, se tiene que las zonas
deterioradas indicadas en la figura 8.1 pueden ser caracterizadas como el conjunto de
puntos en donde la variable de dafio continuo es diferente de cero. Ello sugiere un
enfoque alternativo al problema de propagacion de fisuras. Una fisura podria definirse
como el conjunto de puntos en los cuales el dafio toma el valor de uno. De esta manera
no seria necesario emplear los conceptos de la mecanica de la fractura al nivel
macroscopico para predecir la propagacion de la fisura. También pueden seguir usandose
estos conceptos y utilizar la teoria del dafio continuo Unicamente para modelar el
comportamiento del material en la zona microagrietada, o para predecir la iniciacion de
fisuras en partes de la estructura donde estas no existen previamente.

8.2 Ley de estado y ley de evolucién de la deformacién plastica.

La densidad de microdefectos tiene una influencia importante en el
comportamiento elastico o elastoplastico del material. La introduccién de la variable
dafio en la ley de estado de un material elasoplastico, descrita en la seccion 5.1 del
capitulo 5, se realiza mediante el uso de dos conceptos: El esfuerzo efectivo y la
hipétesis de equivalencia en deformacion. Estos conceptos se describen a continuacion.

Considérese una barra microagrietada tal y como se muestra en la figura 8.3. El
esfuerzo de Cauchy en la barra es igual a la relacién entre la fuerza aplicada y el area
resistente: ¢ = P/A. El esfuerzo efectivo se define como la fuerza aplicada sobre el area
resistente efectiva: 6 = P/(A-Ay). Obsérvese que el area efectiva se define como el area
total A menos el area de microdefectos Ay. Una expresion que relaciona el esfuerzo
efectivo con el esfuerzo de Cauchy y la variable de dafio puede ser obtenida tomando en
cuenta la definicion de esta ultima (ecuacion (8.1)):

c

G=—— (8.3)

Figura 8.3. Esfuerzo efectivo

La hipotesis de equivalencia en deformaciones establece que el comportamiento
de un material dafiado puede ser expresado mediante las mismas ecuaciones que
corresponden al material intacto, si se sustituye el esfuerzo de Cauchy por el esfuerzo
efectivo. Asi, la ley de estado de material elastoplastico dafiado puede ser obtenida a
partir de la expresion (5.1):
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c=E{—5g); o lo que es lo mismo ¢ = (1-0)E(e — ¢, ) (8.4)

La funcién de fluencia de un material dafiado también puede obtenerse siguiendo
el mismo procedimiento. Por ejemplo si se considera un material que inicialmente es
perfectamente plastico, se tiene:

-0, <0 (8.5)

f(c,co):‘E‘—cy :]L

Las funciones de fluencia de los modelos con endurecimiento cinematico lineal o no se
derivan de manera similar.

La ley de evolucion de las deformaciones plasticas permanece inalterada con
respecto a la propuesta en el capitulo 5, puesto que en ella el esfuerzo solo interviene a
través de la funcion de fluencia:

(8.6)

de, =0 si flo,0)<0 o  df{c,w)<0
de, #0 si flo,0)=0 y df(c,0)=0

8.3 Ley de evolucion del dafio para materiales fragiles

Es evidente que es necesaria la introduccion de una ley de evolucion adicional
puesto que se ha introducido una nueva variable interna en la ley de estado. Esta
ecuacion adicional define por completo la ley de comportamiento uniaxial de un material
dafiado. En esta seccion se considerara inicamente el caso de materiales fragiles en los
cuales las deformaciones plasticas son nulas o despreciables (g, = 0). La ley de
comportamiento propuesta en este caso puede ser utilizada para describir el
comportamiento de materiales como el hormigén o la roca. En la siguiente seccion se
considerara el caso de los metales y otros materiales ductiles.

La ley de evolucion del dafio de un material fragil puede ser obtenida suponiendo
que el criterio de Griffith, propuesto en el capitulo precedente, también puede ser
aplicado al caso de las microfisuras caracterizadas por la variable de dafio continuo. La
densidad de energia de deformacion w puede ser obtenida a partir de la ley de estado
(8.4):

1 1
w(g,0) = —oe = —(1—n)Ee? (8.7)

2 2
La tasa de disipacion de energia en un elemento de volumen puede definirse ahora como:
G=-2"=_"FEg? (8.8)

Donde la ecuacion (8.8) ha sido obtenida por analogia con la expresion (7.11) del
capitulo anterior. Puede observarse que en (8.8), se ha sustituido la energia de
deformacion W por la densidad de energia de deformacion w y la longitud de la fisura a
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por la variable de dafio continuo . El criterio de Griffith al nivel del elemento de
volumen se expresa ahora como:

{dco:O si G<R(@) o dG<dR 8.9)

do>0 si G=R(w) y dG=dR

La ley de evolucion (8.9) indica que no habra evolucion del daiio si la tasa de disipacion
de energia G es inferior a la resistencia al agrietamiento del material R, o si se est4
iniciando una descarga elastica caracterizada por dG < dR. Por el contrario, habra
crecimiento de las microfisuras si la tasa de disipacion de energia es igual a la resistencia
al agrietamiento y no se esta iniciando una descarga elastica. Se admite que G > R es
imposible.

La funciéon de resistencia al agrietamiento (o mas precisamente al
microagrietamiento) debe obtenerse a partir del comportamiento observado del material.
Por ejemplo, el comportamiento del hormigén en compresién se representa con
frecuencia utilizando una envolvente parabolica de segundo grado (Véase la figura 8.4).
Esta clase de modelo corresponderia a una funcion R definida por: R = a o’

=0

—&

>

Figura 8.4. Envolvente parabdlica en un modelo de dafio fragil.

8.4 Ley de evolucion del daiio para materiales ductiles.

En la introduccion a este capitulo se indico que el Criterio de Griffith no es
apropiado para el caso de la fractura con deformaciones plasticas importantes. Asi que
tampoco podria justificarse el uso de esta ley para describir la evolucion de
microdefectos en un elemento de volumen de un material ductil. En esta seccion se
describird una ley de dafio ductil, la ley de Lemaitre, que supone que el dafio en
materiales elastoplasticos depende de la deformacion plastica acumulada. La justificacion
fisica de este modelo es la siguiente:

Un material metalico puede ser representado como un conjunto de &atomos
dispuestos en arreglos regulares tal y como se muestra en la figura 8.5a. En esta malla de
atomos se presentan con frecuencia defectos denominados dislocaciones. Estos defectos
se manifiestan como la ausencia de alguno de los atomos en una de las celdas de la malla.
La presencia de esfuerzos sobre la malla puede provocar el desplazamiento de las
dislocaciones tal y como se muestra en las figuras 8.5b y c. Durante este proceso no se
produce desplazamientos en los a&tomos sino del defecto, que se transmite de una celda a
otra. Durante el desplazamiento de las dislocaciones, se producen modificaciones
irreversibles en la estructura de la materia. Macroscopicamente, estas transformaciones
se manifiestan como deformaciones permanentes que no desaparecen inclusive si deja de
actuar sobre el material las fuerzas que las produjeron. Estas deformaciones son las
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deformaciones plasticas. Al alcanzarse un cierto valor critico en el movimiento de las
dislocaciones, estas comienzan a acumularse generando microcavidades como la indicada
en la figura 8.5d. Ahora bien, en la seccién 8.1 se definié el dafio como la densidad de
microdefectos en el material. En otras palabras la acumulacién de dislocaciones es la
causa principal del dafio en los materiales ductiles. En el modelo de Lemaitre, esta
relacion se define de la manera siguiente:

® = h(p) dp= [dsp} (8.10)

Donde h = h(p) es una funcién que debe ser identificada experimentalmente y p es la
deformacion plastica acumulada que fue definida en el capitulo 5.
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Figura 8.5. Dafio por acumulacion de dislocaciones
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Puede observarse que el modelo de Lemaitre supone que la deformacion plastica
acumulada caracteriza la acumulacion de dislocaciones. La funcién h, al igual que la
funcion de resistencia al agrietamiento R de los materiales fragiles, debe ser identificada a
partir de resultados experimentales.

8.5 Determinacion experimental del daiio.

Los modelos de dafio descritos en las secciones 8.3 y 8.4 se definen totalmente al
identificar las funciones R (materiales fragiles) y h (materiales ductiles). Para proceder a
la identificacion de esas funciones, es necesario disponer de algiin procedimiento
experimental de medida de la variable de dafio continuo ®. En la practica, esta medida
nunca se realiza de manera directa, midiendo la densidad de microdefectos, sino que se
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emplean procedimientos indirectos. Uno de los mas simples y utilizados es el

denominado “método del modulo de elasticidad efectivo”:
Considérese de nuevo la ley de estado (8.4). Esta ecuacion puede reescribirse de

la siguiente manera:
c=(1-0)E(e —¢g,) = E(s—ap) (8.11)
donde E=(1-0)E es llamado el modulo de elasticidad efectivo del material. En el

procedimiento mencionado, se mide directamente el modulo de elasticidad efectivo y a
partir de esta medida se calcula el dafio por medio de la formula;

0=1- (8.12)

esllles!

Para la medida del modulo de elasticidad efectivo se toma una probeta como la indicada
en la figura 8.6 y se somete, en un ensayo de traccion simple, a una serie de cargas y
descargas como se indica en esta figura. Al final de cada una de las descargas puede
medirse el modulo de elasticidad efectivo. El primer modulo de elasticidad medido es con
frecuencia utilizado como medida de E. En otras palabras, se supone que en la primera
descarga elastica no se ha producido dafio todavia.

A partir de un ensayo como el descrito, es posible construir la grafica dafio contra

deformacion plastica tal y como se indica en la figura 8.6.
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Figura 8.6. a) Variacion del esfuerzo en funcion de la deformacion plastica en una
probeta de cobre segin Lemaitre y Dufailly. b) Dafio en funcion de la deformacion

plastica.

La grafica de la figura 8.6 sugiere la siguiente ley de evolucion del dafio para

materiales ductiles:

o=m(p-p,) (8.13)
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donde m es la pendiente de la recta en la grafica o contra p, p. es el valor critico de la
deformacion plastica acumulada a partir del cual comienza a generarse dafio y los

simbolo (x) corresponde a la parte positiva de x ((x)= x si x>0, (x)= 0 en caso

contrario).

8.6 Daiio unilateral

En los modelos de dafio descritos en las secciones precedentes, el dafio en
compresion y el dafio en traccion se acumulan en una misma variable. Asi, la perdida de
rigidez o de resistencia ocasionadas en, por ejemplo, traccion afecta de la misma manera
en traccion y en compresion. Sin embargo, se ha observado experimentalmente que, al
menos en materiales fragiles, esto no es asi. Es probable que ello sea consecuencia del
fenémeno de cierre de fisuras.

Tal y como se ilustra en la figura 8.7, la orientacion de las fisuras de traccion y de
compresion no es en general la misma. Las fisuras creadas en alguno de los casos, por
ejemplo las de traccion, tienden a cerrarse al cambiar el signo del esfuerzo. Se admite que
el dafio asociado a las microgrietas de traccion o de compresion no tienen influencia en el
comportamiento del material mientras éstas estén cerradas.

R

Al

R

\\\E N

DR R

a) b)

Figura 8.7. Representacion de: a)dafio en compresion b) dafio en traccion

Para modelar matematicamente este efecto, se introduciran dos variables de dafio
denominadas ®" y ”. La primera representa al dafio en traccion y la tltima, al dafio en
compresion. Cuando se usan ambas variables para caracterizar el deterioro del material
se dice que el dafio es “unilateral”. El esfuerzo efectivo en el material para el caso de
dafio unilateral puede definirse de la manera siguiente:

- si 0>0
1-w
c =40 si. 0=0 (8.14)
c .
S1 o<0
-0

El uso de la hipotesis de equivalencia en deformacion con la nueva definicion del
esfuerzo efectivo permite obtener la ley de estado en el caso de dafio unilateral:
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s_ (9 (o) (8.15)

E—g,=— -
 E (I-0)E (1-0))E

Donde <x> representa de nuevo a la parte positiva de x. Puede constatarse que la Gnica

diferencia entre la ley de estado (8.4) y la expresion (8.15) es que en esta ultima, el
modulo de elasticidad efectivo depende de ®" o de @™ segtin el signo del esfuerzo.

Para hallar las tasas de disipacion de energia asociadas a las dos variables de
dafio, es preferible utilizar la energia de deformacién complementaria W™ que, en este
caso coincide con la energia de deformacion pero se expresa en funcion del esfuerzo y el
dafio. Para dafio fragil con €, igual a cero, la expresion de la energia complementaria es.

W"(cr,co*,co’):lcs:l alg) _ G<_?> (8.16)
2 2{(1-0")E (-0 )E

Las dos tasas de disipacion de energia obtenidas a partir de (8.16) son:

G+: +:— T2 G_:ﬂ:_lejZ_
0w 2(1-0")E [5,0) 2(1-0")°E

(8.17)

La evolucion del dafio unilateral puede describirse utilizando el criterio de Griffith dos
veces, una para cada variable de dafio, y empleando dos funciones de resistencia al
agrietamiento diferentes. De esta manera puede obtenerse la envolvente parabolica en el
caso del comportamiento en compresion y una envolvente bilineal para representar el
comportamiento en traccion tal y como se muestra en la figura 8.8. La envolvente
bilineal puede obtenerse usando, por ejemplo, la funcion de resistencia al agrietamiento R
= A/(B-Co)’. Donde A, B y C son constantes que dependen de la pendiente de la
segunda rama de la curva en traccion, del modulo de elasticidad E y de la resistencia en
traccion del material

&)

A

Figura 8.8. Comportamiento del hormigon empleando un modelo de dafio unilateral.
El comportamiento elastoplastico de un material unilateral puede describirse a

partir de una funcién de fluencia obtenida con la hipotesis de equivalencia en
deformaciones y la definicion de esfuerzo efectivo (8.14).
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8.7 Resumen

El objetivo de la teoria del dafio continuo es el modelado del proceso de
degradacion mecanica del material y del comportamiento resultante. La idea fundamental
es la introduccion de una variable (o dos en el caso de dafio unilateral) que toma valores
entre cero y uno y que mide la densidad relativa de microdefectos en el material.

El modelo esta compuesto por la ley de estado (8.4) u (8.15), la ley de evolucién
de las deformaciones plasticas y la ley de evolucion del dafio. En el caso de materiales
fragiles, se suponen despreciables las deformaciones plasticas y las leyes de evolucion del
dafio se obtiene a partir del criterio de Griffith. Para materiales ductiles, la ley de
evolucion de las deformaciones plasticas se obtiene a partir de la hipotesis de
equivalencia en deformaciones (ecuaciones (8.5-8.6) para dafio no unilateral) y la ley de
evolucion del dafio es la ley de Lemaitre (ecuacion 8.13).
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9. Plasticidad y fractura en pérticos
de acero

\

Estructuras de todo tipo son sometidas a sobrecargas extraordinarias con cierta
frecuencia. Las causas de ello son los sismos, oleajes, impactos, asentamientos
imprevistos de los apoyos, etc. Evaluar o predecir los dafios causados por estas
sobrecargas es un tema muy importante en la Ingenieria Estructural. De ahi que se hayan
incluido los dos capitulos anteriores en esta monografia.

Sin embargo, no es a priori evidente de que manera se pueden aplicar los
conceptos de la mecanica de la fractura o de la teoria del dafio continuo al analisis de
estructuras tales como edificios o puentes, que es el tema fundamental de este trabajo. La
opcion inmediata consiste en representar la estructura como un sélido tridimensional
(véase la figura 1.1, por ejemplo) y realizar un calculo del campo de dafio en toda la
estructura, o determinar la evolucion de cada una de las macrofisuras de la obra.

Tal y como se mencion6 en la introduccion a esta monografia, este tipo de
analisis nunca es realizado en la practica. Una de las razones es el descomunal costo
computacional que este calculo requeriria. Esta no es, sin embargo, la razén principal. La
verdadera causa es que la mayor parte de la gigantesca masa de resultados que se
obtendrian de esta manera, es superflua para propositos practicos. El o la ingeniero
necesita medidas del dafio en la estructura mucho mas globales. Asi la mayor parte de los
resultados tan costosamente obtenidos no serian nunca utilizados por el o la ingeniero, y
se haria necesario el uso de postprocesadores que transformen los resultados del primer
andlisis en indicadores globales.

Una alternativa a esta opcion inmediata es la formulacion del problema en funcion
de las medidas globales de dafio directamente. En este capitulo se describe una de las
alternativas posibles: una teoria que combina el concepto de rétula plastica, introducido
en el capitulo 6 de esta monografia, con los métodos de la teoria del dafio continuo. En
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este capitulo solo se consideran estructuras aporticadas de acero. En el capitulo siguiente
se analizaran los porticos de concreto armado.

9.1 Daiio en una rotula plastica.

Considérese de nuevo un miembro de un poértico plano como el descrito en la
seccion 6.3 del capitulo 6. Se postula ahora la existencia de un conjunto de pardmetros
de dafio {D}" = (d;,d;,d,), donde d; es una medida del dafio por flexion en la rétula i, d;

representa el dafio por flexion en la rétula j y d, corresponde al dafio debido a las fuerzas
axiales. Estos parametros toman valores entre cero y uno como la variable de dafio
continuo. Si se trata de un miembro de concreto armado, las variables de dafio miden la
densidad del agrietamiento en los extremos del elemento, tal y como se indica en la figura
9.1. Para elementos de acero, los parametros de dafio caracterizan también otros efectos
degradantes tales como el pandeo local de los elementos. A diferencia de la variable de
dafio continuo, el dafio en una rétula plastica esta relacionado con grietas macroscopicas
en el material.

Las deformaciones generalizadas totales del miembro pueden ahora
descomponerse en tres partes: las deformaciones de la viga-columna elastica, las
deformaciones plasticas de las rotulas y un término adicional debido al dafio en el
elemento:

(@} ={D@"} +{D@"} +{D@"} =[F"[{M} +{D"} + D) .0

Puede observarse que la Unica diferencia con respecto a la ecuacion (5.15) del capitulo 5,
es la presencia de las rotaciones adicionales {®*}. Las deformaciones de la viga-columna
elastica pueden expresarse en funcion de los esfuerzos generalizados a través de la matriz
de flexibilidad elastica [F°]. Cuando no hay agrietamiento o pandeo local en el miembro,
el término adicional es nulo y se obtiene la teoria de porticos plasticos del capitulo 5. En
la proxima seccion se obtendrd una expresion general para las rotaciones {®‘} en
funcion del dafio en las rétulas plasticas

R

Concreto armado iy

Modelo de
inelasticidad
concentrada

Acero

Figura 9.1. Representacion del estado de dafio de un miembro de un portico plano
mediante parametros de dafio.
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9.2 Matriz de rigidez de un miembro elastoplistico daiado

Considérese un miembro de un portico plano sometido exclusivamente a fuerzas
axiales. La teoria del dafio continuo permite determinar la relacion entre la fuerza axial y
el alargamiento del miembro. A partir de la ley de estado (8.4) se obtiene:

L
6—6p:in F303 :E (92)

Donde o es de nuevo la variable de dafio continuo, 8 y 8 corresponden al alargamiento y
al alargamiento plastico de la cuerda, n es la fuerza axial, F;, es el elemento en la tercera

fila y tercera columna de la matriz de flexibilidad elastica del miembro, L es la longitud
de la cuerda, A su area y E el modulo de elasticidad.

Por otra parte, si empleamos el modelo de inelasticidad concentrada definido por
la expresion (9.1), la relacion entre fuerza axial y alargamiento de la cuerda es:

85=28"+68"+8* =Fn +8” +8¢ (9.3)

Donde 6 corresponde al alargamiento de la viga-columna elastica y & es el
alargamiento adicional debido al dafio y que se supone concentrado en las rotulas.

Comparando (9.3) con (9.4) es posible obtener una definicion del término
adicional 8

0
oF
— 3

8¢ (9.4)

1-o

Empleando la expresion (9.4) se obtiene un modelo de inelasticidad concentrada
que es equivalente a la teoria del dafio continuo en el caso particular considerado. Puede
observarse que cuando el dafio es igual a cero, no hay deformaciones adicionales. En el
otro caso extremo, cuando el dafio es igual a 1, se tiene una rotula con flexibilidad
infinita (o rigidez nula). En otras palabras, rotula y viga-columna elastica pueden
suponerse desconectadas y el conjunto no tiene capacidad alguna para trasmitir fuerzas
axiales.

En el caso general cuando los efectos de flexion y axial estan presentes
simultaneamente, el problema es demasiado complejo como para admitir resultados
analiticos similares. Por lo tanto se postulard que las deformaciones generalizadas
debidas al dafio se expresan de la manera siguiente:

FdiFlOl O O
1-d,
d-FO
{@Y}=[C(D)]{M}; [CD)]=| O q 0 (9.5)
]
5 o 4.F
i l—d“
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Puede constatarse que, para el caso particular de un miembro sometido a solicitaciones
axial Unicamente, la expresion (9.5) coincide con (9.4) haciendo d, igual a . En el caso
general, la variable de dafio continuo no corresponde a ninguno de los parametros de
dafio en las rotulas. Los ceros fuera de la diagonal de la matriz [C(D)] implican que se
esta suponiendo que el momento sobre alguna de las rotulas solo induce rotaciones
adicionales por dafio en esa misma rétula.

Sustituyendo (9.5) en (9.1) se obtiene la ley de estado de un miembro
elastoplastico dafiado:

{®-D°}=[F(D)]{M}; o alternativamente {M}=[S(D)]{ ®-®" }; (9.6)

Donde [F(D)] = [C(D)] +[F’] es la matriz de flexibilidad del miembro dafiado y [S(D)] =
[F(D)]" es su matriz de rigidez. Puede observarse que [C(D)] puede ser considerada
como la flexibilidad adicional debido al agrietamiento en el miembro. La expresion de la
matriz de rigidez, para un miembro de seccion transversal constante en el que los efectos
geométricamente no lineales son despreciables, es:

12(-d) 6(1-d)i-d) o
[S(D)] = k 12(-d,) o | k= 1 El o7
EAG-d.) 4-(1-d)(1-d) L
i KL

Donde 1 es el momento de inercia de la seccién. Puede constatarse que es también
posible formular la matriz de rigidez de un elemento dafiado incluyendo los efectos
geométricamente no lineales. Bastaria para ello usar la expresion de la matriz de
flexibilidad eléstica no lineal, en vez de la lineal, en la ecuacion (9.1)

9.3 Funcion de fluencia de una rétula plistica con daiio.

Un concepto equivalente al del esfuerzo efectivo descrito en el capitulo anterior
(seccion 8.2) puede ser introducido en el analisis de rotulas plasticas con dafio. Se trata
del momento efectivo sobre la rotula i que se define, por analogia con la expresion (8.3),
de la manera siguiente:

m, = —— (9.8)

Suponganse despreciables todos los efectos inelasticos axiales: alargamientos
permanentes y dafio axial. La funcion de fluencia de una rotula inelastica puede ahora ser
obtenida a partir de cualquiera de las expresiones empleadas en el capitulo 6, junto con la
hipotesis de equivalencia en deformaciones. Por ejemplo, en el caso de una rétula
pléstica con endurecimiento cinematico no lineal, la funcién de fluencia obtenida de esta
manera es:
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— % |~ (9.9)

fi(miaxiadi):‘ L

I=d,

Donde x; es de nuevo el término de endurecimiento cinematico y m. es el momento de
primera plastificacion de la seccion. Las leyes de evolucion de X; y de la rotacion plastica
son idénticas a las introducidas en el capitulo 6:

dp; =0 si £<0 o df<0
{dd)i #0 st £=0 y df=0
(9.10)
dx; =a(lm, -m o7 ~x,dp)  dp, =|d¢]

Donde p; es la rotacion plastica acumulada, m, corresponde al momento ultimo de la
seccion y o, es un parametro que depende igualmente de la seccion transversal del
miembro.

9.4 Ley de evolucion del daiio en una rotula plastica.

Siendo el acero un metal, es conveniente expresar el dafio en la rotula como una
funcion de la rotacion plastica acumulada, de manera similar a como se hace en la ley de
dafio ductil de la teoria del dafio continuo (véase la seccion 8.4):

di = h(py) (9.11)

Donde la funcion h debe ser identificada experimentalmente. Para ello hace falta de
nuevo determinar un procedimiento para la medida experimental del dafio en una rotula
plastica.

El método de la variacion del modulo de elasticidad, descrito en el capitulo
precedente (véase la seccion 8.5), puede también ser adaptado al caso de una estructura
aporticada:

ACTUADOR

TUBO DE SECCION
RECTANGULAR

ZONA DE ’
FORMACION DE
ESTRUCTURAL LAROTULA "
1I€Emno

a) b) c)

Figura 9.2 a) Viga en voladizo para la identificacion de la ley de evolucion del dafo. b)
modelo de plasticidad concentrada del ensayo. c¢) Solicitacion

Considérese una probeta como la indicada en la figura 9.2a. Puede observarse
que este espécimen representa una viga en voladizo. La probeta esta sometida a una
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fuerza en el tope de la columna que se controla en desplazamientos. La solicitacion sigue
la serie de cargas y descargas que se indican en la figura 9.2c.

Los resultados de un ensayo de estas caracteristicas se muestran en la figura 9.3.
En esa figura se encuentra el grafico fuerza contra desplazamiento obtenido durante el
ensayo.

30
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Figura 9.3 Fuerza en funcion del desplazamiento en el ensayo de identificacion.

El modelo de plasticidad concentrada del ensayo se muestra en la figura 9.2b. En
este modelo se cumplen las siguientes condiciones:

] 1

t t
m.:O;dj:O;d)}’:O;mi:PL;di:d;d)i:E;d)-”:fp (9.12)

Donde i es el extremo empotrado, j es el extremo libre, L es la longitud de la viga, P es la
fuerza aplicada, t es la flecha en el extremo libre de la viga y t, la flecha permanente en el
mismo sitio. En otras palabras, t, es la flecha remanente bajo carga nula.

Puede constatarse que por ser nulo el momento en el extremo j del elemento, se
suponen nulos el dafio y la rotacion plastica de la rotula asociada. Es decir, para efectos
practicos no hay rétula en ese extremo. El momento en la rotula i es la fuerza P
multiplicada por la longitud. La deformacion ¢; es, segiin la ecuacion cinematica (2.9)
(pequefios desplazamientos), la flecha en el extremo libre dividida entre la longitud de la
cuerda. La rotacion plastica de la rotula se relaciona con la flecha permanente de la
misma manera.

Introduciendo las condiciones (9.12) en la ley de estado (9.6) se obtiene la
siguiente relacion entre la fuerza y la flecha:

_ 3EI

P=Z(d)(t-t,) donde Z(d)=(1-d)Z,; Ly = = (9.13)
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El término Z puede ser interpretado como la pendiente durante la descarga elastica en el
grafico fuerza contra flecha. La constante Z, corresponde a la pendiente elastica inicial
que deberia existir antes de producirse dafio en la rétula.

La segunda de las relaciones (9.13) sugiere un procedimiento experimental para
medir el dafio en la rétula que es conceptualmente similar al método de la variacion del
modulo eléstico usado en la teoria del dafio continuo (véase la seccion 8.5 del capitulo
precedente). Despejando el dafio en funcion de las pendientes de descarga se obtiene:

d=1-2% (9.14)
ZO

Los valores de Z pueden medirse directamente de la grafica de la figura 9.3, y los valores
del dafio en cada descarga elastica pueden calcularse usando (9.14). Para el caso de la
solicitacion considerada, y suponiendo que no hay rotaciones plasticas adicionales
durante el proceso de carga y recarga elastica, la rotacién plastica y la rotacion plastica
acumulada coinciden. En la figura 9.4 se muestra la grafica de dafio en funcion de la
flecha plastica.
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Figura 9.4 Dafio en una rotula plastica en funcion de la flecha plastica.

Esta grafica muestra que la ley de Lemaitre también puede ser utilizada para
describir la evolucion del dafio en una rétula plastica de un portico metalico:

d, =m(p, - p,,) (9.15)

Donde m y p. son constantes que dependen de la geometria del miembro y las
propiedades del material. Puede constatarse que (9.15) y (8.13) (Ley de Lemaitre en la
teoria del dafio continuo) son similares y solo la interpretacion fisica de los términos en
cada ecuacion cambian: p; en (9.15) es la rotacion plastica acumulada en la rotula i, p en
(8.13) es la deformacion unitaria (es decir, alargamiento dividido por la longitud inicial)
plastica acumulada, p.. en (9.15) es por lo tanto una rotacién critica mientras que en
(8.13) es una deformacion unitaria critica. Por Gltimo, m corresponde en ambos casos a
la pendiente de la recta que representa la evolucién del dafio.
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9.5 Ley de comportamiento para un elemento de acero.

La ley de comportamiento de un elemento estructural de acero en un portico
plano esta compuesta por la ley de estado (9.6), la funcién de fluencia (9.9) para las
rotulas iy j y las leyes de evolucion (9.10) y (9.15), también para ambas rotulas. Esta ley
de comportamiento mas las ecuaciones cinematicas y de equilibrio definidas en los
capitulos 2 y 3 definen el comportamiento de un portico de acero.

En la figura 9.5 se muestra una comparacion entre los resultados experimentales y
la simulacion numérica en una viga en voladizo solicitaciones histeréticas. En la
simulacion, los parametros del modelo (EI, m., m,, o y m) fueron escogidos para obtener
la mejor representacion de los resultados experimentales.

30

20 {fuerza (N) 77{?'2:’2. [fuerza (N) .

oL Al | il

. / W

-20 ] ‘ . . flecha (mm)
a)_3915o 400 -50 0 50 100 150 ;150 100 50 0 50 100 150

Figura 9.5 Fuerza en funcién del desplazamiento en un ensayo histerético. a) Resultados
experimentales b) Simulacién numérica

9.6 Resumen

En este capitulo se describe un modelo de comportamiento para estructuras
aporticadas de acero que incorpora conceptos de la teoria del dafio continuo. La ley de
comportamiento esta compuesta por la ley de estado (9.6), la funcion de fluencia (9.9)
para las rotulas iy j y las leyes de evolucion (9.10) y (9.15), también para ambas rotulas.
El modelo incorpora una medida del dafio en las rotulas. Para poder utilizar esta ley de
comportamiento, el analista debe determinar las siguientes constantes: EI, m,, m,, o y m.
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10. Plasticidad y fractura en pérticos
de concreto armado

\

El nimero de estructuras construidas en hormigén armado es probablemente muy
superior al de las estructuras en acero. El objeto de este capitulo es el de describir una
teoria semejante a la presentada en el capitulo precedente para porticos de concreto
armado.

Buena parte de los conceptos introducidos en el capitulo anterior son validos para
el hormigon armado. El esquema de inelasticidad sigue siendo adecuado. En la expresion
de la matriz de rigidez de un miembro dafiado no se hace énfasis en ningun material en
particular. Los conceptos de momento efectivo y de equivalencia en deformaciones
también pueden ser utilizados en ambos casos.

Hay, sin embargo, algunas diferencias fundamentales. En el acero, plasticidad y
dafio ocurren en el mismo material (el acero, el Gnico existente) y el segundo fendmeno
es la consecuencia de la acumulacién del primero. En el concreto armado la plasticidad
esta relacionada fisicamente con la fluencia del refuerzo mientras que el dafo se
manifiesta como agrietamiento del hormigon. Tan sélo en etapas muy avanzadas de
dafio, después de que el concreto haya sufrido un proceso de fisuracion extremadamente
intenso, empieza a ocurrir dafio en el refuerzo. Por el contrario, el proceso de
agrietamiento del hormigén ocurre mucho antes de comenzar la plastificacion del acero.

En los modelos que seran presentados en este capitulo, la variable de dafio en la
rotula se utilizard para representar exclusivamente el grado de agrietamiento del
concreto. Es por ello que no puede emplearse una ley de dafio ductil para describir el
proceso de dafio en la rétula y es necesario recurrir a los conceptos de la mecanica de la
fractura fragil. Esta es la base de los modelos de dafio para estructuras aporticadas de
concreto armado que serdn presentados en las siguientes secciones.
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10.1 Criterio de Griffith en una rétula plastica.

Considérese de nuevo un miembro de portico plano como el mostrado en la
figura 9.2. La energia de deformacion complementaria del miembro dafiado puede
obtenerse a partir de la ley de estado (9.6) presentada en el capitulo precedente:

W= My (- ar) = S MY (F° L+ [CO)) (M) (10.1)

Supongase que el dafio asociado a las fuerzas axiales es despreciable (d, = 0). La
tasa de disipacion de energia de una rotula plastica puede ser definida ahora a partir de la
expresion (10.1) y por analogia con las expresiones (8.17) y (7.9):

* * 210 -2FU
(GY =G, G)y=| W W | _| m’F mF (10.2)
7ed, T ady ) 20-d) 20-d))

Donde G; y G; representan las tasas de disipacion de energia de las rétulas i y ]

respectivamente. El criterio de Griffith para la rétula plastica i se escribe:
dd;=0 si G, <R, o dG, <dR, (103)
dd; >0 si G,=R, vy dG; =dR, '

Donde dd; representa el incremento de dafio en la rotula y R; es su funcion de resistencia
al agrietamiento.

10.2 Resistencia al agrietamiento en un elemento estructural de concreto armado.

En la mecanica de la fractura fragil y en la teoria del dafio continuo se admite que
la resistencia al agrietamiento es una funcion que depende del incremento en la longitud
de la fisura, en el primer caso, o de la variable de dafio continuo, en el segundo. Estas
funciones se obtienen a partir de resultados experimentales.

En esta seccion se describira como el método de la variacion de la rigidez
elastica, descrito en el capitulo precedente (seccion 9.4) puede ser usado para determinar
R en el caso particular de un elemento estructural de concreto armado.

Considérese una probeta como la indicada en la figura 10.1. Puede observarse
que este espécimen representa una union entre una viga y una columna. La probeta esta
simplemente apoyada y sometida a una fuerza en el tope de la columna. La fuerza se
controla en desplazamientos vy la solicitacion sigue la serie de cargas y descargas descrita
en la seccion 9.4 del capitulo precedente.

Los resultados de un ensayo de estas caracteristicas se muestran en la figura 10.2.
En esa figura se encuentra el grafico fuerza contra desplazamiento obtenido durante el
ensayo.

El modelo de plasticidad concentrada del ensayo se muestra en la figura 10.1.
Puede constatarse que se esta suponiendo un comportamiento simétrico de la estructura,
lo que permite el analisis en uno de los elementos exclusivamente. Esta hipotesis se
ajusta razonablemente bien a lo observado en laboratorio, hasta que se alcanza el maximo
de la curva fuerza contra desplazamiento de la figura 10.2. A partir de ese momento, se
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observa una localizacién del dafio y la plasticidad en una sola de las rotulas de la
estructura y un comportamiento no simétrico. 2p

[

[
/L 37 @ 1. L %
[

N

R

Figura 10.1 Junta viga-columna para la identificacion de la resistencia al agrietamiento.
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Figura 10.2 Fuerza en funcion del desplazamiento en el ensayo de identificacion.

En la representacion del ensayo mostrada en la figura 10.1, se cumplen las
siguientes condiciones:

—

mi:O;di:O;d)f’:O;mJ.:PL;dj:d;d)j:%;d);’:fp (10.5)

Donde P es la reaccion en el apoyo (que es igual a la mitad de la fuerza sobre la
columna), t es la flecha en el centro y t, la flecha permanente, en otras palabras, la flecha
remanente bajo carga nula.

Introduciendo las condiciones (10.5) en la ley de estado (9.6) se obtiene la misma

relacion entre la fuerza y la flecha que la indicada en la seccion 9.4 del capitulo
precedente:

P=Z(d)(t-t,)  donde Z(d)=(1-d)Z,; Z, = % (10.6)
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El término Z puede ser de nuevo interpretado como la pendiente durante la descarga
elastica en el grafico reaccion contra flecha. La constante Z, corresponde a la pendiente
elastica inicial que deberia existir antes de producirse el agrietamiento del concreto. El
dafio en la rétula puede medirse de nuevo empleando la misma ecuacién de la seccion
9.4:

d=1-=2 10.7
z (10.7)

Los valores de Z pueden medirse directamente de la grafica de la figura 10.2. Con estos
valores de dafio, el momento flector en el momento de iniciar la descarga y la expresion
(10.3), es posible calcular la tasa de disipacion de energia asociada al dafio. La curva de
dafio en funcion de la tasa de disipacion de energia se muestra en la figura 10.3.

0.7
0.6 R : —
05———— = ———

& -

« 0.4 —

£o3 -

a
0.2 —y— = =
0.1 ——— mtest —model

0

0 50 100 150 200 250 300 350
Energy release rate (N-m)

Figura 10.3 Dafio en funcion de la tasa de disipacion de energia.

A partir de este grafico es posible proponer una expresion para la funcion de
resistencia al agrietamiento en una rétula plastica:

R, =G, +q, In(1=d,) (10.8)

1-d.
Donde Gei y di son parametros que dependen de las propiedades del material del
miembro, su geometria y la fuerza axial.

10.3 Determinacién indirecta de los parametros caracteristicos de la resistencia al
agrietamiento.

A diferencia de los perfiles metalicos usados en construccioén, que tiene
dimensiones y formas establecidas, las secciones transversales de elementos estructurales
de concreto armado pueden variar ilimitadamente en medidas y disposiciones del
refuerzo. Es por ello que no puede aceptarse la determinacion experimental de los dos
parametros, G, y q, que caracterizan la resistencia al agrietamiento en la rotula. Debe
entonces proponerse un método sistematico para el calculo de estos valores.
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En esta seccion se describe un procedimiento que permite determinar estos
parametros en funcion del momento de agrietamiento m, y del momento ultimo m, de la
seccion transversal del elemento. Estas dos propiedades pueden ser calculadas por el
Ingeniero Civil de manera rutinaria empleando los métodos clasicos de la teoria del
concreto armado.

Puede constatarse que el criterio de Griffith establece una relacion entre el
momento flector y el dafio en una roétula plastica que se cumple durante el proceso de
agrietamiento del concreto. Teniendo en cuenta las expresiones (10.3) y (10.8) esta
relacion se escribe de la manera siguiente:

2

ML 402G +q(-d)in(l-d 10.9
E_(_) « tq(1=d)In(1-d) (10.9)

Considérese una solicitacion monotonica creciente en un elemento estructural de
concreto armado. Mientras el momento sobre la seccion mas solicitada sea inferior a mg,,
no se produce agrietamiento en el hormigon, lo que permite afirmar que la tasa de
disipacion de energia es inferior a la resistencia al agrietamiento del elemento. En el
instante en el que se inicia la fisuracion del concreto, el momento sobre la seccion igual al
momento de agrietamiento (m = m), la ecuacion (10.9) comienza a verificarse por
primera vez (G = R), y se forma una rétula ineléstica en la seccion considerada. Puede
afirmarse que el valor de dafio en la rotula es, hasta ese instante, nulo (d = 0) puesto que
la solicitacion es monotonica. Por lo tanto, se tiene segun (10,9):

2
L
= (10.10)
6EI

Esta expresion permite calcular el coeficiente G, en funcion del momento de
agrietamiento de la seccion y la rigidez o flexibilidad del elemento. Puede observarse que
G.: depende de la fuerza axial sobre el elemento puesto que el momento de agrietamiento
también es funcion de ella.

Supdngase ahora que se sigue aumentando el momento flector hasta alcanzar el
momento Ultimo resistente m,. Aplicando de nuevo (10.9) para ese caso, se tiene:

2
m; L

s =(1-d,)’G, +q(1—-d,)In(1-d,) (10.11)

Donde d, es el dafio en la rétula que corresponde al momento maximo que puede
soportar la rétula. Es importante sefialar que d, no es igual a 1 puesto que cuando d
tiende 1, el momento en (10.9) tiende a cero y no a m,. Adicionalmente se tiene que para
m = m,, la funcién de m” en funcién del dafio, definida por (10.9), debe pasar por un
maximo:

2G,,(I-d,) + qlog (1-d )+ q = 0 (10.12)
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La resolucion del sistema de ecuaciones formado por (10.11) y (10.12) permite el calculo
de q y de d.. Puede observarse que el coeficiente q también depende de la fuerza axial
sobre el elemento.

10.3 Funcién de fluencia de la rotula plastica.

La funcion de fluencia de una rétula plastica se obtendra, al igual que para el caso
de estructuras de acero, mediante la hipétesis de equivalencia en deformaciones. Pero a
diferencia de ese caso, se partira de una funcion de fluencia con endurecimiento
cinematico lineal:

—-m, (10.13)

£(m,¢",d) =)%—C¢"

Donde ¢ y my son de nuevo coeficientes que dependen de las propiedades del miembro y
de la fuerza axial. Los términos m, d y ¢” representan, por supuesto, el momento, el dafio
y la rotacion plastica de la rotula.

El empleo de endurecimiento cinematico lineal en vez del no lineal, se justifica al
suponer que la saturacion de la plasticidad en un elemento de concreto armado ocurrira
para valores de dafio muy elevados y cercanos a uno. Muy probablemente antes de la
saturacion plastica del refuerzo se producen fendmenos no tomados en cuenta en el
modelo tales como el pandeo del refuerzo longitudinal. En el modelo con endurecimiento
cinematico no lineal, el momento maximo que puede ser soportado por la rétula se
impone en la ley de evolucion de la variable x. En el modelo descrito en este capitulo,
este limite se impone mediante el criterio de Griffith, tal y como se explic en la seccién
precedente.

Es importante sefialar que, ahora, la constante my no representa el momento de
fluencia plastica de la seccion ya que cuando esto ocurre el dafio en la rétula no es igual
a cero. Es, sin embargo, posible determinar my a partir de ese dato:

Considérese de nuevo una solicitacion monoténica sobre un elemento estructural
de concreto armado. Sea m, el valor del momento que corresponde a la primera fluencia
del refuerzo longitudinal del miembro. Segun (10.9) se tiene:

miL ,
o = (1-4,)°G, +a(l-d,)In(1-d,) (10.14)

Donde d, es dafio en la rotula que corresponde al momento plastico m,. La ecuacion
(10.14) permite el calculo de d,. Cuando el momento sobre la rotula es igual a m, se
admite que la funcion de fluencia se hace cero por primera vez. En ese instante comienza
la plastificacion de la rotula pero su rotacion plastica es todavia nula. Segtin (10.13) se
tiene en este caso:

m, ==—" (10.15)

Obviamente, my depende de la fuerza axial a través del momento plastico m,.
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El ultimo coeficiente del modelo, la constante ¢, puede ser calculado si se conoce
la rotacion plastica ¢7 que corresponde al momento Gltimo: igualando la funcién de
fluencia a cero para m = m, se tiene:

m
——cd?’-m_, =0 10.16
= ol ~in, (10.16)

Esta ultima expresion permite el calculo de c.

Se tienen ahora todos los elementos para formular una ley de comportamiento
para estructuras aporticadas de hormigén armado. Este modelo estaria compuesto por la
ley de estado (9.6), la ley de evolucion del dafio (10.3,10.4, 10-8) para las rotulas iy j y
la ley de evolucion de las deformaciones plasticas (5.18) con la funcion de fluencia

(10.13). En las figuras 10.2 y 10.3 se muestra una comparacion entre un ensayo y este
modelo

10.4 Modelos unilaterales

Cuando las solicitaciones sobre el poértico son histeréticas, se produce un
fenomeno de cierre y abertura de fisuras que es similar al descrito en la seccién 8.6. Las
fisuras creadas por un momento positivo tienden a cerrarse cuando el momento cambia
de signo tal y como se esquematiza en la figura 10.4.

abiertas ———

cerradas

Modelo de plasticidad concentrada T

Figura 10.4 Cierre y abertura de fisuras durante una solicitacion histerética.

Con el objeto de modelar de manera simplificada este fenémeno, se utilizara un
formalismo similar al de los modelos unilaterales de la teoria del dafio continuo.
Considérese un miembro de un portico plano como el mostrado en la figura 10.4. Se

introduciran ahora dos variables de dafio {D"}=(d{,d}) y {D} =(d;,d}), donde los
superindices + y - indican el dafio (agrietamiento) debido a momentos positivos y
negativos respectivamente. A estas matrices se las llamaré dafio positivo y dafio negativo.

La ley de estado (9.6) puede ser generalizada de manera similar a como se hace en la
teoria del dafio continuo (véase la ecuacion (8.15)) obteniéndose:
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{® - D) :[F(D*)]<M>—[F(D“)]<— M) (10.17)

Donde el simbolo <M> representa la parte positiva de la matriz de esfuerzos

generalizados. Las matrices [F(D")] y [F(D)] tienen la misma forma general que en (9.6)
aunque dependen del dafio positivo y negativo respectivamente. Puede observarse que en
(10.17) la matriz de flexibilidad del elemento del dafio positivo o negativo segun el signo
del momento aplicado.

En el caso considerado hacen falta dos leyes de evolucion del dafio puesto que se
estan utilizando dos variables de dafio. Estas leyes corresponden de nuevo al criterio de
Griffith en el que se emplean ahora dos tasas de disipacion de energia para cada rotula:

. Flol<mi>2 . ,_Fl()1<_mi>2 (10.18
L201-d))* bo2(1-d;)? -

Puede observarse que si el momento es negativo, la tasa de disipacion de energia
G" es nula y viceversa. Las funciones de resistencia al agrietamiento tienen también la
forma general (10.8) pero dependen del dafio positivo o negativo segiin se este
determinando un dafio u otro. Asi, el criterio de Griffith generalizado para la rétula i se
escribe:

G =R"(d); G, =R"(d)) (10.19)

Las funciones R" y R representan la resistencia al agrietamiento ante momentos positivos
y negativos respectivamente. Las funciones R* y R’ tienen la misma forma general
indicada en (10.8). Los coeficientes que caracterizan la resistencia al agrietamiento
también se calculan segilin el procedimiento establecido en la seccion 10.3. Sin embargo,
los valores de las resistencias al agrietamiento no tienen porque ser iguales. Por ejemplo,
las secciones transversales asimétricas tienen diferentes momentos de agrietamiento o
momentos ultimos, lo que implica que los coeficientes g+, G. y q- G, son diferentes.

En el caso de secciones simétricas, se usan los mismos valores de Ger y q para las dos
funciones de resistencia.

La funcion de fluencia de la rotula i para el caso unilateral puede escribirse como
se indica a continuacion:

: 1-d’ ¥ Ledr

£ =max[ m; —c'¢f —m; m; +c¢P —m;j (10.20)
Puede observarse que el valor absoluto de la expresion (10.13), ha sido sustituido por la
evaluacion del maximo de dos expresiones. En el caso particular en el que los términos
con superindices + son iguales a los de superindices -, ambas expresiones (10.20) y
(10.13) coinciden. La ley de evolucion de las deformaciones plasticas permanece
inalterada con respecto a la de los modelos anteriores.

En las figuras 10.5, 10.6 y 10.7 pueden verse la comparacion entre ensayo y
modelo unilateral en tres casos diferentes: seccién simétrica y fuerza axial constante
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(figura 10.5), seccion simétrica y fuerza axial variable (figura 10.6) y seccion asimétrica y
fuerza axial nula (figura 10.7).
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Figura 10.5 a)Ensayo histerético con seccion simétrica y fuerza axial constante seguin
Abrams b) Simulacion numérica

10.5 Analisis estructural de estructuras aporticadas con dafio

La introduccion de una variable de dafio adicional (en el caso de porticos de
acero) o dos nuevas variables internas (porticos de concreto armado) no altera la
estructura general del problema estructural. Después de una discretizacion en el tiempo
el problema puede traducirse en la resolucion de una serie de sistemas de ecuaciones no
lineales de la forma {L(U)}= 0. En este sentido el problema es similar al de los porticos
elasticos no lineales o los porticos elastoplasticos.

Como resultado del analisis, se obtiene no sélo la respuesta estructural de la
estructura, sino también un mapa de dafios en la misma. En la figura 10.8 se muestra un
portico que fue ensayado en la Universidad de Illinois y sometido al registro de
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aceleraciones del terremoto de El Centro. La figura 10.9 muestra los desplazamientos
relativos del Gltimo piso del portico medidos en laboratorio y los obtenidos en la
simulacion numérica realizada con el modelo de dafio unilateral descrito en este capitulo.
La figura 10.10 muestra el mapa de dafios en las rotulas inelasticas al final del evento.
Solo el maximo de los dafios positivos o negativos se indican el figura. En la figura 10.11
se muestra la variacion de la fuerza axial en dos elementos del primer piso: una viga y
una columna. En el caso de la viga la fuerza axial es aproximadamente constante e igual a
cero, mientras que en la columna se observan variaciones importantes de la fuerza axial
durante el sismo. Por ultimo en la figura 10.12 se muestran las graficas momento-
rotacion para una rétula plastica en la viga y otra en la columna cuyas fuerzas axiales
fueron indicadas en la figura 10.11. Puede observarse que en el caso de la viga, el
comportamiento es aproximadamente simétrico al contrario de lo que ocurre en la
columna. Ambas secciones transversales, la de la viga y la de la columna son, sin
embargo, simétricas. La diferencia entre ambos comportamientos se debe exclusivamente
a la variacion de la fuerza axial sobre la columna.
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Figura 10.6 a) Ensayo histerético con seccion simétrica y fuerza axial variable segiin
Abrams. b) Simulacién numérica
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b)

Figura 10.7. a) Ensayo histéretico con seccion asimétrica y fuerza axial nula.
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Figura 10.10 Mapa de dafios al final del evento
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Figura 10.11 Historia de fuerzas axiales en una viga y una columna.
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Figura 10.12 Curvas momento-rotacion a) Rotula en una viga del primer piso b) Rotula
en una columna del primer piso.

10.6 Resumen

En este capitulo se presenta un modelo de dafio concentrado en rotulas para
porticos de concreto armado. El modelo esta compuesto por la ley de estado (10.17), las
leyes de evolucion del dafio (10.18, 10.19, 10.8) y la ley de evolucion de las
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deformaciones plasticas (5.18) con la funcion de fluencia (10.20) para las rétulas i yj.
Este modelo representa porticos con rigidez variable y rotaciones plasticas, secciones
asimétricas y fuerzas axiales variables. Para calcular los parametros del modelo debe
resolverse un sistema de ecuaciones compuesto por las expresiones (10.10-10.12, 10.14-
10.16) para momentos positivos y negativos y para las rotulas i y j. El analisis numérico
de porticos de concreto armado no difiere del de los porticos elastoplasticos.
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