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Sumaério

Neste trabalho estuda-se o desempenho de véarios elementos finitos tridimensionais na anélise de cor-
pos fissurados com comportamento linear elastico. Sao avaliados trés tipos de elementos na frente de
fenda: pentaédricos, pentaédricos singulares e colapsados. Conclui-se que se devem utilizar elementos
isoparamétricos singulares na modelacdo da frente de fenda. Além disso, estes elementos sdo ficeis de obter a
partir de elementos isoparamétricos comuns. Relativamente & dimensao radial dos elementos singulares, deve
definir-se uma malha n&o uniforme ao longo da frente de fenda. Junto a pontos de canto devem considerar-se
elementos mais pequenos (Ll’” =2-5 %, em que a é o comprimento de fenda), porque af a singularidade é
diferente da singularidade simulada pelos elementos isoparamétricos singulares. As dificultades de simulagao
junto da superficie, e consequentemente a importancia de L; s, dependem da forma da fenda. Os elementos

. . . . . ~ 1. oL
singulares interiores devem ter maiores dimensaoes raidais (=5 ~ 10 — 12,5 %).
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FEM ANALYSIS OF A CRACKED BODY WITH LINEAR ELASTIC BEHAVIOUR

Summary

A study of the performance of several 3D finite elements in the analysis of linear elastic cracked bodies is
presented. Three types of quadratic isoparametric elements are evaluated in modeling crack fronts: regular
pentahedral elements with 15 nodes, singular pentahedral elements with 15 nodes, and collapsed hexahedral
elements with 20 nodes. Singular isoparametric elements are suitable for crack front modeling and must be
used. These elements are easy to define in common general finite element programs. A non-uniform grid must
be defined along the front crack. Near corner points smaller elements must be considered (L;,s =2-5%
were a is the crack length and Li s is the radial dimension of near surface elements) because the singularity
there is different from r~%°. The difficulties of simulation near the surface, and consequently the importance
of Li s, depend on crack shape. The interior singular elements must be larger (L;’ ~10—-12,5%).
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INTRODUCAO

O campo de tensoes na extremidade de uma fenda contida num corpo com comporta-
mento linear eldstico, tem a seguinte forma geral

oy = Lfi'(é’) (1)

2nr

onde 0;; sdo as componentes da tensao, (r,f) sdo as coordenadas polares com origem na
ponta da fenda e K é o factor de intensidade de tensdo. Em cada ponto da frente da fenda,
r é igual a zero, pelo que a tensao é infinita. Assim, a frente da fenda é uma linha singular,
sendo a ordem da singularidade r~%°. A equacao 1 considera apenas o primeiro termo da
série completa das tensOes na vizinhanca da extremidade da fenda. Para uma fenda em
condigoes de deformacao plana, solicitada em modo I, esta série tem a forma

K;
’ \27mr

De acordo com esta expressao, podem distinguir-se duas zonas na vizinhanca da extre-
midade de uma fenda: uma regiao singular junto da ponta da fenda, dominada pelo termo
em K, e uma zona mais afastada onde dominam os termos nao singulares.

Considera-se que a singularidade r~%° seja vélida ao longo de uma frente de fenda com
uma forma arbitraria, desde que nao existam pontos isolados. Um ponto P’ da frente de
fenda é um ponto isolado se ocorrer pelo menos uma das seguintes situacoes:' a frente de
fenda é agugada no ponto P’; ocorram descontinuidades no material em P’; actuem tracgoes
singulares de ordem 7~%° na superficie da fenda junto a P’. Na intercepgao da frente de fenda
com uma superficie livre hd uma descontinuidade pelo que o campo singular de tensoes dado
pela equacao (1) nao é vélido. Muitos investigadores tém estudado este caso de intercepgao
de uma fenda com a superficie livre, porém as solugoes para a singularidade e para o campo
de tensoes sao ainda controversas. H4 duas tendéncias: alguns autores®>* sugerem que nos
pontos de canto existe uma singularidade de tensoes r~%°, enquanto outros®® indicam que
apesar de existir uma singularidade esta é diferente de r~%°. Para estes tltimos a ordem de
singularidade A depende do coeficiente de Poisson do material v e do angulo de intersecgao
da fenda com a superficie livre 3. O aumento de 3 e o decréscimo de v produzem um
aumento de A. Para uma frente de fenda normal & superficie livre (6 = 90°), solicitada
em modo I de carregamento, verifica-se uma reducao da ordem de singularidade junto a
superficie livre (isto é, A < 0,5).

A aplicagao do método dos elementos finitos (MEF) & andlise de fendas em corpos linear
elasticos solicitados estaticamente, é dificultada por estas singularidades de tensoes exis-
tentes na frente de fenda. De facto, as fungoes de forma sao polinémios definidos sobre
elementos de comprimento finito nao podendo assim as tensoes atingir valores infinitos.
Deste modo, o campo de deslocamentos assumido pelo MEF nos elementos ligados a frente
de fenda nunca se ajusta a distribuicao real dos deslocamentos, e assim sao obtidos deslo-
camentos nodais afectados por erros. Isto afecta principalmente a regiao vizinha da frente
de fenda, mas as restantes regioes sao também afectadas. Longe da frente de fenda é con-
veniente ter uma malha mais larga para reduzir o ntimero de graus de liberdade da anélise.

Para simular adequadamente o campo de tensoes singular foram criados elementos espe-
ciais, ditos singulares, que incluem a singularidade r~%® na sua formulacdo. A introducao
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da singularidade das tensoOes lineares elasticas na analise por elementos finitos pode ser feita
usando na frente de fenda elementos analiticos ou elementos isoparamétricos modificados.

Os elementos analiticos sao baseados nas expressoes analiticas da mecéanica da fractura
linear elastica, tendo sido desenvolvidos em diversas universidades. Contudo, a sua ligagao
aos elementos isoparamétricos viola as condicoes de equilibrio nos nés e introduz problemas
de continuidade, de modo que sdo necessdrios elementos de transicdo. Além disso, estes
elementos nao estao normalmente disponiveis ou a informacao acerca deles nao é suficiente.”

Uma alternativa mais simples é o uso de elementos isoparamétricos singulares. Estes sao
obtidos dos elementos isoparamétricos alterando a posicao dos nds intermédios vizinhos da
frente de fenda. A ligacdo aos elementos normais nao é problema e assim nao hé necessidade
de definir elementos de transicao. De facto, pode dizer-se que o corpo fissurado é modelado
com o mesmo tipo de elementos em todo o seu dominio. Estes elementos satisfazem ainda
as condicoes de convergéncia. Uma vez que os elementos isoparamétricos estao disponiveis
em todos os programas comerciais de elementos finitos, estes elementos singulares podem
ser facilmente utilizados.

Diferentes tipos de elementos isoparamétricos singulares podem ser utilizados na frente
de fenda:

.8,9,10,11

- elementos singulares com nodos a 1/4 da aresta;
- elementos singulares de ordem elevada;!'?

- elementos colapsados com nodos a 1/4 da aresta;
- elementos duplamente colapsados com nodos a 1/4 da aresta;”
- elementos singulares triangulares ou prismaticos.!®!!

13,7,14

Entre os elementos singulares da frente de fenda e os elementos normais podem definir-
se elementos de transicao.'®!® Todos estes elementos podem ter uma ordem radial diferente
da transversal.!”'®19 H4 outros tipos de elementos singulares isoparamétricos em que nao
apenas a posicao dos nds é alterada, mas também as funcoes de forma.?*?! Porém, estes
elementos nao estao tao disponiveis como aqueles em que apenas a posicao dos nos é
modificada.

O tamanho 6ptimo dos elementos singulares é aquele que permite uma modelagao
adequada dos campos singulares e nao singulares de tensoes. Para cada configuragao
de fenda existe um tamanho 6ptimo dos elementos singulares, contudo, a definicdo desse
tamanho éptimo é dificultada pela variacdo das zonas singulares com a configuracao das
fendas. Além disso, esta zona é varidvel & volta da extremidade da fenda e ao longo da
frente de fenda. Os seus limites também nao podem ser definidos claramente, porque ha
uma transicao da regiao dominada pelo termo singular para uma regiao em que dominam os
termos nao singulares, e ndo uma mudanca brusca. Assim, ndo existe um tamanho éptimo
universal e é dificil encontrar linhas gerais para uso adequado dos elementos singulares para
todos os corpos fissurados. Tirando proveito da propriedade de convergéncia dos elementos
isoparamétricos, pode variar-se o tamanho dos elementos singulares de modo a realizar um
estudo de convergéncia. Deve porém ter-se em atencao que um estudo de convergéncia nem
sempre dé o valor 6ptimo, porque este nem sempre é um ponto de viragem dos resultados.

Na vizinhanca dos pontos de canto (pontos em que a frente de fenda intersecta as
superficies livres), a ordem de singularidade é em geral diferente de 0,5, que ¢é a singularidade
simulada por quase todos os elementos singulares. Assim, os elementos singulares nao sao
adequados para serem usados ai e os resultados de elementos finitos devem ser tratados com
precaucao.

O objectivo deste trabalho é avaliar o desempenho de diversos elementos finitos 3D na
andlise de corpos fendidos com comportamento linear eldstico. Os aspectos estudados sao
o tipo e a dimensao radial dos elementos da frente de fenda. Foram considerados trés tipos
de elementos: pentaédricos, pentaédricos singulares e hexaédricos colapsados.
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A GEOMETRIA DA FENDA DE CANTO

A Figura 1 apresenta a geometria do corpo 3D fissurado que é aqui estudado. Trata-se
de um provete de seccdo quadrada, que é utilizado para obter as propriedades de fadiga dos
materiais. Esta geometria é normalmente designada por provete CC (“Corner Crack”). A
fenda é plana e existe na sec¢ao média do provete. No estudo numeérico foi considerada uma
carga estética de 60 kN, que solicita a fenda em modo I (modo de abertura) ao longo de toda
a sua frente. As condigoes de fronteira sao indicadas na Figura 1 e procuram reproduzir as
condigoes impostas pelas amarras rigidas da maquina de ensaios. O material foi considerado
continuo, homogéneo, isotrépico e com um comportamento linear eldstico. As propriedades
eldsticas consideradas foram E = 1,7 x 10'" Pa (médulo de Young) e v = 0,3 (coeficiente
de Poisson).

Com o objectivo de facilitar a analise pelo MEF do provete CC apresentado na Figura 1,
foram consideradas vérias simplificacoes. A Figura 2 apresenta uma vista tridimensional do
modelo fisico considerado.
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Figura 1. Provete CC (corner crack) com fenda de canto

<

~8
g

25 18

Figura 2. Geometria da fenda de canto (superficie 1: restricdo ao movimento na diregao z;
superficies 2: restrigdes aos movimentos nas diregdes z e y)

OS ELEMENTOS FINITOS E AS MALHAS USADAS

Foi usado o programa genérico de elementos finitos MODULEF desenvolvido no INRIA
desde 1987.22 Neste estudo partiu-se dos elementos quadréticos isoparamétricos HEXA 3Q2C
(hexaédro de 20 nds) e PENT 3R2C (pentaédro de 15 nés) que integram a biblioteca de
elementos lineares eldsticos deste programa. A partir destes elementos foram obtidos dois
elementos singulares: o elemento de 20 nds colapsado (CSE) e o elemento pentaédrico
singular (PSE) por alteragoes da posicao de alguns nés como se indica na Figura 3. Foi
sempre usada uma integracao de Gauss completa (3 x 3 x 3 = 27 pontos de integragao para
os elementos de 20 nés e 21 pontos de integracao para os elementos de 15 nés).
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frente da fenda / 4 2

(@ (b)

Figura 3. Elementos isoparamétricos singulares: (a) elemento de 20 nds colapsado (CSE);

(b) elemento pentaédrico singular (PSE)

A Figura 4 mostra uma malha tipica de elementos finitos considerada para uma fenda
de canto de forma circular com 5 mm de raio. Ela compreende trés partes principais, uma
malha em teia de aranha & volta da frente da fenda (Figuras 5 e 6), uma malha de transigao e
uma malha regular longe da frente de fenda. Esta malha foi alterada para diferentes formas

e dimensoes de fenda mantendo no entanto o mesmo padrao.
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Figura 4. Malha de elementos finitos 3D tipica
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Figura 5. Plano da malha de elementos finitos 3D em teia de aranha, em volta de uma fenda
circular, com refinamento junto aos cantos
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Figura 6. Malhas tipo teia de aranha usadas a volta de cada elemento da frente de fenda

Na definicao da zona de malha em teia de aranha, foi tido um cuidado especial porque
os erros provém principalmente da dificuldade de simulagdo da singularidade existente na
frente da fenda. A distribuicdo de elementos é mais refinada junto as superficies para ter
em conta os efeitos de bordo.
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PRECISAO DOS RESULTADOS DO MEF

A precisao do MEF esta relacionada com a capacidade de representar o campo de
deslocamentos real, de modo que depende dos seguintes parametros: o tipo de elementos
e a ordem de integracao das matrizes elementares, a malha de elementos finitos (sendo
particularmente importante a distribuicao dos elementos ao longo e a volta da frente de
fenda). A precisao depende também do tamanho da palavra com que o computador funciona,
que influéncia o erro de arredondamento. Alguns destes parametros foram definidos a
partida. Os parametros ainda nao definidos, que sao estudados a seguir, sao o tipo dos
elementos da extremidade da fenda e a sua dimensao radial.

O parametro, ou variavel dependente, usado no estudo da precisao foi, em geral, o tra-
balho das forgas exteriores. As distribuigoes reais dos deslocamentos, tensoes e deformacoes
num corpo fissurado sdo em geral desconhecidas, de modo que néo é possivel obter o erro de
uma anélise por elementos finitos. A estimativa da precisao faz-se usando experimentacao
computacional, em que o problema é resolvido vérias vezes com diferentes malhas, sucessiva-
mente mais refinadas. O refinamento da malha reduz os erros do MEF e assim os resultados
sdo convergentes para a solucdo exacta, que seria obtida com um ndmero infinito de graus
de liberdade. O objectivo do estudo de convergéncia nao é geralmente obter essa solucao
exacta, mas apenas estimar a precisao de uma solucao existente. A variacao dos resultados
com a variagao dos graus de liberdade é usada como uma medida de precisao, porque com
a aproximacgao a solucao exacta essa variagao reduz-se.

Influéncia do tipo de elementos da frente da fenda

O tipo de elemento utilizado na frente de fenda é um aspecto fundamental para a
correcta simulagao da singularidade de tensoes pelo MEF. Os elementos de extremidade de
fenda aqui estudados sao:

- elementos pentaédricos (PE) com 15 nés;*?
- elementos pentaédricos singulares (PSE) com 15 nds;
- elementos hexaédricos singulares colapsados (CSE) com 20 nos.

15,11
13,7,14

Para estudar a influéncia dos elementos da extremidade da fenda, foram consideradas
quatro malhas em teia de aranha numa fenda circular com 5 mm de raio. Estas malhas
sao apresentadas na Figura 6, enquanto as respectivas dimensoes radiais sao apresentadas
na Tabela I. A frente de fenda foi dividida em 18 elementos com um refinamento junto aos
cantos como se mostra na Figura 7.

Designagao L (%) L (%) Ls (%) La (%) | Nés | Elementos
a a a a
M, 5 76 | 905 | 21,7 |4098] 894
M, 10 15 18 - 3667 804
M; 15 22,8 - - 3553 714
M, 37,8 - - - 2805 624

Tabla I. Dimensdes dos elementos vizinhos da frente de fenda (a é o comprimento de fenda)
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Figura 7. Distribui¢do dos elementos ao longo da frente de fenda

A Figura 8 apresenta os deslocamentos obtidos para o ponto B situado na superficie da
fenda, com coordenadas a = 45° e r = 1,5 mm. Quando sao usados elementos pentaédricos
(nao singulares) na frente da fenda, o refinamento da malha produz uma convergéncia para
um valor com um erro desprezavel. Observa-se um aumento dos deslocamentos nodais com o
refinamento da malha, que é explicado pela reducao da rigidez do corpo. Este resultado era

esperado uma vez que é conhecido que os erros dos elementos finitos produzem um aumento
da rigidez dos corpos.
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Figura 8. Deslocamento z de um ponto B da superficie da fenda (x = y = 1,06 mm; z = 0),
para diferentes elementos de frente de fenda

Na Figura 8 pode ver-se que, para cada uma das malhas, a substituicao de ele-
mentos isoparamétricos por elementos singulares melhora significativamente os resultados.
A diferenga reduz-se com o refinamento da malha, porque com pequenos elementos regu-
lares na frente da fenda os resultados sao mais correctos, de modo que a melhoria con-
seguida com elementos singulares é menor. Comparando diferentes malhas, pode ver-se que
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a malha M4 (% = 38 %) com elementos singulares, d4 melhores resultados do que a malha

M1 (% =5 %) com elementos isoparamétricos (nao singulares) na frente de fenda. Este
bom desempenho dos elementos singulares era esperado porque estes simulam a singulari-
dade r =% existente junto a frente da fenda. Junto & superficie h4 também uma singularidade
do tipo r=*, contudo A\ < 0,5 para uma fenda em quarto de circulo. Os elementos singulares
assumem também af a singularidade r~%5, pelo que é introduzido um erro nos resultados do
MEF.

Os resultados para elementos hexaédricos colapsados e pentaédricos singulares sao
semelhantes, sendo ligeiramente melhores para os primeiros. Contudo, os elementos co-
lapsados exigem que os nés da extremidade da fenda sejam coincidentes para uma correcta
simulacdo da singularidade »~%°, sdo muito sensiveis & posicao dos nds intermédios opostos
a frente de fenda e tém mais nés. Uma vez que a diferenca entre os elementos colapsados
e os pentaédricos singulares nao é importante, estes sao os mais adequados para usar na
frente da fenda, de entre os aqui estudados.

Influéncia do tamanho dos elementos vizinhos da frente da fenda

A questao agora é: que dimenséo radial deve ser considerada para os elementos préximos
da frente da fenda para ter a melhor simulacdo da singularidade? Podem ocorrer trés
situacoes, que sao ilustradas na Figura 9:

a) os elementos da extremidade da fenda estao dentro da regiao singular;
b) os elementos da extremidade da fenda e a regido singular tém dimensoes idénticas;
c) os elementos da extremidade da fenda sdo maiores do que a regiao singular.

Se Ly < ry, onde L; é a dimensdo radial dos elementos singulares e r, é a dimensao
radial da regido singular, parte da regiao singular é simulada por elementos nao singulares, o
que introduz erros. Se L; > r,, os elementos singulares podem ter dificuldades na simulacao
da regiao nao singular. Espera-se pois que o tamanho éptimo dos elementos singulares seja
idéntico ao tamanho da regiao singular. Deve ter-se em atencao que a extensao da regiao
singular varia ao longo e a volta da frente de fenda, como se indica na Figura 9, pelo que
o tamanho éptimo é sempre um valor de compromisso. Além disso, nao hd uma mudanca
brusca para uma regiao nao singular, mas sim uma transi¢cao de uma zona dominada pela
singularidade para uma zona onde dominam os termos nao singulares.

poe Ly L,

regiio —
singular

(a) (b) (©

Figura 9. Relacao entre a dimensao radial dos elementos da ponta da fenda L; e a regiao
singular rs: (a) L1 < Rs; (b) L1 &= 7s; (c) L1 > rs

Para estudar a influéncia da dimensdo dos elementos da frente da fenda, foram consi-
deradas quatro fendas, que sao representadas na Figura 10. Trés delas (4, 2, 1) sdo fendas
em quarto de circulo com comprimentos de 1, 3 e 5 mm, enquanto a outra (3) é uma fenda
com um efeito de tinel pronunciado junto a superficie. Estas fendas foram consideradas
para estudar a influéncia do comprimento e forma da fenda na precisao da andlise pelo
MEF. Para estudar a influéncia da dimensao radial dos elementos préximos da superficie,
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foi considerada uma regiao superficial estendendo-se por cerca de 7,5° a partir de cada ponto
de canto, como se indica na Figura 10.

1, 2, 4 - fendas circulares com raios 5, 3 ¢
1 mm, respectivamente
3 - fenda com efeito de tinel

regido
superficial

7.5° 1

7.5°

Figura 10. Fendas para estudar a precisdo da andlise pelos elementos fintios 3D

Influéncia de L, e L, para uma fenda circular com 5 mm de raio

A Figura 11 apresenta o trabalho das forgas externas (Wg) obtido para uma fenda
circular com 5 mm de raio (fenda 1 da Figura 10), considerando diferentes dimensoes radiais
para os elementos da frente de fenda L;. Uma vez que o objectivo era estudar a influéncia
de Ly, L, foi mantida constante (£ = 15,22 %, onde a ¢ a dimensao da fenda). Lz também

. Li+Ly+L .
foi variado, decrescendo com o aumento de L, sendo Entlotls) constante e igual a 43,3 %.

Pode ver-se que, quando sao usados elementos pentaédricos (PE) na frente de fenda, a
reducao de L; melhora significativamente os resultados porque a simulagao da singularidade
é melhor. Para valores de % menores do que 5 %, a variacao de Wg com L; reduz-se. Isto
indica que, embora exista uma melhor simulacao da singularidade pelos elementos da frente
de fenda, a segunda camada de elementos também simula os campos singulares mas com
menor precisao. Assim, a regiao singular ¢ tal que == > 5 %, onde r, ¢ a sua dimensao radial.
No limite L; = 0, a singularidade é simulada apenas pela segunda camada de elementos,
que tem dimensao % = 15,22 %, e assim os resultados sdo claramente piores. Diferentes

valores de L, foram considerados para %1 =15 % e 37,8 %, sem alteragao significativa de
resultados, o que indica que a segunda camada de elementos estd fora da regiao singular
para este valor de L;. Assim, espera-se que a extensao da regiao singular seja menor do que
15 % do comprimento da fenda.

Quando sao utilizados elementos singulares pentaédricos (PSE) na frente da fenda, a
variacao de Wg com L; apresenta um valor maximo para %1- ~ 10 %, que é a dimensao
optima dos elementos singulares. Esta é também uma indicacao da dimensao média da
regiao singular ao longo e a volta da frente de fenda. Para % < 10 %, Wg aumenta com
L, porque os elementos singulares estao dentro da regiao singular, e assim parte desta é
simulada por elementos nao singulares. Neste caso, a dimensao da segunda camada de
elementos torna-se importante. Para % > 10 %, Wg reduz-se com o incremento de Ly,
porque os elementos singulares estao a simular regides nao singulares. Neste caso, espera-se
que a dimensao de L seja menos importante. Na Figura 11 sao apresentados trés valores de
W para L, diferente de 15,22 %, obtidos para (%1-, %): (5, 10), (6, 10) e (15, 22,8) %. Estes
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resultados confirmam que a dimensao radial da segunda camada de L, é mais importante
para £ < 10 %.

5.479 0 EPS (L2 diferente)

5.477 T mEPS

AEP
5.475 L .
0 5 10 15 20 25
Li/a [%]
Figura 11. Influéncia da dimensdo radial dos elementos da frente de fenda % = 15,22 %

para uma fenda em quarto de circulo com 5 mm

A influéncia de L, pode estudar-se melhor na Figura 12. Para 2 =1 %, os elementos

a
singulares ficam dentro da zona singular, e assim parte desta é simulada por elementos da
segunda camada. O tamanho 6ptimo de % ¢ aproximadamente 8 %, o que confirma que a

extensdo da zona singular é aproximadamente 10 %. Para L—az < 8 %, a segunda camada de
elementos fica também na zona singular, assim parte desta é simulada pela terceira camada
de elementos que tem dificuldades para o fazer. Por outro lado, para % > 8 %, a segunda

camada de elementos tem dificuldade na simulacao da zona singular. Para %:10 %, que é
a dimensao aproximada da regiao singular, pode ver-se na Figura 12 que o tamanho éptimo
de % é aproximadamente 10 %, o que tem a ver com a simulacdo adequada do campo
nao singular. Pode também confirmar-se que a influéncia de Ly sobre Wg é muito mais
importante para %:1 % do que para 10 %, como ja foi visto.

5.488
5.4878 -/./._———.\'
5.4876 |
5.4874
5.4872 |

WE (1]

5.487

5.4868 |

—8—L1/a=10%, L3/a=18%

5.4866 —o—L1/a=1%, L3/a=27%

5.4864 . : : .

0 5 10 15 20 25
Lyfa %]

Figura 12. Influéncia da dimensao radial da segunda camada de elementos
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Influéncia de L,, L,; e L, , para uma fenda com efeito de ttinel

Para fendas com formas nao circulares, espera-se que o desempenho do MEF seja
diferente. De facto, a forma da fenda influencia a singularidade existente perto dos pontos
de canto e os elementos singulares usados apenas simulam a singularidade »=%5. A Figura 13
apresenta a influéncia de L; sobre W para a fenda nimero 3 da Figura 10, que tem um efeito
de tinel pronunciado perto da superficie (L; é o tamanho radial dos elementos singulares
para uma distribuicdo uniforme de elementos ao longo da frente de fenda). A Figura 13
apresenta também resultados para uma distribui¢do nao uniforme de elementos singulares
ao longo da frente de fenda. Neste caso, foram consideradas duas regiGes superficiais e
uma regiao interior, como se indica na Figura 10, sendo L, ; o tamanho radial dos elementos
singulares interiores e L ; o tamanho radial dos elementos singulares préximos da superficie.
O valor de L, ; fol mantido constante enquanto L, ; foi variado. O tamanho 6ptimo de L,
para uma distribui¢do uniforme dos elementos singulares da extremidade da fenda é menor
ou igual a 5 %, enquanto o tamanho éptimo dos elementos interiores é aproximadamente
10 %. A variacao de Wy com L; é muito mais importante do que com L ;, o que indica
que a influéncia de L; estd relacionada com dificuldades de simulagdo junto as superficies.
De facto, a diferenca entre as duas curvas apresentadas na Figura 13 é devida apenas a
dimensao dos elementos proximos da superficie, que tem o valor constante % =5 % no
estudo da influéncia de L, ;.

5.2738
52737 | Wy=We(L, /a)
52736 |
52135 |
S52734 |
85273 |
s2m2 |
s2m1 b
5273 |

5.2729 L . L L L
0 5 10 15 20 25 30
Li/a, Lyja [%]

We=Wg(L/a)

Figura 13. Influéncia da dimenséo radial dos elementos da ponta da fenda numa fenda com
efeito de tunel (fenda 3 da Figura 10)

O efeito de refinamento da malha perto da superficie pode estudar-se melhor na
Figura 14, na qual L, , varia enquanto L;; ¢ mantido constante. Observa-se uma melhoria
clara com a redugao do tamanho radial dos elementos préximos da frente de fenda L, 4, sendo

o valor 6ptimo L; ~ 2,5 %. A dimensao radial dos elementos singulares deve ser pequena
junto a superficie, porque estes nao simulam adequadamente a singularidade ai existente.
Esperam-se ainda dificuldades de simulagao na direccao longitudinal a frente de fenda. De
facto, junto & superficie a singularidade varia rapidamente de r~* até r~%°, enquanto os
elementos usados conseguem apenas ajustar uma variacao quadratica de deslocamentos ao
longo da frente de fenda.
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Figura 14. Influéncia do refinamento da malha junto & superficie (% =5%).

Influéncia do comprimento e forma da fenda

A Tabela II apresenta os tamanhos 6ptimos dos elementos de frente de fenda para as
quatro fendas apresentadas na Figura 10. A influéncia do comprimento de fenda pode ser
estudada comparando os resultados obtidos para as fendas em quarto de circulo. Pode ver-
se que o tamanho éptimo dos elementos interiores é independente do tamanho de fenda
Ly . .
=+ = 10 a 12,5 %. Os elementos da superficie devem ser mais pequenos porque a
singularidade ¢ diferente de r~%° junto & superficie. Porém, para fendas em quarto de circulo
a importancia de L, , é pequena quando comparada com a importancia de L ;. Nykénnen®*
analisou uma fenda superficial (tridimensional) sujeita a modo I de carregamento, tendo
verificado que o valor 6ptimo de % variava de 12,5 a 27,5 % (onde L; é a dimensao dos
elementos singulares ao longo da frente de fenda).

A influéncia da forma de fenda pode ser estudada comparando as fendas 2 e 3, que tém
tamanhos semelhantes mas formas diferentes. O tamanho 6ptimo dos elementos singulares
interiores é o mesmo, o que era esperado uma vez que o efeito de tiinel estd localizado proximo
da superficie. Contudo, o tamanho éptimo de L; ; reduz-se com o efeito de tinel, o que estd
relacionado com a variagao da singularidade préximo da superficie e com as dificuldades de
simulacao experimentadas pelos elementos singulares. O efeito de L, ; torna-se dominante
sobre a influéncia de L;; (embora a extensao da regiao superficial considerada seja menor),
sendo o principal responsavel pela influéncia de L; quando é considerada uma distribuicao
uniforme de elementos ao longo da frente de fenda. Isto explica a redugao de L, , valor
6ptimo de L, com o efeito de tunel. Assim, dependendo da forma da fenda, L;; pode
ser muito importante na precisdao do MEF. A fenda n&o circular analisada é apenas um
exemplo de fendas com o efeito de tunel. Para fendas com formas diferentes espera-se um
desempenho diferente do MEF, uma vez que a singularidade superficial varia com a forma
da fenda.

Influéncia do tamanho radial da malha em teia de aranha

Os resultados apresentados na Tabela II foram obtidos fixando o tamanho radial total
da malha em teia de aranha, isto é, Ly + Lo+ L3. O crescimento de L, foi compensado pelo
decréscimo de L3 , sendo L, constante. Se Lz também for mantido constante, o incremento
de L; aumenta o tamanho radial total da malha em teia de aranha. Esta situacao pode
ser estudada na Figura 15, que apresenta resultados para uma fenda circular com 3 mm de
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raio (fenda 2 da Figura 10). Pode ver-se que a influéncia de L; é muito mais importante
quando o tamanho radial total da malha em teia de aranha é afectado. Isto indica que este
tamanho influencia a precisdo da andlise pelo MEF.

Fenda Ly Ly Ly
a a a
Fenda em quarto de circulo de 5 mm (fenda 1) 10 % - -
Fenda em quarto de circulo de 3 mm (fenda 2) |10 a 12,5 % [10a 12,5 % | 5%
Fenda com efeito de tinel (fenda 3) <5% 10 % 2,5 %
Fenda em quarto de circulo de 1 mm (fenda 4)| 10 a 12,5 % [10a 125 % | 5 %

Tabla II. Tamanhos radiais 6ptimos dos elementos da frente de fenda

5.283
5.2829 /\
~— 5.2828 F
=
g 52827 |
5.2826 | —a&— (L1+L2+L3) constante
—o— (L1+L2+L3) varidvel
5.2825 1 " L L
0 10 20 30 40 50
Li/a [%]

Figura 15. Influéncia do tamanho radial da malha em teia de aranha para uma fenda em
quarto de circulo com 3 mm de raio

A Tabela III apresenta os tamanhos éptimos dos elementos de frente de fenda, obtidos
quando a variacao de L, altera o tamanho da malha em teia de aranha, e assim o tamanho
dos elementos finitos na malha de transicaio. Uma comparacao com a Tabela II mostra
que os valores éptimos sao claramente maiores, especialmente para fendas com um pequeno
comprimento, o que indica que a malha de transicao tem dificuldades na simulagao dos
campos de tensdes. O incremento do tamanho da malha em teia de aranha melhora a
precisdo porque reduz o tamanho dos elementos finitos na regido de transicdo. Assim,
os valores indicados na Tabela III sao valores 6ptimos falsos para a dimensao radial dos
elementos de frente de fenda, porque nao estao relacionados com a simulacao adequada
dos campos singulares. Os valores variam significativamente com o comprimento de fenda,
porque as dificuldades de simulacdo na malha de transicdo também variam. A fenda r =1
mm ¢é a mais afectada porque tem elementos finitos maiores na malha de transicao. Para
r = 3 mm, a dificuldade de simulagao fora da malha em teia de aranha ainda existe, como
se pode ver na Figura 15, mas é menos importante do que para r = 1 mm. Estes resultados
sugerem que a malha de transicao deveria ter sido refinada.
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Ll Ll 7 Ll s
Fenda 2 = L
a a a

Fenda em quarto de circulo de 5 mm (fenda 1)| 10 % -
Fenda em quarto de circulo de 3 mm (fenda 2)| 30 % | 30 % 5 %
Fenda com efeito de tinel (fenda 3) 7T5% 1225 % |25 %
Fenda em quarto de circulo de 1 mm (fenda 4)|>40 %|>35% | 5 %

Tabla ITI. Tamanhos radiais 6ptimos de elementos de frente de fenda, para tamanho variavel
da malha em teia de aranha

A anélise anterior é essencialmente qualitativa. Em termos quantitativos, sdo obtidas
pequenas variacoes de Wg para uma larga gama de dimensbes dos elementos finitos, o
que indica uma boa precisdo. Por exemplo, para a fenda com efeito de tunel (fenda 3
na Figura 10), a variagdo maxima obtida com elementos de frente de fenda variando de
1 a 25 % do comprimento de fenda, é de apenas 0,014 %. Esta boa precisao é explicada
pela localizacao remota, em relacao a frente de fenda, dos nés envolvidos no cédlculo de Wig.
Espera-se que a precisdo do MEF diminua com a aproximacao & frente de fenda.

CONCLUSOES

Os elementos isoparamétricos singulares revelaram-se adequados para serem usados
na frente da fenda. De facto, estes elementos simulam a singularidade r=°°, que é a
singularidade observada em pontos interiores da frente de fenda. O elemento pentaédrico
singular com 15 nds da bons resultados e é recomendédvel. O uso de elementos singulares
isoparamétricos é muito interessante, uma vez que o efeito pretendido é conseguido pela
simples mudanca da posicao de nés em elementos normais, sem necessidade de introduzir
elementos especiais de ponta da fenda.

No provete CC estudado, foram identificadas trés zonas criticas onde o MEF tem
dificuldades de simulacao dos campos:

- préximo de pontos interiores da frente de fenda, onde a singularidade é r=%5;

- préximo da superficie, porque a singularidade é em geral diferente de r=%°
elementos singulares nao sao adequados;

- na malha de transicao, porque nas fendas com um comprimento pequeno os elementos
finitos s@o muito grandes.

e assim os

A malha 6ptima é aquela que dé a melhor resposta a estas dificuldades. Esta malha
optima depende da forma da fenda, porque esta influencia a singularidade junto aos pontos
do canto. Depende também do comprimento da fenda, porque este influencia a dimenséao
dos elementos na malha de transicao. Para fendas em quarto de circulo com r = 1 mm,
a influéncia da malha de transicao é dominante em relagdo a influéncia do tamanho dos
elementos da frente de fenda. Uma vez que a malha éptima é dependente da forma e do
comprimento de fenda, ndo se consegue definir uma malha éptima universal. Contudo,
podem-se definir vérios aspectos da malha. Assim, deve ser utilizada uma malha n&o uni-
forme ao longo da frente de fenda, com elementos mais pequenos préximo da superficie
Li: — 9 a5 %, porque af a singularidade é em geral diferente da singularidade simulada
pelos elementos singulares. As dificuldades de simulacao préximo da superficie, e conse-
quentemente a importancia de L; ;, dependem da forma da fenda, aumentando com o efeito

de tinel. Os elementos singulares interiores devem ser maiores (% ~ 10 a 12,5 %). Para
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fendas com comprimento pequeno (r < 3 mm), a malha em teia de aranha deve ser larga,
para reduzir a dimensao dos elementos na regiao de transicao.

Foram obtidos valores bastante exactos de Wg para uma larga gama da dimensao
radial dos elementos singulares. Esta boa precisao é explicada pela posicao remota dos
noés envolvidos no calculo de W relativamente a frente de fenda, onde o desempenho do
MEF é mais fraco.

NOMENCLATURA
a profundidade de fenda
CC fenda de canto (provete)
CSE elemento singular colapsado
E modulo de Young
MEF método dos elementos finitos
K factor de intensidade de tensao
Ly, Lo, Ly dimensoes radiais dos elementos singulares
Ly, Ly, Ls;  dimensoes radiais dos elementos interiores
Ly, Ly, Ly, dimensoes radiais dos elementos préximos da superficie
PE elemento pentaédrico
PSE elemento pentaédrico Singular
Ts dimensao radial da regiao singular
W largura da secgao transversal quadrada do provete CC
Wg trabalho das forcas externas
Q posicao angular ao longo da frente de fenda
15} angulo de intercepcao fenda/superficie
A ordem de singularidade de tensoes junto as superficies livres
o tensao remota
v coeficiente de Poisson
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