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Capitulo 1

Introduccion

El método de elementos finitos es una herramienta matemstica cuya utilizacién en
la solucién de problemas de la fisica y de la ingenierfa estd cada vez mds extendida
y ciya importancia es cada dfa mayor. En la ingenierfa se integra actualmente en el
proceso de diseno mediante el uso de diversos programas comerciales; paralelamente
se desarrollan codigos para su extension al estudio de diversos fendmenos fisicos y sus
aplicaciones. Dentro del desarrollo del método de los elementos finitos la formulacion
de elementos es un drea de intensa investigacion en sf misma, denominada feenologia
de elementos. El objetivo de la tecnologia de elementos es desarrollar formulaciones
que den lugar a elementos robustos, eficientes desde el punto de vista computacional
en la simulacién numérica de problemas y que sean aptos para aplicaciones generales,
Una serie de requisitos y de caracteristicas deseables se pueden considerar como
objetivos a cumplir al plantear formulaciones de elementos en mecinica de sélidos
deformables:

a) buen comportamiento en situaciones de incompresibilidad,

b) buen comportamiento en solicitaciones de flexién,

¢) eficiencia computacional,

d) poca sensibilidad a la distorsion,

¢) precision en mallas bastas,

f) aplicable a formas tetraédricas para facilitar la generacién de mallas,
g) facilidad para la implementacién de modelos constitutivos no-lineales.

Actualmente en aplicaciones pricticas se opta por el uso de elementos de bajo
orden por su simplicidad, robustez y por una serie de aspectos ventajosos que ofrecen,
por ejemplo, en la generacién automdtica de mallas y en la imposicién de condiciones
de contacto, Los elementos de bajo orden son menos sensibles a la distorsién que los
elementos de mds alto orden en problemas de grandes deformaciones; por otro lado,
dan lugar a un reducido ancho de banda del sistema de ecuaciones a nivel global,
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lo que se traduce en el abaratamiento del costo computacional, menor demanda de
memoria, cte,

Sin embargo, en el dmbito de la meednica de sélidos se ha comprobado que los
elementos estandar de bajo orden, por ejemplo tetraedros y hexaedros lineales en
desplazamientos, no dan buenos resultados en aplicaciones cuasi-incompresibles. En
estos casos las predicciones numéricas que se obtienen con estos elementos, utilizan-
do mallag que en aplicaciones generales son adecuadas, difieren significativamente
de la respuesta fisica, incluso en ordenes de magnitud. Entre las aplicaciones de
interés practico con materiales caracterizados por su comportamiento incompresible
se encuentran, por ejemplo, en régimen eldstico el estudio de materiales elastémeros,
como por ejemplo el cancho y materiales sintéticos similares, y el tratamiento de las
grandes deformaciones plasticas en los metales. Es necesario entonces conocer lag
calsas que originan estos inconvenientes y desarrollar formulaciones capaces de dar
respuesta a estas aplicaciones de manera que se satisfagan los requisitos generales
mencionados,

1.1 Motivacién: bloqueo de elementos estandar

En general los resultados que se obtienen mediante el método estandar en despla-
gamientos de elementos finitos son buenos para una gran variedad de problemas,
Al formular un problema del continuo mediante el método de elementos finitos se
adopta un espacio de funciones de prueba, En esencia, lo que se hace al busear solu-
ciones dentro de un determinado espacio de funciones es introducir restricciones en
la solucidn de los desplazamientos del problema del continuo; el método de elementos
finitos permite encontrar la mejor aproximacion dentro de ese espacio. Sin embargo,
en clertas situaciones existen restricciones propias del medio (restricciones fisicas),
que al ser planteadas en forma discreta conducen a un sistema sobre-restringido, ex-
cesivamente rigidizado. El espacio de funciones de prueba resulta demasiado pobre
para el problema en cuestién e incapaz de representar las deformaciones que experi-
menta el medio, Como consecuencia de ello, la solucidn ofrecida por este espacio de
funciones, en general infra-estimada, en casos extremos podria llegar a ser cercana
a la nula, A este fendmeno se le denomina blogqueo. El bloqueo de elementos se
presenta principalmente en dos situaciones diferentes, por una lado en solicitacio-
nes de flexion predominante y por otro en problemas en medios incompresibles o
cuasi-incompresibles.

1.1.1 Bloqueo en flexién

Los elementos lineales estandar resultan atractivos por su simplicidad y bajo costo.
Fatos tienen el minimo mimero de nodos; de igual manera, el mimero de grados de
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libertad (de movimiento) por elemento también es minimo. Esta restriccidn se tra-
duee en una vigidez intrinseca en el elemento, propia de éste v ajena a las condiciones
fisicas del problema. Particularmente, en aplicaciones de flexién predominante los
elementos lineales ofrecen resultados poco satisfactorios.

En un problema de flexidn la comparacién del campo de desplazamientos tedrico
con el deserito por un elemento lineal permite apreciar la dificultad, El elemento
cuadrildtero lineal por ejemplo no tiene capacidad de representar el comportamiento
real porque carece de los modos de deformacién que permitirian a las fibras longi-
tudinales adoptar la curvatura que es caracterfstica en flexién. Esta dificultad para
representar la deformacion se puede entender también como una excesiva rigidez del
elemento, Como consecuencia de esta excesiva rigidez también se puede detectar
la presencia de una deformacién cortante y de un esfuerzo cortante asociado a ella,
(ue no son propios de la solucidn fisica y por eso se denominan espurios (no son un
efecto real en el continue, sino que son introducidos por el elemento).

En mallas bastas de elementos de bajo orden de interpolacion esta rigidez ex-
cesiva conduce a dificultades que se suelen denominar de bloqueo de la solucién o
respuesta. Sin embargo, cabe resaltar que estas dificultades se pueden aliviar no-
tablemente utilizando mallas més finas o bien utilizando elementos cuadriticos en
desplazamicntos.

1.1.2 Bloqueo en cuasi-incompresibilidad

Esta es sin lugar a dudas una de las dificultades mds importante que se encuentran
en problemas que se abordan eon el método de elementos finitos. Las aplicaciones
pricticas que se presentan en medios sélidos cuasi-incompresibles son el tratamiento
de elastédmeros en régimen eldstico y el tratamiento de metales en régimen pldstico
con modelos de plasticidad J2. Este tipo de modelo constitutivo es el de uso mds
extendido en las simulaciones numéricas del comportamiento de materiales metali-
cos elasto-plasticos, Este modelo considera como hipétesis que las deformaciones
plisticas son isocdricas (es decir, que no producen cambio de volumen), de acuerdo
con las verificaciones experimentales en ese sentido,

La prineipal dificultad de la aplicacidn estandar en desplazamientos en problemas
cuasi-incompresibles consiste en la determinacidn de la tensidn media o presion, que
estid relacionada con la parte volumétrica de la deformacion. En elasticidad se puede
apreciar de forma mis clara esta dificultad, El comportamiento cuasi-incompresible
de materiales como los elastémeros estd asociado a valores del eoeficiente de Poisson
v praximos a 0,5, El efecto se puede estudiar observando la influencia de este co-
eficiente en el comportamiento volumétrico del material. El mddulo de deformacidn
volumdétrica K relaciona directamente la tensidn media o componente media de las
tensiones ,, con la deformacién volumétrica e,
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om=Ke, (LIJ

Fi términos del coeliciente de Poisson v, el mdadulo de deformacidn volumétrica K
[+ 1 L\-
;

K = T (1.2)
donde F es ¢l madulo de elasticidad del material, Como se puede observar a medida
gue el coeficiente de Poisson 2 — 0, 5 el médulo de deformacién volumétrica K — oo,
Cerca de ¢ = 0,5 las tensiones se hacen extremadamente sensibles al valor de » y
los problemas numéricos se acentian, (Zienkiewicz and Taylor, 1994a). Por un lado
las tensiones resultan sobre-estimadas y por el otro las deformaciones resultan infra-
estimadas; en casos severos esto puede dar lugar al bloqueo de los elementos, Es
decir, ante la imposibilidad de representar un campo de deformaciones isocdrico el
elemento ofrece solucién nula en desplazamientos, para ajustarse a la condicién de
deformacién volumétrica nula, Los elementos que presentan bloqueo volumétrico en
elasticidad sufren también el mismo problema cuando se utilizan para representar
el comportamiento de materiales metdlicos en rango pldstico,

No se logra superar totalmente esta dificultad aunque se empleen mallas mds
finas. A diferencia de lo que ocurre en el bloqueo en flexién, en el bloqueo por
cuasi-incompresibilidad sélo se logra aminorar estos efectos utilizando elementos
en desplazamientos de mayor grado de interpolacién, pero no se pueden alcanzar
resultados aceptables a menos que se utilicen elementos de orden muy grande, cuyo
costo computacional resulta prohibitivo. Sdélo el uso de formulaciones especiales de
elementos y su correcta aplicacion, logra mejores resultados en estas situaciones.
La investigacidn en este campo es muy intensa y se plantean diversas alternativas
para afrontar este problema, tal como se verd en la revisidn del estado del arte en
el siguiente capftulo.

1.2 Objetivo

El objetivo de este trabajo es desarrollar e implementar una formulacion especifica,
robusta y precisa de elementos, capaz de abordar el problema de incompresibilidac
en mecdnica de sélidos, con modelos constitutivos elisticos y elasto-pldsticos J2,
tanto en el contexto de las deformaciones infinitesimales como de las grandes de-
formaciones. Con la finalidad de ser ttiles en aplicaciones practicas e industriales
se requiere que los elementos disenados cumplan ciertos requisitos, como tener ba-
Jo costo computacional, buen comportamiento en mallas bastas, ofrecer facilidades
para la implementacién de modelos constitutivos no-lineales y para la generacién de
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mallas en geometrfas complejas. El objetivo especifico es el desarrollo de elementos
triangulares y tetraédricos de interpolacidn lineal,

1.3 Contenido

En el signiente capftulo se aborda el estudio del estado del arte, con la finalidad
de ubicar el trabajo en el contexto actual de la tecnologfa de elementos, se identi-
fican las principales lineas de investigacion en desarrollo y se procura detectar las
posibilidades de desarrollo en este campo.

[in el anexo A se deseriben con mas detalle las principales Iineas de investigacion
en desarrollo. En el anexo B se presenta la formulacion de elementos por méto-
dos variacionales y de proyeccidn para incompresibilidad, dentro del cudl se puede
obtener por ejemplo el elemento QIP0; por otro lado en el anexo C se presentan
los aspectos principales de la formulacion de elementos de deformaciones mejora-
das FAS. Se incluyen estas formulaciones como referencia por su importancia en la
tecnologfa de elementos en mecdnica de sélidos y porque alpunas lneas de investi-
gacion que se citan mds adelante trabajan sobre la base de estas formulaciones para
perfeccionarlas, Fn el anexo D se presenta una revisidn de los conceptos més impor-
tantes, nomenclatura y expresiones principales de la mecanica del medio continuo,
utilizacdos en los siguientes capftulos.

En el eapftulo 3 se presenta el problemsa de incompresibilidad en mecdnica de
sdlidos y la dificultad de la formulacién estandar en desplazamientos para abordarlo.
Se presenta la formulacién mixta en desplazamientos y presién, u/p, como alterna-
tiva para el tratamiento del problema incompresible, se plantean las limitaciones
propiag de esta formulacion y la necesidad de aplicar métodos de estabilizacion en la
formulacién de elementos mixtos, Se presenta también el método de las sub-escalas,
como marco para la formulacién de problemas por el método de los elementos finitos,
y particularmente el método de las sub-escalas ortogonales.

En los capitulos 5 y 6 se aborda la formulacién de elementos en los rangos de de-
formaciones infinitesimales y de grandes deformaciones, respectivamente, De acuer-
do con el objetivo planteado, se particulariza el interés en el desarrollo de elementos
triangulares y tetraédricos mixtos con interpolaciones lineales y continuas u/p. Se
congideran en eada caso modelos constitutivos eldsticos y de elasto-plasticidad J2.

En el capitulo 6 se presentan ejemplos de validacion y aplicacidn, con la finalidad
de mostrar el comportamiento de los elementos propuestos. Se presentan aplicacio-
nes en deformaciones infinitesimales y en grandes deformaciones, en cada caso se
consideran modelos constitutivos eldsticos y elasto-pldsticos J2.

Finalmente se enuncian las conclusiones de este trabajo, resaltdindose las apor-
taciones originales realizadas.
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Capitulo 2

Estado del arte en la formulacién
de elementos

Son muchos los investigadores que han dedicado un considerable esfuerzo en el des-
arrollo de elementos de bajo orden que sirvan como herramienta de aplicacién general
en mecinica de solidos deformables. Diversas formulaciones tratan de construir ele-
mentos capaces de satisfacer eficientemente los requisitos mencionados en el capftulo
anterior, Las mds importantes de éstas son:

e Formulacidn en desplazamientos,
o Formulaciones variacionales mixtas,

¢ Formulaciones de integracidn reducida.

A continuacién se presenta una visién histérica del desarrollo de las formulaciones
que condujeron a las que son de aplicacién actual. Estas se presentan luego en
forma panordmica y finalmente se identifican las principales lineas de investigacion
existentes en nuestros dins en el tema de formulaciones de elementos en mecdnica
de sdlidos.

2.1 Breve resena histérica

El método de los elementos finitos como herramienta en el andlisis de problemas
de mecinica de sélidos empezd a gestarse en la década de 1940 (Zienkiewicz and
Taylor, 1994a). Segin refiere (Taylor, 1999), el uso de elementos triangulares se
remonta a los primeros anos de desarrollo del método. (Courant, 1943) los aplicé a
ln solucién varincional de un problema de torsidn y (Turner et al., 1956) presenta-
ron goluciones a problemas de esfuerzo plano utilizando cuadriliteros ensamblados a
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partir de componentes de forma triangular, (Taig, 1961) formuld el primer elemento
cuadrildtero isoparamétrico, segiin (Lautersztajn and Samuelsson, 2000). Mds tarde
(Argyris, 1965a) formulé elementos tetraédricos para el tratamiento de problemas
tri-dimensionales. Al progresar el nivel de desarrollo y extenderse las aplicaciones
se encontraron importantes dificultades al abordar problemas en log que predomi-
naba en el material un comportamiento cercano a la incompresibilidad, tales como
aplicaciones en elasto-plasticidad y en materiales elastémeros. La formulacion irre-
dueible en desplazamientos no ofrecia resultados satisfactorios en estos casos y no
se conocian bien las causas.

Mis adelante, se considerd la aplicabilidad de las formulaciones miztas. El tér-
mino mizte se empezé a aplicar en los '60, para describir métodos en que tanto
log desplazamientos como las tensiones se aproximan como variables primarias. Las
formulaciones mixtas, ademds del campo de desplazamientos, incluyen en el plantea-
miento del problema variables adicionales que se consideran como independientes, a
pesar de que podrfan obtenerse a partir de los desplazamientos en una formulacién
irreducible como es el caso de las tensiones. (Pian, 1964) planted una formulacidn
de dos campos con las lensiones supuestas como independientes (assumed siresses).
Este trabajo condujo a una serie de métodos que se analizaron en (Atluri, 1975).
(Fraeijs de Veubeke, 1965) establecié el llamado principio de limitacion, segin el cual
bajo ciertas condiciones no se puede esperar precision adicional de las formulaciones
mixtas. (Hermann, 1965) desarrolld los primeros elementos efectivos derivados de
un principio variacional, (Cl'turin, 19(5'.") introdujo los conceptos de escision de las
ecuaciones de pobierno y de métodos de proyeccidn, La inelusion de los campos
de variables adicionales permite un mejor tratamiento de las restricciones internas
planteadas por el problema especifico, la incompresibilidad del medio por ejemplo.
Si bien se lograron buenos resultados, en ciertos casos algunos de log elementos deri-
vados de estas formulaciones también fallaban. Se requerfa un andlisia mas profundo
de estas formulaciones,

Por otro lado, también se obfuvieron buenos resultados ante désta y otras di-
ficultades, como el estudio de problemas de flexidn en placas mediante elementos
tridimensionales, aplicando téenicas de integracién reducida de la matriz de rigidez.
La primera aplicacién se presentd en (O.C. Zienkiewicz, 1971); ésta consistié en
una redueecion uniforme del orden de integracidn en problemas de placas v ldminas,
Luego, (Naylor, 1974) y (Zienkiewicz and Godbole, 1975) abordaron el problema
de incompresibilidad con elementos cuadrildteros de 8 nodos, Estos procedimientos
se derivaron en principio de razonamientos heurfsticos, y se concibieron como un
mero desarrollo de la téenica de integracion. El concepto de integracidn selectiva
fue propuesto por (W.P. Doherty, 1969). En este caso el orden de integracién se
reduce sélo en partes especificas de la matriz de rigidez. Con esta idea se obtuvo
una mejora en el comportamiento del elemento de 4 nodos estandar en elasticidad



Sk HREVE RESENA NISTORICA 0

en ciertas configuraciones. Sin embargo, aiin no eran claras las potencialidades v
limitaciones de esta téenica.,

En (Wilson et al., 1973) se introdujo un elemento isoparamétrico cuadrildtero
mejorado especificamente para el problema de flexién, llamado de modos incom-
patibles o 6. Cada componente del campo de desplazamientos se enriquece con
dos términos cuadriticos, modos caracterfsticos de la flexion, Se lograron mejores
resultados en mallas bastas, pero sélo con mallas de elementos repulares, es decir
paralelogramos. Se detectd luego que el elemento no pasaba el test de la parcela
(patch test) en configuraciones distorsionadas. Posteriormente se introdujo una mo-
dificacion empfrica ad-hoc en la evaluacidn del jacobiano de la transformacién con
la finalidad de forzar el cumplimiento del test de la parcela y el elemento resultante
se denoming QMG Los resultados aleanzados eran igualmente mejores en mallas
regulares, pero no del todo satisfactorios en mallas con elementos distorsionados,

Una serie de importantes estudios aportaron luego las elaves para profundizar el
conocimiento respecto a estos problemas y formulaciones. (Nagtegaal et al., 1974),
(Argyris et al., 1974) y (Fried, 1974) trataron el problema de incompresibilidad y las
razones por las cuales la formulacién en desplazamientos no funciona. La formula-
cion de (Nagtegaal et al., 1974) en plasticidad, también conocida como apromimacion
de dilatacion media, se puede citar entre las formulaciones de deformaciones supues-
tas (assumed strains). (Malkus and Hughes, 1978) fueron los primeros en demostrar
la equivalencia entre las téenicas de integracién selectiva en elementos en despla-
zamientos v la formulacidn mixta en elasticidad, Gracias a estos conocimiontos a
integracion reducida adquirid legftimamente la eategoria de método, El éxito de la
integracion reducida radica en que ésta proporciona singularidad de manera adecua-
da en las partes de la matriz de rigidez que actiian como restriceion, evitdndose de
esta manera el bloqueo, o excesiva rigidlez, del elemento,

En mecdnica de Huidos se presenta un problema equivalente al de la incom-
presibilidad eldstica lineal, éste es el denominado problema de Stokes. La intensa
investigacion y las propuestas desarrolladas en este dmbito sirven de referencia en el
problema en mecdnica de sdlidos incompresibles. Existe una gran cantidad de tra-
bajos dedicados al tratamiento del problema de Stokes. La formulacién variacional
mixta de dos campos, en este caso velocidad y presidn, es el marco natural para el
desarrollo de elementos.

Las claves matemdticas para garantizar la convergencia y estabilidad de los ele-
mentos mixtos fueron establecidas en (Babuska, 1971) y en (Brezzi, 1974), dando
lugar a la condicion de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi, o LBB, en la forma como se
conoce en nuestros dins (Brezzi and Bathe, 1990). Basicamente ésta es una condi-
cién de estabilidad que establece restriceiones de compatibilidad entre los campos
de interpolacién involuerados en la formulacién mixta, necesarias para garantizar la
convergencia y la unicidad de la solucidn. De esta manera, el eriterio de estabilidad
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deja al margen de la aplicabilidad combinaciones convenientes de campos de inter-
polacién de velocidad y presion, como los de igual grado de interpolacién. Dificulta
ademds la aplicacién de téenicas de refinmmiento p-adaptable, pues la seleccién de
elementos se debe definir no sélo en funcién de la precision requerida en cada caso
sino mediante la condieién de estabilidad, lo que normalmente resulta en desmedro
de la eficiencia computacional. Existe ademds otro eriterio muy simple y difundido
que ha mostrado ser efectivo para descartar elementos mixtos que podrfan tener
mal comportamiento. Este se reduce a un procedimiento que consiste en el con-
teo de restricciones y de prados de libertad efectivos de las variables del elemento
mixto (Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Hughes, 1987). Esta es una aproximacion
heuristica que se deriva de un eriterio de selvabilidad del sistema de ecuaciones del
problema. Es una condicidn necesaria pero no suficiente para garantizar la estabili-
dad. Mediante ésta ge obtienen de manera sencilla indicios del comportamiento del
clemento. Por ejemplo, el elemento triangular u/p, desplazamiento/presién, con in-
terpolaciones continuas lineal/lineal queda descartado tanto por la condicién LBB,
como por el eriterio de conteo de restricciones, A pesar de que el desarrollo de los ele-
mentos mixtos se remonta a algunas décadas atrds, su uso en aplicaciones practicas
de andlisis estructural no se ha extendido paralelamente. Segiin (Brezzi and Bathe,
1990), la causa de ésto es que la comprension y prediceién de su comportamiento
es bastante mds dificil que en el caso de la formulacidn convencional irreducible en
desplazamientos.

Ante este tipo de dificultades se desarrollaron los métodos de estabilizacion. Es-
tos métodos tienen por objetivo eliminar las inestabilidades numéricas. Se aplican
por ejemplo en problemas de conveccidn dominante, asf como en formulaciones mix-
tas para lograr formulaciones estables eludiendo el requisito de compatibilidad entre
los campos de interpolacion. (Arnold et al., 1984) presentaron un importante ele-
mento triangular estable denominado  “ming”, Este emplea interpolaciones lineales
y continuas de velocidad y presidn, con el campo de velocidades enriquecido por
una funcién burbuja de tipo jerdrquica. La funcidn burbuja permite estabilizar la
respuesta en problemas de conveceidn dominante, en el que se presentan dificultades
numéricas con el método estdndar de Galerkin, (Hughes et al., 1986) plantearon
la solucion del problema de Stokes mediante ¢l método de Petrov-Galerkin con in-
terpolaciones de igual orden parva la presion y velocidad. En esta formulacién se
incorporan términos adicionales dependientes de la malla en funcién de las ecua-
ciones de gobierno que proveen estabilidad a la formulacidn original. En (Hughes
el al., 1989) se desarvolla ¢l métode GLS (Galerkin Least Squares) aplicado a la
solucidn de problemas de conveceldn-difusion; en este caso los términos de estabili-
zacion dependen del residuo de la ecuacidn de gobierno. En (Baiocchi et al., 1993)
se demosotrd la equivalencia entre los métodos GLS y los métodos de estabilizacion
con burbujas, tanto en aplicaciones de conveceién-difusion como en el problema de
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Stokes. En (Hughes, 1995) y (Hughes et al., 1998) T..J.R. Hughes formulé el método
de las sub-escalas, un marco dentro del cual se pueden justificar e identificar varios
otros métodos de estabilizacion como casos particulares. Una visidn comparativa
y detallada de diversos métodos de estabilizacion se puede encontrar en (Codina,
1997). El desarrollo alcanzado en las técnicas de estabilizacion sirve de motivacion
a alpunas de las formulaciones de elementos aplicados a la mecdinica de sdlidos.

2.2 Panorama actual de formulaciones de elemen-
tos

Como se ha descerito, la formulacion en desplazamientos presenta dificultades en
ciertos problemas, tales como la incompresibilidad o el cizallamiento en flexidn,
Esto ha dado lugar al desarrollo de diversas formulaciones para tratar de suplir la
carencia de herramientas adecuadas para estos casos. A continuacion se presentan
en forma panordmica las formulaciones mas importantes actualmente vigentes. Para
organizar la exposicion se las clasifica en dos grupos principales, las formulaciones
mixtas v las de integracion reducida,

2.2.1 Formulaciones variacionales mixtas

Esate tipo de formulacidn incluye campos de variables adicionales al de desplazamien-
tos. La inclusion de estos campos adicionales permite un mejor tratamiento de las
restricciones que el problema especffico plantea, A grandes rasgos, estas formulacio-
nes ge encuadran en dos métodos: los de tengiones supuestas y los de deformaciones
supnestas,

Entre las formulaciones de lensiones supuestas (assumed stresses) destaca la
presentada en (Pian and Sumihara, 1984). Se desarrolla en elasticidad lineal un
elemento mixto, denominado 53, que se deriva de un funcional de dos campos de-
nominado Hellinger- Reiwssner. En éste se interpolan independientemente el campo
de tensiones y dos campos de desplazamientos que se superponen. Uno de éstos
tiltimos se define sobre todo el dominio del elemento y otro, incompatible, se define
en el interior del elemento. Debido a que los campos quedan definidos en diferentes
subdominios las formulaciones de este tipo se denominan hibridas. Fste elemento
es eficiente en su implementacién y ofrece buenos resultados en elasticidad lineal;
gin embargo, en el dAmbito de la no-linealidad material el uso de este tipo de ele-
mentos no ha sido muy extendido. La causa de ésto es que las formulaciones de
tensiones supuestas presentan dificultades para expresar la formulacidn conducida
por deformaciones en que se basan los algoritmos de integracién de los modelos cons-
titutivos no-lineales en general, debido a la inclusion de las tensiones como variables
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adicionales en la solucién (Wriggers and Korele, 1996), (Nagtegaal and Fox, 1996).

Por otro lado, las formulaciones de deformaciones supuestas se basan en una
modificacion de las relaciones cinemiticas. Por ejemplo, la escision cinemdtica del
campo de deformaciones permite separar la respuesta volumétrica de la desviadora.
Esta es la base de varios elementos de bajo orden que se aplican con éxito en pro-
blemas cuasi-incompresibles para diversos modelos constitutivos. Ejemplos de este
tipo de formulacién son el método B-bar de (Hughes, 1980) v la aproximacién de
dilatacion media de (Naglegaal et al,, 1974) en plasticidad, como caso particular.
El operador discreto de deformacidn B se puede reemplazar por un operador de de-
formacién modifieado B (B-bar), en el que se separan sus componentes volumeétrica
y desviadora y se redefine convenientemente la parte volumétrica,

Las formulaciones de deformaciones supuestas se pueden obtener a partir de un
principio variacional de tres campos denominado de Hu- Washizu, (Washizu, 1982),
tal como lo demostraron (Simo and Hughes, 1986), Este es el punto de partida para
la formulacién para problemas de incompresibilidad propuesta en (Simo et al., 1985),
un método variacional de proyeceion de la deformacion. Los elementos estdndar sir-
ven de base para estos elementos que llevan incorporados, ademsds del campo de
desplazamientos, eampos adicionales de presion y deformacién volumétrica discon-
tinuos entre elementos, Esta formulacién provee un marco general para el disenio de
elementos que, al condensarse las variables discontinuas a nivel de elemento, quedan
expresados en términos solo de desplazamientos. Dentro de este marco se pueden
derivar como casos particulares las formulaciones de dilatacién media y la B-bar y
las aplicaciones se pueden extender a las no-linealidades material y geométrica,

Segun refieren (Lautersztajn and Samuelsson, 2000) en su discusion sobre ele-
mentos cuadriliteros, (McNeal, 1987) realizé en 1987 una observacién presentada
en forma de un teorema que concluye: “..effectively closes out further efforts to im-
prove accuracy beyond whal has already been achieved for four-node elements with
two degrees of freedom per node”. Basa la demostracion en fundamentos mecdnicos
y en el principio de los trabajos virtuales.

La investigacién especifica en elementos cuadrildteros basados en la formulacion
de modos incompatibles de Wilson y la modificacion ad-hoe continiia sin embargo
y s desarrollan formulaciones més sofisticadas. La de mayor repercusién y cardcter
mds general es el método de deformaciones mejoradas “assurned enhanced strains”
(EAS), desarrollada por J.C. Simé. La formulacién se presenta primero en elas-
ticidad, en el ambito de la no-linealidad material, en el trabajo (Simo and Rifai,
1990). El método se deriva como una formulacién mixta a partir de la definicién
de un funcional de 3 campos, del tipo Hu-Washizu. La idea clave es mejorar el
campo representativo de las deformaciones mediante la incorporacién de un campo
independiente. En el contexto de las pequenas deformaciones queda inclnido en esta
formulacién, como un caso particular, el método de los modos incompatibles. La
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extension de la formulacién a la no-linealidad geométrica no es trivial. La metodo-
logia general se propone en (Simo and Armero, 1992). En este dmbito los eampos
de deformacion enriquecidos no corvesponden necesariamente a log gradientes de
un campo de desplazamientos incompatible. El elemento 3D se denomina 1/ F9,
sobre la base del hexaedro frilineal se anaden 9 modos de mejora. Los propios au-
tores detectaron en este elemento modos fisicamente inadmisibles en presencia de
prandes deformaciones plasticas. En (Siuu‘: ot al., 1993) se introdujeron algunas mo-
dificaciones, se anadieron 3 modos adicionales para mejorar el comportamiento en
cunsi-incompresibilidad y se empled una cuadratura de 9 puntos de integracién. El
elemento desarrollado se denomina QM 1/E12. Con estas modificaciones se aliviaron
algunas deficiencias y ge lograron notables resultados en elasto-plasticidad.

La formulacidn FAS contiene importantes ingredientes de formulaciones desarro-
lladas previamente, como las de (’\Nilaiiuu ot al., l!—]?ﬂ)? (Pian and Sumihara, 1984),
(Malkus and Hughes, 1978), (Belytschko et al., 1984) ete. El método EAS puede
ser visto como un método B-bar, la formulacidn EAS provee el marco variacional
para obtener matrices B consistentes. Los elementos FAS exhiben un buen COMpor-
tamiento en flexién y en el Ifmite de incompresibilidad y son computacionalmente
eficientes (Wriggers and Korele, 1996). Debido a la construecién, mediante la incor-
poracién de modos adicionales de deformacién, los elementos conservan la apfitud
para expresar la formulacién conducida por deformaciones tipica de modelos cons-
titutivos. En el rango de pequenas deformaciones log elementos de la formulacion
FAS son muy eficaces en general. Sin embargo, en grandes deformaciones los ele-
mentos derivados de esta formulacién presentan inestabilidades de tipo numérico,
Se presentan en estos elementos patrones de deformacién fisicamente inadmisibles,
modos espurios denominados “hourglass”. Fste fendmeno se manifiesta, por ejem-
plo, en casos de compresién profunda, tal como se reporta en (De Souza et al., 1995),
(Wriggers and Reese, 1996).

Se desarrollan llmp;t) diversos trabajos de investigacion para procurar entender
lag eansas y eliminar los problemas de estabilidad de los elementos EAS, por gjemplo
(Criesfield et al., 1995), (Wriggers and Hueck, 1996). Sin embargo no se logra com-
pletamente el éxito en casos generales. Fn (Nagtegaal and Fox, 1996) se analiza con
criterios ffaicos la influencia de los modos adicionales en el volumen deformado del
elemento, En (Kasper and Taylor, 1997) se propone una idea innovadora, denomina-
da muxte-IEAS, desarrollada en principio para problemas geométricamente lineales.
En esta formulacién el campo de tensiones también se interpola y enriquece, y el
campo de deformaciones se reparametriza en funcién de éste. En (Bischofl et al.,
1999a) se explora la relacion entre la formulacién de tensiones hibridas y la EAS, y
ge muestra que bajo ciertas condiciones las dos conducen a elementos idénticos.

En otros trabajos, como (Korele and Wriggers, 1996a) y (Glaser and Armero,
1997) se propuso la modificacién de la interpolacién de los campos de mejora. En
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(Korele and Wriggers, 1996a) los autores plantearon sobre estos campos requisitos
adicionales de ortogonalidad respecto de los campos conformes. Mediante el andli-
sis modal (Glaser and Armero, 1997) detectaron que la inestablidad del elemento
bajo compresion homogénea se debe a la cancelacion de dos términos en la expre-
sidn analftica del valor propio “hourglass”. Analizaron diferentes posibilidades para
definir la interpolacién del campo de mejora y definieron una nueva interpolacién,
Utilizando ésta, el valor propio “hourglass”™ queda representado por un sélo término
que permanece siempre positivo. Encontraron ademds que la formulacidn de (Korvele
and Wriggera, 1996a) no era objetiva ante rotaciones de sélido ripido y propusicron
una correceion. Bl cardcter analitico de estas formulaciones sélo permite considerar
solicitaciones homogéneas y elementos regulares.

Una restriceion importante de la formulacién EAS es que no se puede aplicar
sobre la base de elementos triangulares o tetraédricos lineales, (Reddy and Simo,
1995), (Heeres and De Borst, 1999). Como consecuencia de ello, los problemas
que se pueden abordar eficazmente con éstos elementos estdn limitados por las di-
ficultades proping de los generadores de mallas para digeretizar formas geométricas
complejas utilizando elementos cuadrilateros o hexaédricos, Ademds presentan alta
sensibilidad a la distorsion, al igual que las demds formulaciones de cuadrildieros
que se basan en los modos incompatibles y en la correceién ad-hoc para forzar la sa-
tisfaceidn del test de la parcela, tal como lo muestran (Lautersztajn and Samuelsson,
2000). Este trabajo sugiere que desde la aparicién del método de modos incompati-
bles no ha habido mejora significativa en este tipo de elementos, a pesar del intenso
desarrollo de nuevas y sofisticadas formulaciones,

2.2.2 Formulaciones de integracién reducida

Esta formulacion, como se ha descrito, consiste en la integracidon reducida de la
matriz de rigidez o de partes de ella, en cuyo caso se denomina integracion selectiva.
Esta téenica implica un menor volumen de cdleulo, ya que la integracion numérica
se realiza evaluando las funciones en un menor mimero de puntos de integracion,
por lo tanto es computacionalmente muy eficiente, T.J.R. Hughes desarrollé una
aplicacion sistemdtica y amplia del método. De hecho, los métodos de integracidn
reclucida y selectiva son casos particulares del método B-bar. La velacidn enfre los
métodos de integracion selectiva y las formulaciones mixtas se analiza en (Hughes
and Malkus, 1983).

La desventaja del método de integracién reducida es que en algunos casos puede
dar lugar a la deficiencia de rango de los elementos e introducir modos espurios
de energia nula, los modos “howrglass”. Se procura evitar este efecto mediante la
aplicacién de téenicas de estabilizacion. En general la idea es compensar el compor-
tamiento del elemento sumando una matriz de estabilizaciéon a la matriz de rigidez
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sub-integrada . En este campo son fundamentales los trabajos (Belytschko et al,
1984), (Belytschko and Bindeman, 1993). En ellos se proponen elementos con una
téenica de estabilizacidn conocida como control de modos “hourglass”.

La dificultad de esta téenica radica en la dependencia de su precisidn respecto
de los pardmetros de estabilizacién y en la dificultad para caleularlos. En (Hutter
et al., 2000) se analiza el efecto de acumulacién de errores que se infroduce al aplicar
téenicas de control “hourglass™ en el contexto de problemas que se encaran mediante
algoritmos incrementales, como los de grandes deformaciones,

Las formulaciones de (Freischlager and Schwiezerhof, 1996) y la de (Kussner and
Reddy, 1998) explotan la equivalencia entre esta técnica y los métodos mixtos en el
Ambito de lag pequenas deformaciones para obtener los factores de estabilizacidn. A
partir de un estudio sistemdtico y detallado de los elementos EAS en (Freischlager
and Schwiezerhof, 1996) se proponen elementos mejorados con la introduccién de
alpunas simplificaciones, en el cdleulo de la matriz de rigidez y el vector de fuerzas,
y el empleo de la téenica de control de estabilidad. (Hansbo, 1998) desarrolla una
idea similar, al formular elementos con integracién reducida a un sélo puinto mais una
matriz de estabilizacién deducida a partir del concepto de cuadratura de integracidn
numérica. La formulacién de (Reese et al., 1999) desarrolla una extension novedosa
al contexto de las grandes deformaciones. Esta plantea el edleulo de los factores de
estabilizacion a partir de la equivalencia con la forma linealizada de un funcional
mixto.

2.3 Principales lineas de investigacién en desarro-
llo

A partir de lo expuesto anteriormente se puede identificar, describir y comparar las
Iineas de investigacidn mas relevantes en la formulacién de elementos en mecanica de
silidos. Se pueden caracterizar algunas de ellas por su relacién con la formulacidn
EAS. Estas procuran el desarrollo de téenicas de estabilizacion que permitan corregir
log problemas de inestabilidad en el rango de grandes deformaciones. Ejemplos
de éstas son lag que desarrollan el grupo de E. Ramm y el de P, Wriggers, Por
otro lado, otras lineas de investigacién se orientan al desarrollo de formulaciones
mixtas estabilizadas, con marcado interés por el disefio de elementos tetraédricos.
Las técnicas de estabilizacion en este cago tienen por propdsito lograr eludir las
restricciones que impone la condicién de estabilidad LBE sobre la cleccidn de los
campos de interpolacion. Ejemplos de estas Iineas de investipacién son la de R.
L. Taylor y la del grupo de M. 5. Shephard. Las principales Ifneas de investigacion
actuales se presentan en forma comparativaen la tabla 2.1, En el anexo A se explican
en forma mis detallada las formulaciones que se presentan a continuacién.



16 CAPITULO & KETADO DEL ARTE EN LA FORMULACTON DE KLEM ENO8

EEEEFEE,

2.3.1 Elementos FAS y estabilizacién

E. Ramm y su grupo de investigacion desarrollan una téenica de estabilizacion para
estabilizar el comportamiento de la formulacién EAS, presentada en (Bischofl et al.,
199911,). La motivacidn es la téenien de estabilizacion GLS desarrollada en el ambito
de la mecdnica de fluidos. Basicamente se trata de agregar a la forma original
del problema términos dependientes del cuadrado del residuo, de manera similar
al método de mmimos cuadrados.  Fn este caso se considera que los modos de
deformacién de mejora son el residuo de la ecuacién cinemdtien. Los pardmetros de
estabilizacidon son funcidn de los degplazamientos. La definicidn de los pardmetros se
hace a partir de consideraciones mecdnicas y se verifica mediante el andlisis modal.
Si se compara con el método EAS original, el método estabilizado demanda un
mayor nimero de cdleulos matriciales y memoria para variables histéricas por cada
elemento. La investigacion en su estado actual exhibe resultados sélo en problemas
2D para elementos (cuadriliteros) de configuracion regular, carga de compresién
homogénea y aplicaciones con modelos constitutivos hiper-eldsticos.

La Iinea de investigacién del grupo de P. Wriggers se baga en la téenica de inte-
gracion reducida mas estabilizacidn. A partir de ese concepto en (Reese et al., 1999)
v (Reese et al., 1998), el desarrollo evoluciona hacia una téenica de control de estabi-
lidad en (Reese and Wriggers, 1999) y en (Reese and Wriggers, 2000). El objetivo es
lograr una téenica de control de inestabilidades que sea automatica y general, basada
en la deteccidn de inestabilidades numéricas mediante el andlisis modal de la matriz
de rigidez. La clave del método es la descomposicion de la matriz de rigidez en una
parte constante, evaluada en el centro de cada elemento, y en una de estabilizacién,
Esta matriz de rigidez se deriva del método de deformaciones supuestas de mejora
(EAS). Para lograr la descomposicién de la matriz de rigidez se parte del desarrollo
en serie de Thylor de lag funciones de forma, tal como se plantea en (Belytachko
et al., 1984), logrando separar en éstas la parte lineal de la parte “hourglass”. Se
infroducen ademds algunas simplificaciones importantes, aplicando el concepto del
paralelogramo equivalente (Arunakirinathar and Reddy, 1995b), (Arunakirinathar
and Reddy, 1995a). De acuerdo con este concepto, las integrales sobre el dominio
de cada elemento se realizan sobre un paralelogramo equivalente en vez de hacerlo
en la configuracién deformada, que en general pude tener forma arbitraria, La des-
composicidn de la matriz de rigidez en cada elemento facilita el andlisis de valores
propios para modificarlos si es necesario, de manera que cada elemento reaccione
en funcidn de las condiciones de estabilidad. En el caso 2D demuestran que el con-
trol de estabilidad se puede realizar analizando tres pardmetros de estabilizacién.
Ademas de la eficiencia computacional, propia de las téenicas de integracién reduci-
da, las simplificaciones introducidas permiten el edleulo analitico de las integrales,
con @l consecuente abaratamiento del costo computacional. El método es validado
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para solicitaciones de cardeter general y mallas con elementos distorsionados. Las
desventajas de este método son la dependencia respecto del tamano del ineremento
de carga y dificultades para la aplicacion a modelos elasto-plasticos. Las causas de
estas dificultades se encuentran en la simplificacidn introducida en la aproximacidn
geométrica para la evaluacion de la matriz de estabilizacién. En su estado actual
eata investigacion exhibe resultados en problemas en 2D con mallag de elemen-
tos (cuadrildteros) distorsionados, solicitaciones generales y modelos constitutivos
hiper-elisticos.

2.3.2 Formulaciones mixtas y estabilizacién

I L. Taylor desarrolla un elemento tetraédrico mixto con campos de desplazamien-
tos, presion y volumen, (Taylor, 1999), El elemento incorpora un campo de mejora
agregado al campo compatible de desplazamientos. El campo de mejora es de tipo
burbuja y es el que proporciona estabilidad a la formulacion mixta. Las interpola-
ciones de desplazamientos v presidn son continuas entre elementos. El campo que
representa el efecto volumétrico y el campo de mejora de deformaciones se interpolan
mediante lunciones discontinuas. Estos campos discontinuos se condensan mediante
una serie de operaciones matriciales a nivel de elemento. Se obtiene asf finalmente
una formulacién global u/p desplazamiento/presién, El desarrollo se centra parti-
cularmente en un elemento con interpolacion lineal /lineal. El propio autor sefiala
que la formulacidn conduce a un sistema indefinido de ecuaciones algebraicas, cuya
golucidn en aplicaciones practicas tendrfa que encararse mediante esquemas iterati-
vos. Be axhiben resultados en problemas 3D, solicitaciones generales y aplicaciones
con modelos constitutivos hiper-eldsticos y elasto-plisticos.

Otra formulacion estabilizada es la propuesta por el grupo de M. 8. Shephard. En
el marco de ésta el interés se centra también en el diseno de elementos tetraddricos.
El desarrollo de esta linea se puede seguir en las sucesivas publicaciones realizadas,
Estas son (Klaas et al., 1999), (Maniatty et al., 2001) y (Maniatty et al., 2002). Los
autoros ]'n'npnuun 111 E?l[‘]ll‘l(-!llt.l:} mlxtu, Ol Il'.’l:ll'Il[!(}H l:.l(! l.'ll-]Hll]l-.l.’.ﬂ-.'l.l'lli(-!l’lt.{)!-l :Y {]l'l';?ﬁi{h'l Ol
interpolaciones continuas entre elementos, La molivacién también se encuentra en
las técnicas de estabilizacidn de tipo GLS. En este cago la funcidn de ponderacién
se perturba agregindole un término definido a prior. Este da lugar a un término
adicional en la forma variacional del problema. Se logra definir interpolaciones des-
plazamiento/presién con estabilidad mejorada eludiendo el requisito de la condicion
LBB. En el primero de los trabajos citados se aborda la obtencion de elementos u/p
lineal /lineal en aplicaciones con modelos constitutivos hiper-eldsticos. En el segundo
se abordan problemas en 2D de flujo visco-plastico de estado estable, y en el tercero
el diseno de elementos de prado de interpolacién superior en hiper-elasticidad 3D.

Una formulacién mixta alternativa a la anterior se propone en (Onate et al,,
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2001), a partir de la téenica del edleulo finito. Esta formulacién conduce a elementos
mixtos estabilizados u/p similares,

2.4 Discusion

A partir de la revision del estado del arte se pueden distinguir alpunos aspectos
importantes que se deben tomar en cuenta como referencia en el punto de partida
del presente trabajo de investigacion.

La primera observacidn respecto a las lineas de investigacién se puede hacer
atendiendo a los objetivos hacia los cuales se encaminan y a sus posibilidades de
aplicacién. Se puede apreciar que existe un marcado interés en el desarrollo de una
formulacién mixta u/p, un marco general en el cual se puedan desarrollar elementos
tetradédricos. Este es el caso de las investigaciones de R.L. Taylor y del grupo de M.S.
shephard. Este objetivo es explicable dada la versatilidad que ofrecen las formas
tetraédricas en la generacién de mallas. En aplicaciones practicas aparecen con
frecuencia formas geométricas de cierta complejidad, y en alpunos easos la generacion
de mallas adecuadas con elementos hexaédricos puede llegar a ser poco menos que
imposible. Las lineas de investigacidn que tienen como basge la formulacion EAS
heredan esta limitacion, tales son los casos de la del prupo de E. Ramm y la del
grupo de P, Wriggers,

Los problemas numéricos de estabilidad y las técnicas de estabilizacién juegan
un papel de suma importancia en todos los casos. En el caso de las formulaciones
mixtasg, la estabilizacion procura eludir el requisito de la condicién LBB, para asf
poder definir los campos de interpolacién con flexibilidad. Tanto la formulacién
de R.L. Taylor como la del grupo de M.S. Shephard incorporan campos de presion
continuos como variables adicionales en el gistema a resolver. Ambos desarrollan
elementos tetraédricos u/p lineal/lineal. La formulacién de M.S. Shephard para
interpolaciones lineales de desplazamientos y presién no es consistente, en sentido
estricto, con el problema continuo, Sin embargo, al parecer se logra un elemento
con comportamiento estabilizado.

La comparacion entre las formulaciones de R.L. Taylor y la del grupo de M.S.
shephard, desde el punto de vista del volumen de cileulo involucrado y de la eficien-
cia, permite apreciar que la primera introduce un mayor mimero de variables con el
consecuente aumento del nimero de operaciones a nivel de elemento. Entre las for-
mulaciones basadas en la formulacién FAS, Ia formulacién estahilizada de E. Ramm
implica un considerable volumen de céleulo adicional, mientras que la integracion
reducida del grupo de P. Wriggers reduce el volumen de cdleulo y la utilizacion de
memoria respecto a la formulacion EAS original. Esto es posible debido a las sim-
plificaciones que se introducen, por ejemplo mediante el concepto de paralelogramo
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equivalente, que permiten una implementacién eficiente (incluso los cileulos de las
integrales a nivel de elemento se pueden realizar en forma analitica). No obstante,
desde el punto de vista de la sensibilidad a la distorsién, los autores observan una
mejoria en el comportamiento respecto a log demis elementos euadriliteros basados
en los modos incompatibles y la correccién ad-hoc. Lamentablemente, como se ha
mencionado antes, la formulacién de integracion reducida del grupo de P. Wriggers
hereda también la limitacién de no ser aplicable a trisngulos y tetraedros.

Finalmente se cita la reflexion respecto al desarrollo de formulaciones de elemen-
tos, que se encuentra en el trabajo de (Lautersztajn and Samuelsson, 2000):;

“...To choose an appropriate element for the given problem can be a
choice between a simple element with a few degrees of freedom in a very
Jine mesh and a physically more correct element in a coarse mesh”

2.5 Sumario y conclusién

La formulacion de elementos de bajo orden que sirvan de herramienta general en el
andlisis de grandes deformaciones es un campo de intensa investigacion, Los princi-
pales métodos son: las formulaciones variacionales mixtas y la téenica de integracidn
reducida. Para lograr un comportamiento éptimo en situaciones generales ambas
formulaciones requieren el complemento de lag {éenicas de estabilizacion, Merecen
particular atencion la formulacidn de elementos cuadriliteros de deformaciones su-
puestas EAS y las formulaciones mixtas u/p. Las lineas de investigacion estudian la
manera de complementar estas formulaciones con el desarrollo de técnicas de esta-
bilizacién, La propuesta de una formulacidn de elementos requiere considerar tanto
los fundamentos fsicos sobre los que se basa su desarrollo como las posibilidades de
aplicacién general de los elementos en la prictica. Es por esto que se optard en este
trabajo por la alternativa del planteamiento de una formulacién mixta estabilizada,
centrando el interés particularmente en la posibilidad del desarrollo de elementos
tetraédricos, por la versatilidad de éstos en la generacién de mallas sobre formas
peométricas generales,



Anexo A

Lineas de investigacién en
desarrollo

En la revision del estado del arte en el diseno de elementos se han identificado lag
principales lneas de investigacién que se desarrollan actualmente. En general en
la base de éstas se encuentran la formulacién mixta para incompresibilidad y los
elementos KAS, A continuacion se describen estas formulaciones con un nivel de
detalle algo mayor.

A.1 Motivacion

Tal como se ha visto, la estabilidad numérica y las téenicas de estabilizacién son un
problema clave de las formulaciones de elementos y un campo de intensa investiga-
cién. Estas téenicas se aplican con la finalidad de subsanar problemas numéricos de
las formulaciones originales, por ejemplo, de elementos mixtos o elementos con de
deformaciones mejoradas EAS, procurando que queden exentas de las inestabilidades
artificiales que se presentan en clertas situaciones, En la base de lag formulaciones
que se describen a continuacion ge puede encontrar relaciones con distintos méto-
dog de estabilizacion desarrollados previamente, Por ejemplo, las formulaciones de
(Bischoff et al.,, 1999a) y la de (Klaas et al., 1999), y publicaciones sucesivas, vie-
nen motivadas por el método GLS. Por otro lade, la formulacién de (Reese and
Wriggers, 1999) se basa en la equivalencia de la integracidn reducida y los métodos
mixtos, y aplica el método de estabilizacion de modos “hourglass” de (Belytschko
et al., 1984). Por su importancia en la motivacion de alpunas de lag téenicas que se
verin mas adelante se presenta a continuacién una breve referencia a la téenica de
estabilizacion (/LS y al desarrollo de las funciones de forma para su descomposicion
en modos “hourglass”,

21
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A.1.1 La técnica de estabilizacién GLS como motivacion

Il desarrollo de algunas de las téenicas propuestas en la formulacion de elementos
EAS y mixtos en la mecdnica de sélidos vienen motivadas por los métodos de es-
tabilizacion desarrvollados y aplicados en el drea de mecdnica de fluidos; (Codina,
1992), (Donea, 1999).
Para describir a grandes rasgos la técnica de estabilizacion GLS ( Galerkin Least
Squares) se considerard un problema expresado en forma abstracta mediante una
ecuacion diferencial como la siguiente:

Lu)+f=0 ueV (A.1)

El residuo de esta ecuacion se denota por:

R(uw) =L (u)+ f (A.2)

La expresidn variacional del problema (A.l) o5

a (u,w) = [(w) Yu € ¥ (A.3)

En (A1) £ es un operador diferencial, aplicado sobre la variable escalar u en el
espacio de funciones V, dotado del producto interno Ly que se denota (+,+). En la
expresion variacional (A.S) u,(a, ) es una forma bilineal y [() e una [orma lineal
correspondientes a (£ (u) ,w)y (f, w) en V, respectivamente. En el caso de principios
variacionales obtenidos a partir de funcionales las funciones w se pueden identificar
con lag variaciones du.

El método GLS consiste en sumar a la expresion variacional un término depen-
diente del residuo R (u) en forma de mfnimos cuadrados, El problema de minimos
cuadrados asociado a (A.1) es minimizar el funcional cuadratico:

i / RTR dQ (A4)
la condicion de estacionariedad proporciona la ecuacién 8/ = [ §RTR dQ = 0.

La formulacién GLS se obtiene mediante una combinacion de esta expresion con la
expresion variacional del método de Galerkin (A.1), y se puede expresar como:

(tn wy) +~ZT,.( wy) R(m.))“ = {(un) (A.5)

donde £ es un operador diferencial similar a £, que se deriva del mismo, y 7, es ¢l
pardmetro de estabilizacidn. El término adicional en el sumatorio se evaliia elemento
por elemento.
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En esencia el método GLS consiste en agregar al término usual de Galerkin
términos adicionales dependientes de la malla (en forma de mimimos cuadrados), que
son funciones del residuo de las ecuaciones de Euler, evaluados en cada elemento,

A.1.2 Desarrollo de las funciones de forma y funciones “hour-
glass”

Las expresiones que se plantean a continuacién son el punto de partida para el
desarrollo sistemadtico de elementos con cuadratura de un solo punto, como es el
easo de la téenica que se revisard en el apartado A.2.2. Una derivacién similar se
desarrollo originalmente en (Belytschko et al., 1984). Se descomponen las funciones
de forma mediante un desarrollo en serie expresado como la suma de un término
lineal y otro de orden superior.

El elemento base del desarrollo es el hexaedro trilineal, para el cual nf,, = 8.
N(£) es el vector 8 % 1 asociado a las funciones de forma soparamétricas

N(€) == [N'N?...N*]" | con N* .= % (1+£,60) (1+&60) (1 +660) (A6)

donde €= ( B 'f) son lag coordenadas de los vértices del cubo bi-unitario de
referencia, denotado como [,

La idea es hallar una expresion de las funciones de forma N(£) como combinacion
lineal de polinomios lineales en coordenadas cartesianas X; més un conjunto de
términos “hourglass” de segundo orden, de la siguiente manera:

4 1
N(&) =bo+ D> Xibr+ > H(€)v, (A7)
f=] Jml

donde las 7 son las funciones “hourglass”, definidas por:

HI(E) = Eyly HQ(E) = &6y HS(E) =&, HJI(E) = 16,8, (A'S)

[in la expresion (A.7) los vectores by, by, v, € B*son constantes y s¢ pueden deter-
minar de manera directa. Para esto, se aplica la condicién N4 (E‘") = S5 o partir
de la cual se obtiene la expresién matricial 8 x 8

4 4
ly=bo@1s+3 bi@Y;+3 5, @h’ (A.9)

fes] Jmi



s =

24 ANEXCQ A LINEAS DE INVESTIGACION BN DESARROLLG

en la que Iy es la matriz identidad 8 % 8, el vector 1g == [1 111111 l]T, Y =
(X} X3... X" para I = 1,2,3 las coordenadas de los nodos del elemento y h? 1=
[/ (&) HI(&%).. . 1 (£")] "para J=1...4, es decir:

Ay [ 1] [ 37 [ —1]
! -1 1 !
= -1 1 =1
-] 3 . -
hi=| [, b= _; , hY= i ; hi= i (A.10)
-1 1 -1 —1
I 1 1 1
1] | =1 | [ =1 | [ =1 |

Observando estas expresiones se determina que se cumplen las condiciones de or-
togonalidad: 15+ h? = 0 y h'h® = 86, que aplicadas a (A.9) permiten obtener
explicitamente:

! 4 . 3
by = g 15 — Z{IH.Y';) bi| v ;= ; h' — z (hJ-Y!) by (A.11)
=1 ==l

Finalmente, evaluando las derivadas de las funciones de forma en € = 0 a partir de
(A.7), se obtienen los vectores by:

7 ON
bf = 357

o, (/=1,2,3) , donde J, = J(£)|., (A.12)

=0

Para caleular las derivadas cartesianas de las funciones de forma respecto al
sistema de coordenadas de referencia tan sélo se necesita una expresion explicita de
las derivadas cartesianas de las funciones 2/ (€), J = 1,...,4. La expresion estdndar
de la transformacién de coordenadas que se necesita es GRAD || = J,7GRAD, |,
De esta manera, se puede obtener una expresion de la matriz de deformaciones
discretizada estandar B descompuesta en una parfe constante asociada a la parte
lineal de las funciones de forma y otra parte variable asociada a los modos de segundo
orden “hourglass” como:

B=By, + By, (A.13)

Ista es la clave para obtener también matrices de rigidez descompuestas en una
parte constante, a ser evaluada en un sélo punto de integracién, mds otra parte que
es variable en el elemento de la que dependers la estabilidad.
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in la formulacion FAS en vez de la !.ruuhfmumcum estandar para el edlenlo de
las derivadas cartesianas se define el operador GRA DA 1| mediante la expregion:

GRAD [] = S35 TGRADE ] , donde j (€) = det [3@)] 3 ja = J(0)

(A.14)
Se puede observar que esta modificacion y la expresion estdandar conducen al mismo
resultaco en el caso de elementos de configuracion regular (par alelepfpedos). Con
esta modificacion en las interpolaciones del gradiente de deformaciones de funcio-
nes no-compatibles, se logra que los elementos disenados verifiquen el test de la
parcela en confipuraciones distorsionadas. También se aplica la expresion modifi-
cada al calcular los gradientes de funciones “hourglass” en elementos EAS, en los
que se agrega una funcién adicional de mejora para evitar el bloqueo por cuasi-
incompresibilidad en configuraciones distorsionadas,

A.2 Elementos FAS y estabilizacién
A.2.1 Formulacién EAS estabilizada

La experiencia con métodos de estabilizacion en el contexto de la mecanica de fluidos
ha impulsado a E. Ramm a aplicar ideas similares para eliminar dificultades de esta-
bilidad numérica en elementos mejorados FAS aplicados a problemas en mecdnica
de sdlidos. )

Si se denomina 1y al funcional (C.8) a partir del enal se obtiene la forma débil de
la formulacién EAS, el término de estabilizacién se introduce en la expresion varia-
cional del problema agregando a este funcional original un término de estabilizacion:

M = g + My (A.15)

El término de estabilizacién T, es, tal como se describié antes en el apartado
A.l.l, dependiente del residuo en forma cuadritica, como en el método GLS. Para
definir el término de estabilizacion se tiene en cuenta que el origen de las inesta-
bilidades que presenta la formulacién EAS en ciertas solicitaciones se encuentra en
los modos de deformacién adicionales introducidos. Por ejemplo, en la formulacion
del método FAS descrito en (Bischoff et al., 1999a) el campo de deformaciones ests
representado por el tensor de Gree 1-Lagrange:

E=E“4E ,con E'= % (FTF - 1) (A.16)

Las deformaciones adicionales de mejora E, pueden entenderse como el residuo de
la ecuacidn cineméatica, pues:
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E-E'=E (A.17)

donde la aproximacion de mejora del tensor de Green-Lagrange, en funcién de los
modos internos o es E" = Mex. De acuerdo con las idens bisicas expuestag previa-
mente en el anexo A.1.1, se define el término de estabilizacion:

Matan = f T ETDHE Vv (A].B)
2

donde Dy es la expresién matricial del tensor constitutivo tangente del material
no deformado, que se introduce para obtener una expresién energética y 7 es el
pardmetro de estabilizaciéon. Como resultado del proceso usual de obtencién de la
variacion del funcional 811, (ecuaciones de Euler) y su linealizacion (9811, v
O 0llipan ), este término da lugar a una maftriz de estabilizacién, que se suma a la
matriz del elemento FAS:

r - [:.R”]M.uh [H"”] fali
sab = | gim., [K:m]N
atail
donde
[R“]nfﬂ'h - / [Thrddau‘MTDDMﬂ] r“"’ (A'IHJ
v

[Kmlnmb = /[ET}.,.IGTMTDHM] iV
Jv

[Rg-,,] - / [2r,M"DeM] dV
stah Jv

Mediante una serie de consideraciones mecdnicas y de acnerdo con el andlisis
maodal, los pardmetros de estabilizacidn se definen en funcidn de los desplazamien-
tos 7 = 7(d). Especificamente, se establecen los pardmetros en relacién con las
componentes del tensor segundo de Piola-Kirchhoff, de manera que el parametro
de estabilizacion se activa en funcién solamente de las solicitaciones bajo las cuales
surgen inestabilidades en la formulacién original, Una limitacion de este método es
gque s6lo ha sido validado para las formas rectangulares, cuadrildteros y hexaedros,
bajo deformacidn homogénea y sdlo puede garantizar la estabilidad en estos casos,

A.2.2 Integracién reducida y estabilizacién con elementos
EAS

Esta téenica de control ha sido propuesta en (Reese and Wriggers, 1999). Se basa en
el andlisis modal en cada elemento, con la finalidad de eliminar las inestabilidades
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numéricas incluso en mallas con elementos de forma arbitraria y estacdos de tensiones
no-homogéneos, sin introducir factores de ripidez artificiales. Punto clave en esta
formulacién es la aplicacién de una téenica de integracion que permite la escision
de lo matriz de rigidez del elemento en una parte constante, evaluada con un sélo
punto de Gauss, y ofra denominada “hourglass” o de estabilizacion.

El método aprovecha la idea de la equivalencia entre In integracion reducida y los
métodos mixtos (Malkus and Hughes, 1978). El procedimiento se puede deseribir a
grandes rasgos a partir de la expresion global de un sistema lineal:

KV =P (A.20)

donde K denota la matriz de rigidez del sistema, V el vector global de desplaza-
mientos nodales y P el vector de fuerzas. Al realizar la escisién de la matriz de
rigidez en una parte constante Ky y una parte adicional, llamada de estabilizacién
o “hourglass”, el sistema se puede escribir como:

(Kﬂ + Kamb) V= P (A'ﬂl)

La matriz de estabilizacion se deriva del método EAS. Debido a esto, se espera
lograr resultados tan buenos como los que ofrece la formulacion FAS, pero con com-
portamiento estable. Para garantizar que esta escision sea posible para cualquier
configuracién geométrica es importante, en este punto, la aplicacion del concepto
del paralelogramo equivalente (y correspondientemente en 3D el paralelepipedo equi-
valente). El concepto ha sido desarrollado en (Arunakirinathar and Redd y, 1995b),
(Arunakirinathar and Reddy, 1995a). La integracién numérica no se realizard sobre
la configuracién misma del elemento, sino sobre un elemento equivalente (el para-
lelogramo). Entre otras propiedades, se demuestra en las referencias citadas que ¢l
error de la aproximacion al integrar sobre el paralelepfpedo equivalente es del orden
del tamainio de los elementos y tiende a cero al refinar la malla.

En (Freischlager and Schwiezerhof, 1996) se puede encontrar un desarrollo siste-
mético que permite un enfoque mds claro de la relacién que hay entre el método EAS
y esta técnica de integracion, a la vez que se demuestran una serie de propiedades
importantes. En forma simplificada, el método de deformaciones con mejoras asumi-
das EAS, que se aplica para eliminar el bloqueo en determinadas situaciones, reduce
ln matriz de rigidez mediante la substraccion de una parte, K - Kiocking = Kans, de
manera que el sistema quede libre de blogueo:

Kcnhv =P (A.22)

Al aplicar la técnica de integracidon propuesta a este sistema la matriz de rigidez
K. quedara representada por una parte constante y otra de estabilizacion. Sélo
esta iiltima estd asociada a los modos “hourglass” y a los modos FAS (que provienen
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de modos cuadrdticos en los desplazamientos). La técnica de integracién mas esta-
bilizacién basada en el concepto del paralelogramo equivalente converge al mismo
resultado que el método EAS. La convergencia depende sélo de la parte constante
Ky, que se puede evaluar con un solo punto de Gauss, mientras que la parte K,
asociada a los modos hourglass y a los modos EAS, puede ser madificada sin alterar
la propiedad de convergencia original.

En grandes deformaciones se puede desarrollar una estrategia similar en base a
la linealizacion de la ecuacion del sistema correspondiente a la formulacidn /A4S, Las
condiciones impuestas a los campos son las mismas que en el método EAS cldsico,
El punto de partida es el funcional del tipo Hu-Washizu IT (u, H, P), planteado en
(Simo and Armero, 1992), donde H es el gradiente material de desplazamientos y
PP es el tensor primero de Piola-Kirchhoff:

M= / [W (H) + P+ (GRAD u — H)| dV + Ty () (A.23)

J By
En este funcional se considera el campo mejorado de gradiente de desplazamientos:
H = Hypp+H ; Hewy = GRAD u (A.24)

La primera variacién del funcional proporciona el equilibrio del sistema:

511 = / i (6Blcamy +611) @V ~ G (b) =0 (A25)
g, OH
donde se ha considerado agquf la eondicion de ortogonalidad entre el campo de mejora
y las tensiones [, 6P : H dV = 0.
La aplicacion del método de Newton-Raphson para resolver el sistema no lineal
resulta en un proceso iterativo expresado por:

(AT = — (811’ (A.26)

La segunda variacién del funclonal estd dada por:

ASTL= | (8Hemy +5F) A (AHy + AR) aV =0 (A.27)
« By
donde A = H‘f“,l/‘V (H). Ya que las variaciones en (A.27) son arbitrarias y que no se
requiere continuidad entre elementos para H, se puede deducir la expresion:

| [, (5171) A (Allm,,.,, + AFI) dv =0 (A.28)

Esta permite condensar en el elemento los pardmetros de mejora, para obtener
na expresion solo en desplazamientos, antes de ensamblar la ecuacion global del
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sistema. Después de una serie de operaciones directas, que incluye el reemplazo de
(A.28) en (A.27), se obtiene la expresion matricial de la diseretizacidn del término
correspondiente al push-forward de la segunda variacion:
ol
Abll = Z (5d:' (Koo + Kayy) Ad, (A.29)
el
La matriz Ky es constante en el elemento y la matriz K., contiene los términos
variables, K.y 80 puede expresar en funcidn de una “matriz de deformaciones
discreta condensada” del elemento:

o - T | ;
[Bmh]r - [Bhy = C"Km K. . (A,JU)

- e
como se puede observar [B,:,,;,] depende de la parte “hourglass” By, de las funciones
it

de forma estindar y de K., y K4, que son las matrices relacionadas con log modos
de mejora, que se deducen de (A.ZB). (]'-‘nm obtener la matriz estiandar B en sus
partes lineal By, v “hourglass™ ﬁ;,ﬂ se aplica ¢l desarrollo de las funciones de forima
estdndar presentado en (A.7) como punto de partida; ver también (Reese ot al.,
1998)).

Cabe resaltar que la parte constante de la malriz de rigidez, K, no se ve afectada
por el procedimiento de estabilizacidn, que se puede evalumr con un sélo punto de
Gauss y que no depende del uso del paralelogramo equivalente. Por lo tanto, cabe
resaltar que el método se basa en una formulacion en desplazamientos estandar con
integracidn reducida, y adlo la matriz de estabilizacion requiere la deduceion basada
en el método EAS, cuyo punto de partida es (A.23). Es decir, la deduccién anterior
se realiza s6lo para el cdleulo de los pardmetros de estabilizacion.

Una ventaja de esta téenica de estabilizacion es fue la matriz l{dw o8 disporsa
y depende de unos cuantos pardametros de estabilizacidn. En el caso 2D son tres
los pardmetros, lo cual facilita mucho el andlisis; el mimero se eleva a quince en
el caso 3D. Gracias al concepto del paralelepfpedo equivalente se puede calcular
analfticamente. Esto contribuye a disminuir el esfuerzo computacional.

La verificacion de estabilidad se realiza en tres pasos: el edleulo de la matriz de
estabilizacién o “hourglass”, la verificacion de sus valores propios y, si alguno fuera
negativo, su modificacion, El andlisis de valores propios se simplifica apreciable-
mente, como una consecuencia mads de la estructura de la matriz de rigidez que se
obtiene,

Se presentan también algunas dificultades como consecuencia de que la integra-
cidn no se realiza sobre la configuracién real, sino sobre un elemento equivalente:
si el paralelogramo equivalente se actualiza en cada iteracién se pierde el orden de
convergencia cuadritico. Los autores proponen ealeular los pardmetros de estabili-
zacion solo en la primera iteracién de cada ineremento y mantenerlos constantes a
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lo largo del mismo, hasta satisfacer la ecuncién de equilibrio. La solucién se vuelve
dependiente del tamaiio del incremento de carga, Este es ciertamente un aspecto
desventajoso del método, Se puede aminorar este efecto mediante algunas post-
iteraciones con los factores actualizados. Un tema abierto al estudio es investigar
la aplicacion de las ideas de este método a los modelos constitutivos de plasticidad,.
Por otro lado la extension al cago 3D de esta técnica, basada en el concepto del pa-
ralelepfpedo equivalente presenta una complejidad considerablemente mayor debido
al mayor mimero de pardmetros y es un aspecto pendiente de investigacidn.

A.3 Estabilizacion de elementos mixtos

A.3.1 Elemento tetraédrico mixto estabilizado con método
GLS

En (Klaas et al., 1999) los autores proponen el uso de estas técnicas para mejorar y
hacer aplicable en la prictica un elemento en principio descartado por la condicion de
estabilidad, como el tetraedro u/p lineal/lineal en desplazamientos y presiones. La
condicion de estabilidad descarta al elemento lineal /lineal, como se ha mencionado
antes. El planteamiento bdsico se deseribe a continuacién. Bl punto de partida es la
ecuncion de equilibrio (expresada en términos del gradiente de deformaciones F y del
segundo tensor de Piola-Kirchhoff 8 y considerando ausencia de fuerzas mdsicas):

DIV [FS| =0 (A.31)

Para obtener la expresion de residuos ponderados la funcién de ponderacién usual,
w, identificada con las variaciones de desplazamientos 6 1, s8¢ perturba anadiendo un
término, de la siguiente manern

w—ow+TF Yy

donde g es la funcién de ponderacion de la presién, o variacién de la presion ép, y
r = (eh?) /(21) es un pardmetro de estabilizacion. De esta manera se obtiene la
forma estabilizada:
" Malm 1
/ DIV FS] - wdV+ Y 7, / DIV [FS] - FT9qdV =0
0 Jn

£m]

El término de perturbacién 7 F-7'Vg se aplica elemento por elemento, ¢ es una cons-
tante numérica que s6lo depende del tipo de elemento, A es un pardmetro de tamadio
de malla y g es el médulo de cizallamiento. Se considera que la deformacion volu-
métrica es puramente eldstica p = K U’ (J), donde U es la parte volumétrica de la
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energin almacenada, que depende sélo del determinante del gradiente de deforma-
ciones J, y que asf mismo en el segundo tensor de Piola-Kirchhoff se puede separar
la parte volumétrica, asociada a p, en una expresion del ti po: 8=JpC 1 + S,

Con la aplicacion de esta téenica de estabilizacion se logra con el elemento li-
neal/lineal resultados estables y cualitativamente similares, sepiin los aufores, a los
que se pueden obtener con el elemento cuadrdtico/lineal, que eumple la condicion
de estabilidad,

A.3.2  Elemento tetraédrico mixto estabilizado con burbuja
EAS

R.L. Taylor propone en (Taylor, 1999) un elemento tetraédrico con interpolaciones
de desplazamientos y presiones lineales Cy continuas, # una variable de cambio
volumétrico discontinua entre elementos, y una funcién burbuja agregada de mejora
(tipo EAS).

El punto de partida es el funcional de tres campos para cuasi-incompresibilidad
(Anexo B, ecuacion (B.3)):

p,0,0) = /n (W (C(@,0) +plJ - 0]} dD — [t (@) (AS2)

Se emplean definiciones similares a las planteadas en el apartado B.1 para el gra-
diente de deformaciones y para el tensor derecho de Cauchy-Green; éstas son:

o TEAID .
F=(}) F, C=@F (A.33)
salvo que en esta formulacién el campo gradiente de deformaciones es aumentado
con un término de mejora, tal como en el método FAS:

F =GRADy [¢] + JL (A.34)

Calerkin nyar

Los términos del pradiente de deformaciones F ge deducen, en forma similar a la que
se indica en el apartado C.3, a partiv del gradiente simétrico de la funcién burbuja:

N (&) = 1626, (A.35)

cabe resaltar que, en problemas dindmicos esta funcién burbuja de mejora no influirs
directamente en los términos de inercia. Esto es una consecuencia de la formulaciaon
EAS (Simo et al., 1993).
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e &S i

El procedimiento habitual para obtener la variacion de (A.32) y su linealizacion,
mediante las derivadas direccionales, conduce a:

2 I W =\ OW R
= Jr—— i e = ' J) i
A (81T) ]” [:ﬁf TS AC + A (6C) aa}dﬂ-ﬁﬁp&(ﬁ!)d“-}-

; / 5p(AJ — AB)dS + / Ap (5] — 60)dS2+ A (5TTaw)  (A.36)
1] {1

La matriz de rvigidez del sistema linealizado a resolver resulta:

Kuu K-un Kwp Kuﬂ
Km: K.“:p Krﬂ

SATM. 0 Ky
Kos

Dado que se toman interpolaciones discontinuas entre elementos para los modos
de mejora y el cambio de volumen @, se puede plantear la solucién en dos etapas.
En la primera etapa se eliminan en cada elemento los pardmetros correspondientes
a cada una de estas dos variables, mediante condensacion estdtica. En la sepunda
etapa se ensamblan tanto las matrices de ripidez condensadas en la ecuacién global,
como los residuos de las fuerzas y presiones de los elementos, y se resuelven los
incrementos de los pardmetros de desplazamientos nodales v presiones.

Una alternativa a esta formulacion es la expuesta en el apartado A.3.1, la formu-
lacion mixta mds la téenica de estabilizacion GLS de (Klaas et al., 1999), aunque
atin no se ha realizado una comparacién completa de resultados. El propio autor
seala que esta formulacion da lugar a una forma indefinida de las ecuaciones alge-
braicas, y que su solucién en aplicaciones pricticas se debe encarar mediante téenicas
iterativas. Una desventaja de esta formulacion es que implica un mayor volumen de
cdleulo por elemento, que incorpora un mayor mimero de variables nodales ¥ que su
implementacion es relativamente complicada.

(A.37)



Anexo B

Método variacional y de
proyeccién para
cuasi-incompresibilidad

Un método eficaz para tratar el problema de cuasi-incompresibilidad es el método
variacional mixto, presentado en (Simo et al., 1985). Se incorporan como varia-
bles independientes una variable representativa del eambio de volumen y la presion.
Ambas se considerardn discontinuas en la discretizacion. La variable de cambio vo-
lumétrico es la variable restringida por el problema fisico y la presion es su variable
dual. Al ser interpoladas de manera independiente se alivian en gran medida las
dificultades para su cdleulo debidas a la sobre-restriccion numérica en elementos es-
tandar. Fl primer paso es realizar una escisidn cinemitica, para separar la respuesta
volumétrica del resto de la deformacion,

B.1 Escisién cinemdtica bdsica

En el easo no-lineal de deformaciones finitas esta escision es multiplicativa y se
aplica al gradiente de deformaciones F, descornponiéndolo en sus partes volumdétrica
e isocdrica. Sea J = det F el determinante del pradiente de deformaciones. La
escision cinemdtica se puede escribir:

gl = _.* .

Fle,J)=_Ji F = |J *F B.1

()= Fle) , F(p)=[J(p)] (B.1)
val, 1400,

donde .J se introduce en la formulacién como una variable adicional ¥y s representas

tiva del volumen, Aunque localmente en el medio continuo J = J (i) (de modo que

I' = F), al construir la aproximacion por elementos finitos esta identificacién ya no

33
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es villida. De hecho, el punto esencial del procedimiento varincional que se desmrolla
es establecer la forma débil de esta condicién. La condicién J = 0 se puede forzar
automédticamente haciendo el cambio de variable ¢ = In (J), es decir J = exp [4)].

Asociados a los gradientes de deformaciones F y F, definidos en (B.1), los co-
rrespondientes tensorer dervechos de Canchy-Green son:

C=F'F, Cp)=[F(e9)] Fev) (B.2)

B.2 Principio variacional para
cuasi-incompresibilidad

Considerando las anteriores definiciones el punto de partida eg el siguiente funcional
Lagrangiano de tres eampos, de tipo Hu-Washizu:

[ (@, 0, 7) = fﬂ (W (C ) + 7 [In(J () — 9]} dS2 = T (i0) (B.3)

Aqui se ha introducido también o, la variable dual de J, que juega el papel de
multiplicador de Lagrange y se interpreta como la presion de Kirchhoff. 11,,, ()
denota la energia potencial de fuerzas externas. Por simplicidad se supone que
corresponde a carpgas muertas,

Con las siguientes redefiniciones de las tensiones de Kirchhoff y del campo de
presiones:

F (@, 0,m) = 71+ dev [F(w,ﬂ)?ﬂﬂ"{f(f}(tp,*ﬁ))F‘(rp,*rP)T] (B.4)
Ple,d) = %m- [F (2,9) 20 W (€ (0, ) F (e, -ﬂ)"'] (B.5)

lag ecuaciones de Euler asociadas a la estacionariedad del funcional (BB) se pueden
eacribir:

/?(:p, ) (Vne@)dl—Gue(n) = 0, VYneV (B.6a)
Y

Wl d)-m dl = 0, Vel,  (Béb)
{1

0, Vie L (B.6c)

/(}'(ln.}(vp) — 1) dQ
Jn

donde V es el espacio de las funciones de ponderacion n (variaciones de desplaza-
mientos o desplazamientos virtuales), y ¥ y ¢ son las variaciones de 9 v =, respec-
Livamente.
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B.3 Discretizacion mixta discontinua

Se introducen el subespacio de aproximacion V* € V de las funciones de prucha y
las aproximaciones a los campos de presion y volumen, discontinuas entre elementos
mediante el subespacio;

'Ph = {'L""h € Ly (ﬂ) : "/"h‘;)rl = r«’f'(x) #”n ¢ para wcr € fRm} (]3'7)

donde I' (X) = [I') (X) ... T}, (X)]" es el vector de m funciones de forma prescritag
localmente en el elemento. La discontinuidad entre elementos de las funciones de
forma en el espacio Ph de elementos finitos es la condicién clave impuesta sobre esta
aproximacién, Como consecuencia de esto, se pueden expresar los campos de presio-
nes y de volumen en cada elemento en funcién de la deformacion ", Por lo tanto,
la formulacidn se puede expresar completamente en funcion de los desplazamientos,
recuperdndose la estructura de un método de deformaciones supuestas. Con esta
finalidad, se reemplazan las aproximaciones (13.7) en las ecuaciones variacionales
(B.6ab,c) y se resuelve:

2 (el) = TTX)H' [ TX)In(J (¢)))do (B.8)
Ha

e (@r) = TTX)H [ T(X)p (e, 0k () d
o {1

" B ] i 1 -
donde ():f = (-)J'I denota la restriceion de la aproximacion (-)"a un elemento tipico
L.y H, es la matriz m x m definida en el elemento como:

H, = / I'(X)® T (X) dO (B.9)
o {1a

Estas aproximaciones se sustituyen en la ecuacién variacional de equilibrio (B.Gaa),
obteniéndose finalmente la expresion del problema variacional a resolver:

/ ,.T_J; (‘th"gh (‘Iﬂh) : _?r.'a (‘F'h)) : (vnhmph) d0) — (:ﬂﬂ.'.'. (ﬂhJ =0, VTJHEV (H.IU)
{1

Aqui #" es la version discreta del tensor de tensiones “equivalente” de Kirchhoff
definido en (B.4). La linealizacion de la expresion (B.10) conduce a un problema
equivalente estindar en desplazamientog por el método de Galerkin, con las ecua-
ciones constitutivas modificadas de acuerdo con (B.4) y (B.5).

Esta formulacién es la base sobre la que se desarrollan elementos como el 21/ 0
y el elemento tetraédrico de (Taylor, 1999).
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Anexo C

Método de deformaciones
mejoradas (EAS)

La idea bésica de la formulacion EAS en grandes deformaciones es considerar una
representacion mejorada de la aproximacion de Galerkin al gradiente de deforma-
ciones, de la forma:

F" =GRADy [¢"] + E':_, (C.1)

i i or
Cinlorkin [OTH T

donde GRADy [1p"] es la aproximacién conforme de Galerkin y F* es un campo
adicional de mejora (“enhanced”), independiente y discontinuo entre eleme itos, que
56 agrega para mejorar la representacién del campo de deformaciones,

En esta formulacién se toma como punto de partida en la discretizacion el des-
arrollo de las funciones de forma presentada en la secciéon A.1.2. Se restringe la
atencién al elemento tri-lineal, con lo cual las funciones de forma vienen definidas
por (A.6). Desde ese punto de vista, tanto el término de funciones “hourglass” aht
definidas, como F" en (C.1) se pueden considerar como mejoras de la aproximacion
de un solo punto. De acuerdo con la notacién convencional, se designa por Ve v
na aproximacion conforme al espacio V' de funciones de prueba admisibles, por
el método de Galerkin de elementos finitos. El espacio de gradientes asociados se
representa por GRAD [V"].

C.1 Formulacién Variacional de 3 campos
El punto de partida para el desarrollo del método es el planteamiento del problema

no-lineal mediante una formulacién variacional mixta de 3 campos del tipo Hu-
Washizu. Se define el funcional escalar 11 (¢, F, P), en el que las variables {¢, F, P }

37
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s —

son consideradas como variables independientes:

(e, F,P) : = /B [Hf (X,F'F) + P : (GRADy [(p]—F}] dV 4 Tl (40)

Mot (u) @ =~ Aﬁ-urw— F’I".u dr (C.2)
S 1

Para el desarrollo formal que sigue basta considerar que F y P son matrices
3 = 3, con componentes en Ly (§2), que dependen de X €. Por lo tanto, F y P
estin contenidos en el espacio

L= {M Q — L} M&Ly ()}, (C.3)

donde I es el espacio vectorial de matrices 3 x 3. Ademds, ya que F y P estdn en
el espacio L y no estdn sujetas a condiciones de borde, el espacio de las variaciones
4F y 8P coincide tambien con .

Las condiciones de estacionariedad del funcional (C.2) proporcionan ecuaciones
en forma variacional o débil, que permiten hallar la solucidn aproximada por ol méto-
do de elementos finitos. La variacién 811 se obtiene mediante la derivada direccional
o variacion de Gateaux del funcional;

811 := DI (g, F, P) - (6,6F §P) := % (g, F,P,) (C.4)

gl

clonde

P, i=ptedp , F,:=F+edF, P, := P+ebP (C.5)

¥ (6. 0F ,6P) es una varincién arbitraria. En situacién de estacionariedad se cumple
para cualquier variacion de este tipo que 811 = 0. Una serie de operaciones directas
conduce al conjunto de ecuaciones:

(P,GRAD [5¢]) — (B, 6p) — (T, 6),. 0 Vi eV (C.6a)
(oF, (ZFBC;W(C) s P)) = 0 WFeF  (C.6b)
(5P, (GRADy [bp] —F)) = 0 V&P eS (C.6c)

donde S y F, los espacios de tensiones y de pradientes de deformaciones, estdan
contenidos en el espacio L definido en (C.3). Como puede observarse estas expre-
siones representan en forma débil la ecuacion de equilibrio, la interpretacion de P
como tensor de tensiones nominales v la identificacion de F eon el gradiente de
deformaciones, respectivamente.
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C.1.1  Formulacién variacional de 3 campos mejorada

Se considera ahora una reparametrizacion del pradiente de deformaciones de la forma
(C.1), de manera que F =GRADy [¢] +F incluye el gradiente de deformaciones de
mejora F; este campo y sus variaciones admisibles estdn contenidos en el espacio;

F={F:0-1} Fel, () (c.7)
Se define ahiora el funcional correspondiente
{1 (i, F,P) =11 (. GRADx (i) + F, P) (C.8)

Sdlo se exige a F que sus componentes estén en el espacio Ly (£2), por lo tanto, no se
necesitard continuidad entre elementos al construir la aproximacién por elementos
finitos. En consecuencia, ¢l método desarrollado es conforme, ya que respeta los
requisitos de continuidad inherentes a la formulacién variacional,

Mediante un cileulo andlogo al anterior se obtiene el sipuiente conjunto de ecia-
ciones de Euler para el problema discretizado por elementos finitos:

<2F"¢")¢; W (C"),GRADy [6’9::"]) ~ (B,de"y — (T, 8"y, = 0 V" € V" (C.9n)

(88", (2F"3cW (C*) ~P")) = 0 véi" e F*(C.9b)

(ap‘*,i”) = 0 V5P" e S (C.e)
Sty Fh = I, denotan los espacios de tensiones y gradientes de deformaciones de
mejora cubiertos por la aproximacion por elementos finitos. En vista de la condicidn
de ortogonalidad entre estos dos campos, que se impondrd mds adelante, el campo
de tensiones P" quedard eliminado autométicamente de estas ecuaciones ¥ no serd

necesario el conocimiento explicito de esta interpolacion en la aplieacion del método.
Las correspondientes ecuaciones de Euler del problema continuo en §2 son:

DIV [2FEJ;;-W(C3}]+B -0
[zFar;W(c)] —P = 0 (€.10)
F o=

De las ecuaciones de Euler anteriores se desprende que en el problema continuo F es
localmente nulo en 2. Sin embargo, en el contexto de una aproximacion mixta por
elementos finitos esta condicion sdlo se exige en forma débil y este campo anadido
permite obtener una mejor representacion del campo de deformaciones.
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Sobre las variables definidas " y P s impone una serie de condiciones para
asegurar eficacia y buen compor tmmmtu del método:

(i) Condicién de estabilidad: El espacio F* de los gradientes de deformaciones
de mejora tiene interseccion nula con el espacio de pradientes de deformaciones
“compatibles”, que se denotard por GRADy [VM]. Es decir:

F'NGRADx [V'] = {0}

Dado que el gradiente de deformaciones de mejora es un campo adicional, agre-
gado para mejorar la aproximacién conforme al gradiente de deformaciones “ Compi-
fibles” que resulta del método de Galerkin, es natural pensar que la interseccion de
sus respectivos espacios es el elemento nulo. Violar esta condicién puede dar lugar
a un sisterna singular de ecuaciones,

(i) Consistencia variacional: En vista de la ecuacién (C.9h) se requiere que los

espacios de tensiones nominales 8" v de gradientes de deformaciones de mejora Fh
sean ortogonales. FEsta condicion implica que:

<P,,,ﬁ‘f> = () (C.11)

con lo cual, en la aplicacién del método, la tercern ecuacién queda fuera de la
formulacién y el campo P queda automédticamente eliminado de lag ecuaciones.

(iii) Condicién de tensidn constante: El espacio de tensiones nominales S*dehe
contener al menos funciones constantes por elementos, con lo cual 1 debe ser
ortogonal a eualquier Py constante, es decir:

<Pu.«5‘1§‘> =0, V6FeF (C.12)

Esta condicion llllpllt a que F debe tener un valor medio nulo en el elemento, es
decir, [ F.dS), = 0, esto representa cl cumplimiento en forma débil de la tercera
uc;um.lfﬁu de Euler.

En el problema no-lineal estas condiciones aseguran que el método produce la
solucion exacta para estados de deformacién homogénea (i.e., estados de deforma-
cién con gradiente de deformaciones constante), Esto se puede interpretar como la
verificacion de una version no-lineal del test de la parcela.

(iv) Las aproximaciones de mejora generadas por 7" deben transformarse en
forma objetiva, en el sentido que para cualgquier movimiento superpuesto de cuerpo
rigido x — Qx, con matriz de rotacién Q € SO(3), cualquier F* € " se transforma
como F» — QF",

Esta condicién asegura que el gradiente de deformaciones mejorado definido en
(C.1) se transforma también en forma objetiva, ya que GRAD [Jp"] tambien se
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transforma objetivamente ante movimientos superpuestos de cuerpo vigido. Por lo
tanto el método preserva el requisito de objetividad. Se describe a continuacién el
procedimiento sistemitico para el diseno de interpolaciones del gradiente de defor-
maciones, de modo que satisfagan automdticamente este requisito.

C.2 Mejora del gradiente de deformaciones

Lavidea clave para el diseiio de las interpolaciones de mejora del gradiente de defor-
maciones, F", es llevar a cabo la construceion en el dominio isoparamdétrico [, en
funcidn de una transformacion lineal ]F[] de vectores en [ en vectores en I;Il para
un £ € 0 fijo. Luego, mediante una transformacion apropiada se obtiene F*, que
define vectores en o (§2) a partir de vectores en .

Paso 1: Considerar una transformacién lineal F[-], cuyos dominio y rango son
vectores definidos en [, sujeta a la restriceién

/ F(£)0 =0 (C.13)
J0

y tal que IFI] no esté contenida en GRADy [W']. Es decir, la condicidn (i) se
satislace por construccién en el dominio isoparamétrico [,

Paso 2: Transformar F[-] en F, [, cuyo rango estd constituido por vectores
definidos en la configuracién 2, mediante la transformacion tensorial:

F. (¢) = %JDIF (&) J," (C.14)

ya que dft = j (€) dl], esta transformacién por construceién tiene la propiedad:

/ F, (€)d22 = joJy [ [ F(E)D] 3t =0 (C.15)
Fiv J0

y ¢s la que toma en cuenta el efecto de distorsion de los elementos en la configuracicn
de referencia.

Paso 3: Obtener ", que define vectores en " () a partir de vectores en 2,
mediante la férmula: =

F" = FyF. (6) (C.16)

donde Fj = GRADy [cp"” coo @8 la aproximacion de un solo punto al gradiente
de deformaciones. Ya que Fff se transforma ohjetivamente, se satisface la condicion
(iv) de objetividad. Ademss, relacionando (C.14) y (C.16) se concluye que

/ Fld=Fh [ F,(€)d2=0 (C.17)

a 2
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es decir, que la interpolacion del gradiente de deformaciones de mejora ( “enhanced”)
satisthce la condicidn (iii).

De esta manera, el espacio F" de gradientes de deformaciones de mejora ( “en-
haneed”) queda completamente determinado al definir F (€) en el dominio isopara-
métrico [,

C.3 Elemento sélido tri-lineal Q1/E9

El elemento Q1/E9 es una generalizacion del elemento de modos incompatibles de
(Wilson et al., 1973), extendida al végimen no-lineal. El punto de partida es adoptar
las correspondientes funciones de forma incompatibles:
. 1 T ™y _l - ] b 4§
Ni=slei-1] , M= [ -1 V= 2 (65 1] (C.18)

para definir la transformacién F (€) en O por medio de la interpolacion:
K|
IF (&) = EP; @ GRAD; [N’} ,con Ty eR? (1 =1,2,3) (C.19)
fm]

De acuerdo con el procedimiento descrito, el gradiente de deformaciones de mejora
se caleula mediante la expresion:

. 3 5
ol = _'?!J__ L P =1 Ll L = y) 1
P (¢) = 7 (& FodoF (€)% ! g [FAdoT)] @ L. & J;"GRAD, [Nf]] (C.20)

ya que ap:= FpJoT'; € R son vectores constantes en cada elemento (no dependen
de €), se pueden adoptar los ev; en lugar de los T'; como “pardmetros locales del
elemento” para expresar la interpolacién como:

i
F' =30 ®GRADy [N'] (C.21)
Jm]
donde ,
GRADy [N'] = T i GRAD (V] (C.22)

La eleccion de (C.19) viene motivada por el andlisis de las componentes del
gradiente de deformaciones de un elemento regnlar no distorsionado, identifieado
con el dominio isoparamétrico (i.e, 2, = ). Si el gradiente de deformaciones
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evaluado en un punto se expresa como GRAD, [¢"] = [f) £ £9], las columnas de la

aproximacion conforme al gradiente de deformaciones toman la forma:

‘Pflﬁ. =0 +868, B EE, (C.23a)
‘Pffe, =1 + £18y +Eaf3,+€, 633, (C.23b)
@, =1+ 68, +E8,+6,E:8, (C.23c)

mientras que el gradiente de deformaciones de mejora, definido a partir de (C.19),
He ]'"lﬂflﬂ eXpresal comao:

F" = [§ 0 &yen §yon) (C.24)

Inspeccionando (E.24) y (C.24), las componentes de la aproximacion mejorada, se
comprueba que las columnas de esta aproximacion contienen polinomios completos.
Los pasos, que se han seguido en la construccidén de esta aproximacion aseguran el
cumplimiento de esta propiedad tambien para configuraciones distorsionadas.

C.4  Elemento tri-lineal modificado QM1 /E12

La mejora que se introduce a continuacién viene motivada por el andlisis a la teorfa
infinitesimal..  Ya que el efecto de distorsién en la configuracion de referencia se
toma en cuenta en (C.14), es suficiente considerar un elemento cuya configuracion
de referencia coincide con el cubo de referencia, i.e., 2, = [, De acuerdo con esto,
segin (E.24), el cambio de volumen linealizado AV* (£) predicho por la interpolacién
estandar de Galerkin es de la forma:

AV HE)
"Fah'““

=tr [Fh] = Ndim Ao + A1£y + Agly+ Axly + Al & + Asboby + Aglay
AfTtean |-!:I'|| T i =4

(C.25)
donde Vj* es el volumen de referencia y Ag,A;,...,4q son constantes que dependen
de los desplazamientos nodales u, y de los vectores de estabilizacion -y . Obsérvese
que los términos cuadriticos solo aparecen en el caso tri-dimensional. Por otro lado,
el cambio de volumen linealizado predicho por la componente “enhanced” F* del
gradiente de deformaciones es:
s }j

AV S :
T.(Q = [1‘“"] = Aify + Asky + Asy (C.26)
0
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=

donde las constantes A;, A;, Ay dependen de los pardmetros o, aa, oy, Sise
considera el problema lineal incompresible se concluye lo siguiente:

i) En el problema bi-dimensional el método no presenta bloqueo, pues al forzar
la condicién de incompresibilidad quedan determinadas las constantes que aparecen
en (C.25) y en (C.26) como A; = — A, , A; = - A;.

i) En el problema tri-dimensional el elemento presentarfa bloqueo, pues la im-
posicién de la condicién de incompresibilidad conduce a que Ay = Ay = A4 =0, lo
cual es posible sélo si los desplazamientos nodales son nulos.

Con las anteriores consideraciones como motivacién, se introduce una modifica-
cion adicional a la componente de mejora del gradiente de deformaciones, de acuerdo
con la formula de interpolacion

K " :
F(£) := ; Iy ® GRAD; [N'] + (T4 - GRAD (M) o)

donde I'y € RY (I =1,...,4), I3 es la matriz unitaria 3 x 3y N . (0 — R ey la
funcion de forma que introduce la mejora adicional y estd definida por:

i ) £28s
Nt = £16285 4 con lo que: GRAD; [N"] = | £3€ (C.28)
&1,
Con la adicién de esta cuarta funcion de forma de mejora el cambio de volumen
linealizado contendrd ahora ademds los términos:

AJEIE:‘! it Aﬁff:af:{ -+ /-iﬁfutﬂ (C.29)

Para el problema lineal la imposicién de la condicién de incompresibilidad con-
duce a las siguiente propiedad de cancelacién de términos:

A4+ A;=0,paraJ=1,....6

lo que produce un elemento libre de blogqueo en el lfmite incompresible, En el
caso de elementos distorsionados, esta propiedad de cancelacién solo ocurre si la
transformacion entre GRADg [H'] y GRADx [H?] es de la misma forma adoptada
en (C.14) para el gradiente de deformaciones de mejora. Es por esta razén por la
que se adopta una transformacién del tipo (A.14) en el céleulo de GRAD [‘H'J]l
indispensable para ng, = 3 (recuérdese que esta transformacién no altera ol orden
de convergencia del método). )

Resta solo desarrollar la expresion de F, con la inclusién del término asociado
a esta nueva funcidn, A partir de la transformacion definida en (C.27), mediante la
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formula de transformacion ¥ (£) = [j,/5 (£)] GRAD, [] JolF (£) Jy ! del procedi-
miento general descrito antes y aplicando la identidad:

% ([‘., - GRAD; [Nd]) = Oy (‘fﬁﬁf}x [,fi,'r’l] con ey 1= JpI'y (C.30)

s¢ obtiene el resultado final:

P = }i” o ® GRADy [N'] + (e - GRAD (7)) eraps [ (Ca1)
I=1
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Anexo D

Elementos de mecanica del medio
continuo

En el presente capitulo se hace una revision de conceptos de la mecanica del me-
dio continuo. Esta disciplina es el soporte para el tratamiento de problemas en la
ingenierfa, como los que se abordan en el presente trabajo. La mecanica del me-
dio continuo considera el comportamiento mecdnico de un medio, sélido o fuido, a
escala macroscépica, Este procedimiento resulta adecuado en la mayorfa de apli-
caciones de inferés en ingenierfa, dado que las dimensiones de los CULTPOS (ue se
consideran suelen ser grandes respecto a las dimensiones caracterfsticas de la esca-
la microscdpica, frecuentemente en varios ordenes de magnitud. Por lo tanto, no
se considera la naturaleza discontinua de la materia en el nivel microscépico, De
acuerdo con esto es posible describir las propiedades y el comportamiento del medio
que se analiza mediante funciones continuas, por ejemplo de la posicién. Bajo estas
premisas la mecdnica del medio continuo estudia las interacciones entre las fuerzas
y el movimiento en los cuerpos. Se pueden encontrar estudios amplios del tema en
libros clisicos como (Malvern, 1969), (Mase, 1977), (Spencer, 1980) y en obras muy
recientes como (Oliver and Agelet de Saracibar, 2000),

La revisién que se hace en este capitulo incluye la presentacion de los conceptos,
nomenclatura y expresiones necesarias para el planteamiento del problema en los
capftulos siguientes. Se consideran tanto el caso general de grandes deformaciones,
asf como el rango infinitesimal de deformaciones como situacién particular. Se verdn
las definiciones de las configuraciones de referencia y deformada, distintos tensores
de deformacién y tensores de tension, los operadores de transporte de tensores,
las relaciones constitutivas de materiales de interés v, finalmente, las ccuaciones de
gobierno tanto en forma fuerte como en forma débil.

47



48 AREXG I3, BLENMENTOS DI MECANICA BEL MEDIO CONTINUG

L)
¥
Q,
Configuracion de Configuracién
referencia Aoial

Figura D.1: Esquema de ln deformacién de un medio continuo. Transformacion ey
tensor gradiente de deformacién F.

D.1 Definiciones cinemsdticas basicas

Sea un cuerpo continuo denominado B que ocupa una region del espacio 2 ¢ R?,
denominada configuracion de referencia o material, cuyo contorno es 9, Cada
particula o punto material del cuerpo serd identificada por su posicién X € € en la
configuracion de referencia. Sea una transformacion o funcién biyectiva @il — R,
que en otro instante ubica la posicién del cuerpo en otra region S del espacio,

lﬁ.n - & (.D.J.)

Esta transformacion suele lamarse tambien deformacion, A la region S = ¢ (£2) se la
denomina configuracion actual o deformada y x € S a los puntos que la conforman.
Cada punto material X del cuerpo B pasa a ocupar una posicidn o punto espacial
x en &, dada por:

x = (X) (D.2)

X ¥ x representan, respectivamente, los coordenadas materiales y las eapaciales de
un punto material.
El desplazamiento u (X) queda definido por el campo vectorial:

u(X)=p(X)-X (D.3)

con lo cual se puede escribir:
x=X+u(X) (D.4)
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D.1.1  Movimiento
Descripcién material

El movimiento de un cuerpo es una sucesién continua de configuraciones caracteri-
zadas por la variacién del pardmetro tiempo. De esta manera el movimiento puede
describirse como:

@, 8= (D.5)
donde @, (X) = @ (X.t) es la transformacién que ubica la posicion § = §), que
ocupa el cuerpo en cada instante 4.

Durante el movimiento la posicién de una particula X en el instante ¢ viene dada
por:

x = (X1) (D.6)
v la velocidad de la partfeula material se define como
o (X 1)
it

La expresién anterior se denomina descripeidn material del campo de velocidades en
el sentido de que la informacion se proporciona directamente en funcién de lag par-
ticulas materiales X. Este tipo de deseripeién se conoce también como deseripeion
lagrangiana.

V(X,t) = % (X,t) = (D.7)

Descripeidn espacial

Si se tiene en cuenta que la transformacion ¢, es biyectiva, lag posiciones X que
los puntos materiales ocupaban en la configuracién de referencia se pueden axpresar
en términos de las posiciones en el espacio x que estos ocupan en la confipuracion
deformada o actual:

X =" (x) (D.8)

Esta transformacion inversa, @; ', se denomina mapa de referencia,

La alternativa a la descripeién material es la descripeidn espacial o euleriana del
campo de velocidades. En este caso la informacion se proporciona en funcién de las
posiciones x en el espacio. En base al mapa de referencia se puede definir la funcion:

vixt) = V(Xt) =% (o, (x),t) (D.9)

Tal como se observa aquf, 1a nomenclatura estandar utiliza generalmente letras ma-
yiisculas para designar los campos materiales y mintisculas para los campos espa-
ciales.,
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Cualquier eampo o propiedad relacionada con el movimiento de un cuerpo se
puede expresar en descripeion material o espacial, dependiendo de los argumentos
o variables independientes que se tomen, las particulas materiales o las posiciones
espaciales. La descripeién material de un campo espacial 5 (x,t) se define mediante
law excpresion:

F(Xt) =7 (e (Xt) 1) (D.10)

mientras que la deseripeidn espacial de un campo material ge define comeo
-1 .
’Y(I.fa) = F(‘Pf (x:t) 1’:) (D‘“)

En mecianica de sélidos usualmente se adopta la deseripeién material, puesto que
facilita la aplicacién de las ecuaciones constitutivas de los materiales.

Derivadas temporales material y derivada local

La derivada temporal material de una propiedad T" (X.,£) es:

s
x5y = 20 (D.12)
i
Por otro lado, la derivada temporal local de una propiedad en descripeidn espacial
{3/
ey (x,t) = M (D.13)
i
La interpretacion de cada una de ellas se desprende del significado fisico de la des-
cripeidn empleada en cada caso. La derivada local representa la variacién en el
tiempo de una determinada propiedad observada en una posicion fija en el espacio,
mientras que la derivada material representa la variacidn en el tiempo de la propie-
dad de una determinada partfcula del medio. La diferencia existente entre las dos
radica en el efecto de transporte de partfeulas en el medio, fendmeno denominado
conveceidn. La relacion entre la derivada material y la local so puede deducir de la
expresidn (D.10):

Oy (xt) | 97 (w(Xit)) Op ;
ot B B (D.14a)
dyy + vV (D.14b)

I'(X,t) =

Esta ecuacion establece la relacidn entre la variacion temporal de una propiedad y
el término convectivo,
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Tensor gradiente de deformaciéon
El gradiente material de un campo I" se define como:
d
ax

v ¢l pradiente espacial de un eampo v queda definido por:
: po 74

GRADT = —= [I' (X,1)] (D.15)

V= 2= [y (x) (.16)

s decir, son las derivadas parciales respecto a X y x, respectivamente, para un
tiempo ¢ fijo. Se puede introducir la siguiente notacién simbélica para el operador
gradiente material;

3 _[20) a() a()
GRAD(-) = [ax,‘axg’ax.‘ (D.17)
y la correspondiente al operador gradiente espacial, denominado también operador
Nablo como:
~[a) a() a()
A [ﬂwl "y Dy (D.18)

El tensor gradiente de deformacion, denominado F (X, ), es la derivada de la
transformacién ¢ (X) respecto a X, que se define como:

F(X,t) = GRAD [p (X, 1)] = 22 ¢ (X, 0] (D.19)

El gradiente de deformacién se puede expresar también en términos del gradiente
de los desplazamientos como:

F(X,t) = I+ GRAD u (X, t) (D.20)

donde I es el tensor identidad de segundo orden.
El determinante de la matriz asociada al gradiente de deformaciones es:

J (X, t) v=det [F (X, t)] (D.21)

En la configuracién de referencia el gradiente de deformaciones F (X) =1, y
en consecuencia, det [F(X)] = 1. Por otro lado, un valor de det [F (X,t)] = 0
implicarfa que el entorno infinitesimal ha colapsado en una particula material, lo
que representar(a una situacion fisicamente inadmisible. En consecnencia, cualquier
deformacién del cuerpo siempre debe verificar:

dot [F (X, £)] = 0 (D.22)
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D.2 Tensores de deformacién

D.2.1 Introduccién

El gradiente de deformacién contiene la descripeion loeal del movimiento relativo
del medio continuo en el entorno diferencial de cada partfeula. Sin embargo, a pesar
de la importancia del tensor F en el andlisis, ¢ste no es en sf mismo una medida de la
deformacidn, si se entiende por deformacién estrictamente los cambios de posicion
que dan lugar a un cambio de forma. Esto es debido a que en el tensor gradiente de
deformaciones F estin incluidas también lag rotaciones rigidas en torno a X, como
se verda a continuacion. Con la finalidad de simplificar 1a notacién, siguiendo una
convencion estdndar, en adelante so omitird la indicacion explicita de los argumentos
X y L en algunas expresiones.

Descomposicién polar del gradiente de deformacion

El teorema de descomposicidn polar de tensores permite separar en F las deforma-
ciones propiamente dichas de las rotaciones. Localmente, en el entorno diferencial
de cada partfeula X, se puede descomponer F en un conjunto tinico de tensores
{R, U, V} tal que:

F=VR=RU (DD.23)

donde el lensor de rotacidn R es un tensor ortogonal, y V y U son los tensores si-
métricos wzquierdo y derecho de estiramiento, respectivamente. Esta descomposicion
permite considerar cualguier movimiento relativo en el entorno de una particula en
dos pasos. Por ejemplo, la denominada descomposicion por la izquisrda equivale a
una rotacion R seguida de un estiramiento V. De otro modo, la descomposicién por
la devecha consiste en un estivamiento U sepuido de la rotacion R.

D.2.2 'Tensores materiales de deformacion

Si se considera uma linea material infinitesimal dX entre dog particulas préximas del
cuerpo, X y X + dX respectivamente, el gradiente de deformacién es el aperador
lineal que relaciona la linea dX con su configuracion deformada dx:

dx = FdX (D.24)

a partir de esta relacién se puede expresar el cuadrado de la longitud deformada de
la linea en términos de la longitud de referencia como:

|dx|* = dx-dx = FdX - FdX =dX (F'F) dX (D.25)
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El tensor simétrico derecho de Cauchy-Greeen queda definido por:
C=F'F (D.26)

con lo cual:
ldx|* = dXCdX (D.27)

De acuerdo a esto, la variacién de la longitud de esta lfnea material es:

|dx|* - |dX|? AXCdX —dX -dX (D.28a)

dX (C—1)dX (D.28h)

El tensor de Green-Lagrange, denominado E, queda definido por:

E = ; (C-T) (D.29)

0, en términos del pradiente de desplazamientos,
E = % [GRAD ut (GRADu)” — (GRADu)” GRAD u (1D.30)

Ieniendo en cuenta la ecuacién (D.23) y que R es un tensor ortogonal, por tanto
RR” =R"R = I, C se puede expresar en términos de los tensores de estiramiento:

C=U? (D.31)

Se puede observar que tanto el tensor derecho de Cauchy-Green C como el de
Green-Lagrange E dependen sélo de U, que es la componente del gradiente de
deformaciones agociada a los estiramientos. Estos tensores de deformacion son, por
lo tanto, indicadores del cambio de forma en el entorno de un punto determinado.

D.2.3 Tensores espaciales de deformacién

Los tensores E y C, definidos anteriormente, son tensores materiales de deformacion.
Los correspondientes tensores espaciales de deformacion se pueden definir, tal como
se hizo para la velocidad, teniendo en cuenta el mapa de referencia ', El tensor
gradiente espacial de deformacion es la derivada de la transformacion inversa @ (x)
rogpecto a X 5
X 7]

Fol=om=o= 7 (0] = Vo' (x) (D.32)
Como se puede observar, este tensor es el inverso del tensor gradiente (material ) de
deformacion F.
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Se pueden definir relaciones andlogas a las correspondientes a C y B partiendo
de la expresion de la longitud inicial en términos de la longitud deformada:

dX = Fldx (D.33)

luego, se puede encontrar los tensores espaciales b y e, que son respectivamente los
tensores izquierde de Cauchy-Green y de Almansi

ldX[* = Fldx.Fldx =dx (FTF- " dx (D.34a)
b' = F'F', b=rF" (D.34b)
|dx|* - [dX[* = dX (I-b"')dX (D.34c)
1
¢ = 3(1-b") (D.34d)
En funcién del gradiente de desplazamientos:
1 o P
=3 [vU+ (V)" — (Vu)’? vu] (D.35)

El tensor b se puede expresar, asf como se hizo con C, en funcién de un tensor de
estiramiento:
b= V? (D.36)

La definicién de una medida de la deformacién es, en cierto modo, arbitraria,
Es posible establecerla teniendo en cuenta la conveniencia matemdtica de las rela-
ciones que se derivan de ésta en las ecuaciones constitutivas. Por ejemplo, el tensor
de Green-Lagrange es una medida particular dentro de la familia de tensores de
deformacion dada por:

—(U"=1)  m#0
Em = (D.37)
In [U] m = ()

El tensor de Green-Lagrange corresponde a m = 2, una medida asociada al cuadrado
de las longitudes. Otro miembro de la familia es el tensor de Hencky que corresponde
am = )y cuya medida estd asociada al logaritmo de las longitudes, Se pueden
definir expresiones similares a la anterior en funcién de tensores espaciales, La
medida logarftmica de las deformaciones es de especial interés en la formulacién de
modelos de plasticidad en grandes deformaciones.
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D.2.4 Descomposicién espectral de los tensores de deforma-
cién

La descomposicion espectral y los invariantes tensoriales son dos resultados del alge-
bra lineal de gran utilidad en el manejo de magnitudes tensoriales, en particular de
los tensores de tension. A partir de estos resultados se derivan importantes conceptos
como los de deformaciones y direcciones principales.

Los tensores C y b son simétricos y definidos positivos, la descomposicidn espee-
tral de estos tensores para cada X 1) es:

34 3
C=) M NYeND b= A gnW (D.38)
A=] Aml

donde los A% son los valores propios tanto de C como de b (son los mismos para am-
bos), mientras que N y nl) son los vectores propios de C y de b, respectivamente,
definidos por los problemas de valores propios:

ONAY A:‘E‘N("” (1D.39a)
bn = A\2n@) (D.39h)

Los valores propios X} son las rafces del polinomio caracteristico de la ecuacién
anterior, definido por:
p(M) =X =nN LN -1 (D.40)

donde 1y, I e Iy son los invariantes tensoriales de C (y de b), defnidos por:

L = tr[C] (D.Ala)
(. _—

hy = 5 (If —u[C?)) (D.A1b)

Iy = det[C] (D.41¢)

La descomposicién polar y la normalizacion a madulo unitario de los vectores propios
conduce a:

n = RN | NG| 2| n@ |= (D.42)

L 2 o) " A o "
La tripleta {Nm N N }, definida por las direcciones m incipales en la confiqura-

. . - (£}] 2)
cidn de referencia forma una base ortonormal en X €§2, Por su parte, {h g

estd definida por las direcciones principales en la configuracion deformada en x = @ (X).
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La descomposicion espectral del gradiente de deformaciones es:
I i3

3 |
F=) AmWeNW — R=%"nHgNW (D.43)

A=1 Al

Los valores propios del tensor gradiente de deformaciones A4 se denominan tam-
bién estiramientos principales a lo largo de la direceion prineipal material N,
[Estos estiramientos representan la relacion entre la longitud deformada y la lon-
gitud del mismo segmento material infinitesimal en la configuracion de referencia.
Como se puede observar, log autovalores de los tensores C y b son los cuadrados de
los estiramientos principales.

Finalmente, la descomposicidn espectral de los tensores de estiramiento se puede
expresar en funcién de los estiramientos principales como:

i

3 3
U= MNW@NW v= 3 A @nt (D.44)

Am] Am]

D.2.5 Cambio de volumen. Interpretacion del determinante
del gradiente de deformacién

El determinante del gradiente de deformacidn, J, representa la relacién de volumen
deformado por unidad de volumen de referencia:

J = det [F] = :—:; (D.45)

En efecto, en un punto material X se puede definir tres vectores infinitesimales
dX,, dXy y dXy en la configuracion de referencia. El volumen del paralelepfpedo
infinitesimal formaco por estos tres vectores se puede caleular como:

dV = (dX, % dXs) - dXs (D.46)

En la configuracion deformada los vectores correspondientes son FdX,, FdX,, y
FdXy, y el volumen deformado se puede expresar como:

dv = (FdX; x FdX;) - FdX; (12.47)

La identicdad:

det [A] = (A(“u”‘:‘:’)ll' “’}w, (D.48)
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es vilida para cualquier tensor A y cualquier conjunto de vectores linealmente in-
dependientes {u, v, w}; ésta permite expresar el determinante del gradiente de de-
formacién como la relacién entre los voliimenes deformado y de referencia como en
la ecuacion (1D.45).

D.2.6 Gradiente de velocidad y velocidad de deformacién

La varincidn temporal del gradiente de deformacién se define como:
I =, [0x [e]] = x|, [¢]] = GRAD[V] (D.49)

y se denomina también gradiente material de la velocidad. Mediante la regla de la
cadena se obtiene el gradiente espacial de la velocidad como:

0 [O] [0X] _ oo -

este tensor mide localmente la velocidad relativa entre dos puntos en un entorno
infinitesimal, es decir:
dv = ldx (D.51)
La parte simétrica del gradiente espacial de velocidad se denomina velocidad de
deformacion d y la parte antisimétrica se denomina lensor de rotacion (spin) w;
tstos se (?}Cl?l'l?Hl-.Hl CO1IE

d

A 1 1 1
Vv =2 [Vv + (Vvﬂ (D.52)
1 s ’
w = =[Vv— (9] (D.52b)
El tensor d contiene la informacion sobre la velocidad con que ocurren los estira-
mientos en el entorno local a un punto. La sipuiente expresion pone de manifiesto
la relacién directa entre d y la derivada de C, el tensor derecho de Cauchy-Greeen:

C=FF+FF=F [(Vv)+ vv] F = 25" dF (D.53)

Eata expresion es de gran importancia en los algoritmos de modelos de plasticidad.

D.3 Deformaciones infinitesimales

La teorfa de deformaciones infinitesimales o de pequenias deformaciones es una sim-
plificacion de la teorfa general (de deformaciones finitas). Esta es aplicable si tanto
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los desplazamientos como los gradientes de éstos son muy pequerios en comparacion
con las dimensiones caracterfsticas del medio continuo.

Dado que los desplazamientos son mmy pequenios, las configuraciones material y
espacial practicamente coinciden, Por lo tanto, la teorfa de pequenas deformaciones
no distingue una de otra, es decir X = x. Por otro lado, ya que los gradientes
de deformacion son pequenos, los términos de segundo orden en estas variables son
despreciables en las expresiones de los tensores de deformacion E y e, ecuaciones
(D.30) y (77). Como consecuencia de lo anterior, estos tensores colapsan en el
mismo, denominado tensor de deformaciones infinitesimales &

Exmeome= % [Vu + (Vu)"'} = V*u (D.54)

donde V* () = 4 [V () + V" ()] es el operador gradiente simétrico,

El tensor de deformaciones infinitesimales es lineal en u, lo que representa una
gran simplificacion en las relaciones cinemdticas en la teorfa de grandes deformacio-
Nes.

D.4 Fuerzas y tensores de tensién

Las fuerzas que actian en un cuerpo y las tensiones son los elementos de la mecdnica
que se tratardn en esta seccidn. Las fuerzas que actian sobre un cuerpo pueden
clasificarse en dos tipos: las fuerzas de volumen y las fuerzas de superficie,

D.4.1 Fuerzas volumen

Las fuerzas de volumen, también denominadas fuerzas mdsicas, son fuerzas que se
ejercen a distancia, genoralmente exteriores al sistema, sobre todas las partfculas
materiales de un medio continuo. La resultante sobre un volumen V interior al
cuerpo se expresa por la integral de volumen:

Foi= [ b(x) dV (D.55)
JV

donde b (x) es el vector de fuerzas mdsicas. Tiene unidades de fuersa por unidad
de volumen. Ejemplos de fuerzas misicas son la fuersa gravitacional, las fuerzas
inerciales y las fuerzas magnéticas.

D.4.2 Fuerzas de superficie

Las fuerzas de superficie son fuerzas de contacto que actian sobre log contornos de
un cuerpo. Se representan mediante el vector de tracciones t (x), y la resultante
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sobre la superficie de contorno 9V se ealeula como:

Fop = / £ (x) dI (1D.56)
av

La nocién de fuerza superficial tambfen se puede extender al caso de superficies
ideales trazadas dentro un cuerpo.

D.4.3 'Tensores de tensién

Las fuerzas de interaccién entre partes adyacentes de un cuerpo se pueden considerar
como fuerzas superficiales internas. Esta nocién conduce al concepto de tensidn.

Tensor de Cauchy

En eada punto x el principio de tensidn de Cauchy asocia un vector de traceiones
t" (x) a cada superficie infinitesimal que contiene a x, caracterizada por su corres-
pondiente vector normal n. Esta relacion es lineal y define ¢l estado tensional en el
punto x. Esto implica la existencia de un campo tensorial o (x) tal que:

t"(x) = o (x)n (D.57)

El tensor e (x) se denomina tensor de tensiones de Cauchy, llamado también tensor
de tensiones verdaderas. El tensor de Cauchy e es un tensor simétrico definido en
la configuracién actual del cuerpo ;.

Tensor de Kirchhoff

Existen otras medidas de las tensiones, FEl tensor de Kirchhoff T es simétrico ¥
también estd referido a la configuracion actual £, v se define por:

T =] (D.58)

estd relacionado con o por el factor J, el determinante del gradiente de deformacio-
nes.

Tensores de Piola-Kirchhoff

Relevante para la descripeién lagrangiana es P el primer tensor de tensiones Piola-
Kirchhoff. A P se le denomina también tensor de tensiones nominales, pPues expresa
las tensiones en el punto de interés por unidad de superficie en la configuracion de
referencia. Se relaciona con el tensor de Kirchhoff, denominado =, mediante:

7= PR (12.59)



ﬂf.l ANEXD (3 BLIEMENTOS DI MBCANICA DEL MEDIO GONTIN IO

TEFE

A diferencia del tensor de Caunchy, el primer tensor de Piola-Kirchhoff P es no-
simétrico. El segundo tensor de lensiones de Piola-Kirchhoff, denominado 8, es
simétrico y tambien estd referido a la conliguracion de referencia, y se define por:

8=F"'P = Flyp-T (D.60)

D.5 Operaciones de transporte Push-forward y
Pull-back

Los operadores push-forward ¢, (-) y pull-back ¢° (-) relacionan los tensores espa-
ciales con los tensores materiales. Estos operadores se aplican tanto a tensores de
deformacién como a tensores de tension, la expresidn concreta del operador depende
en cada caso de la expresién del tensor. Ver figura D.2.

Para los tensores de deformaciones E y e vistos:

¢ = ¢, (E)=F"EF! (D.61a)

E = ¢ (e) =F'eF (D.61h)
Para los tensores de tension vistos:

T = ¢,(8)=FSF" (D.62a)

§ = ¢*(r)=Fl9F 7 (D.62b)

D.6 Objetividad y derivadas objetivas

Un principio bdsico de la mecdnica exige que las respuestas del medio continno
en deformaciones y tensiones deben ser independientes del sistema de referencia
emipleado. Esta propiedad se denomina objetividad.

La descripcion del movimiento x (X, t) estd relacionada con otra descripeion
x* (X, t) por un cambio de sistema de referencia si:

' (X,t) = r+Qx (X, t) (1D.63)

donde r, es un vector de posicién y Q; una matriz de rotacién ortogonal (Q,QF = 1),
ambos funciones del tiempo. La relacion entre x v x* puede interpretarse también
como la superposicion de un movimiento de sélido rigido sobre la configuracion defor-
mada x. Un tensor espacial A es objetivo si bajo una superposicién de movimiento
de sdlido rigido se transforma segin:

A'= QAQ” (D.64)
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0
¥
2
Configurncién de Configuracion
referencia actual
E ¢
Tensores de
deformacidn G PE k
G 9- L h-l
PB_
Tensores de :
tensidn { b T-Jﬂ'}

Figura D.2: Operaciones de transporte de tensores entre configuraciones: ¢, push-
forward (PF) y ¢* pull-back (PB).

Se puede comprobar que el tensor velocidad de deformacion d es objetivo, pero que
el tensor gradiente espacial de la velocidad 1 y el tensor w, su parte antisimétrica,
no lo son.

Asimismo, la derivada temporal de un tensor aspacial de deformacidn o tensién
se calenla por medio de una derivada objetiva. La derivada de Lie es una derivada
objetiva que se define mediante el operador:

£,() =4, (5"" ”) (D.65)

18]
Es decir, la derivada objetiva de un tensor espacial se obtiene al derivar respecto
al tiempo el pull-back correspondiente en la configuracion de referencia y hacer
posteriormente el push-forward del resultado.

Un resultado importante on lag formulaciones es la derivada de Lie del tensor de
Kirchhoff

£Lyr =F[3,8]F" =Fo, [F'7F 1] F" (D.66)
Aplicando en esta expresion que &, (F ') = —F! IR "“, a partir del resultado co-

nocido para la derivada de la inversa de una matriz, se obtiene:

L =F— (V)T +T(Vv)" (D.67)
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D.7 Ecuaciones del medio continuo

D.7.1 Introduccién

En las seceiones anteriores se han presentado, sin relacionarlos entre si, log conceptos
de movimiento, deformaciones, fuerzas y tensiones. Las ecuaciones de la mecdnica
del medio continuo son fundamentalmente de dos tipos. El primero es un conjunto de
principios fundamentales de la fisica que gobiernan los fendémenos independientemen-
te del tipo de material del medio, estas son las eenaciones de conservacion-balance,
El otro tipo de ecuaciones es el que caracteriza el comportamiento particular de cada
material, estas son las ecuaciones constitutivas,

D.7.2 Eecuaciones de conservacion-balance

Liag ecuaciones de conservacidn-balance son expresiones de una ley fisica, que gene-
ralmente establecen la conservacion o el balance de una determinada mntulml fisica,
tal como la masa, la cantidad de movimiento o la energfa.

Conservacion de la masa

Aplicado a un volumen espacial fijo V, denominado volumen de control, este princi-

pio establece que el incremento de masa en el tiempo es igual al flujo neto a través

de la superficie &V

—r!w = — / pv ondl’ (D.G8)
SV

Jv f)

donde p es la densidad del medio, v es la velocidad de las partfenlas, n es la normal
exterior a la superficic dI'.  Aplicando el teorema de la divergencia y ya que el
principio es vélido en cualquier punto del volumen V' (argumento de localizacion) se

(iﬂllﬂll.lyt! t]ll[‘.f
dp

o
Esta ecuacion tambien se conoce como la ecuacion de continuidad.

+ ¥V (pv) =0 (D.69)

Balance de la cantidad de movimiento

Este principio establece que la suma de las fuerzas que actian sobre un conjunto de
partfculas, denominado sistema de particulas, es igual a la variacién por unidad de
tiempo de su cantidad de movimiento. Este principio deriva de la sequnda ley de
Newton de la mecdnica cldsica, y se expresa como:

* 1
R = / tdl+ [ bdV = = / pu dV (1D.70)
Jav v dt [y
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donde V' se refiere a un volumen material (de configuracién variable pero constituido
siempre por el mismo conjunto de Inu'Lf(':llluI«;), R es la resultante de las Merzas sobre
el medio se han descompuesto en fuerzas de superficie y fuerzas mdsicas, ecuaciones
(12.56) y (D.55) respectivamente. Reemplazando el vector de tracciones t por su
expresion en funeidn del tensor de Cauchy, segiin la ecuacién (D.57), y aplicando el
teorema de la divergencia al término de superficie se obtiene:

/(V-cr—i-h) dv = ;—i [,w av (D.71)
Jv it Sy

*

Una serie de operaciones directas y el argumento usual de localizacion conducen a

finalmente a:
idv
V.a+b =P (D.72)

Eata ecuacién también se conoce como ecuacidn de Cauchy. Por otro lado, el balance
de cantidad de movimiento angular se traduce localmente en la condicién de simetria
del tensor de tensiones de Cauchy: o = o7

Balance de energia

La potencia mecdnica entrante en un sistema de particulas se define como la capa-
cidad de desarrollar trabajo por unidad de tiempo:

p==/ t.wm/ b-vdV (D.73)
Jov JV

Después de algunas operaciones, que involucran la aplicacidn de la expresion de t en
funcion del tensor de Cauchy, el teorema de la divergencia y la ecuacidn de balance
de cantidad de movimiento, se obtiene:

a t_t l 2 [ ; /
B i) zpv dV + /l;cr cd dV (D.74)

Esta ecuacion es la expresion del clisico teorema de las fuerzas vivas. Iste establoce
que la potencia mecdnica entrante en el sistema F, se invierte en aumentar la energla
cinélica (primer término de la derecha) y la polencia lensional (segundo término
de la derecha). La potencia tensional también se denomina potencia de fuerzag
interiores,

Por otro lado la potencia calorifica entrante en un sistema de particulas por
unicdad de tiempo es:

Gym ] pr dV - / q:ndl (D.75)
v av
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donde r es el calor generado por fuentes infernas por unidad de masa y tiempo y g
es el flujo de ealor no convectivo.
Segiin el primer principio de lo termodindmica la variacion de la energfa total
de un sistema de partfculas es igual a la suma de las potencias mecinica y ealorifica
mtrantes al sistema:
dF

— =P +Q, (D.76)

donde I es la energfa total del sistema, que tiene una componente de energia cinética
Ky una componente denominada energfa interna U:

E =[ %,z:ﬂ.r'3 dV + / pu dV (D.77)
JV . . . ;

u es la energla interna por unidad de masa. De lo anterior se deduce que la varia-
cion de energia interna es producto de la potencia tensional y la potencia ealorffica
entrante, Siguiendo procedimientos similaves a los anteriores, la forma local de la
ecuacion del balance de energia es:

du
p{-;; =g :d+(pr-V.q) (D.78)

Esta ecuacion se denomina también ecuacidn de la energia.

Segundo principio de la termodindmica

El segundo prineipio de la termodindmica, también denominado segunda ley de la
termodindmica no establece un principio de conservacién, sino mas bien una restric-
cidn que indica qué procesos de transformacién de energia son posibles. Establece la
existencia de una funcidn de estado (lermodindmico) S denominada entropifa, que
cumple la siguiente desigualdad:
B 2 [ s [ otav— [ 3. nar (D.79)
dt — dt 176 oy 0
donde # es la temperatura absoluta, Esta expresion indica que: la generacidn de
entropfa en un medio es mayor o igual que la cantidad de calor entrante por unidad
de temperatura y por unidad de tiempo. La aplicacién del teorema de la divergencia
y el procedimiento de loealizacidn conducen a:

pi > pg -v. (%) (D.80)

Fata expresion se denomina ecuacion de Clausius-Duhem.
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Resulta 1itil dar a esta expresion la forma de ecuacién y definiv una variable
termomecdnica D = 0 que se denomina disipacidn, de manera que:

D= pi— pr + 0V - (%) =0 (D.81)

Esta expresion resume la sepunda ley de la termodindmiea, y define que no son facti-
bles procesos en los que D < 0. Se denominan procesos reversibles o ideales aquellos
en los que D = 0, y procesos dreversibles aquellos en que D = 0. Desarrollando
el tercer término de la derecha se puede expresar la disipacion en funcién de dos
contribuciones, la disipacidn interna y la disipacion por conduceion de calor. Una
hipotesis adicional, y mas restrictiva, sobre la disipacidn plantea que eada una de
estas contribuciones es siempre positiva, es decir:

Dimg = pi0—pr+v-q20 (.82a)
v
Deond = —ﬂ"(}'—gf] (])821))

La expresion (12.82n) se conoce como ecuacion de Clausius-Plank. Tomando en
cuenta la ecuacion de la energfa (D.78) se puede obtener una expresién de la ecuacién
de Clausius-Plank en términos de la energia interna y de la potencia tensional:

Diwe = —pi—if) +eo:d>0 (D.83)

Una forma convenienfe en la formulacidn de modelos constitutivos de la disipacidn
interna se formula en base a la energia libre de Helmhollz ). Esta se define en
funcidn de la energia interna y la entropfa como:

P =u— sl (D.84)

Reemplazando esta definicién en (D,83) se obtiene finalmente:

Dy = —f ("}-“ L o 3”) +ea:d>0 (D.Sﬁ)

D.8 Meétodos Variacionales

La forma diferencial o forma fuerte del problema establece una condicién local en
cada punto del dominio mediante una ecuacidn diferencial. La solucién exacta de
estas ecuaciones en aplicaciones précticas es, en general, imposible y se opta por
buscar una solueién aproximada mediante un método numérico. El procedimiento
miis empleado en el andlisis de problemas de ingenierfa es el método de los elementos
Jinatos. En la base de este método estd la equivalencia de las ecuaciones del problema
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en formulacién diferencial o fuerte con una formulacion integral corvespondiente, El
procadimiento de solucidn de un problema por el método de elementos finitos consta
de dos pasos fundamentales. El primero de ellos es el planteamiento del proble-
ma mediante un método variacional y obtener la forma débil equivalente, también
demominada formae variacional. El segundo paso es la diseretizacidn mediante fun-
ciones de elementos finitos, con el fin de resolver la ecuaciéon variacional en forma
aproximada.

En vez de verificar en forma local (punto a punto) las ecuaciones del problema
se exige el cumplimiento de éstas en forma global (en el dominio). La forma débil
o variacional de un problema establece a condicidn global en ¢l medio continuo en
forma de una ecuacién que se integra en todo el dominio, Esta forma se puede ob-
tener directamente a partiv de la forma diferencial mediante ol método de residuns
ponderados o derivandola de un funcional; aunque no es imprescindible que exista
un funcional asociado al problema para poder expresarlo en forma débil. En cual-
quier caso, siempre es necesario definir dos tipos de funciones para el planteamiento
de la forma débil. Segin el método de Galerkin, ambos se definen de forma bisica-
mente similar, excepto por los valores que adoptan en el contorno, (Hughes, 1987),
(Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Onate, 1992), ete. Estas funciones son por un
laclo las candidatas a la solucion, que se denominan funciones de prueba, y por otro
lado lag funciones de ponderacidn, que se denominan tambien como variaciones.

D.B.1 Residuos ponderados

De acuerdo con la notacion estandar, la region del espacio ocupada por un cuerpo
B se designa por ©, un dominio abierto en R™» (n4, es el mimero de dimensiones
del espacio); su elausura se denota por €2 y su contorno I' es tal que I' = 9,00 3,0
y .0Nn80 =0,

Por ejemplo, ¢l problema mecinico es pobernado por la ecuacidn de equilibrio de
Cauchy, y consiste en:

Hallar el campo de desplazamientos u : {2 — [R7%m tal que:

Va+b=0 enQ2 (1D.86a)

dadas las fuerzas mdsicaa b {1 — R"im v |as condiciones prescritas en el contorno,
los desplazamientos en @,8) y las cargas externas t en (), respectivamente:

u =g endn (D.87)
ocn = t en 52 (DD.88)

La condicidn en la variable u se denomina condicién de Dirichlel o forzada, pues
g debe imponer directamente sobre la funcién de prueba. La condicidn sobre las
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tracciones se denomina condicién de Newmann o natural, pues como se vera que
dard impuesta implicitamente al satisfacerse la ecuacion variacional. Por otro lado,
ol modelo constitutivo del material serd el que establezca una relacién espectfica
entre las tensiones & y las deformaciones, y con los desplazamientos u mediante las
relaciones cinemsticas. Esta es la forma diferencial o fuerte del problema.

El método de residuos ponderados consiste en plantear que deben ser nulas tanto
la integral sobre todo el dominio {2 del residuo de la ecuacion de equilibrio cuasi-
estitico B = V- e + b, como la integral sobre el contorno dy{1 del residuo de la
condicidn en tracciones (E —a: n), esto es:

/ w:(V.a+b)dV+ j w(f—amn)dl=0, Vw (D.89)
Ja EAY

donde el conjunto de funciones de prueba u se define de acuerdo con la condicion
de contorno en 8,82, y el conjunto de funciones ponderacién w es gimilar al anterior
salvo que en 8,82 debe adoptar w = 0 (condicién homogénea). Aplicando el teorema
de la divergencia al primer término se plantea la relacion:

/ w:V.gdV = w: (o n) dl' = / Vw:adV (D.90)
Ja a1 Q

y substituyendo en la expresion de residuos ponderados (D.89) ge obtiene finalmente
la expresion de la forma débil adecuada para la solucién por elementos finitos:

[V'w codl = fw‘bcﬂ-’-i- / w-t dl’ (D.91)
JE i1 J0

El planteamiento del problema en forma débil consiste en:

Hallar el campo de desplazamientos u, tal que se cumpla (DOL) y que u = g
en 3,42

Se puede demostrar que la forma débil o variacional del problema es equivalente
a la forma fuerte o diferencial. Como se puede observar la condicién en tracciones
a1 =t en & no se menciona en el planteamiento del problema. Esta condicion
estd implicita en la expresion (D.91), lo que justifica el nombre de condicidn natu-
ral, La condicion en desplazamientos se debe imponer en la definicién misma de la
funcién de prueba u, por esta razén se la denomina condicion forzada, La expresion
(D.91), obtenida por el método de los residuos ponderados, es conocida también
como ¢l principio de los trabajos virtuales.

Principio de los trabajos virtuales

[l principio de los trabajos virtuales es una forma débil de lag ecuaciones de equi-
librio. Expresa la equivalencia de las fuerzas internas y externas a fravés de la
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igualdad del trabajo que cada una de éstas desarrollarfa al imponerse un desplaza-
miento virtual fu o variacion de desplazamiento, compatible con las condiciones de
contorno, De acuerdo con esto la ecuacion (D.91) se interpreta fisicamente como la
ignaldad de trabajos virtnales de las fuerzas internas y las externas:

/ V*(6u): odV = [ bu-bdV+ | u-Tdr (D.92)
40 412 11

Como se puede observar, las funciones de ponderacion en el principio de log traba-
jos virtuales tienen la interpretacion de desplazamientos virtuales o variaciones de
desplazamientos, es decir w =6u . Estas variaciones de desplazamientos deben ser
compatibles con Ins condiciones de contorno prescritas, es decir deben ser cinemdti-
amente admisibles, en 8,0 por lo tanto fu=w=0.

El principio de los trabajos virtuales es de aplicacién completamente general, se
cumple independientemente del tipo de material y del rango de las deformaciones,
o decir es valido tanto en deformaciones infinitesimales como en grandes deforma-
CLO10E,

D.8.2 Funcionales y principios variacionales

Clomo se ha mencionado antes, en una diversidad de problemas es posible obtener la
forma débil correspondiente a partir un funcional. Este funcional es una funcién de
funciones en forma de integral, y especifica una cantidad escalar. Fs decir, una apli-
cacion IT en la forma de una integral tal que IT(u) : ¥V — R, donde u es una funcién
en el espacio V. Muchos principios fisicos pueden expresarse mediante principios
variacionales, denominados naturales. En estos casos, la solucién de un problema
en el medio continuo estd asociada a un punto crftico o de estacionariedad de un
funcional 11 (u). Esto es, la solucidon para el problema del continuo es una funcién u
¢ue hace que el funcional [1 (u) sea estacionario respecto a variaciones pequenas de
u, denominadas du. Por lo tanto, la variacién del funcional en torno a la solucidn
u es nula, es decir 811 (u) = 0. Esta condicién es la que da lugar a la expresion
en forma débil o variacional de un problema y la que conduce a su solucién. La
variacion del funcional 11 (u) se evalia mediante la derivada de Gateawr o derivada
direccional. Si se congidera una perturbacion de la funcién u de la forma u+en,
donde 7 se interpreta como una direccién de perturbacién, la derivada de Gateawx
en direccidn 1 o derivada direccional se evalia como:

611 (1) = % I (&), (D.93)

la direccion de la perturbacion se define justamente como du.
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El edleulo de variaciones de funcionales es una herramienta que se puede utilizar
en michos cagsos como alternativa para la obtencidén de las formas débiles necesarias
para ¢l planteamiento de problemas por el método de los elementos finitos.

Funcional de Hu-Washizu

Un principio variacional que da lugar a varias formulaciones de elementos en mecdni-
ca de s6lidos es el principio de Hu-Washizu. El punto de partida es un funcional de
3 campos; estos campos son un campo de deformaciones y uno de tensiones, ademis
del campo de desplazamientos. En deformaciones infinitesimales la expresion del
funcional de Hu-Washizu se puede escribir como:

Myw (n,g,0) : / %E 1 CredV - / o (e=V*u)dV + .y (u) (D.94)
S il

M (u) : = - fﬂ boudy— [ toudr (D.95)

en el que las variables {u, &, &} se consideran como variables independientes.
En grandes deformaciones se define el funcional Iy (v, F, P):

Hpw (u, F,P) f [ﬁf (X, ¥'F) 4-1’-’;((:*1-'.:,49{1.]_1?)] dV + Tg (1)
i1

I]r.‘!rt- (U) . == b:udV — /;“ Loudl’ (D‘}ﬁ)

51

donde W es la funcion de energia de deformacion. A partirv del principio variacional
de Hu-Washizu se establecen diversas formulaciones mixtas de elementos, como por
ejemplo la formulacién de deformaciones mejoradas EAS, que se presenta en forma
breve en el anexo C.
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Capitulo 3

Formulacién mixta y métodos de
estabilizacion

3.1 Introduccién

La resolucidén de un problema de mecinica de sélidos deformables por el método de
log elementos finitos tiene como punto de partida el planteamiento del modelo cons-
titutivo y el de la forma débil o forma variacional de las ecuaciones del problema.
Luego, la discretizacion del medio continuo en subdominios o elementos conduce
al sistema algebraico, que se debe resolver de acuerdo con la ecuacién constitutiva
en forma local. La definicién de los elementos comprende el conjunto de grados de
libertad y los espacios polindmicos de interpolacién sobre el subdominio. Desde esto
punto de vista, los elementos mirtos son el resultado natural de las aproximaciones
por elementos finitos de las formulaciones variacionales miztas. El uso de formula-
clones mixtas es indicado en una serie de aplicaciones en las que el método estandar
irreducible en desplazamientos no es conveniente, o simplemente no es posible ob-
tener una formulacion irreducible que ofrezea buenos resultados. Las formulaciones
mixtas se aplican principalmente en los siguientes cagos:

s Problemas gobernados por ecuaciones diferenciales de alto orden, Este es el
caso de problemas de flexion de placas, por ejemplo. La presencia de deriva-
das de alto orden en la formulacién irreducible implicarfa para su aplicacidn
elementos de mayor grado de continuidad. Se reemplaza la formulacién irre-
ducible por otra mixta, de menor grado. Para esto, se definen como variables
independientes algunas de las que en la formulacion irreducible serfan deriva-
das de la variable primaria. Se puede optar asf por campos de interpolacién
de continuidad Cy, mis sencillos de formular,

7l
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s

e Problemas con restricciones internas. Para evitar la verificacion explicita de
una restriceion sobre un campo se introduce un campo adicional, Fste es el
caso de la incompresibilidad sobre el campo de desplazamientos.

Las ventajas que ofrecen las formulaciones mixtas se logran, sin embargo, dentro
de ciertas limitaciones, Los campos de interpolacién deben cumplir ciertas con-
diciones de compatibilidad entre sf, como expresa la condicion de estabilided de
Ladyzhenskaya- Babuska-Brezzi, o LBB; de lo contrario no se podri esperar resulta-
dos con sentido fisico de estos elementos, El eriterio de estabilidad deja al margen de
la aplicabilidad ciertas combinaciones de los campos de interpolacién. Por ejemplo
las interpolaciones u/p de iguales grados polindmicos que desde el punto de vista
{‘{Jlllj.‘.ﬂ.'lt-iil-(.'-i.m'lf"l-l regultarinn c(_)nv(.:,ui(-mt,cm, 11 pu.l'l,,iq’_:!_lli‘l.l‘ ln ]illl-!ﬂ.lﬂil'll}al-t. Los métodos
de estabilizacion tienen por objetivo eludir el requisito de compatibilidad entre los
campos de interpolaciones en formulaciones mixtas, Gracias a los métodos de esta-
bilizacion se logra que estos elementos, con combinaciones de interpolaciones que en
principio serfan deseartadas, ofrezcan un comportamiento estable,

Con la finalidad de mostrar la necesidad de las formulaciones mixtas en el pro-
blema de incompresibilidad se presentard como modelo el problema eldstico en pe-
¢uenag deformaciones. A continuacion se planteard la aplicacion de formulaciones
mixtas como alternativa a la formulacién irreducible y se mostrard la conveniencia
de complementarlas con las téenicas de estabilizacion. En la formulacidn de los ele-
mentos propuestos en este trabajo se empleard el método de estabilizacion de las
auh-escalag. Este método serd ubicado en el contexto del desarrollo de las técnicas
de estabilizacion y serd presentado al final del capitulo, destacdndose su importancia
como marco tedrico general para diversas formulaciones de elementos estabilizados.

3.2 Formulacién irreducible y problema de incom-
presibilidad

El problema eldstico se planteard siguiendo la notacion habitual empleada en el
capftulo 3. La regién del espacio ocupada por un cuerpo B se designa por §2, un
dominio abierto en R™m y 1 su clausura, ngg, es el nimero de dimensiones del
espacio, su contorno I' es tal que =300y a.0na35=0.

3.2.1 Modelo constitutivo

El comportamiento eldstico lineal isétropo se caracteriza mediante la relacidn cons-
titutiva:

oa=c:V'u, con: Cgp = A byyby + o (Gubyp + Subik) (3.1a)
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es decir:
e=AV-ul+ 2V (3.2)

donde o es el tensor de tensiones de Canchy, u el vector de desplazamientos,
[V*u] =y jy representa el gradiente simétrico de los desplazamientos y ¢ es el tensor
constitutivo eldstico. Los pardmelros de Lamé A\ y j caracterizan el comportamiento
del material.

En la practica ingenieril para identificar un material se emplean otros pardmetros
y una terminologia propia correspondiente. Por ¢jemplo, el pardmetro 4 se denomina
mddulo de cizallamiento v se denota como G. De ignal manera, naturalmente, dos
pardmetros bastan para la caracterizacion de un material, normalmente estos son
el mddulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson v, Las relaciones entre estas
propiedades y los pardmetros de Lamé son:

A = ET ) (3.3a)
E T
o= m (3.5'))

3.2.2 Formulacién en el continuo
Forma fuerte

Las ecuaciones que definen ¢l problema en forma fuerte son la ecuacién de equilibrio
en forma local y las condiciones de contorno, junto con la ecuacién constitutiva
correspondiente, El problema eldstico lineal se expresa como:

Dados los valores prescritos de lns cargas externas t : 8,80 — R™in, Jos despla-
zamientos en 6,82 y las fuerzas mésicas b : § — R hallar el campo de desplaza-
mientos u : §2 — R tal quer

Vie+b =0 el (3.3da)
u = 0 endf (3.3db)
on = t  endfl (3.3dc)

donde las tensiones e vienen dadas en términos de u por la relacién constitutiva
(3.2).

Sin perdida de generalidad se puede suponer, tal como se ha hecho aquf, condi-
ciones homogéneas en los desplazamientos prescritos,
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Forma débil

La forma débil se puede obtener directamente a partiv de las ecuaciones de la forma
fuerte. Para plantearla es necesario definir previamente ciertas caracterfsticas de los
espacios de funciones en que se buscara la solucién. Estas deliniciones deseriben la
stuavidad de lag funciones, mediante requisitos relacionados con la continuidad y la
diferenciabilidad,

El espacio de funciones cuyo cuadrado es integrable en §2 es L* (€2). H' (52) es
el espacio de funciones euyas primeras derivadas pertenecen a L* (2). Formalmente
esto se escribe:

2 () = {wl / w0 < m} (3.50)
FAY
H(Q) = {-mE 12@)| g € 12 @) 1.....nd.m} (3.5b)
".'?

es decir, el espacio L (£2) contiene funciones acotadas definidas en 2. Caben en
L?(£2) inclusive funciones discontinuas. H' (§2) contiene funciones continuas cuyas
derivadas pertenecen a L? (£2). H' (£2) es un subespacio del espacio de las funciones
continuas C (§2), es decir, H' () < C°(£2). Los espacios vectoriales correspondien-
tes se denotardn en letra negrita.

Para simplificar la nntm:idn ern las expresiones integrales el prmluc'tn interno L*
en {1 se denotard como (-, +) = [, (+) (-) df2 y como (-, ) 1= [, () () dI' al producto
interno L% en I,

Con estas consideraciones el problema eldstico se expresa como:

Dades los valores prescritos de las cargas exteriores t : 8,{0 — R™im | Jos despla-
zamientos en 8,80 y las fuerzas mdsicas b : 0 — R™im - hallar el campo de desplaza-
mientos u : § — R™m tal que

fV"w adV = /w -bdV + w-t dl', Vw €V (3.50)
i1 JL1 SO0
donde las tensiones a vienen dadas en funcién de u por la relacion constitutiva
(3.2), concretamente en funcién de Vu.

Vy s el espacio de las finciones de ponderacion o de las variaciones de despla-
zamientos admisibles, es decir, aquellas variaciones que pueden ser superpuestas de
acuerdo con la condicidn de contorno en 8,82

Vo= {w e H' (2) | w = 0 en c")uﬂ} (3.7)

Los requisitos de continuidacd se desprenden de manera natural de la forma débil.
£, ¥ = ]
Fstos se exigen de modo que las integrales involueradas tengan sentido. En este caso,
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para describir los desplazamientos y sus variaciones requerimos funciones confinuas
y que tengan primeras derivadas definidas en {2
La expresién abstracta de la forma débil (3.5f) es:

alu,w)=1l{w) , Vw € V, (3.8)
donde;
a(u,w) = j Viw: e : V' dV (3.9a)
{1

L(w) = / w - bhdV + wt dl’ = (w,b) + (w,f}l1f (3.9h)
n ai

a (), {5), {)p son formas bilineales simétricas. La ecuacidn (3.8) representa el
equilibrio de las fuerzas internas y las fuerzas externas a nivel global en el dominio
2. Estas fuerzas estdin representadas por los términos izquierdo y derecho de esta
couacion, respectivamente,

La priactica comtin en ingenierfa es emplear para estas expresiones la notacidn
matriz-vector, (Simo and Huges, 1998). De acuerdo con ésta, por ejemplo,

6 (W) = f e (w)" De (u) dV (3.10)

En esta expresién e (1) = [y, £33, €3, 2813, 26, 2513]7 o8 ¢l vector correspondien-
te al tensor V* (+), mediante el cual se representan las deformaciones infinitesimales
y D es el arveglo matricial correspondiente al tensor constitutivo .

3.2.3 Discretizaciéon por elementos finitos

El planteamiento del ]Jl‘()hl{‘:ll'li.l. por elementos finitos os candnico ( Huglluﬁ, 1937),
(Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Johnson, 1987), (Onate, 1992). Bdsicamente im-
plica definir una particion regular {9} en 7, subdominios de © y un espacio de
aproximacién de dimensién finita asociado a ésta. El didmetro o dimension carac-
terfstica de la particion {Q°} se denota usualmente como h. El espacio de funciones
de aproximacién Vo, C Vo se define como:

Vo= {wie Vo | wie C'(Q) y wilge € B (R) , &= LiioiyTigim} (3.11)

donde Py (§27) representa el espacio de polinomios completos de orden k asociados
al subdominio 7.

En hase a estos polinomios se define la aproximacion mediante una interpolacion
nodal. De acuerdo al método de Galerkin se emplean, tanto para las funciones de
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ponderacién como para los desplazamientos, las mismas funciones de interpolacién
en cada nodo:

N=[NANP NWed] . NA=NAL, A=l fied (3.12)

donde N4 es la funcién de interpolacién del nodo A, n,,4 es el mimero de nodos del
elemento e I, es la matriz identidad en ng;,, dimensiones. Las aproximaciones a las
funciones de ponderacién y al campo de desplazamientos dentro de cada elemento

£2° resultan:

Whips = NW{“} ’ uhlﬂ' - N“{ﬂ} (-5‘1»’-)

donde &
w(r]= [w.rl w”...w"““"“] : u{r!)= [“.fl uf‘fl“uh“..,’] (3‘14)
son los arreglos que contienen los vectores de variaciones y de desplazamientos de
it #
Pt R g P e RN I G S 0T il Y T
los nodlos de cada elemento, w = {wi, w1} yul = {uf.ud 1.
Los vectores de deformaciones € (n) y de tensiones o deniro del elemento se
expresan en funcién de los desplazamientos ul®) como:

e(u)lge =Bu , oy, = BDu® (3.15)
donde
B =[B.By...B,,,.] (3.16)

e el operador de deformaciones diseretizadas del elemento, que contiene los operado-
res correspondientes a cada nodo By, tal como se definen tipicamente, por ejemplo
DALA Ny = 3:

TNA 0 0]
0 N4 O
0 ['} N.rl
By= i 317
A NI_;: N:,;} D ( )
0 N4 NA
L rl:' U Nlé'! e

El procedimiento convencional para plantear las ecuaciones de equilibrio global
del sistema discretizado implica el cdleulo en cada subdominio y el ensamblaje de las
contribuciones de cada elemento. De acuerdo con las interpolaciones (3.13) y (3.15),
lag contribuciones de un elemento Q° correspondientes a los términos de fuerzas
internas (3.10) y de fuerzas externas son:

’ - {ﬁ)
wle [ B"DB:LQ] ul® (3.18a)
S

a(up, Wil =

; ' ()
Lwilgs = wf”"'[ N'bdQ + N‘I'Erﬂ‘] (3.18h)

1 o {10
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De esta manera, el problema expresado en forma débil se llega a reducir a un
problema algebraico, que finalimente se puede expresar como:
Hallar el campo de desplazamientos u, € Vg, tal que

i (uhswh) - I(Wh) 3 VW.‘: = 1-"(} (3. 19)

Expresion matricial

La expresion correspondiente al problema discretizado (3.19) es:
Hallar U tal que:
KU=f (3.20)

donde U es el arreglo vectorial de los desplazamientos, K es la matriz de rigidez
global del sistema y £ el vector de fuerzas externas equivalentes, que respectivamente
20115

K = "K' K| ey
r _ H-K: [r](r,) (3.21':’)
=

Halm , . -
donde A denota la operacién de ensamblaje de elementos finitos, consistente en

L |

sumar las conbribuciones de cada elemento en la posicién apropiada en la matriz o
vector global del sistema, Las submatrices tipicas de [K]') y [f] son:

; S (=)
(K48 = [ / Binmrm] (8.222)

i

(© N bdc B ]

[ = [/ [NA]" b+ / [N4] td[‘] (3.22b)
S0 o B5YY

Este es el planteamiento general por el método de los elementos finitos del pro-
blema eldstico. El método ofrece muy buenos resultados en general. Sin embargo,
como se ha anticipado, no ocurre agf en problemas con restricciones internas, tales
como la de incompresibilidad del medio,

3.2.4 Inviabilidad de la formulacién para el problema de
incompresibilidad
La condicion de incompresibilidad en el caso eldstico lineal se puede expresar en

términos del coeficiente de Poisson v, La resistencia al cambio de volumen de un
material es tanto mayor en la medida en que el valor de su coeficiente de Poisson
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es mds cercano a 0,5. A su vez, el pardmetro de Lamé A — oo, tal como se puede
observar en la expresion (3.3a). La incompresibilidad se alcanza en el lfimite cuando
— (), 5. En este caso la deformacion volumétrica debe ser nula localmente,

Ey = &L = Upp = V-u=0 (3.23]

es decir, el campo de deformaciones debe tener divergencia nula. A los campos con
esta caracterfstica se les denomina solenoidales.

En el contexto de una solucién por elementos finitos, sin embargo, dada una
interpolacién es practicamente imposible obtener un campo de desplazamientos so-
lenoidal en forma local. La dificultad numérica que esto trae consigo se puede
apreciar insertando la expresion del modelo constitutivo (3.2) en (3.19)

/ Vrwy AV wp 14+ 2uVw) aV =1(wp) , VYwa€Vos  (3.24)
J12

Como se puede apreciar, ya que el pardmetro A — oo no estd acotado, el término
asociado a la deformacidn volumétrica tiene una dominancia espuria y los resultados
son extremadamente sensibles a su valor numérico. Este se determina a partir del
cileulo de las derivadas de los desplazamientos, cuya precision es inferior a la de
los desplazamientos mismos. Este término representa la energia de deformacién
asociada al cambio de volumen, que deberfa resultar nula, El error que se comete
en la deformacién volumétrica se amplifica en las tensiones. La determinacion de la
componente de la tension relacionada con la deformacion volumétrica, denominada
tensidn media, se hace imprecisa y resulta sobrestimada. Esto a su vez repercute
en la estimacién de los desplazamientos; la formulacidn al no poder representar un
campo de deformaciones realista con ¥V » uy = 0, tiende al blogueo. El problema
se manifiesta no sélo en el lfimite de incompresibilidad, sino también al considerarse
situaciones cuasi-incompresibles, es decir, con valores de v cercanos a 0,5,

Otra formulacion irreducible alternativa para el problema de incompresibilidad
consiste en buscar la solucién en un espacio de tipo solenoidal. Para esto el espacio
de aproximacién se debe construir imponiendo explicitamente esta condicién:

e T = -[w e H' () I w=0endf, V w TO} (3.25)

Aunque este método ofrece clertas ventajas que lo hacen atractivo en problemas bidi-
mengionales, en problemas tridimensionales la complejidad y el costo computacional
restringen su aplicabilidad.
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3.3 Una formulacién mixta para el problema de

incompresibilidad: problema de Stokes
Con la finalidad de mostrar las posibilidades y limitaciones de las formulaciones
mixtas se plantears como ejemplo una formulacién especifica para el caso elistico
incompresible. Bn la formulacion mixta, se interpola ademas de los desplazamientos,
independientemente algtin campo adicional, tipicamente un campo de tensiones. En
efecto, para este caso se introducen una incégnita y una ecuacion adicional, ambas
relacionadas con el término volumétrico de la deformacion.

3.3.1 Modelo constitutivo

La introduceién de la variable adicional equivale en este cago a la modificacion de
la expresion constitutiva (3.2): ¢ = AV - u 1+ 2uV"u, y adoptar en su lugar

o =p 1+ 2V (3.26)

donde p se suele denominar presion. Fsta variable adicional se debe determinar
como una incégnita mds de la solucién.

3.3.2 Formulacién en el continuo
La ecuacién adicional necesaria para resolver esta incégnita es:
V:ou=0 (3.27)

denominada condicidn cinemadtica de incompresibilidad. El problema modificado se
plantea como sigue:

Forma fuerte

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores  : 82 — R"m,
los desplazamientos en 8,80 y las fuerzas masicas b 2 — R™im  hallar
el campo de desplazamientos u : {§ — R y el campo de presiones p :
{) — R, tales que

Vp+V - (2uV'u) +b = 0 enQ (3.28a)
V:u =0 en{ (3.28b)

u = 0 en 6,02 (3.28c)

on = i en ;02 (3.28d)
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donde Ins tensiones o vienen dadas ahora en funcidn de v y p por In relacion
constitutiva (3.26).

Forma débil

La obtencion de la forma débil se puede hacer de manera similar a la de la elasti-
cidad compresible, salvo que ahora se debe definir un espacio de funciones para las
presiones y sus variaciones o funciones de ponderacién,

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t ; 8,80 — R Jog despla-
zamientos en &,5) y las fuerzas médsicas b : {2 — R"im - hallar el campo de desplaza-
mientos u ;£ —s Rim v el campo de presiones p 1 1 = R, tales que:

Jo VoW i (pl 4 2u V™) dV = L(w) , Vw eV,

JqaV-u = 0, Yqe@ (4:28)

donde [ (w) es el término de fuerzas externas, tal como se definié antes,
De acuerdo con los requisitos de integrabilidad de estas expresiones, el espacio
de funciones para los desplazamientos y sus variaciones es Vy:

Vo= {w e H' () | w = 0en 8,0} (3.30)
mientras que el espacio de funciones para las presiones y sus variaciones es:
Q =1%(Q) (3.31)

eg decir que las presiones pueden ser incluso discontinuas entre elementos. (Ohsér-
vese que en las expresiones (3.28) aparecen sélo las funciones primitivas de p y q, v
no sus derivadas).

La expresion abstracta de la forma débil (3.28) es:

alu,w)+b(pw) = L(w), Vw & 1 (3.32a)
b(gu) = 0, Vpe Q (3.32b)
donde:
alu,w) = 2 / Viw 1 V'u dV (3.33a)
10

b(p,w) = / pV -w dV (3.33b)

il
big,u) = /qV-u dV (3.33¢c)

o 2
L(w) = (w,b)+ (W[, (3.33d)
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En la formulacidén mixta se puede considerar que la restriceidn de incompresibili-
dad s¢ incorpora en forma débil mediante la variable p, que actiia como multiplicador
de Lagrange, Estas ecuaciones de gobierno son idénticas a lag expresiones correspon-
dientes al problema de Stokes en mecdnica de fluidos. Aunque éste se refiere a un
fendmeno diferente, un problema de flujo viscoso e incompresible, desde el punto de
vista de las expresiones sélo cambia la interpretacion de las variables respecto de las
del problema eldstico lineal. En efecto, en el problema de Stokes u es la velocidad
y fues la viscosidad dindmica del fluido,

3.3.3 Discretizacion

Tal como se planteara para el problema eldstico general se define ¢l espacio de
aproximacion de los desplazamientos V), € V. Ademds se debe definir el espacio
para la aproximacion de la presion €, © Q. Ya que las presiones pueden ser
incluso discontinuas, para definir la interpolacion de la presion hay una gama de
posibilidades mas amplia que la correspondiente a los desplazamientos,

IEn general las interpolaciones de la presion y de su variacion se pueden expresar
COIMQ:

ph|nn = Npp(‘!) (3'3d)

donde
P("-J - [p"" PH-“p"h"p}T (3.35&\-)
Nrr o [N.::l N.,fj...N',‘““"] (3_351,)

Mpop €8 €l mimero de nodos de presion, p(“) y N, son los arreglos de presiones
nodales y de funciones de interpolacién de la presidn, respectivamente. La variacidn
de presidn, o lo que es lo mismo, la funcidén de ponderacién correspondiente a la
presion, se interpola de manera similar a Ph.

La expresién abstracta de la forma débil discretizada es:

a(uy, wy) +b(pn,wn) = L{wy), Vwy € Vo (3.36n)
{}(q,-,,u;,} = 0, V?Jh = Q;, (3.3Gb)

donde las contribuciones de un elemento €2, a los término (3.33b) y (3.33¢) son
respectivamente:

(e)
b(pr Wi)lge = w"”[ B‘lN,,dﬂ] pl (3.37a)
Jas
2 1 Al (E)
bgn wp)lge = q(”)"'[ N?,I‘Bdﬂ] ul® (3.37h)
o

donde 1 es el vector unidad, 1 =[111000]"
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3.3.4 Expresion matricial

La expresién matricial del problema algebraico se puede eseribir como:

Hallar U y P, tales que

[Cﬁg][g]=“] (3.37)

KU+GP = § (3.37)
G'U =0 (3.37)

a5 decir:

donde P es el arreglo de presiones nodales, U, £ y K se definen igual que antes. G
es una matriz que se puede interpretar como el operador gradiente que se aplica al
veetor de presiones y GT como el operador divergencia que se aplica al vector de
desplazamientos.

En efecto, la ecuacién (3.37), G'U = 0, representa en forma discretizada la con-
dicién cinemdtica de incompresibilidad V- u = 0, Las submatrices Lipicas de Ga
nivel de elemento tienen la forma:

(e) :
[G'”i](“) = L/ (bl Nfriﬂ] 1 donde [bs] = [NIA WNA T (3.41)
: o

Thilim

Esta formulacién no se aplica en la practica de la manera como se ha presentado
debido a que el sistema algebraico presenta ceros en la diagonal, lo que complica
la solucién del sistema mediante algoritmos directos, y como se ve en la préxima
seccidn presenta problemas de estabilidad numérica. Una alternativa para evitar
asta dificultad es la forma penalizada. Sin embargo, las limitaciones propias de las
formulaciones mixtas que se quieren mostrar a continuacién son comunes a ambos
planteamientos, razén por la cual es suficiente para tal fin tomar como base la
formulacién descrita hasta aguf,

3.4 Limitaciones de las formulaciones mixtas

3.4.1 Introduccién

La formulacién mixta permite evaluar la presion (la componente media de las tensio-
nes) como una variable primaria, independiente de los desplazamientos, y aplicar la
regtriceion de incompresibilidad del medio en forma débil. Esta flexibilidad adicional
respecto a las formulaciones irreducibles no es ilimitada. Existen restricciones en la
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compatibilidad de los campos de interpolacién que se emplean en la formulacién, fue-
ra de lag cuales no cabe esperar buen comportamiento de las formulaciones mixtas.
El objetivo de esta seceidn es presentar brevemente alguinos resultados importantes
del andlisis matemdatico de convergencia y estabilidad, de modo que permitan re-
conocer la existencia de tales limitaciones y las dificultades que representan en la
aplicacion de los elementos mixtos.

Previamente es necesario introducir algunos conceptos bisicos. Los conceptos
bdsicos que se mancjan en el andlisis del método son tres. Por un lado la conver-
gencia evalia la medida del ervor @ = u — u,, entre la solucidén exacta y la solucién
discretizada del problema. La apromimabilidad de un espacio 1, a una funcidén u
mide gué tan buena puede ser la mejor aproximaeién a esta funcion mediante ele-
mentos vy, de ese espacio, La aproximabilidad es una caracterfstica del espacio dada
una determinada funcién; es, por lo tanto, independiente del problema y de la solu-
cidn del método, Una buena aproximabilidad no garantiza una buena convergenciag
sin embargo, si limita qué tan buena puede ser, .

Para medir las magnitudes de los elementos de un espacio ¥ es necesario definir
una norma, que se denota como ||]|1, Los espacios tienen una norma natural aso-
ciada a sus productos internos; por ejemplo, las normas y los productos internos en
Ly vy Hy son, respectivamente:

en Ly 1wl = (ww), (ww)= / uwel(} (3.42)
o 1
en fy |wll, = (waw), , (uw) =(umw)4(Vu,Vw) (3.43)

A continuacion se presentardn primero algunas propiedades de la solucidn irre-
ducible. Luego se podrdn mostrar de manera mas clara las condiciones particulares
sobre las formulaciones mixtas en los apartados 3.4.3 y 3.4.4 siguientes.

3.4.2 Propiedades de la solucién de la formulacion irreduci-
ble

El buen comportamiento de la formulacion nreducible del método de elementos fini-
tos, presentada en la seccidn 3.2, es un hecho corroborado en la prictica en diversas
aplicaciones. El andlisis matemitico del método ofrece garantfas de exactitud de la
aproximacion y convergencia bajo clertas hipétesis,
La forma absiracta de la formulacién irreducible del problema en forma débil es
(3.8):
a(u,w)=1[(w) , Yw e Wy

la forma bilineal @ (-, ) define una norma equivalente a |lw||,, es decir:

e W < alw, w) < e ||wl} (3.44)
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a(s, ) se conoce como norma energélica y se puede utilizar mas facilmente que
[Nl ;, como medida en el espacio H; en el contexto de este problema. Esto es una
consecuiencia de dog propiedades de la forma bilineal a (-, ), ln continuidad, que se
define como:

AN, =0 | Yu,w eV, a(u,w) <N, ||uly, Iwl (3.45)
y la coercividad, definida como:
K, =0 | Yw,w eV, alw,w) 2K, [|w]; (3.46)

Bajo estas condiciones el lema de Lax-Milgram asegura que el problema tiene
solucion 1inica.
La formulacién diseretizada del problema se expresa mediante la ecuacion (Il.lﬂ):

il (I.I.;”W;,) = ﬁ(Wh) . Yw), € 1%y (347)

El problema discretizado hereda las propiedades de continuidad y coercividad de
a(-,-) y tiene solueidén tnica. En espacios de dimension finita, como es el caso del
espacio de elementos finitos Vy, la coercividad de a (-, ) tiene una interpretacion
en términos de la matriz asociada K. Que a(:,+) es coerciva es tanto como decir
que K es definida positiva (todos los valores propios de K son diferentes de coro y
positivos), y decir que K, = 0 es exigir que el mimero de condicionamiento de K
gea acotado.

Se puede mostrar que la respuesta en desplazamientos esta acotada en [uncion
de los datos del problema. Sin perjuicio del cardcter general de los resultados que
se quieren mostrar mas adelante, se supondrd que la forma lineal es de tipo [ (w) =
{b,w) y se definird la siguiente norma para b:

(b, w) -
h. N 1 EHI} AR 5.48

que se denomina norma dual (se excluye el caso en que w = 0), Con esta definicidn
y haciendo wj, = 1y, en las ecuacion del problema (3.8), se obtiene:

Ko lluplly; < a (up, up) = £ (up) < |[BI], fJunlly (3.49)

donde para fijar la cota inferior se ha invocado la coercividad de a(-,-) y para la
superior la definicién de la norma de ||b|,. Se concluye entonces que:

Bl

<
“““ "U - I{a

(3.50)

Por tanto, los desplazamientos estdan acotados en funcidn de los datos del problema
en funcién de la constante de coercividad K, que, como se ha dicho antes, en un
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problema de dimension finita ésta estd relacionada con el condicionamiento de Ia
matriz K asociada a a (-, )

Mg aiin, otro resultado importante conocido como el lema de Céa asepura que
el ervor de la solucidn es del orden de la mejor aproximacién del espacio de elementos
finitos, es decir:

' Nn b F;
[a =y, = f{: "I;:‘l‘lr’lh la = vl (3.51)

donde miny, cy, |10 = vy, es la aproximabilidad respecto a u del espacio Vy, que es
independiente del problema. En otras palabras, el problema se reduce simplemente
a una cuestion de aproximabilidad del espacio V).

Un resultado bisico de la teorfa de interpolacidn permite establecer para este pro-
blema, en funcién del orden del polinomio de interpolacién &, el siguiente estimador
de error:

N, . .
lu—=u, < (f-‘ I—l) K [l (3.52)
‘I’l

Considerando que la solucién del problema continuo es suficientemente regular de
manera que u € H**', En un proceso de cdleulo mediante una sucesién de mallas
cada vez més finas, caracterizadas por el didmetro h, se dice que hay convergencia
8i:
lu—wuyll, —0, a medida que i — 0 (3.53)

El orden de convergencia es el exponente de i en la expresion (3.52), en este caso
k, lo que se denota como O (h.*'}. Si en una secuencia de problemas K, permanece
acotada inferiormente por encima de cero estos resultados garantizan que el proceso
converge de manera estable a la solucion exacta, de la misma manera que la mejor
aproximacion en el espacio V).

Otra propiedad que se demuestra directamente a partir de las propiedades de la
norma energética a () es la ortogonalidad del error:

ale,w,) =0, Yw, € V, (3.54)

Esto significa que “el error en la solucidn por elementos finitos es orlogonal al sub-
espacio Vy, © V7. Dicho de otra manera, “uy es la proyeceion de u sobre V), con
respecto a a (-, )",

3.4.3 Formulacién mixta y necesidad de control sobre la pre-
sion: condicion LBB
Como se ha visto en el apartado anterior, la formulacién irreducible conduce a un

problema de aproximabilidad: ofrece parantias de que se pueden obtener resulta-
dos tan bienos como la mejor aproximacion del sub-espacio V. Sin embargo, en
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problemas con restricciones internas, tales como la incompresibilidad del medio, fa-
llan los elementos de la formulacién irreducible empleados nsualmente y que en la
practica comtin dan buenos resultados. La dificultad radica en que la aproximabili-
dad de los espacios no es suficientemente buena, y por lo tanto, las soluciones son
pobres, La formulacidn mixta es la alternativa que ofrece la posibilidad de tratar
las restricciones del medio de manera mds flexible. Sin embargo, al igual que en la
formulacién irreducible, existen ciertos requisitos que deben cumplirse para poder
garantizar buenos resultados.

El andlisis de las propiedades de la solucién en las formulaciones mixtas la si-
tuacion es algo mds complejo. El factor principal es la dependencia de la solucidn
de ciertos requisitos de compatibilidad entre los espacios de aproximacion en los que
se buscan las soluciones para cada uno de los eampos. De no cumplirse éstos, atin
cuando cada uno de los espacios tuviera buenas propiedades de aproximabilidad,
no se podran esperar buenos resultados de los elementos. El objetivo de este apar-
tado es mostrar la naturaleza de estos requisitos y las implicaciones que tiene ¢l
cumplimiento o no de los mismos en el comportamiento de los elementos.

Para la presentacion se considerard la formulacion mixta diseretizada represen-
tacda por las ecuaciones (3.36a-b):

{1 [“h, wh) -+ b(j‘-’h i wh.) = | (WJ,) 1 wal = VUJI
b(gn,wp) = 0, Vi, € Qo

Si bien el operador a(:,+) no es el mismo que en la formulacién anterior, como se
puede ver en (3.33a), posee también las caracterfsticas de continuidad y coercividad.
La funcién [ (+) se considerard igual a la del easo anterior. A diferencia de la formu-
lacion irreducible, para garantizar la existencia de solucién tinica del problema no
bastan las propiedades de a (1, -); como se verd, se requiere ademids una condicion en
relacién con b (., ).

Se puede mostrar ipual que antes que la respuesta en desplazamientos en esta
formulacién estd acotada en funcién de log datos. Para esto se hace wy, = uy ¥
qn = —pp en las ecuaciones anteriores, con lo cual se obtiene:

Ku lunlly < a () = L(wy) < [Ib, [lualy (3.56)

donde se han invoeado nuevamente la coercividad de a(:,-) y la definicién de la
norma de |b||,. Se deduce de lo anterior el control sobre los desplazamientos:

b
fuly < Ll (3.57)

Para garantizar el control sobre la respuesta de la formulacién en presiones se
precisa una expresion similar, de tipo ||py[lg < ¢[[b|,. Este control debe establecerse
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a partir de la ecuacion (3.36a):
b(pn, wi) = L (wy) = a(uy, wy,) (3.58)

haciendo uso de la condicién de continuidad de a (1, +) y de la definicion de la norma
de [|b|, en esta expresién:

b (pny wa) = BIl, [Twally + ol lIwally, (3.59)

‘Teniendo en cuenta la condicién (3.57), se obtiene:
Nﬂ.
7o Bl lIwally + Bl Iwaly = &G, wi) (3.60)
L

Por lo tanto, no se obtiene control sobre la presién a menos que se pueda asepurar
que los espacios Q) y V), sean tales que:

Vg, € Q) dw,el, ’ b (Cﬂuwh) =1, "'-'Hl "Q ”wh”p Ky 20 (3*61)

condicién con la cual se puede obtener de (3.60) la siguiente cota para la presion:

1 N, B
v (F + 1) b1 2 il (362)

La condicién (3.61), en base a la que ha sido posible establecer el control sobre la
presion, también se puede especificar gobre V), en funcién de la siguiente expresicn
equivalente:

b (qn .
sUp MEI\. lanllg + K= 0 Vi, € @y, (3.63)

wievs  [[Wally
Se imponen de esta manera restriceiones de compatibilidad entre el campo de inter-
polacién de las presiones Qy, y el de los desplazamientos Vy,. Esta es la denominada
condicion de Ladyzhenskaya-Babudka-Brezs ( LBR). Otra expresion equivalente ex-
plica el nombre de condicidn inf-sup con que también se la conoce:

nf sup —ImWh) o g o (3.64)

KE 478 WV, HWh " ¥ "qh " Q5

Como se ha mencionado antes, en problemas de dimensién finita estas condiciones
se traducen en otras relacionados con las matrices asociadas. Se puede interpretar
esta condicién haciendo un sfmil de la condicién de coercividad de a (., ). En el
caso de la matriz K asociada a a (+, 1) se obtiene control sobre los desplazamientos
en funcién de los datos gracias a que sus valores propios son distintos de cero, en
particular positivos. El caso de b(:,+) es andlogo; se obtiene el control de la presion
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en funcién de los desplazamientos al requerir que K, = 0, es decir, que el mimero
de condicionamiento de G esté acotado, que es tanto como requerir que los valores
propios de la matriz G, aunque no sean necesariamente posilivos, no sean coero (1-|i
Cercanos a C{,‘.ﬂ'}),

La existencia y unicidad de la solucién de este problema en el continuo depende

de la condicion LEBB:

inf sup M

0eQwev || vlly ll4llg
como demostrd Ladyzhenskaya, Esta condicidén se cumple para ln pareja de espacios
Vs € H! y Q =12 establecidos para ¢l problema continuo en el apartado 3.28. La
extension a otros problemas mixtos de este requisito de compatibilidad fue hecha
por Babuska (Babuska, 1971) y posteriormente el andlisis en el contexto de la forma
discretizada del problema de Stokes fue desarrollado por Brezzi (Brezzi, 1974).

Al abordar la diseretizacion por elementos finitos se presenta una dificultad en la
veriflicacion de esta condicién sobre los espacios de trabajo. A dilerencia de la coer-
cividad y continuidad de la forma a (-, -), que son las otras propiedades que también
se requieren para garantizar existencia y unicidad de la soluecidn, la condicién LBEB
no se hereda al pasar del problema continuo al discretizado. En efecto, el cumpli-
miento de la condicién infsup en los espacios Vy € H' y @ =L? no garantiza el
cumplimiento de ésta para cualquier pareja de espacios de aproximacion Vy, y Q.
Teniendo en enenta que el espacio de aproximacién de dimension finita es Vy, © V (se
puede pensar como una inclusién de subconjunto), puede ocurrir que los elementos
que garantizan el cumplimiento de la condicion LBB presentes en V no pertenezean
a V. En general, la estabilidad tiende a mejorar si se amplia o enriquece el espacio
de los desplazamientos 1), para un @), definido. La condicion LBB para el problema,
discretizado (3.64) se debe exigiv especificamente para cada pareja de espacios de
aproximacion Vo, y @, de manera que se pueda asegurar que permanece acotada
mferiormente por encima de cero K, = 0 independientemente de h. De lo contrario
puede ocurrir que la condicion se cumpla en funcién de b y que K, — 0 cuando
h — 0. Desde ¢l punto de vista algebraico, la matriz G podria estar mal condicio-
nada y no se puede garantizar el control sobre la presién, es decir, la presién puede
presentar problemas de inestabilidad,

Existen una serie de elementos mixtos para los cuales se ha demostrado el cum-
plimiento de la condicién LBB, y que por lo tanto tienen comportamiento estable,
Para estos elementos el teorema de Brezzi (Brezzi, 1974), andlogo al lema de Céa
(3.51), garantiza que el error es del orden de la mejor aproximacién y por lo tanto
el problema se reduce a una euestion de aproximabilidad de los espacios:

>f=0 (3.65)

"u_m&4”pwmnSQﬂHMM—th+AE&MPWMQ (3.66)
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En particular, si la solucién del problema continuo es suficientemente regular se
obtiene el giguiente estimador del error:

[l = wpll; + llp=pally < Ch"wketD (3.67)

donde ky, y k, + 1 son los drdenes de las funciones de interpolacion de los des-
plazamientos y de las presiones, respectivamente. Se dice que los errores “estdn
balanceados” si k, = k, + 1.

3.4.4 'T'écnica de conteo de restricciones: elementos descar-
tados

Demostrar matemdticamente ¢l cumplimiento de la condicidn de estabilidad para un
elemento puede ser una tarea complicada. Incluso existen elementos utilizados en la
priactica, con buenos resultados, para los que esta condicidn no ha sido demostrada
atin.  Este es el caso del conocido elemento 21/P0 (Hughes, 1980). Este es un
elemento lineal en desplazamientos y presién constante, desarrollado por Hughes en
el marco de la formulacion denominada B-Bar,

En la prictica ingenieril existe una téenica que permite hacer una valoracién
preliminar del comportamiento que se puede esperar de un elemento mixto. Esta
se denomina técnica de conteo de resiricciones (Hughes, 1987), (Zienkiewicz and
Taylor, 1994a) y se basa en un requisito de solvabilidad. Por lo tanto, establece
una condicién necesaria pero no suficiente por si misma para garantizar estabilidad.
Sin embargo ha mostrado ser efectiva para dar indicios de clertag caracteristicas del
ﬂ(]ll’lp('ll't}l.]l'liﬂl'lt.(') ('l{-'! 1 I.",‘!ll"!]'l'](‘.l'lt().

Esta téenica se basa en un razonamiento heurfstico acerca de la relacidn entre el
ntimero de ecuaciones de equilibrio y el mimero de condiciones de incompresibilidad
en el problema. En el sistema de ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema
esta relacidn es igual a ngyy, el mimero de dimensiones del problema. Es de esperar
que esta relacién tienda a ser representada en una malla de elementos finitos muy
fina al evaluarse el pardmetro de restriccidn

r= v (3.68)

Ty

donde n,, es el mimero de grados de libertad en desplazamientos después de impues-
tas las condiciones de conforno y n, el nimero de restricciones de incompresibilidad
electivas. En un problema conereto la relacién depende de las condiciones de contor-
no impuestas. El test consiste en hacer el conteo y evaluacién en una configuracion
sencilla de manera que permita obtener una aproximaeion al limite correspondiente
a una malla fina, Esta configuracién se muestra en las figuras 3.1 y 3.2, En cada caso
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Figura 3.1: Elementos mixtos u/p con presidn discontinua, Pardmetro de restriceidn
r. (%) Se supone que cumple la condicdn LEBA en mallas distorsionadas aungue no se ha
demostrado matemdticnmente, (**) Estos elementos cumplen la condicion LEBE.
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Q1/Q1
2 r=2
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Figura 3.2: Blementos mixtos u/p con presién continun. Pardmetro de restriceién 7, *)
Fstos elementos cumplen la condicion LBB.

se prescriben los grados de libertad (de desplazamiento y presion) en las paredes de
la esquina y se evalia 7 en base s6lo a los grados de libertad restantes,

En dos dimensiones el valor éptimo es r = 2. El resultado que arroja cada ele-
mento particular con relacién a este valor indica la tendencia de su comportamiento.
Efectivamente, valores de r < 2 dan indicios de excesivas restricciones de incompre-
sibilidad en relacién a los grados de libertad en desplazamientos. El elemento tiende
al blogueo en la medida en que el pardmetro r sea mis pequeno y bloguea si r < 1.
Por otro lado, elementos que arrojan © = 2 no bloquean, pero valores muy gran-
des del pardmetro 7 indican una pobre interpolacién de presiones en relacion a los
desplazamientos, El error en presiones repercute en el ervor general del método y
el orden de convergencia resulta ser pobre, atin cuando la interpolacién en despla-
zamientos sea de alto orden. Este efecto se puede apreciar en la ecuacion (3.67) en
funcién de log ordenes k, y k, de log polinomios de interpolacién respectivos.

n el Anexo B se resume, debido a su importancia, un método de general para
problemas de incompresibilidad desarrollade en (Simo et al,, 1985), en el que se
pueden encuadrar el Q1/P0 y otros elementos de presién discontinua,

El eriterio de estabilidad conduce tal como se ha mostrado al planteamiento de
la condicién LBB, lo que se traduce en una restriccion en la eleccién de las interpo-
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laciones en un elemento mixto. Quedan al margen de la aplicacidn, por violar esta
regtriceion, elementos que desde el punto de vista computacional resultarian conve-
nientes en aplicaciones pricticas, por ejemplo los de iguales ordenes de interpola-
ciom u/p. El ohjetivo planteado en este trabajo es formular elementos triangulares
y letraédricos para problemas de incompresibilidad con interpolaciones lineales y
continuas en presidn y desplazamientos, Una combinacidn de interpolaciones como
ésta no cumple la condicién LBB, por lo que una formulacién mixta como la que se
ha presentado no garantiza comportamiento estable de la presion. El objetivo im-
plica plantear una formulacidn de elementos mixtos al margen de la condicidn LBE
y que, no obstante esto, ofrezca comportamiento estable. En la siguiente seccidn se
presenta una resena de las teenicas gque tratan de corregir inestabilidades numéricas
semejantes que se presentan en diferentes aplicaciones, con la finalidad de ubicar en
ege contexto la formulacidn estabilizada que se planteard en este trabajo.

3.5 Meétodos de estabilizacién: breve resena

Las dificultades numéricas que se manifiestan de manera similar a la inestabilidad
de la presion en la formulacion mixta del problema incompresible ocurren también
en otras aplicaciones. Como se ha mencionado el problema eldstico incompresible
responde & lasg mismas ecuaciones de gobierno que el problema de Stokes. A su vez
el operador diferencial correspondiente a estas ccuaciones se encuentra también en
modelos matemiticos que describen otros fendmenos fisicos, tales como lag ecua-
ciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles. La inestabilidad de la presion
se manifiesta de igual manera en este problema. También se presentan inestabili-
dades numéricas en el tratamiento mediante elementos finitos de otro importante
problema en mecdnica de fluidos como es el de conveccidn-difusién-reaccidn. Este
es un problema en una séla variable, velocidades, en el que la dificultad radica en
que la aproximacion numérica a la que conduce el método de Galerkin sub-estima ¢l
efecto difusivo. En casos en que el término convectivo predomina fuertemente sobre
¢l difusivo, esto resulta erftico en el tratamiento numérico y da origen n inestabili-
dades que se manifiestan como oscilaciones no-fisicas en la respuesia en velocidades.
Las técnicas orientadas a evitar estas dificultades reciben el nombre de métodos de
estalibizacion.

En general los métodos de estabilizacion condueen a una modificacién de la forma
débil gue se resuelve, mediante la adicidn de términos que dependen de la malla. Las
modificaciones propuestas no siempre han tenido una justificacion convincente, y en
alpunos casos éstas se establecieron a partir de la practica numérica. Dificultades
como lag mencionadas en los problemas de la mecinica de fluidos impulsaron el
desarrollo de estos métodos.
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Por gjemiplo, en el problema de conveccidn-difusién-reaccién las primeras ideas
para solucionar la inestabilidad numérica condujeron a compensar la sub-estimacion
de la difusividad agregando difusidn artificial (Johnson, 1987). El método evoluciond
en modificaciones sucesivas que fueron corrigiendo inconvenientes de la idea primi-
genia, Asf, se logrd que la modifieacién de la difusividad sélo afectara la direccién
de las lineas de corriente (Hughes and Brooks, 1979). El término de estabilizacién
obtenido involucraba el operador diferencial de conveceidn. Sin embargo, debido
a la inclusion del término adicional la formulacidn no era consistente, es decir, la
solucidn del continuo no era solucion del problema modificado a resolver, Se obtuvo
una formulacién consistente involucrando en el término de estabilizacion el residuo
de la ecuacion diferencial del problema, con lo que quedaba incluido el operador de
conveccion-difusion-reaccion completo. Este método en su versidn consistente se de-
nomina método SUPG (stream line upwind Petrov-Galerkin) (Hughes and Brooks,
1982).

Por otro lade se propusieron métodos de estabilizacion para resolver el problema
de Stokes. En este caso la finalidad es eludir la condicién LBB y obtener, sin embar-
go, estabilidad en la presion. Se propuso una formulacién Petrov-Galerkin (Hughes
et al., 1986), en que la funcién de ponderacion de la ecuacién de equilibrio se per-
turba agregando un términe dependiente del gradiente de la funcién de ponderacién
de la presién. Posteriormente, se presenté el método GLS (Galerkin least squares)
(Hughes et al., 1989), como una generalizacién del método SUPG, En el método
(/LS el término adicional también es dependiente del residuo, pero en este caso la
forma es la que se podrfa derivar de la minimizacién del cuadrado del residuo en el
contexto de un principio variacional, lo que explica el nombre del método. En la
misma linea se introdujeron algunas modificaciones posteriores. E}st,mg, consistentoes
por ¢jemplo en el cambio de signo de algunos de los operadores, consiguieron mejorar
la. propiedades de estabilizacion del método GLS.

A pesar de los buenos resultados logrados en la prictica por estos métodos y
que inchiso se podia explicar cémo actuaba el efecto estabilizador en algunos pro-
blemas, no existfa un fundamento tedrico que los sustentara y varios aspectos del
método carecfan de sentido fisico, como por ejemplo los pardmetros algoritmicos de
estabilizacion que todos estos métodos introducen,

Recientemente, varios de estos métodos de estabilizacién han encontrado fun-
damentacién y conexién entre sf en un marco conceptual general que se denomina
método de las sub-escalas; (Hughes, 1995), (Hughes et al,, 1998). Si bien es cierto
que el método tiene origen en el dmbito de la mecd nica de fluidos su potencialidad
permite avizorar el desarrollo de nuevas y mejores formulaciones en diversos pro-
blemas de la mecanica en general. Una vision comparativa de diversos métodos de
estabilizacidn se puede encontrar en (Codina, 1997). Se emplea en este trabajo el
método de las sub-escalas, en particular el método de las sub-escalas ortogonales,
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para la formulacion de los elementos propuestos para problemas en sdlidos elasto-
plasticos, simulados mediante el modelo de plasticidad J2.



Capitulo 4

Formulacion de elementos
estabilizados en deformaciones
infinitesimales

4.1 Introducciéon

En este capftulo se desarrolla la formulacién de elementos triangulares y tetraddri-
cos con interpolaciones lineales y continuas de desplazamientos y presién u/p en
¢l rango de deformaciones infinitesimales. Para lograr elementos estables eon estas
interpolaciones es necesario emplear un método de estabilizacion. La formulacion de
estos elementos en este frabajo se desarrolla en el marco del método de estabiliza-
cidn de lag sub-escalas ortoponales, OSGS, que se introduce en la sipuiente seceidn.
Aunque de acnerdo con el ohjetivo de este trabajo el interés se centra en elemen-
tos especfficos, el método es aplicable en general a elementos de distintos drdenes
de interpolacion y forma geométrica. Se abordan en este rango tanto el problema
elastico como el problema elasto-pldstico. En cada caso se presentan las hipdtesis
y los aspectos de implementacién que se han considerado con la finalidad de obte-
ner elementos con propiedades de exactitud y estabilidad mejoradas v bajo costo
compiitacional,

4.2 El método de las sub-escalas

La golucidn de un problema por el método de elementos finitos, como se ha men-
cionado, consiste en buscar en un espacio de funciones de dimensidn finita V), C
V una aproximacion a la solucién de un problema en un medio continuo. La idea
fundamental que introduce el método de las sub-escalas es que al definir una malla

95
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de elementos finitos quedan establecidas dos escalas o niveles de resolucion, una
que corresponde a la malla y serd captado mediante la aproximacion de elementos
finitos y otra mds fina, que corresponde a la parte que no se logra captar, que se
denominard sub-escala ( “sub-scale” o “sub-grid scale”). De acuerdo con este punto
de vista, s bien se admite que existe una componente no resuelta de li solucidn que
no se puede captar, sin embargo se deberfa al menos aproximar de alguna manera
los efectos de esta componente de la solucién sobre la componente que se resuelve
numéricamente, Diversos problemas de estabilidad numérica tendrfan como origen
el no tener en cuenta los efectos de las sub-escalas en la escala de la malla de ele-
mentos finitos. El objetivo del método es mejorar las propiedades de estabilidad de
la formulacién de un problema teniendo en cuenta una aproximacion adecuada de
estos efectos,

4.2.1 Planteamiento de un problema por el método de las
sub-escalas

El problema de la seccién 3.2, definido comeo:

Daclos los valores prescritos de las cargas externas € ; 8,2 — R,
los desplazamientos en 8,50 y las fuerzas mdsicas b : 8 — R"m  hallar
el campo de desplazamientos u : $1 — R™im  ta] que:

Via+hbh = 0 en £2 (4.1a)
u =0 endf (4.1b)
ogn = ¢t en 82 (4.1¢)

donde las tensiones e vienen dadas en términos de u por la relacién
constitutiva (3.2).

se puede eseribir en notacidn abstracta como:

Hallar U € W, de acuerdo con las condiciones de contorno, tal
que la ecuacion diferencial:

L(U)=F (4.2)

donde £ (+) es el operador dilerencial del problema; en este caso, L (U) =
-V:.a(U)y F=h.

La expresion de residuos ponderados correspondiente es:

/' W F—L(U)dV =0, VWeEW (4.3)
i1
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El término [, WL (U) involuera derivadas de segundo orden de U. De acuerdo al
procedimiento nsual, se aplica la integracion por partes para compensar los 6rdenes
de diferenciacion sobre U y W

WL (U)dV = B (U, W) — / W- (e (U) - n)dl (4.4)
o §1 o5

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia en el primer término de la derecha.
[nsertando esta relacién en (4.3) se obtiene la forma débil:

B(UW)=L(W) YWeW, (4.5)

donde ]
L (W) = / W.FdV W. (c.r (U) «n)dl’ (4.6)
1 o {15}
La solueidn de un problema continuo en el contexto del método de las sub-escalas

He .'I-'L]Tll'l'l‘(ill'u'l. COTTI0:

U=U,+4+U (4.7)
La componente de la solucién en el espacio de elementos finitos Uy, € W, mientras

que la componente U € W, donde Wy, ¥y W, son los espacios de elementos finitos y
el espacio de las sub-escalas, respectivamente. De esta manera, la solucion U €W,
donde el espacio Wy se ha refinado del siguiente modo:

Wa = Wi ® Wo (4.8)
El prablema en el medio continuo se puede re-escribir comor:
Hallar Uy, € Wy, ¥ U e W, tales que:
B (U,, + ﬂ,w,,) = L(Wy) YWheWie  (4.9a)
B (LJ,, + GVT/) - I (v"ff) YW € W (4.9b)

donde las variaciones de cada componente se han definido como W), &
Won y W E Wy

Como se puede observar, la primera ecuacion estda definida en el espacio de ele-
mentos finitos v la segunda en el espacio de las sub-escalas, Si B (-, ) se puede
desdoblar en las componentes asociadas a cada una de lag escalas, por ejemplo si
B(:,-) es lineal en la primera componente, estas ecuaciones se pueden re-eseribir
COMmo:

ﬂ?{U;,,W;.)+B(fI,W;,) = L(W)) YW, € Wio (4.10)
H(Up.,W)-t-B(ﬁ,W) = L(W) VW € Wi (4.11)
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La ecuacion (4.10) es la que corresponderfa a la expresion de un problema aproxi-
mado por elementos finitos de la manera usual, esto es B (Uy,, W) = L(W),), salvo
por la presencia del término adicional B (lj Wh). Fste es el término que contiene
al efecto de las sub-escalas sobre la solucion en el espacio de elementos finitos. Este
término adicional es el término de estabilizacidn de la formulacion estabilizada.

La ecuacion (4.11) en el espacio de las sub-escalas se utiliza para definir una
aproximacion adecuada de U. A partir de esta aproximacion se podrd luego evaluar
numéricamente el término de estabilizacion B ﬁ, W) v resolver la primera ecua-
cidn. Esta es la idea esencial del procedimiento, sin embargo, es necesario definir
algunos aspectos de la aplicacidn del método de lag sub-escalas. =

Para obtener a partir de la segunda ecuacién una expresion aproximada de U
v reemplazarla luego en la primera es necesario hacer algunas operaciones directas.
stas son la integracién por partes dentro de cada elemento (indicada por el subfndee
{2 en los operadares respectivos) y la aplicacién del teorema de la divergencia,

como se muestra a continuacién, Introduciendo la notacién [, = 377" [o. ¥
_[;m, g e j;m, la ecuacién (4.11) se puede re-escribir como:
W [L (U;, + fl)] = | WFl YWeW, (4.12)
Ja it

En (4.12) se ha considerado que las tracciones entre elementos o (U;, + ﬁ) ‘n 80N
continuas, y por lo tanto la suma neta de las integrales de contorno es nula.

Mediante la integracién por partes, el segundo término de la izquierda en la
ecnacion (4.10) se puede expresar como:

B(ﬂ,W,,): UL (W)d+ [ U (o (W) -n)dl'  (4.13)
i an

donde n es el vector unitario normal exterior a la superficie del dominio de inte-
gracion y L£* es el adjunto del operador £. Como simplificacién, sélo se consideran
los efectos de lag sub-escalas en el interior del volumen de los elementos 2,. En
consecuencia, las integrales de contorno en la ecuacién (4.13) se despreciardn, Esto
se puede entender como equivalente a considerar que el valor de las sub-escalas se
anula en los contornos de los elementos, como ocurriria si se utiliza un espacio de
funciones burbuja para definirlas, El operador adjunto £* se caleula mediante la
intepracion por partes a partiv de la siguiente relacién con £ (prescindiendo de las
integrales de contorno):

/ U-L* (W) dQ) = / WL (U) d2 (4.14)
0 o §1
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Finalmente, de acuerdo con las consideraciones mencionadas, la ecuacion (4.10)
resulfa;

B (U, Wj) + ; UL (W) d=L(W;) YW, € Wy (4.15)
§

y la ecuacion (4.12) se expresa como:

/ We(0)do=[ WF-cud VWeW,  (416)
19 JE

v

La expresion (4.16) relaciona la sub-escala U con ¢l residuo Ry, de la ecuacion di-
ferencial aproximada por elementos finitos, representado por Ry= F — £(U,). No
son necesarios los valores punto a punto, sino sdlo el valor de la integral corres-
pondiente al término de estabilizacién en (4.15). La ecuacidn (4.15) es la ecuacion
peneral del método estabilizado, donde el sepundo término de la izquierda es el
término de estabilizacion.

Hasta este punto la presentacidn del método de las sub-escalas es general. Debe
resaltarse que el objetivo de las aproximaciones en la aplicacion del método es ob-
tener una estimacion de los efectos de las sub-escalas, cuya evaluacién numérica en
las ecuaciones de balance sea viable, y no necesariamente calcular el valor mismo de
U

Existen diversas posibilidades para definiv la aproximacidn a las sub-escalas, in-
cluso la definicién de funciones espectficas para U de manera similar al método EAS.
En principio el espacio de la escala fina podria ser cualquier espacio complementario
al espacio de elementos finitos. La alternativa adoptada en este trabajo se presenta
en el siguiente apartado.

4.2.2 Las sub-escalas ortogonales

(Codina, 2000a) propuso como definicién razonable para el espacio de las sub-escalas
el espacio ortogonal al espacio do elementos finitos. Esta definicion da origen a una
formulacion ingeniosa y precisa, denominada méledo de las sub-escalas ortogonales.
De acuerdo con este planteamiento, se adopta como aproximacidn para el espacio
de la escala fina:

Wo = W = Wi (4.17)

donde W es el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos. Por lo tanto las
aub-esealag quedan definidas en el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos,
es decir:

7 o,

Uew, (4.18)
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Resta por obtener especfficamente una aproximacién para U a partir de la ecua-
cidn (4.16):

WL (U) A= [ W-[F-L(U)))d2, YW e W} (4.19)
Jov v

Esta ecuacidn representa la proyeccion del residuo de la ecuacion diferencial, es decir
Ry= F = L(Uy), sobre el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos W;-. Si
bien esta ecuacién no serd resuelta y no se hallard el valor exacto de las sub-escalas
U, se puede al menos aproximar el operador lineal £ por uina matriz de pardmetros:

L (EI) U (4.20)

con lo cual, si se denota como P, {-} la proyeccién sobre el espacio de elementos
finitos y £ {:} = {-} = A {:} la proyeccidn sobre el espacio W' ortogonal al
espacio de elementos finitos, se puede tomar U comao:

U=rR{[F-LU)} enQ, (4:21)

donde 7, es la matriz de pardmetros de estabilizacion en cada elemento, Codina
desarrolld, en el marco de las ecuaciones de Oseen (Codina, 2000b), una deduccidn
de los valores de los pardmetros de estabilizacién mediante un andlisis de Fourier,
basada por primera vez en razonamientos fisicos. Los valores de los pardmetros de
la matriz 7. dependen de los coeficientes de la ecuacién diferencial y se establecen
mediante la comparacion de las normas Ls del residuo y de U sobre cada elemento.

4.2.3 Aspectos de la aplicacién a la estabilizacién de la for-
mulacién mixta del problema incompresible

Los elementos triangulares y tetraédricos con combinacién de interpolaciones lineales
y continuag de desplazamientos y presion, objetivo de este trabajo, no cumplen
la condicidn de estabilidad LBB. Sin embargo, se empleard el método de las sub-
escalas como la téenica de estabilizacion que permita formular elementos de esas
caracteristicas con comportamiento estable,

En el marco general del método, planteado en el apartado anterior, se interpreta
que lag expresiones (4.2) y (4.3) comprenden en notacidn abstracta, tanto la ecua-
cidn de balance de momentum como la condicidn de incompresibilidad en forma
fuerte y en forma débil, respectivamente. El operador diferencial £ () y el vector F
correspondientes al problema formulado en la seecion 3.3 se definen como:

LUy & = [ ~Vp —&f-[v'u)}

[ 3 ] (4.23)

(4.22)

b
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donde U := [u, p|" es el vector que contiene las variables de la formulacion mixta,
tanto en desplazamientos u € V, como en presiones p € Q. El espacio al que
pertenece U es Wy = Vyx Q. Del mismo modo, los términos de la forma débil (4.9)
B0

B(UW) : =a(u,w)+b(p,w)+b(g,w) (4.24)
L(W) 1 = (b,w)+ (f,w), (4.25)
que fueron definidos en (3.33a). Se hard empleard esta notacién para simplificar las
CXDI‘E}BiGIIE‘!E. "
La solucién en el continno U = Uy, + U es:
i i, 1 .
= ol 1.26
-]+ ] o0
U U, O

Sin embargo, en el presente trabajo el refinamiento de la solucién U = Uy + U se
empleara especificamente para enriguecer el campo de desplazamientos con la finali-
dad de estabilizar la formulacién, Es decir, se considerard solamente la componente
de U en la sub-escala de los desplazamientos, 1. Esto viene sugerido por lo comen-
tado en los apartados 3.4.3 y 3.4.4. La ampliacién o enriquecimiento del espacio de
desplazamientos con respecto al espacio de las presiones tiene efecto estabilizador
en la formulacién mixta. Como se comprobard mediante los resultados obtenidos,
al refinamiento en desplazamientos serd suficiente para lograr el comportamiento
estable de los elementos disenados. Por lo tanto, no se considerardn los efectos de
sub-escalas de la presién, lo que se puede interpretar también como adoptar p = 0
para el campo de presiones.

En (Codina, 2000b) se establecen consideraciones para definir la matriz do esta-
hilizacién T,, y se calculan los pardmetros correspondientes mediante el andlisis en
series de Fourier de las ecunciones en el marco del planteamiento en sub-escalas del
problema de Oseen. En particular para el problema de Stokes, en (Codina, 2000a),
la matriz de pardmetros de estabilizacion en la expresion (4.21) se define como la
matriz diagonal:

T, =T diag | 1;.:1,0 (4.27)
i,
Pdim
oI
ch?
Te = 2_’!. (4.28)

donde & es el didmetro caracterfstico de la malla, el médulo de cizallamiento gy de e
una constante numériea que depende sé6lo del tipo de elemento, Como consecuencia
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de la consideracién adoptada con respecto a las sub-escalas, 7 = 0, se observa en
la definicion (4.27) de la matriz 7, que la posicién correspondiente a la presién se
considera como cero,

La expresién (4.28) para el pardmetro de estabilizacién 7, también ha sido esta-
blecida por otros métodos, ademsds del de Codina en (Codina, 2000b), por ejemplo
mediante el anilisis de convergencia o el método del edleulo finito; (Hughes et al.,
1986), (Hughes, 1995), (Oniate et al., 2002). Desde el punto de vista algorftmico 7,
es un pardmetro robusto, puesto que las variaciones del valor de la constante ¢ no
tienen un impacto significativo sobre la solucidn, incluso si el valor se modifica en
orden de magnitud. La experiencia numérica indica que para elementos lineales el
valor de ¢ se puede escoger alrededor de 0,5 6 0, 75.

De acuerdo con las pantas establecidas hasta aqui se abordard en la siguiente
seccion la formulacion de los elementos mixtos estabilizados que son el objetivo de
este trabajo.

4.3 Formulacién en régimen eldstico

5e puede plantear una formulacién mixta del problema eldstico en la que el problema
incompresible representa una situacién limite del problema compresible general, En
esta formulacion se define la presidn p como variable independiente y adicional a los
desplazamientos u.

4.3.1 Modelo constitutivo

7l comportamiento constitutivo en elasticidad infinitesimal se puede expresar me-
diante el siguiente par de ecunciones:

a P42z dev [V (4.29a)
p = Kea, cong, =V-u (4.29b)

[

donde ¢, y dev [V"u] son las componentes volumétrica y desviadora de la deforma-
cién, respectivamente; K es el médulo volumétrico, que en términos de los pardme-

tros de Lamé es: .

K=A+ g;x (4.30)

Como se puede observar en las ecuaciones constitutivas (4.29a) y (4.29b), la

descomposicién de la deformacion en sus componentes volumétrica y desviadora

conduce a una expresion del tensor de tensiones desacoplada del mismo modo. La

expresion del tensor constitutivo eldstico ¢ asociado al desacoplamiento en partes
volumétrica y desviadora es:
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Isik

[#]]
[H]

llell=[ldev [¥"u] |

Figura 4.1: Grifico de tensiones desviadoras vs, deformaciones desviadoras en modelo
eldatico lineal.

4 1
(€] =K bigbis + 2p (5{&@'}1 + b — =6 -ém) (4.31)
1 3 J
Tyl " o &
Cilav

donde ey ¥ €4ev 801 las componentes volumétrica y desviadora del tensor conatitu-
tivo ¢, respectivamente.. Nétese las diferencias entre las expresiones de los tensores
de tensiones (3.26) y (4.29a), asf como enfre las expresiones de log tensores consti-
tutivos. Como se verd mis adelante, resultard conveniente desacoplar al tensor de
deformaciones en componentes volumétrica y desviadora al tratar el comportamiento
plastico mediante modelos constitutivos J2.

Obsérvese que las tensiones desviadoras vienen dadas por el producto tensorial
de la componente desviadora del tensor constitutivo ¢, v las deformaciones totales,
este producto tensorial involucra en forma efectiva sélo la componente desviadora
del tensor de deformaciones:

s = dev (o] = capy : V' = 2pdev [V (4.32)

En consecuencia, como se puede ver en la figura 4.1, la relacion entre las
tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras es lineal y depende del médulo
de cizallamiento:

sl )
4= Taow (vl i

4.3.2 Formulacién en el continuo
Forma fuerte

Las ecuaciones constitutivas anteriores, la ecuncién de equilibrio en forma local
y las condiciones de contorno definen el problema en forma fuerte. Siguiendo la
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nomenclatura abstracta empleada en el capftulo anterior, el problema eldastico lineal
S eXPresa Colno,

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9,§2 — R
los desplazamientos en @,80 y las fuerzas mdsicas b : 2 — R hallar
U:i=[u, ;p]']r € Wo= Vox Q, tal que;

L(U)=F (4.34)
donele:
| —Vp—2uV - dev V] e
L(U) ;: = [ —dp+ V-1 | (4.35a)
: b ar
F 5= [ 0 ] (4.35h)

Junto con las condiciones de contorno:

u = 0 en 6,82 (4.36)
an =t endfl (4.37)

Es decir las ecuaciones de esta formulacion en el dominio son:

Vp+2u¥ -dev|[V'u] +b = 0 en 2 (4.38a)
1 .
%P +¥V-u = 0 en {1 (4.38b)

donde en la ecuacidn de equilibrio (4.38a) se ha reemplazado la expresion de las
tensiones & dada en funcién de u y p por la relacién constitutiva (4.29a).
Obsérvese que la formulacion es vilida tanto en el caso compresible como en el
lfmite incompresible. En particular, en el caso incompresible, cuando K — oo, Ia
ecuacion (4.38b) se transforma en la condicién cinematica de incompresibilidad.

Viu=0 enfl (4.39)

El operador adjunto del operador £ (+) en (4.35a) se caleula a partir de la relacién
(4.14), [ U-L* (W)dQ = [, W-L(U)df. Integrando por partes esta expresion se
obtiene:
| =Vq—2uV - dev [V'W]|

LY (W) = By (4.40)
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Forma débil
La forma débil o variacional del problema se expresa en este caso como:

Dados los valores prescritos de Ias cargas exteriores € ; 8,80 — R
los desplazamientos en 9,8 y las fuerzas mdsicas b :  — R hallar
U:=[u, p|" € Wo= V= Q, tal que:

B(UW)=L(W), VYWeW, (4.41)

donde W € Wy es el vector de variacién de U y:
B(U,W) : = (V'w,2udev V*'u) + (V- wp) + (q,V - u) - <q, }{;33>

L(W) : =(w,b)+(w}i),

Esta forma débil se suele expresar mediante el siguiente par de ecuaciones con-
tenidas implicitamente, asociadas a lag variaciones de desplazamientos y de presion,
respectivamente:

(V'w, 2pudev Vi) + (V- wp) = I(w), Yw € (4.42)
(0. (Viu=4£p)) = 0, Vpe Q (4.43)

donde como antes, [ (w) = (w, b) + <W’E>r‘. es el término de fuerzas externas. Este
par de ecuaciones se puede expresar en un arreglo 2 x 1 de forma compacta como:

R(UW)=0 VYWeW, (4.44)

donde:
(V'w, 2pdev V) + (V- wp) = (w)

(0 (V-u—£p))
Se adopta esta notacidn pues permite identificar con mds claridad cada ecuacién g
sus respectivos términos.

El espacio al que pertenece U es Wy = VyxQ, donde Vy y Q son log espa-
cios de los desplazamientos y presiones. En el medio continuo estos espacios son,
respectivamente:

Vo={weH'(Q) | w=0end0,},y Q=L(0) (4.46)

La estabilidad de esta formulacion mixta depende del cumplimiento de la condicién
LBB. Esta condicién conduce a la necesidad de utilizar diferentes interpolaciones
para u y pen la formulaciéon por elementos finitos. Sin embargo, en la siguiente
seccion se desarrolla la formulacion estabilizada que elude el requisito de la condicién
LBE y hard posible el uso de interpolaciones de igual orden para desplazamientos
y presiones, en particular lineales y continuas,

R (U, W)= (4.45)
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4.3.3 Planteamiento en multiescalas

A continuacion se formula el problema en el marco del método de las sub-escalas. En
adelante se considera que log espacios de funciones de elementos finitos de desplaza-
mientos y presion, uy, y py, respectivamente, son ambos lineales y continuos, de acuer-
do con el objetivo planteado. s decir, los espacios de aproximacién de elementos
finitos que se considerardn serdn tales que Uy, € Wy, = Voux @y € [H ! (Q)]”'"'" Fe
Como easo particular del método genérico se empleard el método de las sub-
:sealas ortogonales (OSGS), propuesto por R. Codina en (Codina, 2000a), segin el
cual el espacio complementario ];’\70 se escoge como el espacio ortogonal al espacio
de elementos finitos. De acuerdo con esto, se definen las sub-escalas U & W, v se
aproxima Wy = Wi :l;"nl como se adelantd en la seccidn 4.2.3, el refinamiento de
la solucién U = U, 4+ U se empleard especf ficamente para enriquecer el campo de
desplazamientos, con la finalidad de mejorar las propiedades de estabilidad de la
formulacion mixta de elementos finitos del problema incompresible. Asi:

u 1, 1
= 4.47
HEEEY wn
El problema en el medio continuo se transforma en:

Hallar Uy, € Wy, v Ue 17\.5;1, tales que:

B(U,,+[_I,W;,) = L(Wy) , VYW, (4d.48a)

W.Fd, YW (4.48D)

WL (u,‘+ Er)cm I

ity

que corresponden respectivamente a las expresiones (4.10) y (4.11), de
acnerdo con el planteamiento presentado en la seccién 4.2.1,

La ecuncion (4.48x), definida en el espacio de elementos finitos, equivale al par
de ecuaciones en desplazamientos y presiones respectivamente:

(Viwy, 2pdev [V" (uy, + 1)) + (V- wy, ,p;,}n, = I(wy) (4.49a)
(g, (V- (m4+10) = £p1))g, = 0 (4.49h)

donde ! (wy) = {wi, b) + <w’”Dl";,' En notacién compacta, éstas son:

R(U,W,)=0 YW, € Wy, (4.50)
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En (4.49a) y (4.49b) los operadores gradiente y el operador divergencia, V* (1) y
V « (+) respectivamente, estdn aplicados a (u;, + 11). Ambos operadores son lineales,
[por lo que estns ceuaclones s ]'H,Il'".lf[(‘.]'l expresar en esle caso como:

R(U, W) = R(Up, Wi) + R (U, W) =0 YW, € Wy (4,51)

donde R (U, V) y R (ﬁ, V;.) 80N respectivamente:

<VNWFHEJ‘.I‘- d(.‘\-"' [V‘uh])n; ‘l' (V S W ,Ph}ﬂr - £ (w.ﬁ)
q"'l v : UJ, =1 :ph >“f

~ (V'wy, 2 dev [V“l—i])ﬂ, .
ﬂ(u.w,,) - [ ey (4.52)

El efecto estabilizador de las sub-escalas se refleja en los términos contenidos en
(4.52). De manera andloga a la presentada en (4.15), los términos en (4.52) se
evalian integrando por partes. De esta manera se consigiie una expresion equivalente
a (4.52), pero que en vez de estar expresada en funcién de derivadas de T estd en
funcidn de la primitiva;

R(U,W,) = [

R(T,Wi) = | WY GudeviViwlly ] (4.53)

- (ﬁ, V(ﬂl)ur

De manera similar, la forma débil expresada en (4.48b), definida en el espacio
de sub-escalas ortogonales, equivale a la ecuacién en forma compacta:

R (u,. + 0, W) -0 VYWeW, (4.54)

donde:

- — A/ 3 a n U iyt
R (Uh + 1, W) = [ (w, V- 2judev [V* (wy, + u)(]J>w + (W, Vpn)g + (W, b)g,
(4.55)
Como se puede observar, no hay ecuacién asociada a las variaciones de presién en
el espacio de las sub-escalas, ya que sélo se ha considerado sub-escalas de despla-
zamientos. A partir de estas expresiones, y considerando la linealidad del operador

divergencia en (4.55), se puede obtener:
— (W, V- (2pdev (V")) = (W, Vs + V 2pdev [V, + b, (4.56)

gue corresponde a la ecuacidn (4.19). Esta expresion relaciona, a fravés de proyec-
ciones sobre el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos, la sub-eseala 1 con
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el residuo de la ecuacion de equilibrio Ry, = Vpy, + V- (2pdev [V?u,,]) + b, La apro-
ximacion a la sub-escalas planteada en la seccion 4.2, expresada en (4.21), consiste
en considerar que la sub-escala es proporcional a la proyeccién sobre el espacio or-
togonal al espacio de elementos finitos del residuo de la ecuncién de equilibrio. Esta
proporcionalidad estd expresada en cada elemento mediante la matriz de pardmetros
algorftmicos (4.27). En este caso tal aproximacion resulta:

=7, B {[Vpy+ YV (2pdev [V*uy]) + b} en {2, (4.57)

donde ¢l pardmetro de estabilizacién se toma segin (4.28). Ya que se emplean
elementos lineales, las sepundas derivadas de funciones de elementos finitos como
V+(V"uy,) son nulas en este caso, Ademas, se considera que b se aproxima mediante
elementos del espacio elementos finitos, y por lo tanto P (b) = 0 De esta manera
la aproximacion a la sub-escala es finalmente:

u=r7, (Vpn— B (Vpy)) en {1, (4.58)

donde la proyeceion ortogonal de una variable se caleula come Bt (1) = (1) = Py (1),
y (+) es la identidad de la variable,

Resta s6lo insertar la aproximacién obfenida para 1 en las ecuaciones correspon-
dientes al espacio de elementos finitos (4.49a) y (4.49b), Teniendo en cuenta que se
emplean elementos lineales y reemplazando la expresién (4.58) de las sub-escalas 1
en (4.53) se obtiene finalmente el término de estabilizacion:

~ 0
R- (U V I.) = [ e halin
1 ¥ = }..4:—" Ta (th ; [Vph - H;,I)m ;
donde IT, = P, (V) es la proyeceion del gradiente de presién sobre el espacio de

elementos linitos Wi, que se define como una variable nodal adicional. Esta variable
se caleula mediante la relacién entre el gradiente de presién y su proyeceién T1;,:

(Vewm) = Mh,m) Vo, €V, (4.60)

Finalmente, como resultado del procedimiento desarrollado, la versidn estabili-
zada propuesta para abordar el problema eldstico mediante elementos lineales trian-
gulares o tetraédricos es:

(4.59)

Hallar [uy,, py, T.[hIT € Vo % @n % Vy tales que:
(Vw2 dev [Viup)) + (Vwim) = Lwi) = 0 VYw,(4.61a)

Matm

(ans Vo w = k) = Y7 (Van, Voo — T,

e ]
(Vpw,m) = Tymy) = 0 Yy, (4.61c)

0 Vg, (4.61b)
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Comeo se priede observar, el planteamiento del problema mediante ¢l método de
las sub-escalas conduee a un sistema que incluye un término de estabilizacidn en la
ecuacion de deformacién volumétrica, Fate término involuera una variable adicio-
nal, la proyeccién del gradiente de presién. El término es funcién de la diferencia
entre el gradiente de presidn, discontinuo a nivel de elemento, y su correspondiente
variable continua o “alisada”, su proyeccién; es decir 377" 7. (Vay,, V), — Oy,
Esto implica que, cuanto mds fina sea la malla de elementos finitos tante menor
serd el término de estabilizacién que se aprepa. Los elementos de esta formulacién
presentan ventajas en comparacion con el método de estabilizacion GLS, aplicado
por (Klaas et al., 1999) en problemas de mecdnica de sélidos. En esta formulacion
el termino de estabilizacién para elementos lineales es 350 7, (Vgy, V), . Los
elementos lineales estabilizados por el método GLS también se pueden obtener en
el marco del método de las sub-escalas. Esta alternativa difiere con respecto a la
aproximacion a las sub-escalas ortogonales en que no considera el concepto de pro-
yeeeion del residuo de la ecuacién de elementos finitos sobre el espacio de elementos
linitos sobre el espacio ortogonal al de elementos finitos, sino que el valor de la sub-
escala se establece en funcién del residuo mismo; esta aproximacién se denomina
aproximacion algebraica a las sub-escalas, ASGS; (Codina, 2000a). Fuera del marco
del método de las sub-escalas ortogonales, OSGS, no se puede deducir ni justificar
el término correspondiente a la proyeceion del gradiente de presion en el término de
estabilizacién; dentro del marco del método OSGS este términe surge de manera
natural.

Desde un punto de vista conceptual, los elementos propuestos, basados en el
método de estabilizacién de las sub-escalas ortogonales, OSG'S, presentan una venta-
ja sobre los elementos basados en el método GLS. Efectivamente, la solucién exacta
de la ecuacién diferencial del problema satisface las ecuaciones de la formulacion
estabilizada por el método OSGS establecidas para elementos lineales, en virtud
de la presencia del término de proyeccion del gradiente de presion. Los elementos
lineales de la formulacion LS no cumplen esta condicidn, que es mas estricta (que
la definicién usual de consistencia, Los elementos de la formulacién OSGS son mas
precigos y mds robustos que los elementos estabilizados por el método GLS. Esto
significa que los elementos estabilizados propuestos, que corresponden a la formula-
cidn OSGS, exhiben menor sensibilidad a las variaciones de los pardmetros fisicos,
en particular menor sensibilidad con respecto al pardmetro de estabilizacién; esto
queda demostrado en ensayos, como el test de flujo inducido en una cavidad (driven
cavity flow) presentado en el capitulo de simulaciones de este trabajo y en (Onate
ot al., 2002).

Mediante algunas simplificaciones de tipo algoritmico, se logra a partir de la
formulacién (4.61a)-(4.61¢) un método con un bajo costo computacional adicional
y buenas propiedades de estabilidad, particularmente adecuado para problemas no-
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lineales, como los que se abordardn en las siguientes secciones.

4.3.4 Expresién matricial

La expresion matricial del problema algebraico asociado se puede
escribir como:

Hallar [U, P, l'IIT, tales que:

l{ql:w G 0 IJ f
GT (-iM,-7L) +GT || P | =0 (4.62)
0 TG —TM Il 0

doncle [U i H]T es el arreglo de variables nodales de desplazamientos, presion y
proyeceion del gradiente de presion respectivamente.
Las submatrices elementales correspondientes a los nodos locales A y B son:

(K45 = -Q'B',’{denﬂan](u) (1.63)
(a2 = [ﬁ , [b,,]N,f’r.ts'a](n}. [ba)=[N4, NA 1" (4.64)
(2] = ; ltml"“ltmlcm]m (4.65)
[MAB) = jm N"'N“dﬂ]m (4.66)
(MAB] = [( / "N"N“dﬂ) a'_,]m, =123 (4.67)

; . ) (e}
£]® - [ / [NA]" bdn + / [N"]“idl“] (4.68)
fi= o ik

donde Dy, es el arreglo matricial correspondiente a la componente desviadora del
tensor constitutivo €.y, G representa al operador gradiente y G al operador diver-
gencia, L representa al operador Laplaciano, que proviene del término (Van, Vi),
y s el resultado del producto del operador divergencia y el operador gradiente. M
y M, son las matrices de masa asociadas a los deplazamientos y presiones, respec-
tivamente.

Se puede obtener una expresion de este sistema que permita una comparacion con
la formulacién u/p del problema incompresible de la seccién 3.3, La tercera ecuacion
de (4.62) corresponde a (4.61¢). Esta se puede interpretar como un “alisado” del
gradiente de presién, que es discontinuo entre elementos cuando se utilizan elementos
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lineales. A partir de esta relacidn, la proyeccién IT del gradiente de presion se puede
pxpresar en funeidn de P como:

I1=M"'GP (4.69)

Si se inserta esta expresion en la segunda ecuacion contenida en (4.62) se puede
eliminar de manera formal la proyeccién I1, lo que conduce a una expresion en
funecion sélo de desplazamientos v presiones:

Kllu\-‘ G U f
G I | B 4 R

En la formulacion estabilizada propuesta, representada por (4.70), la ccuacion de Ia
deformacién volumétrica es:

e, |1
Gy - EM,,p_T(L_GTM"lG)Pﬂ) (4.71)

En el caso incompresible, cuando K = oo, el término —-#M-ﬂ = 0 y la ecuacion
resultante representa la condicién de incompresibilidad modificada:

G'U-7(L-G™'G)P=0 (4.72)

Esta es comparable con la ecuacion (3.37), GTU = 0, de la formulacién esténdar
del problema incompresible presentada en la seccidn 3.3. Se puede observar que
la formulacién estandar coineide con la representada en la ecuacién (4.71) si no se
considera el término (L - G™ IG). Iiste representa formalmente el efecto esta-
bilizador de la formulacion por el métode de las sub-escalas. El términe GTM 1G
es andlogo al Laplaciano L, proviene del término (Vg IT,). Desde este punto de
vista, el término de estabilizacion T (L - GT™ 1G) en (4.71) puede considerarse
como una perturbacién de la ecuacién de la deformacidn volumétrica que evita los
problemas de estabilidad que presenta la formulacion estandar,

En (Codina, 2000a) se establece la relacion entre el método de las sub-escalas
ortogonales y el método de estabilizacion basado en la proyeceion del gradiente de
presion (PGP), aplieado a lag ecuaciones de Stokes; (Codina and Blasco, 2000),
(Codina et al,, 2001), Como motivacién se presenta un método de paso fraccionado
FS, aplicado al problema incompresible transitorio; ver también (Soto et al,, 2001).
A partir del método IS se obtiene en el caso transitorio el mismo término de estabi-
ligacidn 4.58, deducido por el método de las sub-escalas ortogonales. Por esta razon,
el método PGP se puede considerar como un caso particular en el marco general
del método de las sub-escalas. En el marco del método de las sub-escalas ortogo-
nales OSGS, utilizado aqui, el efecto estabilizador de este término encuentra una
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Algoritmo para resolver formulacidn estabilizada

Resolver o nivel global: U y PO

Kev 1 G o f
GT —=M,—7L | [ PY || —rG'O¢Y
i
Calular: TI0 = M~ (GP(*’)

Efectuar nueva iteracion: 4 «— i + 1

Tabla 4.1: Algoritmo para resolver formulacidn estabilizada

explicacién con sentido fisico. Una explicacién desde un punto de vista algebraico,
basada en la condicidn de definicidn positiva de este término, se encuentra en (Codi-
na et al., 1998), en el contexto de la mecdnica de fluidos. La formulacién planteada
aqui conduce a un término de estabilizacién de signo contrario al usual en mecdnica
de fluidos, por lo que la matriz asociada al sistema es simétrica pero no es definida
positiva; este hecho debe tenerse en cuenta al eseoger el algoritmo de resolucion del
sistema, Entre los algoritmos de resolucidn de tipo iterativo no se puede emplear
el método de los gradiente conjugados, adecuado para matrices definidas positivas,
y es necesario recurrir a un método mas general, como por ejemplo los método de
minimizacién del residuo GMRES, o una version especifica para matrices simétricas
como el método MINRES,

4.3.5 Aspectos de implementacion

Existen varias alternativas por considerar para resolver el sistema (4.61a)-(4.61c),
representado en (4.62). La variable adicional en la formulacién IT, es continua entre
elementos y, por lo tanto no se puede condensar a nivel de elemental. La solucidn
monolftica del sistema implicarfa un costo computacional adicional muy grande. El
desarrollo formal presentado en la seccidn anterior, que conduce a (4.70), sugiere un
procedimiento de solueién escalonado ( “staggered”). En este caso, se puede emplear
un procedimiento iterativo en el que los desplazamientos y presiones, U y PO
respectivamente, se caleulan en una primera fase utilizando el valor de la iteracién
anterior TIY Y. En la segunda fase la proyeccion del gradiente de presion IT0 se
resuelve de manera explfcita, a partir de (4.69), en funcion de PO caleulado en la
fase anterior, El algoritmo iterativo empleado se presenta en la tabla (4.1).

Il cdlenlo de las proyecciones I se transforma en un sistema trivial de ecuacio-



LA, FOHAPLACION KN RILGIATEN PLASTION 1 1 3

nes 8i se emplea la matriz de masa aglutinada como aproximacién a M. El costo
computacional adicional de este algoritmo para el cdleulo de la proyeceidn es poco
significativo en el contexto de un problema no-lineal, como se verd mids adelante,

4.4 Formulaciéon en régimen plastico

En esta seceidn se aborda el problema elasto-plastico, El desarrollo considera es-
pecificamente que el modelo constitutivo de plasticidad es de tipo J2, Este tipo de
modelos considera que la deformacién plastica es isocérica. El comportamiento del
modelo elasto-plastico tiende a la incompresibilidad en la medida en que predominen
las deformaciones plisticas sobre las eldsticas. Por otro lado, si el cosficiente de Pois-
son del material v es cercano a 0, 5 el comportamiento es cuasi-incompresible aungue
las deformaciones plisticas no se hallan desarrollado en forma considerable respecto
a las eldsticas. En cualquiera de estos casos, los elementos formulados mediante el
método de Galerkin presentan difieultades para representar la incompresibilidad del
medio. De manera similar a la presentada en la seccidn anterior, se desarrolla a con-
tinuacién la formulacién u/p estabilizada de acuerdo con un conjunto de hipétesis
para este caso f."!S[)f!CfﬁCO.

4.4.1 Modelo constitutivo

El tensor de tensiones o se define como:
a = pl +s(u) (4.73)

donde s(u) =dev (&) es la componente desviadora del tensor de tensiones y p es la
presion. Fatas se pueden expresar como:

p = K (4.74)
s (u) 2pdev [V'a — €”] = 2udev [e¥] (4.75)

donde £, es la parte volumétrica de las deformaciones, £ y ” son la deformacion
eldstica y plistica respectivamente, ¢y K son el médulo de cizallamiento y el mdédulo
de compresibilidad del material, respectivamente, definidos anteriormente. Como se
establece en 4.75, la relacidn entre las tensiones desviadoras y las deformaciones
desviadoras eldsticas es lineal en funcion de p, es decir:

_ sl .
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La hipdtesis comtin a los modelos de tipo J2 es que la deformacion plastica
es Isocorien; es decir, la parte volumétrica de las deformaciones pldsticas es nula,
£ = (. Por lo tanto:

tr(e®) =g, =tr(e) =V u (4.77)

Como se puede observar, la expresion del tensor de tensiones estd desacoplada
en componentes volumétrica y desviadora. Fsta es la opeién natural para el modelo
constitutivo empleado en esta formulacién.

4.4.2 Formulacién en el continuo

Forma fuerte

El problema en forma fuerte se define mediante |ag ecuaciones constitutivas anterio-
res, la ecuacién de equilibrio en forma local y las condiciones de contorno. Este se
EXPresa comno:

Dados los valores preseritos de las cargas exteriores t: 82 s Rt
los rit?ﬁ;.:h-l:m:nlic.'nmﬁ en 8,82 y las fuerzas mdsicas b :  — R"= hallar
U:=[u, ;u]r € Wo= Vyx Q, tal que:

L(U)=F (4.78)
donde:
| =Vp = V- s(u)
L) i = [ —;?17 L ¥.u } (4.79a)
Fia [ . ] (4.79b)
de acuerdo con las condiciones de contorno:
u =0 end), (4.80)
g.n = ¢t en 980, (4.81)

donde se ha reemplazado la expresion de las tensiones o dada en términos
de w y p por la relacién constitutiva (4.73).

Forma déhbil

La forma débil asociada se puede escribir en notacién compacta como:
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Hallar U = [u | -p]'r € Wy= Vo @, tal que:
R(U,W)=0 YW e W, (14.82)
donde:

- (VHW,S) + {v ’ W:P) B {W,f) - <WSE>I~ ; :| g
R (U, W) = (q, V-u) — <q, %) " 14.83)

U:i=[u,p]' e Wy y W:=[w, g € W, son los vectores de incognitas
v sus respectivas variaciones y Wy es ol espacio de funciones admisibles.

El espacio Wy = V= Q, donde Vy y © son los espacios de los desplazamientos y
presiones. En el medio continuo éstos son respectivamente:

Vo={weH' () | w=0en 00,} y Q=L* () (4.84)

4.4.3 Planteamiento en multiescalas

La solucion en el medio continuo se aproxima por:
U=0U,+U (4.85)

donde: g i e
Upi=[up, ]’ Ue=[a, 0] o
W= [wi, )t We=[w,0" (4.86)
Estas componentes de la solucidn corresponden a la descomposicién del espacio en
que se plantea el problema continno W = W,@W, de manera que U, € W, o vy
EI = ﬁp respectivamente,
Ademsds, signiendo un procedimiento similar al detallado para el problema de
incompresibilidad eldstica en la seccidn anterior, el problema en el continuo (4.82)
se transforma en;

Hallar Uy, € Wyo ¥ 4] c VT’g tal que:
R(UW,)=R(U+0,W,) = 0 VYWieWey (487)

R (U, W) =R(U,,+fJ,W') — 0 VYWeW, (488

Obsérvese que la ecuacién (4.87) expresa el balance de momentum y la ecuacién
de la deformacién volumétrica en el espacio de elementos finitos W, g. La ecuacidn
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R o

(1.88) se define en el espacio ﬁm’n, y tal como antes se ufilizard para obtener una
aproximacion a las sub-esealas,

Previamente al desarrollo que se presenta a continuacion se introduce una consi-
deracion con respecto a lag tensiones desviadoras, teniendo en cuenta que el efecto
de las sub-escalas es de orden u ~ @ (h*); (Codina, 2000b), (Onate ci al., 2002),
De acuerdo con esto, las componentes desviadoras de las tensiones s (u) se pueden
aproximar mediante un desarrollo en serie de Taylor de primer orden alrededor de
w, [ (20 + &) = [ (20) + [ (2)],..,, &, despreciando los términos de orden del
cuadrado de lag sub-escalas v mayores:

8 (up 1) = 8y (up) + &y, 1 Va4 O (u)?

donde Ewluu-u,. es el tensor constitutivo tangente desviador evaluado en u = wy,. Fste
tensor relaciona las tensiones desviadoras y las deformaciones totales. El producto
tensorial €, sty - Vi representa un incremento de tensiones desviadoras por efecto
de las sub-escalas, 8 (1), gue se pueden considerar desde este punto de vista como
una perturbacién superpuesta awy,. Este producto involuera en forma efectiva sélo la
componente desviadora de las deformaciones, debido a que el tensor €, es desviador.
Es decir, 8(1) = &l,_,, : V'u = &, :dev[Vi]. Cuando se desarrolla el
flujo plastico, las deformaciones desviadoras totales, particularmente las pldsticas,
crecen con respecto a las tensiones desviadoras en forma considerablemente mayor
que en régimen elastico. El incremento de tensiones desvindoras correspondiente a
las deformaciones desviadoras totales asociadas a las sub-escalas se puede ealeular de
manera sencilla si se hace una aproximacion al médulo de &,[,_ - en funcién de 2,
que segiin (4.75) representa la relacidn entre tensiones desviadoras y la componente
eldstica de las deformaciones desviadoras, Efectivamente, a partir del valor de 2u
dado por (4.76), la relacion entre las tensiones desviadoras y las deformaciones
desviadoras totales se puede estimar mediante el coeficiente 24°, caleulado como:

P sl
=2 ey )| ey [veul] e

=iy sy

El cocficiente 2u*, que podria denominarse mddulo de cizallamiento efectivo, se
puede interpretar en la curva de tensiones desviadoras y deformaciones desviadoras
como el médulo secante en u = wy, tal como se puede apreciar en la figura 4.2, Este
coeficiente 2u* representa el efecto del flujo plastico en la relacién entre las tensiones
desviadoras y las deformaciones desviadoras totales; por lo tanto, debe considerarse
cnando se desarrolle el végimen plastico. Si las deformaciones plésticas son rela-
tivamente pequenas en comparacién con las eldsticas se puede obtener resultados
adecuados y comportamiento estable de la presidn utilizando el maédulo de cizalla-
miento eldstico @, En fase de carga o descarga eldsticn el madulo de cizallamiento
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Figura 4.2: Grifico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras on madelo
elasto-pldastico con plasticidad J2,

debe tomarse igual al valor eldstico, es decir ignal a g, De esta manera, el médulo
de cizallamiento es:

I en carga o descaraga elistica
p o= { ; » w (4.90)

" 8i se desarrolla flujo plastico
La interpretacién de la aproximacion del efecto sobre el médulo de cizgallamiento
efectivo 2p* como el madulo secante en la eurva de tensiones va.  deformaciones
en u = u, permite hacer una analogin entre ol régimen pldstico y el e¢aso de un
modelo de dano, en el cudl esta misma aproximacion surge de manera natural y se
puede aplicar de manera sencilla, de acuerdo con las caracterfsticas de ese modelo
constitutivo..
Con estos resultados, se puede aproximar el producto tensorial €, |
COMO;

: dev [V

LT T

.| s dev [V*u] = 8(n) = 24/ dev [V
De esta manera, si bien es cierto que s (+) es no-lineal, es posible descomponerla
en la suma de dos contribuciones. Por un lado s, (u;,) proveniente del efecto inducido
por el campo estandar de elementos finitos y por otre lado 8 (1), correspondiente al
ofecto de las sub-escalas. Fs decir:
3(“-"!""{-{) =g, (uh) '+'§(ﬁ) (4'91}
De acuerdo con lo anterior, y teniendo en cuenta la linealidad del operador
divergencia, la expresion (4.87) se puede separar de manera aditiva:

R(U,, W)+ R (ﬁ, Wi) =0 YW, € Wiy (4.92)

sy,
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donde R (U,,W,) vy R (f], W;,):-;t'm respectivamente;

- VWi, ) + (V- Wagpn) e — L(Wh) ¢
R (U, W, = { FraL 4.93)
( : ') (th Veuy, — ;_{m)m (
— ) i . - a5
R (U, Wn) _ | (Vrwi2pd dev [V ] (4.94)
(qn, V - )y

El segundo término representa el efecto de las sub-escalas en la solucion de elementos
finitos. La integracion por partes de este términe, con la finalidad de reducir el orden
de derivacidn sobre u, da como resultado:

= — @,V (24 dev [V'w

R (T,W,) = (6,9 - (24’ dev [V*wi))o (4.95)
- {1, Vl’ﬂ,)w

El asunto ¢ue queda pendiente es obtener la aproximacion a las sub-escalas,

La descomposicion aditiva del tensor de tensiones (4.91) se puede introducir
tambien en la ecuacién (4.88), correspondiente al espacio de las sub-escalas. Esta se
expresa del siguiente modo:

R (U W) ) [ (w."V KHJ')W + (W,V : ﬂ)n; + (W,Vp;,}u, + (wib)!l‘ ] =0 (4 QG)

] U ]
Como se puede observar no hay ecuacién asociada a las variaciones de presidn,
puesto que sdlo se ha considerado sub-escalas de desplazamientos. En esta expre-

sidn también es posible hacer la descomposicion de (4.88) en las partes asociadas
respectivamente a la escala de elementos finitos y a la sub-escala:

R(U,W)+R(0,W)=0 vWel (4.97)
lo que conduce a:
— (W, V - (2 dev [V*])) o = (W,V -8, + Vi + by (4.08)

Esta es la relacion entre la sub-escala y el residuo de la ecuacion de balance de
momento Ry, = V-8, + Vp, + b, que es similar o la obtenida en la seccidn 4.3.3. De
acuerdo con las consideraciones ml()pt.mlns en la seccidn 4.2.2, se escoge el ﬁ‘ﬁpﬂf‘m
de las sub-escalas ortogonales, Wy = Wi y a partir de (4.98) la sub-escala 01 se
puede aproximar en cada elemento como:

ii = 7, B (R} € W (4.99)
donde 7, es el pardmetro de estabilizacién y Fi- () representa la proyeccién sobre el
espacio Wik, El pardmetro de estabilizacion en elementos lineales se calcula como:

ch?

T (4.100)
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donde el coeficiente ¢/ tiene en cuenta, si es el caso, el efecto del flujo plastico en las
deformaciones desviadoras, que en general se caleula en cada punto de integracion;
en el caso de elementos lineales con un sélo punto de intepracién por elemento este
valor es tinico por cada elemento. Esta correccién en el pardmetro de estabilizacién
es una contribucidn original en este trabajo. La mayor robustez de los elemen-
tos propuestos, estabilizados con el método OSGS, los hace menos sensibles a las
simplificaciones consideradas en la aproximacion al pardmetro de estabilizacion en
comparacion con los elementos estabilizados mediante otras técnicas, como la GLS
en los elementos propuestos en (Klaas et al., 1999).

De acuerdo a lo anterior 1 es la proyeccion del residuo Ry, sobre el espacio orto-
gonal al espacio de elementos finitos ponderada por el pardmetro de estabilizacion.
Teniendo en cuenta que las segundas derivadas de funciones lineales de elementos
finitos son nulas y que P {b} = 0, tal como se¢ considerd para la expresion similar
en la seccién 4.3.3, se obtiene en cada clemento:

=7, (V= P (V) (4.101)

Si se inserta esta aproximacion en (4.95) y dado que (,V - (24 dev [V'wi|))q, =0
para elementos lineales se obtiene:

s 0 .
. (U,Wh) o [ — :::i" Ta (V(IJ-.VIM. = Hh)ﬂ, } (‘1“]2)

donde II, = P, (V) es la proyeccion del gradiente de presién sobre el espacio de
elementos finitos W,.

Finalmente, la versién estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-
plastico incompresible en rango infinitesimal mediante elementos lineales riangula-
res o tetraddricos es: ‘

Hallar [lh., P H;,]T € Vou % Qn % Vy, tales que:

(VIWMHJJ h (V : Wmﬁh} 5 I(wh) =0 VWJ, (-‘l.ll'i:ht)
Tt

(@ Voun—4m)— > 7o (Van Vou =Ty, = 0 Vg, (4.103b)
me=]
(Vpnymy) = (M, my) = 0 ¥, (4.103¢)

Se puede observar que en la formulacién propuesta el término de estabilizacién
afecta sélo a la ecuacién de la deformacién volumeétrica. Por lo tanto, la ecuacion
de equilibrio se puede resolver tal como en la formulacién estandar,

Obstrvese que, de acuerdo con las consideraciones adoptadas, en todas las ecua-
ciones del desarrollo aparece el valor total de la sub-escala, no el incremental. Por
jemplo en la ecuacidn (4.98), a partir de la cual se obtiene la aproximacién a 1.
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Esto simplifica el procedimiento de cileulo en comparacién con otras opciones en las
que, a partir de la linealizacién de la ecnacion de equilibrio o del tensor de tensiones,
se obtiene una aproximacidn al valor incremental de @i, Por ejemplo, en (Garikipaty
and Hughes, 1998) y (Garikipaty and Hughes, 2000) se aplica el método de sub-
escalas al problema unidimensional de localizacion; en estas publicaciones se emplea
una aproximacién algebraica a las sub-escalas ASGS en vez de las sub-esealas or-
toponales OSGS empleadas en este trabajo. En (Garikipaty and Hughes, 2000) se
definen funciones de interpolacién para aproximar 1, de manera similar al método
A5, En ambos casos, después de linealizar el problema, el desarrollo implica una
aproximacién al valor incremental de las sub-escalas, a partir de:

Au = Fy [b] + Fa[s(uy + 1) = (p+ Ap) = &, : V' Auy, (4.104)

donde 7y y F; son funcionales lineales y &, = €, (u) es la componente desviadora
del médulo constitutivo tangente, que depende del valor actual de u = uy, + u;
ver (Garikipaty and Hughes, 2000). Este procedimiento conduce a la necesidad de
actualizar el valor total de 1 en funcién del incremento caleulado y considerar este
valor en la componente desviadora del tensor de tensiones s(u) y del tensor de
tensiones €, (u).

4.4.4 Aspectos de implementacién

El problema plastico implica la no-linealidad del sistema de ecuaciones ¥, por lo
tanto, la solucion de (4.103a)-(4.103¢) se efectiia mediante procedimientos de tipo
incremental-iterativo. En este marco, existen diversas alternativas para caleular la
proyeccion II. De acuerdo con el planteamiento presentado en la seccidn 4.3, la
estrategia bdsica consiste en desacoplar la proyeceién IT y resolver el sistema u /p,
a partir de lo cual existen diversas posibilidades de concatenar los algoritmos de
cilculo.  En (Codina et al.,, 2001) se aborda la implementacién del método PGP
aplicado al problema de Navier-Stokes y se analizan diversas alternativas..

La estrategia adoptada en este trabajo consiste en resolver simultdneamente las
ecuaciones de balance de momentum y de deformacion volumétrica en ¢ = "), En
las iteraciones para hallar el equilibrio, correspondiente a este paso de tiempo, se usa
el valor de la proyeceion del gradiente de presion IT, en ¢ = ), Esta estrategia ha
demostrado ser muy eficaz desde el punto de vista computacional, sin perjudicar la
robustez y precision del método. El valor de la proyeceién del gradiente de presion,
la proyeccidn I}, se evalia en base al valor convergido del pradiente de presion en
el paso de tiempo anterior Vpj como:

(Veh , m) — (I, m,) =0 (4.105)
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Esta ecuacidn se transforma en un sistema trivial, si se emplea la matriz de masa
aglutinada. Con este valor de IT}, las ecuaciones del sistema que se resuelve en el
paso de tiempo n 4 1 son:

(Vw8 () 4+ (Vw1 = 1 (wy) = 0

Mlalm

ni+1, i 1.1 fide1 &
(g, V - u * ) = Z 7e (Van, Vpj n”}ﬁ.
gl
En cada paso de tiempo ge debe resolver un sistema no-lineal de ecuaciones. Este
sistema se puede resolver aplicando, por ¢jemplo, el método de Newton-Raphson.
Los residuos correspondientes a estas ecuaciones en la iteracion 1 se pueden expresar
COTE

?.“-H“ = <V¥W’*!3h (u;:“l‘):) + <V WFHFHH") o e (wn) (4.107)
Mgl

T = e, Vet — iy 21‘ (Van, Vop T = Wi
aml

En eada iteracion se debe resolver el sistema lineal:

a (Au]:'”""'l r Wh) 4 (V : w}r‘&fl_::-{'-l"l-l'l) —
Flatin

. I‘ 1 1‘ 1 R :

<Qn,v &u*tl 1 1 A ni Ry ETR (vm” VA_’,G}:‘ 1iid l)m = _,,.EH.
am]

El algoritmo para resolver el problema elasto-plastico en deformaciones infinitesi-
males se muestra en la tabla (a‘-l.ﬁ). Ko e5 la matriz correspondiente al térmi-

no a (/L\.u"“"d’l wy), cuya sub-matriz tipica a nivel de elemento es [K:ﬁfﬂm
a)
[ foe BY dwﬂudﬂ]( donde Dygey es el arreglo matricial de la componente desvia-

dora dLl tensor Lt)lmt‘.lt.utivu tangente alporftmico. Las demas matrices, G, L, M, y

M, Hml lag mismas que en la seccion 4.3, asf como los vectores de variables nodales

(U, P] Los residuos Ry y Ry son los vectores asociados a los residuos " y

v:;"'] i Estos son l't!H]Jl!(Ltiw.ul'l(!lltl?t
Ry = fi* g (4.108)
R; = f™ (4.109)
donde:

el & rrm o J
ffm _ A [fim (e) _"d {/. BI a‘dﬁ} + [GAH H](

fhatm 8 Halin . e (#)
f{“ﬂ- — LA [1’«:!‘.-(-)_ A [./s' [Nri'l bfa!ﬂ+ /ﬁn“ lNA‘IItdF‘I

14 =
i 1 gl
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Algoritmo para resolver problema elasto-plastico

0. Paso de carga n+ 1: Inicializar i = 0 — (U, P|" "9 = (g, p|" ™

1. lteracién: Resolver a nivel global: AUW+HLIH)  Ap(rrLitl),

Rlllw G ] (red-1,4) ﬂtﬁi} (rl-l-l,i+l) R] {ret1,4)
- 7L ] - [ ]

GT —%M,, AP R;

3. Actualizar: [U, P|T "D g, p)T A ALY, AP|T 4D
4. Evaluar convergencia

6. No: Efectuar nueva iteracion: ¢ « 14 1. (Ira 1)

G. Si:  Valores convergidos: [U, F]T (ntl) o [U, P]T (n+14+1)

7. Caleular: T = M-1GPH+HY)

o

Nuevo paso de carga: n+n+ 1. (Ir a 0)

Tabla 4.2: Algoritmo para resolver problema elasto-plistico en deformaciones infinitesi-
males

flatim . . LT ol (I")
i ="K () <K (@) ]

[ | (=

e [M,’,‘”p“] ()

s ([L‘wp"’]("} = [(G""H)T HH] M)




Capitulo 5

Formulacion de elementos
estabilizados en grandes
deformaciones

5.1 Introduccién

En este capitulo se desarrolla la formulacion de elementos triangulares y tetraédricos
con interpolaciones lineales y continuas de desplazamientos y presién u/p en el rango
de grandes deformaciones. Se abordan en este rango tanto el problema eldstico como
el problema elasto-plastico. En cada caso se presentan las hipétesis y los aspectos
de implementacién que se han considerado con la finalidad de obtener elementos con
propiedades de exactitud y estabilidad mejoradas y bajo costo computacional.

5.2 Reégimen Elastico

5.2.1 Modelo constitutivo

Se considera un modelo constitutivo hipereldstico, desacoplado en sus Componen-
tesvolumétrica y desviadora, En modelos hipereldsticos, las relaciones tensidn-
deformacién desacopladas se pueden obtener a partir de funciones de energfa almace-
nada W que a su vez estén desacopladas en componentes volumétrica y desviadora;
(Simo and Huges, 1998), del tipo:

W = KU (J) + W (b) (5.1)

donde U/ y W son las componentes volumétrica y desviadora de W, respectivamente,
J ¢ ¢l determinante del tensor gradiente de deformaciones F y b es la componente

123
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isocérica del tensor izquierdo de Cauchy-Green, b = J -4 b, b es el tensor elistico
izquierdo de Cauchy Green; una deseripeion detallada de este tipo de modelos se
puede encontrar en (Simo and Huges, 1998), Se pueden definiv diversas expresiones
viilidas para U y W, En este trabajo se utilizan las funciones propuestas en (Simo
et al,, 1985) y (Simo, 1992):

U(J) = %(m.n“ (5.2a)
W(b) = zu(tr[5] -3) (5.2b)

donde g es el pardmetro de Lamé, denominado médulo de cizallamiento (que se
denota también por ). Las tensiones de Kirchhoff, 7, de este modelo se pueden
0X ] WeEsAr COITo:

T=T1+s5(u) (5.3a)

donde 8 (u) = dev[r| es la componente desviadora del tensor de tensiones y la
componente volumétrica es 7., = T'l. Las componentes del tensor de tensiones T
que se derivan directamente de éstas son:

T = K[JU' (1) (5.4a)
5 (u) jedev [El (5.4b)

En las referencias citadas se puede encontrar la deduccién de estas expresiones, En
éstas, la componente volumétrica se define en funcién de la presién p, que es la com-
ponente media del tensor de tensiones de Cauchy. En este trabajo esta componente
se define de manera ligeramente diferente, en funcién directamente de la componente
media del tensor de Kirchhoff, 7', La relacién entre las definiciones de la componente
volumétrica en aquellas referencias y la que se emplea en esta formulacion es:

]

Twi=Jp 1=T]1 5.9
" p (5.5)
T
Jomo se puede observar, la relacidn entre éstas es la que existe entre los tensores de
tension de Kirchhofl T y de Cauchy o
T=Jlo (5.6)

Queda establecido en (5.4b), como se puede observar en la figura 5.1, que la
relacidn entre las tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras expresadas
mediante el tensor izquierdo de Cauchy-Green es lineal en funcién de

_ s .
" oo o] il
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(L] |

ls1
lidev [b]]]

l[dev [b]

Figura 5.1: Grafico de tensiones desviadoras vs, deformaciones desviadoras expresadas en
funcidn del tensor izquierdo de Cauchy-Green correspondientes a un modelo hipereldstico,

5.2.2 Formulacion en el medio continuo
Forma fuerte

La forma fuerte del problema se puede expresar tanto en la configuracion espacial
§2;, como en la configuracion material £2. El paso de una a otra expresion se hace
mediante ¢l cambio de variables en funcidn de la transformacién o ecuacion del
movimiento X = ¢, (X) y las operaciones de transporte de tensores, presentadas en
el anexo D.

En la configuracién material, la ecuacién de equilibrio en forma local y las con-
diciones de contorno en la configuracion material €, definen el problema en forma
fuerte como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t ; 9,§2 — R
fm rim;ﬂn:ﬂmwntm en 4,82 y las fuerzas mdsicas b ; ) — R hallar
= [u, T]" € Wy= Vyx Q, tales que:

DIVP+b = 0 (5.8a)
lr /)
—}?F-i-[JU (D)t = 0 (5.8h)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

o= 0 en &80 (5.9)
P:n en 32 (5.10)

|

donde el primer mm,m de tensiones de Piola Kirchhofl P viene dado por
larelacion P = vF 7 , a8 la normal a di§) y las ecuaciones constitutivas

(5.3a), (5.4a), (5.4b).
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En la configuracién espacial, la ecuacién de equilibrio en forma local y las condi-
ciones de contorno en la configuracion espacial €. Las variables, tales como fuerzas
mdsicas, tracciones presicritas, etc., expresadas en funcion de coordenadas espaciales
se indicaran aqui mediante el sub-indice £. El problema en forma fuerte se define en
la configuracion espacial como:

Dadlos los valores prescritos de las cargas exteriores ty : 0,82 — R,
los ckrs;.wh.wmitmt.u.v; en 4,82, v las fuerzas masicas by @ Q, — R hallar
U:=[u, T]" € Wy=VyxQ, tales que:

Viet+b = 0 (5.11a)
1 y .
—'!-‘;T-l- [JU [.1)|J=J(u} = (5.11h)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

u = 0 en 8 (5.12)

a-ny = 4 en (5'13)

doncde ol tensor de tensiones de Cauchy e viene dado por la relacion
(5.6), ng es la normal a 9§ y las ecuaciones constitutivas (5.3a), (5.4a),
(5.4b).

Esta formulacion es vilida tanto en el caso compresible como en el limite incom-
presible.

Forma débil

La forma débil del problema, en particular la ecuacion de equilibrio, se puede ex-
presar en deseripeion material o espacial. Para plantear la forma débil es necesario
delinir el espacio de funciones de ponderacidn, o variaciones admisibles, Este espacio
contiene los desplazamientos w que, superpuestos sobre la configuracion deformada
{4 verifican la condicidn de contorno en 8,82, Tal como se ha enunciado, éstos se
definen sobre la configuracién deformada, pero pueden referenciarse respecto a co-
ordenadas materiales o espaciales. En coordenadas materiales se define el espacio
de desplazamientos admisibles como:

Vo={w e H' () | w(22)=0en 3,0} (5.14)

Las funciones de ponderacidn, o desplazamientos admisibles, w son independientes
del tiempo.
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La forma débil de la ecuacién de equilibrio en deseripeidn material es:

/ P:GRADw dV = / w o bdlV 4 / w - tedl” (5.15)
48 {1 Ry
y en descripeién espacial es:
d L v g - o
/ T :V Wi — = Wi - b[_ ey o} Wi - tal ff‘? (5.16)
Ja, J o Ja, a0

donde las funciones de ponderacion, o desplazamientos admisibles veferenciados en
coordenadas espaciales, se denominan wy. Estas se relacionan con las referenciadas
en coordenadas materiales segin: w = w; (¢ (X)); es decir, w = Wilymox): El
desarrollo de estas expresiones se puede encontrar en el anexo E, y en la bibliografia
en obras como (Simo and Huges, 1998),

Todos los integrandos en estas ecuaciones son magnitudes escalaves y, por lo
tanto, los valores correspondientes no dependen de la configuracion o de las coorde-
nacas en que se los describa. Dada la objetividad del integrando las expresiones son
equivalentes. Sin embargo, aunque la descripeion material y ln deseripeion espacial
son equivalentes, desde el punto de vista de la implementacion las diferencias entre
estag alternativas se hacen notables en las formulaciones mixtas como éata, y en par-
ticular en la formulacién de la matriz de rigidez. La implementacion del problema
en funcién de variables espaciales es més sencilla, implica menor mimero de términos
y de operaciones a realizar, y por lo tanto tiene menor costo computacional; (Simo
et al.,, 1993), (Perez, 2000). Es por esto por lo que se adopta agquf esta opcidn. En
consecuancia, s define el problema en forma débil comao:

Daclos los valores prescritos de las cargas exteriores t: 61 — [Rnim
los desplazamientos en 8,80 y las fuerzas misicas b : 3 — R hallar
Ui=[u, T]" € Wo = VoxQ, tal que:

(V'w, (1 +8(u))) —l(w) = 0 (5.17a)
(8- T+ VU D) = 0 (5.17b)

YW = |w, q]'}‘ € Wy = Vux @, de acuerdo con la ecuacién constitutiva
(5.4 EJ), donde:
l(w) = (w,b)+ {W,i;)l,r

Obsérvese que en esta formulacion las integrales se calculan en la configuracion
de referencia y que los integrandos en la ecuacién de equilibrio estan planteados en
funcién de variables espaciales expresadas en funcién de coordenadas materiales: ver
anexo k.
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a,
FEM aprox. Exncin
Configuracion de Configuracton

referencin actual

Figura 5.2: Esquema de las relaciones cinemdticas en el problema eldstico mediante
sub-escalas.

5.2.3 Planteamiento en multiescalas

La solucién en el medio continuo se aproxima por:
U=U,+U (5.18)

donde: 1- n 'r'
U, = [uy,, T} : U= [, 0 8
Wh = [an (M]T W= [‘r-":’ y U]

son las componentes de la solucién que corresponden a la descomposicion del espacio
en que se plantea el problema W = W,&W, de manera que U, € Wy, y U € W),
respectivamente,

Las relaciones cinemdticas entre las componentes de los desplazamientos, en el
espacio de elementos finitos y en el espacio de las sub-escalas, respectivamente, se
definen a partir de:

(5.19)

x=X+u, +u (5.20a)
o,
®h

donde X es la coordenada de un punto en la configuracién de referencia, x la co-
ordenada espacial correspondiente a ese punto en el medio continuo y x;, el valor
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de esta coordenada evaluado en funcién de los desplazamientos caleulados en el es-
pacio de elementos finitos, Las relaciones cinemdticas en funcién del gradiente de
deformaciones se pueden expresar como:

F=IF, (6.21)
donde I =?'?% representa el gradiente de deformaciones, Fy, =%"xh a8 ol valor de este
tensor evaluado en funcién de la aproximacion por elementos finitos yf= F’% o5

el gradiente de deformaciones relativo a la confipuracion deformada representada
mediante las coordenadas x),. Efectivamente, esta expresion se puede obtener a
partir de (5.20a), aplicando el operador GRAD () = Ox () a ambos miembros:

Fel+lJ,+] (5.22)
donde Jy, = %‘}'{* yd= % son los tensores pradiente de desplazamientos correspon-

dientes a la escala de elementos finitos y las sub-escalas, respectivamente; realizando
operaciones directas, se obtiene finalmente:

F = Fp+J (5.23)
= (1+38,1) B, (5.24)
“_'-T-'_J
r

Esta expresién multiplicativa explica la interpretacién de f en el entorno local
de un punto material como el gradiente de deformaciones relativo a la configuracion
deformada caracterizgada por Fy,.

El problema en el medio continuo se transforma en:

Hallar U, = [“J: s ThiT EWip=VioxQn y Ue Wu-, dados los valores
prescritos de las cargas exteriores t : 9,80 — R™w | log desplazamientos
en 0,8 v las fuerzas mésicas b : £ — R tal que:

donde

R(Un+T,Wi) = 0 VWi eWig (5.259)
)

R(U+TO,W) =0 VWeW, (5.25h)
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R (U, +0,W,) [ (VWi (11 + 8 (w + D)) = 1 (wi) ]

(m” (_%‘ + ['”"””la=w.+ﬁ)>
(W, V- ([Th1 + 5 (uy, + )] +b)) ]
0

L{wy) = (wy, b) + (w"’E)B,

¥ wh = [wh 3 ‘M]T € Wh,u = Vﬂ:,tlxgh ¥ We wl'.l-

Tal como se ha visto en las secciones 4.3 y 4.4, parte del procedimiento consiste
en identificar los efectos de las sub-escalas en relacion con la escala de elementos fini-
tos. Esto se debe hacer tanto en la expresion (5.25b) en el espacio de las sub-escalas,
para obtener una aproximacion del valor de las mismas, como en ln expresién (5.25a)
para evaluar el efecto de éstas en el espacio de elementos finitos, El problema de
elasticidad en el rango de deformaciones finitas presenta tanto la no-linealidad ma-
terial come la geométrica con respecto a los desplazamientos. En las expresiones del
problema esto se manifiesta no sélo en la ecuacién de balance de momentum, como
ocurrfa en el problema plistico en rango infinitesimal, sino también en la ecuacion
del cambio volumétrico. La no-linealidad de estas ecuaciones dificulta identificar
estos efectos y la relacidn que existe entre ellos. Con la finalidad de obtener una
formulacién mejorada y a la vez de bajo costo computacional, es necesario hacer
una serie de simplificaciones a partir de estas expresiones.

En (5.25a) y en (5,25b) se puede descomponer el tensor de tensiones s (u,+1) en
sus componentes asociadas a los desplazamientos en el espacio de elementos finitos
y las sub-escalas, respectivamente. Esto se puede hacer mediante un desarrollo en
serie de Taylor de primer orden, o mediante algunas otras simplificaciones. Por
gjemplo, si se considera que F = F), al efectuar algunas operaciones, tales como las
de transporte de tensoves pull-back y push forward. De esta manera, el tensor de
Cauchy-Green, b = FF" | se puede aproximar como:

b & by, + 2Vil (5.26)

donde V% es el operador gradiente material simétrico. Efectivamente, si se reempla-
za la expresion del gradiente de deformaciones F = I+ J,+J, v se efectiian algunas
operaciones directas y se desprecian los términos cuadrdticos en J, se obtiene:

b=1+J, [I+(F = F))] + [1+ (F — F;J"'] h (AR, P ¢ G I ) (5.27)

- |

R (U, + 0,W) = [

.
&I
en la que, para simplificar los términos entre llaves, se considera que F 2 F),. La

componente socorica se caleula comao:

b=Jib=h,+2u/ 1040 (5.28)
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Clon la finalidad de simplificar la notacién se denotard i = pJ- i, Como conse-
cnencia de lo anterior, la componente desviadora del tensor de tensiones se puede
descomponer en forma aproximada como:

s(uy, +u) = s, (uy) +5(10) (5.29)
donde las componentes asociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos
y a las sub-escalas son respectivamente:

sy (uy) = pdev [by] (5.308)
s(u) = 2dev|[Viu] (5.30Db)

De manera similar, en la expresion del cambio volumétrico en (5.25a) el término
[JU' (.1)] se puede aproximar mediante un desarrollo en serie de Taylor de primer
orden, como:

[JU" (NI

en la que 0 se considera una perturbacion del campo de desplazamientos de elemen-
tos finitos 1, y se desprecian los términos en u de orden cuadritico o superior. En
esta expresion se ha utilizado la expresién de la derivada temporal J = .J Vv como
AJ = J ¥V Au, en la que se aprovecha la analogin del formalismo entre derivadas
temporales e incrementos, de acuerdo con la cual J y AJ son andlogos, lo mismo qie
la velocidad v y un incremento de desplazamientos, que en este caso corresponde a
1. De esta manera, el término [JU' (J)] queda descompuesto en dos componentes
asociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos y al de las sub-escalas,
respectivamente. En el easo del modelo constitutive adoptado se tiene ademés:

J[JU ()] =1 (5.32)

Las expresiones (5.31) y (5.29) permiten identificar y relacionar los efectos de u
y uy, en las ecnaciones (5.25a) y (5.25b).

Como consecuencia de lo anterior, la expresién (5.25a) se puede separar de ma-
nera aditiva como;

R (U, W)+ R (0, W,) =0 VW) € Wig (5.33)

= [JU' (N]lyms, + J U (D] |y, V-Uu+0 (@) (5:31)

ey -

donde R (U,, W) vy R (f], W,-,)son respectivamente:

{V"w;.. Bh}nf (V ! Wh'ﬂt)w -1 (wh)
{fﬂn [ TU ] ][uf'u;. hoe %Tﬁ&w

il - {v Wh,S)np ] i
R (U,w,,) - [ o VB (5.35)

R(Un, Wi) = [ (5.34)
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El efecto de las sub-escalas en la solucidn de elementos finitos estd contenido en el
sepundo término. La integracion por partes de éste da como resultado la expresion
equivalente, con menor orden de derivacion sobre u:

= _ | =V (Zidev [Viw])g V.56
R (U,Wh) B [ = (0, Vi) -

donde (0, V - (2 dev [Viwi]))q = 0 para elementos lineales.
La ecuacién (5.25b), en el espacio de las sub-escalas, se puede reescribir como:

— (W, V - (2fidev (Vi) = (W, V- ([Th1 + s (uy,)] +b)) (5.37)
A partir de la cual se obtiene la aproximacion al valor de las sub-escalas u:
u=r, (VI = P(T)) en £, (5.38)
donde 7, es el pardimetro de estabilizacién que se caleula como:
ch?® ,
TE =1 53: (5.59)

Dada la poca sensibilidad del método al valor de este pardmetro, la expresion del
pardmetro de estabilizacién se puede simplificar y utilizar en el cdleulo directamente
el valor del madulo de cigallamiento . Efectivamente, en aplicaciones incompresibles
o cuasi-incompresibles J = 1 y i = p; por otro lado, como queda demostrado en los
ensayos en este trabajo y en otros estudios, como (Onate et al., 2002), variaciones
del pardmetro de estabilizacién incluso de un orden de magnitud no son sensibles en
ol método, por lo tanto dado el valor del exponente de J en la expresion de fi, las
variaciones de J con respecto a su valor original del orden de 30 veces o menores no
se reflejan sensiblemente en log resultados.

Con la aproximacién 5.38 se calcula el término de estabilizacién, teniendo en
cuenta que (0,V -« (20 dev [Viw,]))q, = 0 para elementos lineales, como:

. )] .
R- ([J, Wh) = [ - En.;." T, (vmu vr}\\h _ Hh)ﬂ" ] (0.4{])

panl
donde TT,, = P, (VT1),) es la proyeccién de la componente volumétrica del tensor de
tensiones de Kirchhoff, T}, sobre el espacio de elementos finitos W,. Esta variable
so define como una variable nodal adicional y se calcula mediante la relacidn entre
el gradiente de 7), v su proyeccién Iy

(VTh,my) = (Mp,my) Yo, €Wy (5.41)

donde n;, € V), son las funciones de ponderacién, o variaciones, del campo de des-
plazamientos,
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Finalmente la version estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-
plistico incompresible en deformaciones finitas mediante elementos triangulares o
tetraédricos lineales es:

Hallar [y, Ty, T1,)" € Vo % Q) % Wy, tal que:

(V“W;,,S;J + (V- wluT:'i) -1 (Wh) = 0 (5*']2“)

(s [TV g, = % T0) = D 7e (Vau, VT = Th)g, = 0 (5.42b)

el

(Y.?T:t,.ﬂh}— <Hh!ﬂh} = (5.42(!)

para todo [wy, q, m]T € Vi % &nx V.

Como se puede observar, en el caso de deformaciones finitas bajo las hipotesis
consideradas el término de estabilizacién afecta sélo a la ecuacion del eambio vo-
lumétrico. La ecuacion de equilibrio es la misma que se resuelve en la formulacion
estdndar, lo que representa una ventaja de esta formulacidn.

Una alternativa distinta tiene como punto de partida la linealizacién de (5.25a)
y (6.26b). La diferencia con respecto a la opeidn adoptada aquf es que las relaciones
que se obtienen de esta manera son de tipo incremental, Se deduce una aproximacion
al valor del incremento A, en vez de obtener una aproximacidn al valor de u como se
hace en (5.38). Esto implica la necesidad de hacer un seguimiento del valor de la sub-
escala para su actualizacion, ya que en este caso en lag ecuaciones del sistema tanto
el desviador del tensor de tensiones 8 como la deformacién volumétrica [JU' (J)]
deben evaluarse en vy, + 0. La opcién adoptada aquf evita esta dificultad y permite
relacionar los efectos de u y uy, en las ecuaciones (5.33) y (5.37), a partir de (5.31) y
(5.29), con lo que se obtiene una formulacién con estabilidad y precision mejoradas
a un bajo costo computacional.

La implementacién en grandes deformaciones del elemento para modelo eldstico
es similar a la correspondiente al modelo plistico, con excepcién del cdleulo del
factor de estabilizacidn que requiere una estimacién adecuada con la finalidad de
tener en cuenta el efecto de flujo plastico. En los demds aspectos la implementacion
del elemento es similar, por esta razén el algoritmo propuesto se presenta al final
del capftulo,

5.3 Reégimen Plastico

En esta seccidn se aborda el problema elasto-pldstico en grandes deformaciones, El
desarrollo considera espectficamente que el modelo constitutivo de plasticidad es de
tipo J2. Este tipo de modelos considera que la deformacion plastica es isocorica.
El comportamiento del modelo elasto-pldstico tiende a la incompresibilidad en la
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medida en que predominen las deformaciones pldsticas sobre las eldsticas. Por otro
lado, si el coeficiente de Poisson del material v es cercano a 0,5 el comportamiento
e cuasi-incompresible aungue las deformaciones pldsticas no se hallan desarrollado
en forma considerable respecto a las eldsticas. En cualquiera de estos casos, los
elementos formulados mediante el método de Galerkin presentan dificultades para
representar la incompresibilidad del medio. Se desarrolla a continuacion la formu-
lacidn u/p estabilizada de acuerdo con un conjunto de consideraciones adecuadas a
este caso.

5.3.1 Modelo constitutivo

Se considera un modelo elasto-pldstico, desacoplado en componentes volumétrica y
desviadora, basado en un modelo de plasticidad J2 y cuyo comportamiento eldstico
corresponde al misimo modelo hipereldstico presentado en la seccién anterior. La
respuesta en tensiones se caracteriza mediante la funeién de energia:

W= KU(J)+W (b") (5.43)

donde I/ y W son las componentes volumétrica y desviadora de W, respectivamente,
J es el determinante del tensor gradiente de deformaciones F, que se puede descom-
poner multiplicativamente en sus componentes eldstica y plastica como F = FFr;
bt = J ib® es la componente isocdrica del tensor eldstico izquierdo de Cauchy-
Green, b® = F*F" es el tensor eldstico izquierdo de Cauchy Green; una descripeion
detallada de este tipo de modelos se puede encontrar en (Simo and Huges, 1998). Se
pueden definir diversas expresiones vilidas para U y W. En este trabajo se utilizan
las funciones propuestas en (Simo et al., 1985) y (Simo, 1992):

Uy = %(Iu.])"‘ (5.44a)
W (b) = %,'.;(I'.r [6¢] - 3) (5.44b)

donde p es el pardmetro de Lamé denominado mdédulo de eizallamiento (que se
denota también por &), Las tensiones de Kirchhoff, 7, de este modelo se pueden
EXPresar como:

T=T1+38(u) (5.45a)
donde s (u) = dev[r] es la componente desviadora del tensor de tensiones y la
componente volumétrica es Ty = 7'1. Las componentes del tensor de tensiones
que se derivan directamente de éstas son:

T = K[JU(J)] (5.46a)
5(u) judev [b7] (5.46h)
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En las referencins citadas se puede encontrar la deduccion de esias eXpresiones,
Obsérvese que la relacidn entre las tensiones desviadoras v las deformaciones des-
viadoras expresadas mediante la componente isocérica del tensor eldstico izquierdo
de Cauchy-Green es lineal en funcién del médulo de cizallamiento u:

s (w)] .
[dev [b4]] (5:47)

o=

5.3.2 Formulacion en el medio continuo

La formulacidn del problema elasto-plistico conduce a ecuaciones similares a las del
caso eldstico en grandes deformaciones. De manera andloga a lo visto en el capitulo
4, la dificultad particular que presenta el problema elasto-plastico con respecto al
elidstico es la estimacién del pardmetro de estabilizacion, particularmente del médulo
de cizallamiento efectivo, en funcién del desarrollo de flujo pléstico.

Forma fuerte

La forma fuerte del problema se puede expresar tanto en la confipuracion espacial
{4, como en la configuracién material 2. En la configuracién material, la ecuacion
de equilibrio en forma local y las condiciones de contorno en la configuracién espacial
2, definen el problema en forma fuerte como:

Dados los valores preseritos de las cargas exteriores © : 8,{) — R™im
los desplazamientos en 9,8) y las fuerzas madsicas b : § — RMam  hallar
U:=[u,7]" € Wo= Vo=@, tales que:

DIVP+bh = 0 (5.48a)
_%T‘.F[JU’(J)]JHJ(") = 0 (5.48D)
de acuerdo con las conciciones de contorno:
u = 0 endf (5.49)
Pon =1 enaf (5.50)

donde el primer tensor de tensiones de Piola Kirchhoff P viene daco por
la relacion P = 7F", n es la normal a 8,80 y las ecuaciones constitutivas
(5.458), (5.46a), (5.46D).
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Forma déhil

Para plantear la forma débil se define el espacio de funciones de ponderacion, o
varinciones admisibles w. En coordenadas materiales el espacio de desplazamientos
admisibles es:
Vo={w e H' () | w(2)=0end.0} (5.51)
Se define el problema en forma débil como:
Dados fos valores prescritos de lns cargas exteriores t @ 90 — R
los despiu:mggieubm en 4,81 v las fuerzas mdsicas b : §2 — R™w hallar
U:i=[u,T]" € Wy =VyxQ, tal que:

(Vw, (T1 +8(u))) —1(w) 0 (5.52a)
<q.—%'1"+{JU*(J}]J_JM> =0 (5.52b)

VYW = |w, q]T € Wy = Vo= @, de acuerdo con Ia ecuacidén constitutiva
(5.46b), doncle:
L(w)=(w,b)+ (w,t)n

5.3.3 Planteamiento en multiescalas
La solucidon en el medio continuo se aproxima por:
U=U,+U (5.53)
donde: . o _ »
Uy = [w,, 7)) U:=[u,0
P!l e a—r 7\
W, o= [wp, g4l W= [w, 0]
son las componentes de la solucion que corresponden a la descomposicion del espacio
en que se plantea el problema W = W,W, de manera que U, € Wy,o vy U € W,
regpectivamente,
El problema en el medio continuo se transforma en:
Hallar Uy, := [u,, , T}.]’ € Who = Vuox @, v U e W, dados los valores
prescritos de las cargas exteriores t @ ) — ™ Jos desplazamientos
on 3,8 v las fuerzas mdsicas b : {2, — R gal que:

R(U,, -i-l‘._J,W,-',) =0 VYW, W (5.550)

VW € W, (5.55h)

N
o

R (U,, + T, Vv')

eloncle:
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R0+ BW) = | "’“"'"fﬁ“ﬂ(“wmn—z(w;,)]

rp,. i IJU Il --u;,-}'ﬁ))

[ (731 + 8 (wy, + )] +b)) ]
0

il

R (U,-, + U, ”)

L(wn) = (Wi, b) + (wi,t)

¥y W= [wy,, ga]” € Who=VioxQ y W e W,

En (5.55a) y en (5.556b) se podifa descomponer aditivamente el tensor de tensio-
nes s (uy+11) en las ecuaciones de balance de momentum, mediante un desarrollo en
serie de Taylor, de manera similar a la que se realizd en la seccion 4.4.3, como:

8 (1) = 8y () + afymyy, * Vit + O (0)° (5.56)
donde &, _,,. es el tensor constitutivo tangente desviador evaluado en u = u,,. Este
tensor relaciona las tensiones desviadoras y las deformaciones totales, El producto
tensorial del segundo término de la derecha de la ecuacién (5.56) representa el incre-
mento de tensiones desviadoras por efecto de las sub-escalas, s (1). Para caloular ol
incremento de tensiones desviadoras correspondiente a las deformaciones desviado-
ras totales asociadas a las sub-escalas es necesario hacer una aproximacion similar
a la realizada en la seccién 4.4.3. BEfectivamente, a partir del valor de p dado por
(5.47), la relacién entre las tensiones desviadoras y la componente desviadora de las
deformaciones isocoricas totales se puede estimar mediante el coeficiente i*, ealeu-
lado como:

B 1 TR oo
*||dev [b]|| |, lldev| Il Shi |

El coeficiente p*, que podrfa denominarse maédulo de cizallamiento efectivo, se puede
interpretar como el médulo secante en u = 1y, en la curva de tensiones desviadoras

la componente desviadoras de las deformaciones expresadas mediante la parte
isocorica del tensor lzquierdo de Cauchy -Green, Esto se puede apreciar en la figura
5.3,

Este coeficiente j1* representa el efecto del flujo plastico en la relacién entre las
tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras isocéricas totales, por lo tanto
debe considerarse sélo cuando se desarrolle el régimen plastico. En fase de carga o
descarga eldstica el madulo de cizallamiento debe tomarse igual al valor eldstico, es
decir igual a g De esta manera, el maédulo de cizallamiento es:

- { 1 en carga o descarnga eldstica (5.58)

1t si se desarrolla flujo plastico
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al "

[[dev [Eir] Il

L™

" ﬂr” _____________

.

—

lldev (b1l [ldev [b]]I

| lidev [b°1l |

Figura 5.3: Gréfico de tensiones desvindoras vs. deformaciones desviadoras exprosadas
en componente isocdrica de la parte eldstica del tensor izquierdo de Cauchy-Green para
madelo elasto-plistico con plasticidad J2 en grandes deformaciones.

Con este resultado, el producto tensorial oy, ¢ dev [V*i] se puede aproximar
Como:

e ¢ dev (Vi) = 8 (@) = 2/ dev Vi)

donde dev [Viu] es la parte desviadora del tensor de deformaciones infinitesimales
correspondiente a las sub-escalas y para simplificar la notacién se puede definir
po=ptJd

En consecuencia, la componente desviadora del tensor de tensiones se puede
descomponer en forma aproximada como:

§(uy +u) =5, (u,) +35(n0) (5.59)

donde las componentes nsociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos
y a las sub-escalas gon respectivamente:

sy (0,) = pdey [5;,] (5.60a)
s(n) = 2adev LV';[ﬁ] (5.60h)

L expresion de la deformacion volumétrica (5.31), que es la misma que la que se
presenta en este problema, junto con (5.59) permiten identificar y relacionar los
efectos de 1 y wy, en las ecuaciones (5.55a) y (5.55b).

Como consecuencia de lo anterior, la expresion (5.55a) se puede separar de ma-
nera aditiva como:

R(Uy Wa)+ R (U,Wi) =0 VW) € Wiy (5.61)
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donde R.(U,, W,) vy R (61 Wh)-‘i“" respectivamente:
{V*W}“Hh}‘r + (V = W).,fﬂ. )]ﬂr i , (wr'!)
(qm [';U‘J C'}}]Iv,u:mJ o F h‘)ﬂ’

T — (V.WJ”H o .
n(ow) - [ el o

R (U, W,) = [ (5.62)

El efecto de las sub-escalas en la solucidn de elementos finitos estd contenido en ol
segundo término. La integracion por partes de éste da como resultado la expresion
equivalente, con menor orden de derivacién sobre 1

= (0,V « (2fidev (VW) ]

5.64
= (U, v‘?l;)n! ( J )

R (U,W)) = [
donde (u,V - (2idev [Viw,])) = 0 para elementos lineales.
La ecuacién (5.55b), en el espacio de las sub-escalas, se puede reescribir como:

— (W, V- (2adev [Vii])) = (W, V- ([Th1 + s, (u,)] +b)) (5.65)
A partir de la cual se obtiene la aproximacion al valor de las sub-escalas 1
u=r7, (VI = P, (Th)) en {2, (5.66)
en la que el pardmetro de estabilizacién se caleula como:

ch?
o= gr (5.67)
donde el coeliciente fi tiene en cuenta, si es el caso, el efecto del flujo plastico en
las deformaciones desviadoras mediante la aproximacién al valor 4/, que en gene-
ral se caleula en cada punto de integracién; en el caso de elementos lineales con
un sélo punto de integracién por elemento este valor es 1inico por cada clemento.
La correccién en el pardmetro de estabilizacién en el problema plistico en gran-
des deformaciones es una contribucion original en este trabajo. En aplicaciones
incompresibles o cuasi-incompresibles J = 1 y ji = ¢/, como ocurre cuando las de-
formaciones pldsticas son grandes en comparacion con las eldsticas; por otro lado,
en aplicaciones compresibles el efecto de su variacion es de importancia secundaria
con respecto al efecto del flujo plastico reflejado en /.
Con todas estos resultados el término de estabilizacién de la formulacién que
proviene de (5.64) resulta:

- ' 0
R (0, W) = l — S e (Vg VT, Ty,

it ]

(5.68)
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donde IT), = Py, (VT},) es la proyeccion de la componente volumétrica del tensor de
tensiones de Kirchhofl, 7}, sobre el espacio de elementos finitos W,. Esta variable
se define como una variable nodal adicional y se caleula mediante la relacidn entre
el gradiente de T}, y su proyeccién ITy:

(VD) = (M) Yy €V (5.69)

donde 7, € V, son las funciones de ponderacién, o variaciones, del campo de des-
plazamientos,

Finalmente la version estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-
plastico incompresible en deformaciones finitas mediante elementos triangulares o
tetraddricos lineales es:

Hallar [w,, Ty, TL]" € Vo, % @, % V), tal que:
(Viwy,8,) + (V wp,T,) = L(w)) = 0 (5.70a)

gl

<[l”l! ["I"""a‘,][|_|...—|.“,l — #t{jl) = z Tﬂ {Vr.{h'l V?.‘h - n;l)‘]c — [J (5?(”1)
o=
(VThomy) = (yym,) = 0 (5.70c)
para todo [Wm Hhs 77!;]7‘ € W) x Qn * Vi

Como se puede observar, también en el problema elasto-pldstico, bajo las hipdte-
sis consideradas el término de estabilizacién afecta sélo a la ecuacidn del cambio
volumétrico. La ecuacion de equilibrio es la misma que se resuelve en la formulacion
estandar, lo que representa una ventaja de esta formulacién. La opeion adoptada
aquf evita la dificultad de hacer el seguimiento de las sub-escalas y evaluarlas por
suma de incrementos, permite relacionar directamente los efectos de  y uy, en las
ecuaciones (5.61) y (5.65), a partir de (5.31) y (5.59), con lo que se obtiene una
formulacién con estabilidad y precision mejoradas a un bajo costo computacional.

5.3.4 Aspectos de implementacion

El problema elasto-pldstico en deformaciones finitas presenta dos tipos de no-
linealidad, la constitutiva y la geométrica. La solucién de las ecuaciones del sistema
(5.70a)-(5.70¢) se efectia mediante procedimientos de tipo incremental-iterativo,
Tal como se propuso en la seccién 4.4, se emplea un procedimiento escalonado en el
que la proyeccién del gradiente de la tension volumétrica T), se desacopla del sistema
y se resuelve de manera explicita, mediante la ecuacidn (5.70¢). Las ecuaciones de
equilibrio y de deformacién volumétrica, (5.70a) y (5.70b), conforman un sistema
u/T', que se resuelve de manera simultanea., El valor de la proyeccidn del gradiente
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de tension volumétrien, la proyeceidn ITj, se evaliia en base al valor convergido del
pradiente de tension vulumétm‘n 17 en el paso de tiempo VT como:

(VT3 ymp) = (X0 my,) = 0 (5.71)

Empleando la matriz de masa aglutinada, esta ecuacion se transforma en un sistema
trivial. En el paso de tiempo n 4 1 se debe hallar ll}"“ b MU que satisfagan
las ecuaciones (5.70a) y (5.70b). Este sistema de ecuaciones no-lineales se debe
resolver en cada pago clc- tiempo tipico aplicando, por ejemplo, el método de Newton-
H,ﬂ,phgnn. En las iteraciones correspondientes a este paso de tiempo ¢l valor de

i se mantiene constante, En sistemas geométricamente no-lineales planteados en
descripeidn espacial, como éste, la variacidn de la configuracién implicita en los
gradientes espaciales da origen al linealizar las ecuaciones del sistema o términos
adicionales en la matriz tangente, en comparacion con el caso infinitesimal.. En
relacidn con estos términos se considera ademds una simplificacion adicional en ol
término de estabilizacidn; ésta consiste en evaluar los gradientes espaciales en este
término de acuerdo con la configuracidon en el paso n; estos gradientes se denotan
como V", De esta manera, el sistema u/7T" que se resuelve en cada paso de tiempo
es:

(950 (W41)) 4 (7 - W) = % () = 0 (572
<‘}'h| ['}UJI ( ”n—m"“" ‘_'[LT"+1> ZTF <V Uhs v"T“I ' — n;:)l'l. =0
gl

Los residuos correspondientes a estas ecuaciones en la iteracién i se pueden expresar
COTNO;

‘r;a+l,i - (V"WJHS;, (“;IH i.t)) + (v W), ,Th“ :> = 1n+1. (Wh) (573)
Halm

|P‘"+I W — <{h” [-;L'H (-}T) i _“_l"li i T}fr}'}il+l.‘> Z Ta <V f‘H“ Vrl:’['!ﬂ+|.d 1-1;:)““
G ]

Fl gistema de ecuaciones linealizadas que se resuelve en cada iteracién para hallar los
incrementos Auy 'y AT de acuerdo con las simplificaciones adoptadas,

e8!
i (Au}{"’”"*'l.wn)+ (V wy, AT“*‘”*‘) <vaw}“23—-’n+l A A I'HI.1+1>‘+
b (T VAR (I g () =

<th‘v _ A\u}:+l,i+1 _ JI?AT-;:HI.H” L (5.74)
Halm

1,441 1d
_E :,'rr vnqmvll&ﬂ LS RNEE )ﬂ_ . —‘i"“l

as]

El desarrollo de estas expresiones se pude encontrar en el anexo E.
ol desan ¢ I I
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La matriz tangente del sistema (5.72) es la matriz asociada al sistema de ecua-
ciones (5.74). Esta matriz es simétrica, como consecuencia de las consideraciones
adoptadas en el término de estabilzacion respecto a los gradientes espaciales. En
particular, los términos correspondientes a la ecnacion de la deformacién volumétrica
resultan similares a los que se obtienen en el cago de deformaciones infinitesimales.
Los términos adicionales con respecto al easo infinitesimal son el segundo y el enarto
del lado izquierdo de la primera ecuacion linealizada, — (V"w;.,ﬂ"" ]"V"/\ "' it

<VW;.,V&H" Rt (7 il g (uj:"l ‘))) respectivamente. En eate |'l|l.11n(J -
mino se puede identificar el tensor de tensiones de Kirchhoff evaluado en n 4 1,4 de
acuerdo con ¢l modelo constitutivo (5.45a); es decir, 751 + &, (") = 771
Las sub-matrices tfpicas de estos términos r'.mumpmulmnl.nu a los nodos locales A y

B son:
. (e)
K = - [ B e maas) (5:75)
‘ (e} 3
) = [ a5y an] " =[N WAL 670

En la matriz del sistema linealizado este dltimo término corresponde a la componente
denominada matriz geométrica, Los gradientes espaciales de las funciones de forma
NA, que son las componentes del vector [by), se pueden caleular haciendo el push-
forward de los gradientes materiales, segun la siguiente relacion:

VNA = GRADN? [F)] ! (5.77)

lo que equivale a la expresién en notacién indicial; NI‘;}' = x“ [Fh Jh‘ , donde los
sub-indices K, 4 = 1, ++, ngjy, corresponden a las coordenadas materiales y espaciales,
respectivamente, y se congidera la convencidn de suma de indices. n la deseripeidn
eapacial, las matrices B, asociadas conservan la misma estructura de las matrices
en el caso infinitesimal.. Las matrices asf calculadas son menos densas que las
correspondientes en la descripeién material, y en consecuencia las matrices de rigides
resultantes ofrecen también esta caracteristica ventajosa. El algoritmo para resolver
el problema en deformaciones finitas se presenta en la tabla (5.1). En esta I'H1)|H.

la matriz K es la suma de las contribuciones K = [K""”}(r [K"m <= [K"" "] :

clav [ELal)
Lag demds matrices son similaves a lag definidas en lag secciones anteriores, con la
diferencia de que los gradientes de las funciones de forma considerados son espaciales
y se evaliian segin go 7). Los residuos Ry y Ry son los vectores asociados a los

residuos [y 5 que vienen dados por las expresiones (5.73).
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Algoritmo para resolver problema elasto-plistico en deformaciones finitas

0.

&

6.

Paso de carga n < 1: Inicializar ¢ = 0 — [U, T]T (n+1,0) [U, T]T (m)

Iteracion: Resolver a nivel global: AUMHLHD ¢ Aplntlitl),

. 1
or - EM” AT R

[ K el ](Ml.-‘) AU ](-.-+|.i+1) - [ R, ](m-i.i)
=L =

Acualizary (U, T|F 00 o g, T AL (A, AT il

Evaluar convergencia

No:  Efectuar nueva iteracion: i « i+ 1. (Ira 1)

Si:  Valores convergidos: (U, T|" "™ = (U, T|" (*H14Y)

Calcular: TIOD = M-1 (GT)"Y

Nuevo pasgo de carga: n+—n+ 1. (Ir a 0)

Tabla 5.1: Algoritmo para resolver problema elasto-plastico en deformaciones finitas
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Anexo E

Calculo de algunas expresiones
importantes

Se presenta el cdleulo de algunas expresiones importantes correspondientes al proble-
ma en grandes deformaciones; se presentan las formas fuertes y débiles del problema,
en lag configuraciones de referencia y deformada, respectivamente, y también la li-
nealizacion de estas expresiones,

E.1 Expresion del modelo constitutivo

Modelo constitutivo desacoplado en componentes volumétrica y desviadora; expre-
sién del tensor de tensiones de Kirchhoff:

T = T148(u) (E.1)
T = K[JU'(J), &=dev|r] (E.2)

E.2 Ecuaciones en forma fuerte

E.2.1 Ecuacién de gobierno

e configuracion material:

DIVP+b=0 (E.3)
s configuracion espacial:
Vie+b =0 (E.4)

145
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[£.2.2 Ecuaciéon de la deformaciéon volumétrica

i o A
7o = U (Dl =0 (B8)

E.3 TForma débil del problema

E.3.1 Ecuacién de gobierno

s configuracién material:

Esta se obtiene a partiv de (E.3) y considerando:

Vo={we H' ()| w(2) =0en 8,0} (E.6)
/' w.(DIVP+b)dV = / w . DIVPdV + f w-bdV (E.7)
Jir Y] i

= — | P:GRADw dV + f w-bdV + w o Ldl
I 0 aif1

IP!GRADW dV -—fWrbr.W-f-/ w - Ldl (E.8)
1 Jn Jag

i(w)

s configuracion espacial:

Se puede obtener directamente a partir de (E.’l) y considerando:

Vi={w, € H' (()) | wi (¢ (X)) =0 VX € 8,2} (£.9)
j W R W - / w7 ) o+ [ By (E.10)
L il S .
= = / o V'w dV + w; - by do + / w, b, dy
o4 5 oS o B {1
/ o :V'w, dv=| w; bydv+ / wy - tydy (E.11)
S S o il .
H(ws)

que estd expresada en funcién del tensor de tensiones de Cauchy e, También se pude
re-eseribir la expresion en términos del tensor de tensiones de Kirchhoff, mediante
la relacion: 7 = Jer, como:
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d

La expresion (1,12) se puede obtener también a partiv de la forma débil referida
a la configuracién material (E.8). Efectivamente, mediante el cambio de variables:

/ A L ) (E.12)
JE

W(.X.) = wt(")‘x:p(ﬂ:) (h"['-,'a)
b(X) = by (3)]eep) (E.13h)
J(X)dV (X) = dv(%)|ympx) (E.13c)
tdllx = Edv]emp (E.13d)
y utilizando:
PX)FX)" = 70| ep (E.14a)
GRADW(X)[F(X)] ' = V'Wiliwrio) (E.14b)

para re-eseribir la potencin tensional, representada por la contraccién de tensores
P(X): GRADw (X) como:

P (X): GRADw (X) T (%) by [F (X)] ™" : GRAD w (X)
= 7 (%) mppx) | GRADW (X) [F (X)) ‘
= (T H V#Wt)Ixuw(x] (E.].E)

|

se obtiene también (1.12).

Los integrandos en estas ecuaciones son magnitudes escalares y, por lo tanto, los
valores correspondientes no dependen de la configuracién o de las coordenadas en
que se log deseriba. Por ejemplo, considerando la expresion (15.15) se puede plantear
la integral del lado derecho de (E.8) en funcion de variables espaciales e integrar en
la configuracién de referencia, como:

/ (7 VW)l gmey AV = 1(W) (E.16)
L n

Interpretacién como residuo de fuerzas

Es usual escribir estas ecuaciones en forma de residuo e identificar los términos como
fuerzas internas y fuerzas externas:

fi':‘l! = fe-:.'t =10 (E17)
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donde:

S =j GRADw P dV = Viw :rdV

0 Ja
Jewt + = 1(W) =1(w)

E.3.2 Ecuacion de la deformacién volumétrica

Se obtiene a partir de (E.5) y considerando funciones de ponderacion g € L? ()

' T
A q (—-‘,—\; + [JU‘(J)]J,,J(,,}) dV =0 (E.18)

E.4 Linealizacién

En el cdleulo de alpunas expresiones se aprovecha la analogfa que existe entre el
cdleulo formal de los incrementos y las derivadas temporales, aungue corresponden
n conceptos diferentes. Por ejemplo, An y v representan respectivamente un inere-
mento de desplazamientos v la velocidad, pero tienen el mismo formalismo; ocurre lo
mismo con AF y l:""1 aungue el primero representa un incremento de F y el segundo
la derivada tempaoral de F.

E.4.1 Ecuaciones en forma fuerte
Ecuacidn de gobierno

El residuo de la ecuacidn de equilibrio en forma fuerte se define como:

DIVP +b =R, (E.19)
[l planteamiento de un procedimiento incremental consiste en resolver:

Ry +4AR; =0 (1£.20)

donde:

ARy =DIV AP (E.21)

(8e omiten log super-mdices en estas expresiones y se consgidera que i una variable se
avaliian en n, por ¢jemplo RY, el incremento corresponde a la diferencia R.',"H ~RY)
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Linealizacién de DIV P Los tensores de tensiones de Piola-Kirchhoff, primero y
segundo, se relacionan entre sf en funcién del tensor gradiente de deformaciones:

P =FS (E.22)

El incremento de este tensor se deduce a partir de esta relacién, mediante una serie
de operaciones directas:

AP = (AF)S+F (AS) (E.23)
= [(AF)F'FS+F (AS)]

= a—1 0 T T| 37T
{AE;)UE . %r +P(A;S)F F

donde se han empleado equivalencias conocidas, tales como la relacién entre los
gradientes espacial y material (E.14b), y también el push-forward de S y la derivada
de Lie de S, definidas en el capitulo D. En el contexto de la linealizacién para la
solucién de un procedimiento incremental-iterativo, v representa en esta expresion
un incremento en el campo de los desplazamientos Au,

AP = [Vv T"'I'LI:IT] F T v = A“ (Ezdﬂ)
X
(APl = [VVaTart (LIJT)..J';] =t (E.24b)

dxy,

en notacién directa y en notacién de indices, respectivamente. A parir de esia
expresion se pude obtener:

DIV [AP),, = ax, (P Vae Tt (LT )as] 5> axA (E.25)
o 6‘3 (Ve Tart (LuT) )
= Vi [VWaeTat (LoT) )
En notacion divecta esta expresion se re-escribe como:
DIV AP =V « [Vv14L,7] , v=Au (E.26)

La derivada de Lie del tensor de Kirchhoff 7 y la derivada temporal , represen-
tada en este contexto por AT, se relacionan mediante la definicién:

Lyt = [/_\.T-—V‘VT ~r (V)" (B.27)
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Fl tensor constitutivo 7 se ha desacoplado en sus componentes volumétrica y des-
viadora, que respectivamente son:

[TWI] =T1, [TtlU\'] =8 (E.28)

Aplicando la definicién (E.27) a la componente volumétrica, se puede obtener la
relacién en funcién del ineremento de 7'

Ly (Tva) = AT1-2T1V"v (E.29)
Utilizando esta expresion el (E.27) y la expresion del modelo constitutivo, se obfiene:
[Vvr+L,7] = [Vv (T148) + (AT1 = 2T'1V"V + ¢, :V'v)| (F.30)

donde ¢, es la componente desviadora del tensor constitutive tangente, de acuerdo
con ln relacion incremental L, (Tae) = €, 1 V*v. Finalmente se obtiene:

DIV AP =V . [Vv (T148) + (AT1 = 2T1V"V + ¢, :V'v)| (1£.31)

Ecuacion de la deformacién volumétrica

El resicduo de la forma fuerte de la ecuacién de deformacién volumétrica se define
COIT, 7‘
_K + [JU’ (l)] =: Hj (1.32)

la ecuacidn incremental por resolver es:
ARs+ Ry =10 (E.33)

donde utilizando la expresién obtenida previamente para el incremento del determi-
nante del tensor gradiente de deformaciones, AJ = JV - v, se obtiene:

ARy=SF 400 ) 8 (E.34)

1£.4.2 Ecuaciones en forma débil

Ecuacién de gobierno

El regiduo de la forma débil de la ecuacién de gobierno se define como:

P:GRADwdV | (w} = P (F.35)
451
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la ceuncidn incremental que se resuelve:

ary+ =0 (E.36)

donde: |
Ary= | AP:GRADwdV (F.37)

o £1

esta expresion se pude desarrollar mediante operaciones directas y utilizando el
resultado obtenido para el incremento de P

Fray

/GHADW (Vv r+LeT
2

/I GRADw : AP dV
J §1

/ V'w : (Vv r4+Lor] dV (E.38)
2

y utilizando las expresion (E.30), obtenida en la deduccion correspondiente de la
forma fuerte, la expresion de la forma débil linealizada es:

T'w (Vv (T148) + (AT1 - 2T1V v + ©:V%)) dV = —ny (E.39)
Ja

Ecuacion de la deformacién volumétrica

El residuo de la forma débil de la ecuacidn de la deformacidn volumétrica se define
cOmo:

/ i (-z + [JU' (.f}]) dV =: 1y (E.d(})
a K
y la ecuacion incremental:

Arg4rg=0 (E.11)

donde, utilizando AJ = .JV v, se obtiene:
2 AT
Ory = / q (~—~ U (1)) TV v) (E.42)
Ja K
Finalmente la expresion de la forma débil linealizada es:

[a(-5F+r @y 19-v) av = - (8.4
i1
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Capitulo 6

Simulaciones Numéricas

La eficacia de la formulacion propuesta se muestra en una serie de ensayos numdéricos.
Los elementos triangular y tetraédrico propuestos, denominados T'7P1, se comparan
m diversos ensayos con los correspondientes elementos estdndar, denominados PI,
y con los elementos de la formulacion QIP0. En los ejemplos se consideran tanto
la condicién de incompresibilidad, como el comportamiento elasto-pléstico simulado
mediante un modelo constitutivo J2. Se muestran aplicaciones tanto en problemas
de estado plano (2D), en deformacién plana, como en problemas tridimensionales
(3D). En cuanto al rango de deformaciones, se cubren tanto el rango infinitesimal
como el de grandes deformaciones. Con la finalidad de mostrar el comportamiento
en situaciones extremas se emplean mallas bastas en la mayoria de los casos, La for-
mulacién propuesta estd incorporada en el programa de elementos finitos C'Oupled
MEchanical and Thermal analysis ( COMET), desarrollado en el Centro Internacio-
nal de Métodos Numéricos en Ingenierfa (CIMNE).

El conjunto de ensayos que se presenta se ha organizado de la signiente manera:

Fnsayos en deformaciones infinitesimales
-Modelo constitutivo de elasticidad

-Modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2
Ensayos en grandes deformaciones

-Modelo constitutivo de elasticidad

-Modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2

6.1 Ensayos en deformaciones infinitesimales

Entre los ensayos en deformaciones infinitesimales con modelo de elasticidad se en-
cuentran el test de la parcela, el problema de una cuna en deformacion plana y el
test de flujo inducido en wna cavidad (driven cavity flow). El test de la parcela
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es ¢l ensayo basico de validacidn de elementos; en este caso se realiza en un ensa-
yo en deformacién plana, El problema de la cuna tiene por objetivo realizar una
comparacién del comportamiento del elemento propuesto con el elemento estdndar
y el elemento Q1PO en situacion incompresible, El problema de flujo inducido en
una cavidad es un ensayo tipico aplicado a las formulaciones mixtas; su objetivo es
realizar una comparacion entre el elemento T1P1 de la presente formulacion, esta-
bilizado con el método de las sub-escalas ortogonales OSGS, v el elemento similar
estabilizado con el métode GLS, que es el elemento estabilizado planteado en (Klaas
et al., 1999). Entre los problemas con modelo de elasto-plasticidad se encuentran el
test de punzonado de Prandtl, el problema de la membrana de Cook, un ensayo de
compresion aplicada a un material con régimen de platicidad perfecta y un ensayo
de compresion 3D, Los dos primeros son tipicos en la literatura de la tecnologfa de
elementos para realizar validaciones. El objetivo del primero es mostrar, mediante
la curva carga vs, desplazamiento, el blogueo de la formulacién estandar en un ma-
terial con plasticidad perfecta y verificar la eficacia de la formulacién propuesta para
eliminar este efecto. El problema de la membrana de Cook se utiliza para mostrar
en forma comparativa con el elemento Q1P0 la convergencia del elemento 177171
hacia la solucidn en funcién del refinamiento de la malla. El ensayo de compresién
sobre un material con régimen de platicidad perfecta tiene por objetivo mostrar la
necesidad de corregir el pardmetro de estabilizacion en funcidn del desarrollo del
flujo plistico y la efectividad de la aproximacidn propuesta en este trabajo. Final-
mente, en el problema de compresidon en 3D se muestra mediante distribuciones de
tensiones el comportamiento del elemento T7P1 en comparacién con el elemento
(21 FP0,

6.1.1 Modelo constitutivo de elasticidad
Tests de la Parcela

El test de la parcela es la prueba mds importante para los programas de elementos
finitos, particularmente al introducir nuevas formulaciones. Fl test original fue in-
troducido por (Irons and Razzaque, 1972), basado en razonamientos ffsicos y puede
ser interpretado como una prueba que determina si una parcela de elementos suje-
ta a deformacidn constante es capaz de reproducir exactamente el comportamiento
constitutivo del material y proporcionar las tensiones correctas cuando se hace infini-
tamente pequena. Si es asf, se puede argumentar que a medida que el tamano de los
elementos disminuye el elemento puede reproducir exactamente el comportamiento
de la estructura que se analiza. La satisfaccion del test de la parcela proporciona
una condicidn suficiente de convergencia del elemento y verifica que la programacién
ha sido correcta, (Zienkiewicz and Taylor, 1994a).
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Figura 6.1: Malla utilizada para la verificacién de los test de la parcela.

coord. desplazamicntos fuerzas
nodo |z |y |u ) F. | F,
1 0,0]0,0(0,0 0,0 —2(0
2 2.0(0,0]0,0040| 0,0 3 [0
3 20| 3,0[0,0040 | —0,00180 |2 [0
4 0,012,000 |=0,00120|-3]0
5 0,4 0,4 | 0,0008 | —0,00024 |0 |0
G | 1,40,60,0028 | =0,00036 |0 [0
7 [ 1,5[2,0[0,0080 | —0,00120 [0 [0 |
8 | 0,3]1,6]0,0006 | —0,00006 |0 |0

Tabla 6.1: Valores utilizados en los tests de la parcela,

La parcela de elementos T1P1 que se estudia se muestra en la figura 6.1, El test
que ge aplica es similar al que se presenta en (Zienkiewicz and Taylor, 1994a), con
la diferencia de que en este caso se considera un problema de deformacién plana.
El material es eldstico lineal, con médulo de elasticidad = 1000 y coeficiente de
Poisson v = 0,3. La solucién en desplazamientos considerada es:

w = 0.002x (6.1a)

v = —0.0006y (6.1h)
que en deformacion plana produce las siguientes tensiones normales, constantes en
toda la parcela:

ad, = 2,3460 (6.2a)

o, = (,3462 (6.2h)
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o, = 0,8077 (6.2¢)

En la tabla 6.1 se dan los desplazamientos nodales correspondientes a las funcio-
nes de desplazamiento 6.1 exactamente. En un primer test se prescriben todos los
desplazamientos nodales a los valores especificados en la tabla 6.1 y se verifican en
todo ¢l dominio lag tensiones tedricas indicadas en (6.2),

Por otro lado, las fuerzas indicadas en la tabla estdn asocindas a los siguientes
valores de tensiones normales, constantes en toda la parcela:

a. = 2,0000 (6.3a)
a, = 0,0000 (6.3b)
a. = 0,6000 (6.3¢)

Estos datos se utilizan en un segundo test, Este se realiza con el nodo 1 totalmente
coartado y el nodo 4 coartado sélo en la direccién # y se aplican fuerzas nodales a
los nodos 2 y 3, de acuerdo con los valores de las fuerzas indicados en la tabla 6.1
para estos dos nodos. Este test produjo en toda la parcela las tensiones tedricas
indicadas en (6.3). La realizacion de una serie de verficaciones similares, con otras
configuraciones y solicitaciones, asegura una condicién suficiente de convergencia del
clemento y verifica gque la programacion ha sido correcta.

45°

SRR

T,

Figura 6.2: Test de cufia en 2D-deformacidén plana,

Cuna en deformacién plana

ISste ensayo se realiza con la finalidad de mostrar el comportamiento del elemento
propuesto en una situacion extrema, desde el punto de vista de las restricciones en
los desplazamientos, la singularidad de la carga y la naturaleza incompresible del
material,

Se considera una cuia de seccidn enadrada de 20 x 20 em en condicién de defor-
macién plana, ver figura 6.2, Se restringen totalmente los desplazamientos verticales
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y horizontales tanto en la cara izquierda como en la inferior. La carga congiste en
una fuerza puntual inclinada respecto a los lados, que se aplica en el vértice superior
derecho como traccién F, = F), = 5 % 10% N/m. El material considerado tiene coefi-
ciente de Poisson ¢ = 0.4999, por lo que es practicamente incompresible. El médulo
de elasticidad del material es E = 2.0 x 10° M Pa. Como elementos de COMmparai-
cidn se ensayan también el elemento triangular estdndar en desplazamientos P vy
el elemento cuadrildtero Q1P0 (Simo ef al., 1985).

Standard Formulation for Triangulor Elementa
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Wlised Stabilized VVP Formulation
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Figura 6.3: Teat de cuia en 2D-deformacidon plana. Resultados correspondientes a los
clementos £1, Q1P0 y T11. Distribuciones de presion v tensidn de Von Mises.

Las distribuciones resultantes de la presién y de las tensiones de Von Mises, para
cada una de lag formulaciones, se muestran sobre la geometria deformada; el factor
de amplificacién utilizado es el mismo en todos loa casos. El efecto de blogueo de la
formulacion estandar se puede apreciar claramente en la figura 6.3; la excesiva rigides
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Figura 6.4: Test de flujo inducido en una cavidad (driven cavity flow). Datos geométricos.
Se muestra una malla de 10 % 10 elementos triangulares. Se prescriben los desplazamientos
(velocidades) horizontales u = 1 en la superficie libre, excepto en los nodos extremos donde
se prescriben iguales a cero.

del elemento se constata en ¢l aspecto de la geometria deformada de la malla, si se la
compara con la que exhibe el elemento Q1P0 o la correspondiente a la formulacién
estahbilizada T1P1. El efecto de bloqueo de la formulacién estdndar se puede apreciar
también en la distribucién de la presion, que presenta un aspecto claramente no
realista. Por otro lado, se puede observar que existe similitud entre las distribuciones
obtenidas mediante el Q1P0 vy las correspondientes a la presente formulacién. En
cuanto a la geometrfa deformada correspondiente a la malla del Q7P0 se puede
observar un efecto de “hourglassing”. Esto se debe a que en el elemento QIP0
la condicién de incompresibilidad se impone en cada elemento, pues el campo de
deformacian volumétrica es constante en el dominio elemental y discontinuo entre
elementos. En comparacién con ésta, se puede apreciar el correcto aspecto de la
geometria deformada que se obtiene con la malla de elementos estabilizados de la
presente formulacién. En todos los casos se debe tener en cuenta que las mallas
utilizadas en esta comparacién son sumamente bastas, lo que resalta los defectos y
bondades de estas formulaciones.

Flujo inducido en una cavidad (Driven cavity flow)

El objetivo de este ensayo es realizar una comparacion entre el elemento T1P1 de la
formulacion propuesta y el elemento similar estabilizado mediante el método GLS,
propuesto en (Klaas et al., 1999). Este es un test estdndar en la literatura, parti-
cularmente en la de mecinica de fluidos, empleado para mostrar el comportamiento
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Figura 6.5: Problema de flujo inducide en una cavidad, Desplazamiento vertical v en el
plano de corte horizontal central, y = 0, Resultados para elemento TI1PI y el elemento
similar de la formulacion GLS con mallas de 10 ¢ 10, comparadas con la solucion con
malla de clementos T1P1 de b = 50,

de formulaciones mixtas en problemas en medios incompresibles; (Hughes, 1987),
(Codina, 1992), (Onate et al., 2002).

La figura 6.4 muestra los datos geométricos del test, y una malla de 10 % 10
elementos como ejemplo. El medio confinado en la cavidad es incompresible: los
efectos de la fuerza gravitatoria se desprecian en este problema. En las paredes la-
terales ¢ inferior los desplazamientos estin prescritos como nulos, tanto en direceion
horizontal como vertical, z e y respectivamente. En la superficie libre se prescribe el
desplazamiento x en u = 1, excepto en lod nodos extremos en log que se preseribe el
valor nulo. Ademds, como en este problema sélo se presceriben condiciones de con-
torno en desplazamientos, para fijar la respuesta en presion es necesario establecer
el valor de este campo en un punto. En este caso se ha preserito presion nula en
el punto medio de la base, ¢s decir p = 0. Estas condiciones y los pardametros del
material se han tomado como en la referencia (Onate et al., 2002); se han establecido
el médulo de elasticidad £ = 3 y el coeficiente de Poisson » = 0.49999995,

So comparn el comportamiento del elemento TIFPI con el elemento similar de
la formulacidn estabilizada GLS. Desde el punto de vista de las variables v las
ecnaciones del elemento, la diferencia entre ambas formulaciones es la presencia de
la proyeccidn del gradiente de presion en el término de estabilizacién del elemento
TiPL.

En la figura 6.5 se muestran las curvas correspondientes a los desplazamientos
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Figura 6.6: Problema de flujo inducido en una cavidad. Desplazamiento horizontal w en
el plano de corte vertical central, @ = (. Resultados para elemento TI1PI y el elemento
similar de la formulacién GLS con mallas 10 % 10 comparadas con la solucién con malla
de elementos T1P1 de 50 % 50.

verticales v en el plano horizontal central, y = 0, obtenidas mediante clementos
T1P1 y el elemento similar de la formulacion estabilizada GLS. Como referencia
se ha tomado la curva para una malla de 50 = 50 elementos TP, ya que en esta
malla los resultados de las formulaciones basicamente son coincidentes. En la figura
se presentan los resultados para una malla de 10 x 10 elementos. Se observa que
el elemento T1P1, estabilizado mediante el método de las sub-escalas ortogonales,
obtiene mejores resultados en mallas bastas que el elemento similar con estabilizacién
GLS.

De manera similar, en la fipura 6.6 se muestran las curvas correspondientes a los
desplazamientos horizontales u en ¢l plano vertical central, = = 0, obtenidas me-
diante el elemento T'7P1 vy el elemento similar de la formulacién estabilizada GLS.
Se observa que, con la misma malla de 10 x 10 elementos, el elemento T'1P1 obtie-
ne mejores resultados que el elemento similar con estabilizacion GLS. El resultado
obtenido por el TI1PI en esta malla basta es muy cercano al correspondiente al
obtenido con la malla de 50 x 50 elementos utilizada como referencia,

En la figura 6.7 se muestran las curvas correspondientes a la presion p en el plano
horizontal central, y = 0, obtenidas mediante el elemento T1P1 y el clemento similar
de la formulacién estabilizada GLS. Se observa que, con la misma malla de 10 = 10
elementos, el elemento TIP1 estabilizado mediante el método de las sub-escalas
ortogonales obtiene mejores resultados que el elemento similar con estabilizacion
GLS.
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Figura 6.7: Problema de flujo inducido en una cavidad, Presién p en el plano de corte
horizontal central, y = 0. Resultados parn elemento TIPI y el elemento similar de la
formulacién GLS con mallas 10 % 10, comparadas con la solucién con malla de elemento
TiP1 de 50 x 50.
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Figura 6.8: Problema de flujo inducido en una cavidad. Sensibilidad al pardmetro de
estabilizacién, Presidn p en el plano de corte horizontal central, y = 0. Resultados para
elemento 7'1P1 estabilizado con el método GLS con malla de 20 x 20,
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Figura 6.9: Problema de flujo inducido en una cavidad. Sensibilidad al pardmetro de
estabilizacién. Presion p en el plano de corte horizontal central, y = 0. Resultados para
elemento T'1P1 propuesto.

Todas las eurvas anteriores de desplazamiento y presién se han obtenido con
¢l valor de ¢ = 1 en el pardmetro de estabilizacién, definido como 7 = ch® /2.
La sensibilidad de los resultados respecto al valor de ¢ se evalia en los siguiente
graficos, 6.8 y 6.9, para las formulaciones GLS y T1P1. En las curvas mostradas,
obtenidas con una malla de 20 x 20 elementos, se puede observar la sensibilidad de
la presion caleulada en el plano i = 0 con respecto a las variaciones del pardametro c.
Clomo se puede apreciar, el comportamiento del elemento T1P1, estabilizado con el
método de las sub-escalas ortogonales, es bastante menos sensible a las variaciones
de este pardmetro en comparacion con el elemento similar de la formulacion LS.
La menor sensibilidad del elemento TIPI con respecto al valor del pardmetro de
estabilizacién es muy importante, particularmente si se fiene en cuenta que para
considerar el efecto del desarrollo de flujo plastico en el valor del mismo es necesario
introducir algunas aproximaciones. El elemento 7'7P1 fiene un comportamiento
més robusto con respecto al valor del pardmetro de estabilizacion adoptado que el
elemento estabilizado por el método GLS.
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6.1.2 Modelo de elasto-plasticidad J2
Test de punzonado de Prandtl ( Prandtl punch test)
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Figura 6.10: Test de punzonado de Prandt] ( Prandtl punch leat), Datos geométricos en
1171,

El test de punzonado de Prandtl es un ejemplo que periite apreciar el fendmeno de
bloqueo de elementos estdndar en plasticidad incompresible, Este test es utilizado
por diversos antores para mostrar la eficacia de sus formulaciones en la eliminacion de
este efecto; (Wells et al., 2002), (Huerta and Fernandez-Mendez, 2001). El objetivo
es verificar que la respuesta de la formulacién esta libre de blogueo; para este fin
el indicador que se observa es la carga limite en un proceso de compresion sobre
un espécimen. En este test se emplean los datos utilizados en la primera de éstas
referencias,

La figura 6.10 muestra los datos geométricos correspondientes al test en defor-
macién plana. Un bloque rigido se presiona contra la superficie superior del material
confinado en el recinto mostrado, Este material tiene el movimiento completamen-
te restringido tanto en la base como en las paredes laterales. El comportamiento
plistico del material se simula mediante un modelo de plasticidad J2 perfectamen-
te plastico. Los pardametros del material son: mddulo de elasticidad del material
E = 1,0 MPa, coeficiente de Poisson ¢ = 0,49, tensidn de fluencia oy = 0,01
M Pa.

Se ha diseretizado la mitad del dominio aprovechando la simetria. En la figura
6.11 se muestran las mallag para el edlculo de la curva fuerza va. desplazamiento y
para la obtencidn de la distribucién de deformacidn plastica equivalente, respectiva-
mente (la discretizacion mostrada incluye el bloqgue rigido en la zona superior). Las
estructuras de nodos correspondientes a las mallas de cuadrildteros, utilizadas para
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Figura 6.11: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Malla estructurada
para a) el cileulo de la curva fuerza vs, desplzamiento b) obtencién de la distribueién de
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Figura 6.12: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Distribuciones de
deformacion plistica equivalente para a) elemento Q1P0 b) elemento propuesto T'1Pf
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el elemento Q1 P0, son las mismas en cada easo (igual nimero de nodos y ubicacién
de los mismos), La malla estructurada empleada para la obtencidn de lag curvas
fuerza vs. desplazamiento se muestra en la figura 6.11 (a). El mimero de nodos
de esta malla es 255. Para la obtencidn de la distribucién de deformacién plistica
equivalente se utiliza la malla estructurada que se muestra en la figura 6.11 (b).
Esta malla tiene 2673 nodos.

En la figura 6.12 se muestran las distribuciones de deformacién plistica equiva-
lente para un valor del desplazamiento del punto central de la superficie superior
igual a 0,04 mm. Ambas distribuciones muestran una alta concentracién de defor-
maciones en ¢l borde de aplicacion de la carga v la correcta formacidn de las bandas
de localizacion en el material,
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Figura 8.13: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Curva fuerza vs.
desplazamiento del punto de aplicacidn de la carga,

Fn la figura 6.13 se muestran las curvas fuerza vs. desplazamiento del punto
de aplicacién de la placa rigida, obtenida mediante el elemento triangular de la
formulacién propuesta, denominado T7P1, los elementos triangulares estandar li-
neal y cuadritico, denominados P11y P2 respectivamente, y el elemento Q1F0, Se
muestran ademds los resultados ofrecidos por los elementos triangulares P1y P2 uti-
lizando una malla no-estructuradas con similar nimero de elementos que las mallas
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de tridngulos anteriores, El efecto de blogueo de la solucidon con el elemento £1 en
una malla no-estructurada se puede apreciar por la inexistencia de una carga limite
en el rango perfectamente plistico. Para el misimo elemento el efecto de blogueo se
aminora, pero no se elimina, 8i se emplea una malla no-estructurada, Este efecto
se puede observar también en el ensayo de compresidn profunda mis adelante. La
excesiva rigidez de este elemento se aprecia no sélo en el rango pldstico sino también
en ¢l eldstico; esta rigides se revela en la pendiente de la linea elastica. Los eleimentos
T1P1 propuesto y QQ1P0, utilizados en mallas estructuradas, muestran correctamen-
te la carga plastica limite. Por otro lado, en una malla no-estructurada el elemento
trianngular P2 también muestra correctamente el valor de la carga lfmite, pero tiene
la desventaja de tener un mayor mimero de grados de libertad por elemento que el
TIP1 y mayor costo computacional.

Membrana de Cook

[l problema de la membrana de Cook se utiliza como referencia para mostrar la
validez de las formulaciones de elementos, tal como se puede ver en (Simo and Rifai,
1990), (Miche, 1994), entre otros, Se frata de un problema de flexion predominante
sobre un panel de seccién variable empotrado en uno de sus extremos, ver figura
6.14.

Los datos del problema han sido tomados de (Simo and Rifai, 1990). El panel
ge somete en su extremo libre a una fuerza distribuida de cizallamiento de valor
I = 1,8, Se emplea el modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2 caracteriza-
do mediante los siguientes pardmetros: médulo de elasticidad £ = 70, cocficiente
de Poisson ¢ = 0.4999, lfimite elastico o, = 0,243, coeficiente de endurecimiento

Figura 6.14; Problema de la membrana de Coolk,
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Figura 6.15: Membrana de Cook. Mallas deformadas de 10 elementos por lado a) de
cuariliteros QIP0 y b) de tridngulos T1P1

isotrdpico H = 0, 135.

Iin la discretizacidn se emplean cinco mallas diferentes y se evahia la convergencia
de In formulacién en comparacién con el elemento Q1P0. En las referencing citadns
lag mallag de cuadrildteros se earacterizan tfpicamente por el nimero de elementos
por lado, por ejemplo 2 x 2, 5 x 5, 10 % 10, 20 % 20 y 50 % 50 elementos por lado.
En el presente caso se utiliza el mismo pardametro caracterfstico pero, tal como se ha
mencionado antes, debe tenerse en cuenta que una malla con estructura similar de
nodos pero con tridngulos en vez de cuadriliteros tiene en total el doble de elamentos.

I'n la figura G.15 se muestran lag mallas deformadas de elementos QIP0 y de
elementos triangulares de la presente formulacion T1P1. El valor del desplazamiento
de la esquina superior en funcién del nimero de elementos por lado se muestra en
la figura 6.16, tanto para el elemento triangular de la presente formulacidn T1P1,
como para el elemento cuadrildtero Q1P0 y el elemento triangular de la formulacién
estdandar, PI1. La figura muestra el pobre comportamiento del elemento triangular
estandar P1, debido al efecto de blogqueo de la formulacién de Galerkin en situaciones
incompresibles. Fl desplazamiento predicho por este elemento, incluso utilizando
mallas finas, estd muy por debajo del valor correcto. Se puede apreciar también que
el elemento de la formulacidn estabilizada propuesta converge mas rapidamente a la
golucién que el elemento Q1P0.

En la figura 6.17 se muestran las distribuciones de presién de cada una de las
formulaciones para la malla de 50 x 50 elementos. Se puede apreciar la similitud de
los resultados ofrecidos por el elemento Q1P0 v el T1P1 de la formulacidn propuesta,
Asimismo, en la distribucidn de presion correspondiente al elemento estandar PI se
puede apreciar el severo efecto de bloqueo,
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Figura 6.16: Problema de la membrana de Cook con modelo de plasticidad J2 incompre-
gible. Ensayo comparativo do convergencia entre el elemento triangular de la formulacidn
estandar, el elemento QP00 y el elemento triangular de la presente formulacién T1PI.
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Figura 8.17: Problema de la membrana de Cook con modelo constitutivo de elasto-
plasticidad J2. Distribucién de presién con malla de 50 x 50 elomentos por lado de tipo
a) cuadrildtera Q1°0, b) T'LP1, trisngulo u/p estabilizade de la presente formulacién ¢)
FP1, triangulo estindar.
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Compresién 2D con comportamiento eldstico compresible y régimen de
plasticidad perfecta
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Figura 6.18: Compresion no-homogénea en deformacion plana. Datos geométricos: [ =
0,60 m, h=020m, a=0,20my od=10,012 m.

Se presenta ahora un ensayo de compresion no-homogénea en deformacién plana
para mostrar el efecto del bloqueo de los elementos estdndar en plasticidad y la
necesidad de tener en cuenta el efecto del desarrollo del flujo pldstico en el cdleulo del
pardametro de estabilizacion. La compresion se realiza imponiendo desplazamientos
en la superficie superior del espécimen.

Las caracterfsticas geométricas se muestran en la figura 6,18, Un blogue de 0, G0
0,20 m se somete en la zona central de 0,20 m de su parte superior a compresién
maediante la aplicacion de un desplazamiento 6 = 0,012 m. Las condiciones de
contorno se preseriben de manera que en la base los desplazamientos verticales son
nulos v los horizontales son libres, mientras que en toda la superficie superior los
desplazamientos horizontales son nulos. Se emplea en la simulacién del material un
modelo constitutive elasto-plistico J2, con régimen de plasticidad perfecta y régimen
aldstico compresible. Los pardimefros del modelo son: el mddulo de elasticidad
E = 1,96 % 10° M Pa, el coeficiente de Poisson en 0,3 y el limite de fluencia oy =
150 M Pa.

El dominio completo se discretiza con una malla de cuadrildteros Q1P0 de 341
nodos y 300 elementos. Las mallas de tridngulos, 71 o T1FPI, son mallas no-
estructuradas de 357 nodos y 632 elementos. El desplazamiento prescrito total se
aplica en 30 pasos.
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Figura 6.19: Compresién no-homogénen en deformacién plana. Distribuciones de delor-
macién plistica equivalente correspondiete a a) elemento triangular estindar P1I b) ele-
mento Q1P0 ¢) y d) elemento T1PI sin y con correccion de médulo de cizallamiento en el
pardmetro de estabilizacion, respectivamente. Distribuciones de presion correspondientes
a e) elemento triangular estandar PI f) elemento QIP0 g) y h) elemento T1P1 sin y con
correccion de madulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizacidn, respectivamente,
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En la fguras 6.19 se muestran las distribuciones de deformacion plastica equiva-
lente, figuras (a)-(d), y las distribuciones de presién, figuras (e)-(h), correspondientes
al elemento triangular estdndar FI, el elemento QIFP0 y dos distribuciones corres-
pondientes al elemento TIPI una de ellas sin considerar el efecto de desarrollo del
flujo plastico en el médulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizacion, y la
otra con la aproximacién propuesta en este trabajo. En la figura 6.19 (a) se puede
observar que el elemento P no es capaz de captar correctamente el efecto de loca-
lizacién de las deformaciones plasticas; en las figuras (b), (¢) y (d) se observa que ¢l
elemento QIFP0 y el elemento TIPI, tanto s se considera o no la aproximacién al
ofecto del flujo plistico en el madulo de cizallamiento, af logran captar el efecto de la
localizacion de deformaciones pldsticas, Incluso se puede apreciar en este aspecto un
comportamiento del elemento 77P1 superior al del Q1P0. La figura 6.19 (e) mues-
tra la distribueion de presion que ofrece el elemento estandar. En ésta se aprecia
ol efecto de blogueo del elemento, Puesto que en régimen eldatico el material tiene
comportamiento compresible, el blogueo en este caso es atribuible completamente
al desarrollo de deformaciones plasticas, que de acuerdo con la hipdtesis de los mo-
delos de plasticidad J2 éstas son isocoricas. La figura ([) muestra la distribucion
obtenida por la malla de elementos QIFP0. Como se puede apreciar, la respuesta
no sufre el efecto de bloqueo. La figura (g) muestra la distribucién de presién que
ofrece el elemento TIPI cuando no se tiene en cuenta el efecto del flujo plastico en
el pardmetro de estabilizacién. La figura (h) muestra la distribucién de presién que
ofrece el elemento T'1TPI con la aplicacion de la aproximacidn propuesta al médulo
de cizallamiento en régimen plastico. En comparacién con la respuesta que ofrece
el elemento Q1P0, se puede apreciar que la respuesta del elemento 7'7P1 permite
captar mejor lag zonas de concentracion de presiones. Se percibe cierta sensibilidad
a la orientacion de los elementos en las distribuciones obtenidas, puesto que el andli-
sis s0 ha realizado con mallas bastas y, en el caso de los elementos triangulares, con
mallas bastas no estructuradas.

Blogue 3D sometido a compresion con régimen de plasticidad perfecta

El comportamiento de la presente formulacién se evahia finalmente en el caso tridi-
mensional. Un bloque de acero de 0,3 x 0,3 x 0,2 m se somete a una presion de
compresion de 1,0 100 M Pa en la superficie superior, sobre un drea de 0,14 %0, 14
m. Se ha considerado un comportamiento elasto-plastico perfecto con mddulo de
elasticidad £ = 2,0 x 10° M Pa, limite eldstico o, = 150 M Pa, junto con la condi-
cidn de incompresibilidad establecida mediante el coeficiente de Poisson v = 0, 4999,

Se comparan los resultados obtenidos por el Q1P en una malla de 15 = 15 = 10
hexaedros y por la presente formulacién en una malla no estructurada de tetraedros
de 15 % 156 % 10 nodos por lado.
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Fn las figuras 6.20 y 6.21 se muestran respectivamente la deformacion y la dis-
tribucion de presiones sobre una seccidn de la configuracidn deformada. Se puede
apreciar la similitud en las respuestas en deformaciones y en tensiones ofrecidas por
cada el elemento T1P1 y el QIP0.

) Q1P Formulation by Rixed Stabilized U/P Formulation

Figura 6.20: Ensayo de compresidn 3D con modelo elasto-plastico J2. Mallas deforma-
das: a) malla de hexaedros de la formulacion QIP0 b) malla de elementos tetraédricos
estabilizados T1P1.
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Figura 6.21: Ensayo de compresion 3D econ modelo elasto-pldstico J2. Distribuciones de
presion correspondientes a a) QIP0 b) T1P1
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6.2 Ensayos en grandes deformaciones

Se presentan a continuacidn los ensayos en grandes deformaciones; se consideran
ensayos con modelos eldsticos y con un modelo de elasto-plasticidad J2. Los ensayos
eldsticos se realizan con un modelo de hiperelasticidad y un modelo de elasticidad
en direcciones principales. Se presentan ensayos con elasticidad tanto compresible
como incompresible. Se presenta un test de convergeneia en forma comparativa en
funcién del refinamiento de la malla para un material hipereldstico compresible en
un ensayo de compresién no-homogénea. En un ensayo similar se compara el com-
portamiento del elemento T1FPI con el elemento Q1P0 en elasticidad incompresible
en deformacién plana. Se presenta también un ensayo de compresion en 3D, tan-
to en elasticidad compresible como incompresible. Enfre los ensayos con modelos
de elasto-plasticidad se consideran también materiales con régimen eldstico tanto
compresible como incompresible. Se exploran de manera mds detallada aspectos del
comportamiento del elemento T1P1. Se realizan ensayos en 2D y 3D y se comparan
en cada caso el comportamiento y el costo computacional del elemento T7P1 y el
elemento Q1P). En un ensayo 2D se muestra la sensibilidad de la respuesta con
respecto al coeficiente del pardametro de estabilizacion. En un ensayo en compresién
3D se muestra la necesidad de corregir ¢l pardametro de estabilizacion en funcién del
desarrollo de flujo plastico en problemas con grandes deformaciones plasticas y la
efectividad de la correccidn propuesta en este trabajo.

6.2.1 Modelos de elasticidad
Compresién 2D con modelo hiper-eldstico

El ensayo de compresidn no-homogénea, presentado en (Reese et al., 1999) v (Reese
and Wriggers, 2000), se utiliza para mostrar el comportamiento de la presente formu-
lacion, Este es un ensayo con carga de presion aplicada al espécimen. Se obtendran
las curvas de convergencia al valor del desplazamiento en funcién al refinamiento de
la malla para el elemento T7FPI y los elementos estandar y Q1P0.

Las caracteristicas geométricas se muestran en la figura 6.22. Se comprime ¢l
espéeimen mediante una presion de compresion aplicada sobre la zona central de
la superficie superior. Las cargas se miden mediante el factor de carga nu = P/ Po,
relativo a una carga de referencia py = 10 N/mm? (esta presion se considera aplicada
sobre un espesor de 1 mm). Las condiciones de contorno se preseriben de manera
que en la base los desplazamientos verticales son nulos y los horizontales son libres,
mientras que en la zona central superior los desplazamientos horizontales son nulos.

En este ensayo se ha considerado un modelo constitutivo hipereldstico Neo-
Hooke, el mismo empleado en la explicacion de la formulacion en el capitulo 5,
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Fipura 6.22: Ensayo de compresion no-homogénen 2D, Datos geométricos L = 20 numn,
a=h =10 mm,

con madulo de elasticidad £ = 2,085 % 10° Pa y coeficiente de Poisson v = 0,3. La
expresion de las tensiones del modelo es:

T =K[JU (J)]1+ pdev [b] (6.4)
donde U (J) = § [In JJ?, b es la componente isocérica del tensor izquierdo de Cauchy-

Gireen; Ky i son el madulo de compresibilidad y el mddulo de cizallamiento corres-
pondientes, respectivamente.

- L]
[ Daformalion { x7). DISPLACEMENTE of Machianical, ateg 10| [m
Figura 6.23: Tust de compresion no-liomogenea. Modelo hipereldstico Neo-Hoole, Malla
de 8 elementos sobre la altura del blogue deformada, Factor de carga aplicado v = 40.

Se aplican factores de carga de nu = 20, 40 y 60 y se evalia el porcentaje de
compresion, medido en el punto central de la superficie superior como la relacién
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Estudio de convergencia
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Figura 6.24: Estudio de convergencia con respecto al refinamiento de la malla. Compa-
racidn de la relacion de compresion (evaluada en el punto central superior) obtenida por
los elementos €24, Q1P y T1FPI para diferentes factores de carga.

entre la altira deformada v la altura original de 10 mm. Se comparan los elementos
cuadriliteros Q1 estindar y QIP0 con el elemento triangular 7'1P1, empleando
mallas estructuradas de 4, 8, 16 y 32 elementos sobre la altura del bloque para
discretizar el dominio completo.

La figura 6.23 muestra la malla deformada de 8 nodos sobre la altura del blogue
gsometida a un factor de carga de nu = 40 y el correcto patrdn de deformacion, exento
de modos de deformacién espurios. En la figura 6.24 se muestra el resultado del test
comparativo de convergencia con respecto al refinamiento de la malla. Los resultados
indican la similitud entre log resultados ofrecidos por el elemento 77P1 propuesto y
los elementos Q1 v Q10 en grandes deformaciones. Ademsds, se aprecia que todos
ellos, incluso el estandar /7, tienen buen comportamiento en el caso compresible
(coeficiente de Poisson v = 0,3).

Compresién 2D con modelo eldstico en direcciones principales

Este es un ensayo de compresion en el que se imponen desplazamientos en la su-
perficie superior del espécimen. El material eldstico en este caso es incompresible
y su comportamiento se simula mediante un modelo constitutivo diferente al citado
como referencia en la explicacién de la formulacidn en el capitulo 5 (utilizado en el
ejermplo anterior).

Las caracterfsticas peométricas son similares a las del ensayo de compresion con
desplazamiento aplicado en deformaciones infinitesimales, es decir, el espécimen es
de dimensiones 0,60 = 0,20 m. Las condiciones de contorno también son las mis-
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mas; es deecir, se preseriben nulos log desplazamientos verticales en la base y en
la superficie superior se prescriben nulos los desplazamientos horizontales, En este
caso, el desplazamiento con el que se comprime la zona central superior es de 0,08
m.

El modelo constitutivo utilizado es el modelo de elasticidad en divecciones prin-
cipales propuesto en (Simo, 1991). Los pardmetros del material son el mdédulo de
elasticidad E = 1,96 % 10° M Pa, el coeficiente de Poisgon v = 0,4099 y el limite de
Anencia ay = 150 M Pa.

En la figura 6.25 se muestran las mallas deformadas de cuadrildteros Q1P0, de
341 nodos y 300 elementos, y de tridngulos T1P1, de 357 nodos y 632 elementos, ves-
pectivamente, Las distribuciones de presion y de tension de Von Mises so muestran
en las figuras 6.26 y 6.27, respectivamente.

Figura 6.25: Ensayo de compresién no-homogénea, Mallas de a) elementos Q1P0 h)
clementos T1PI

S observa la similitud entre los resultados ofrecidos por el elemento QIP0 y
el elemento propuesto T'1P1. También se puede apreciar como el elemento T1P1
capta mejor que el elemento QIP0 las zonas de concentracion de tensiones. Por
otro lado, en la malla deformada del elemento Q1P0 se percibe una tendencia leve
a desarrollar el efecto de hourglassing en la superficie superior.
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Figura 6.26: Ensayo de compresion no-homogénea, Distribuciones de presion correspon-
dientes a malla de elementos a) QIP0 h) TIP!
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Figura 6.27: Fnsayo de compresion no-homogénea, Distribuciones de tension de Von
Mises correspondientes a malla de elementos n) QIP0 b) TIPI
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Bloque sometido a compresién 3D

Se presentan ahora un ensayo de compresién con la finalidad de mostrar el compor-
tamiento del elemento de la formulacién propuesia en el caso tridimensional. Un
bloque de acero de dimensiones 0,85 x (0,85 x 0,6 m se comprime por su parte su-
perior, Se impone un desplazamiento del 15% con respecto a su altura original, La
figura 6.28 (a) muestra la vista exterior de la cuarta parte del dominio discretizada
con una malla de tetraedros. Las condiciones de contorno se han prescrito en las
bases superior e inferior de manera que los movimientos en el plano horizontal estdn
completamente restringidos. Las condiciones en las caras interiores se han preserito
en funcién de las condiciones de simetrfa, Se emplea el modelo constitutivo eldstico
en direcciones principales de (Simo, 1991), tanto en condicién compresible como
incompresible,

{® [t

Figura 6.28: Ensayo 3D de compresién, a) Malla sobre la configuracién de referencia y
b) malla deformada.

Material eldstico compresible Se realiza un primer ensayo con un material
eldstico compresible, cuyo maédulo de elasticidad es E = 1,96 10° M Pa y coeficiente
de Poisson » = 0,33, En la figura 6.29 se muestran las distribuciones de la presidn,
sobre la cuarta parte del dominio con las mallas de elementos triangulares estandar,
cuadrildteros Q1P0 y de dos mallas de elementos T1PI de la formulacién propuesta
con coeficientes ¢ = 1 y ¢ = 10, respectivamente. Para cada una de las mallas de
elementos se presenta una vista de la zona interior y otra de la zona exterior del
blogue en la configuracién de referencia. Como se puede apreciar, existe similitud
entre todos los resultados. En este caso, incluso el elemento estandar ofrece buen
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resultado, pues el material es compresible v, por lo tanto, no hay efecto de blogueo,
IZn comparacidn con el elemento tridimensional de la formulacidn Q1FP0, el elemento
estandar es mas sensible a la concentracion de tensiones que se produce en los bordes
superior ¢ inferior de las bases horizontales, El elemento tetraédrico TP cone = 1
presenta el efecto de los bordes de las bases de manera mis localizada que con el
valor de ¢ = 10. Los resultados en este dltimo caso son muy stimilares a los ofrecidos

por el QPO
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Figura 6.29: Test de compresion con modelo elastico compresible, Distribucion de pre-
sion.  Vistas de la zona interlor ¢ exterior respectivamente del cubo con mallas de a)
elemento triangular estdndar b) elemento Q1P0 ¢) elemento T1PI con constante ¢ = 1 d)
elemento T1PI ¢ =10



180 CAMTULO 6. SIMULACIONES NUMBERICAS

Material eldstico incompresible Se realiza el mismo ensayo anterior con un
material eldstico incompresible, cuyo madulo de elasticidad es £ = 1,96 = 10° M Pa
y cocliciente de Poisson ¢ = 00,4999, En la figura 6.30 se muestran lasg distribuciones
de la presién para las mallas de referencia de elementos triangulares estandar, cua-
drildteros Q1 P0 y de dos mallas de elementos T1PI de la formulacion propuesta con
coeficientes ¢ = 1 y ¢ = 10, respectivamente. Como se puede apreciar, en este caso
el elemento estandar no ofrece buen resultado, pues el material es incompresible y
presenta el efecto de bloqueo. El elemento tridimensional de la formulacidn Q1P0 y
ol elemento tetraddrico T1P1 no presentan este efecto y ofrecen resultados similares,
aungue nuevamente se observa que el elemento T1PI con ¢ = 1 presenta el efecto
de log bordes de las bases de manera mis localizada que con el valor de ¢ = 10;
los resultados en este dltimo cago son mds similares a los ofrecidos por el elemento

QIPD.
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Figura 6.30: Test de compresién con modelo elastico incompresible . Distribucidn de
presién, Vistas de la zona interior e exterior respectivamente del cubo con mallas de a)
elemento triangular estandar b) elemento Q1P0 ) elemento T1FP1 con eonstante ¢ = 1 d)
elemento T1P[ ¢ = 10
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6.2.2 Modelo de elasto-plasticidad J2
Compresion en deformacion plana

Se realiza un ensayo de compresion con carga de presion aplicada sobre un espécimen.
Las caracteristicas geométricas son las mostradas en la figura 6,31, La presion sobre
la zona central de 10 mm de su parte superior es de 200 N/mm? (se considera
aplicada sobre un espesor de 1 mm). Las condiciones de contorno se prescriben de
manera que en la base log desplazamientos verticales son nulos y los horizontales
son libres, mientras que en la zona central superior de aplicacién de la carga los
desplazamientos horizontales son nulos. La carga prescrita total se aplica en 40
pasos. Se presentan a continuacién dos ensayos empleando el modelo elasto-pléstico
en direcciones principales de (Simo, 1992), uno con comportamiento en régimen
eldgtico incompresible y el otro con régimen eldstico compresible, con la finalidad de
mostrar el buen comportamiento del elemento en ambas situaciones.

n ;
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Figura 6.31: Ensayo de compresién profunda no-homogenea 2D. Datos geométricos Le=
20 mm, a = h = 10 mm.

Elasto-plasticidad con régimen eldstico incompresible 5S¢ realiza un ensayo
empleando ¢l modelo elasto-pldstico J2 en direcciones principales, presentado en
(Simo, 1992). Los pardmetros del modelo en este caso son: el mddulo de elasticidad
E = 2,66 % 10° Pa, el coeliciente de Poigson 0,4999, el limite de fluencia oy =
1,45 % 10° Pa y el coeficiente de endurecimiento lineal H = 2,55 = 10° Pa,

Fl resultado del ensayo sobre el material elasto-plastico incompresible utilizando
una malla estructurada de elementos triangulares estandar P71 se muestra en la figura
6.32. La deformacién poco realista de la malla es debida al efecto de blogueo de estos
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Figura 6.32: Test de compresion profunda no-homogenea con material elasto-plastico J2
con régimen eldstico incompresible. Malla estructurada de elementos PI estdndard.
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Figura 6.33: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plistico
J2con régimen eldstico incompresible. Malla no-estructurada de clementos P1 estdndard.

elementos en situacion incompresible. También se puede observar en la geomefria
deformada la influencia de la orientacién de los elementos en la malla. Efectivamente,
el problema planteado tiene un eje de simetrfa vertical, tanto geométrico como de
cargag; sin embargo, la malla estructurada empleada para discretizar todo el dominio
es asimétrica con respecto a este gje. La deformacién obtenida estd claramente
influenciada por este factor. En la figura 6.33 se muestra la geometria deformada que
ge obtiene empleando los mismos elementos F1 con una malla no estructurada. En
este cago se puede apreciar gra ficamente que el efecto de bloqueo se alivia en cierta
medida al utilizar mallas no estructuradas, pero no se elimina. En comparacion
con el resultado obtenido con la malla estructurada, es claro que no existe en la
deformacién una orientacién preferente debida a la orientacién de los elementos.

La figura 6.34 muestra la distribucién de presion obtenida con la malla no-
estructurada de elementos estandar PI. El patrén de distribucién de presiones
muestra también el efecto de bloqueo de la formulacién.

La formulacién mixta con interpolacién independiente del campo de presion ado-
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Figura 6.34: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plistico
12 con régimen eldstico incompresible. Distribucion de la presion, Resultado obtenido
empleando malla no-estructurada de elementos PI estdndard.
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Figura 6.35: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plistico J2
con régimen elistico incompresible. Distribucién de la presién. Resultado obtenido con
malla no-estructurada de elementos mixtos u/p no estabilizados.
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Figura 6.36: Test de compresion profunda no-homogenea eon material elasto-pldstico J2
con régimen eldstico incompresible. Malla estructurada de elementos iriangulares T'1P1
deformada,

Figura 6.37: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plistico J2
con régimen eldstico incompresible, Malla estructurada de elementos cuadriliteros Q1P0
deformada.
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lece del efecto de inestabilidad de la presion al utilizar interpolaciones de igual orden
de desplazamiento y presion, por ejemplo lineales y continuas, Se muestra en la fi-
gura 6.35 la distribucion de la presion obtenida por un elemento triangular u/p de
este tipo con estas interpolaciones y sin estabilizar. Como se puede apreciar, la
distribueidn tiene un patrén no-realista; por ejemplo, a lo largo del eje vertical se
alternan valores extremos mdximos y mimimos, que pueden interpretarse como picos
de presion positivos v negativos en zonas muy préximas. Esie efecto se asocia a
la. presencia en esa zona de gradientes de presidn sumamente altos. Este fendmeno
pone de manifiesto la necesidad de un método de estabilizacion para obtener una
respuesta estable de presion a partir de un elemento mixto u/p con interpolaciones
lineales,

La figura 6.36 muestra la malla estructurada deformada de elementos propuestos
TIP] estabilizados. La estructura de esta malla tiene 16 elementos sobre la altura
del blogue y el doble sobre la base. Este y los resultados que se muestran a con-
tinuacién corresponden al pardmetro de estabilizacion 7 = ch? /24, caleulado con
¢ =0, 5. Se puede apreciar un patrén de deformacién natural, que practicamente no
estd influenciado por el efecto de orientacién de la malla respecto al eje de simetria,
a diferencia de lo que ocurrfa al utilizar elementos estdndar. Mas adelante se mos-
trard la sensibilidad de los resultados respecto al coeficiente ¢ y la influencia de la
estructuracion de la malla. La malla estructurada de cuadrilateros Q1P0 deformada
se muestra en la figura 6.37. Esta malla tiene 16 elementos sobre la altura del blogue
y la misma estructura de nodos que la anterior.

Las figuras 6.38, 6.39 y 6,40 muestran distribuciones de presion, tension de Von
Mises e fndice de plasticidad (relacién entre la tensién de Von Mises y la tensién
de fluencia), respectivamente. En cada de una de ellas se muestran los resultados
obtenidos con elementos TIPI y con elementos QIP0, empleando mallas de 16 y
32 elementos sobre la altura del blogue en cada caso. Como se puede observar, los
resultados obtenidos con estos elementos son similares; incluso, se puede apreciar
en la respuesta en presidn obtenida con la malla basta con el elemento TIFI su-
perioridad con respecto al QIP0. Las distribuciones obtenidas mediante la malla
basta de tridngulos permiten advertir una leve influencia del efecto de la estructura
asimétrica de la malla.



186 CAPITULD 6. SIMULACIONES NUMERICAR

(b

4

PRESURR

15E0H
' 1
BELL

ki

- pigst

<o 4Dsa e

AT
R
g
e

iy ?5

3
1
-4
=1

Figura 6.38: Test de compresion profunda ne-homogenea con material elasto-pldstico
J2 con régimen eldstico incompresible, Distribucién de la presién. Resultados obtenidos
empleando mallas estructuradas caracterizadas por el mimero de elementos sobre la altura:
a) 16 elementos T1P1. b) 16 elementos Q1P0. ¢) 32 elementos T1PL. d) 32 elementos
QIPD
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Figura 6.89: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plistico J2
con régimen eldstico incompresible, Distribucidn de la tensién de Von Mises. Resultados
obtenidos empleando mallas estructuradas earacterizadas por el nimero de elementos sobre
la altura: a) 16 elementos T1PI. b) 16 elementos QIP0. ¢) 32 elementos T1P1. d) 32
clementos Q1P0,
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Figura 6.40: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plastico J2
con régimen elistico incompresible. Distribucidn del indice de plasticidad (relacién entro
Ia tension de Von Mises v la tension de fluencia). Resultados obtenidos empleando mallas
extructuradag caracterizadns por el mimero de elementos sobre la altura: a) 16 elementos
T1P1. b) 16 slementos QIP0. ¢) 32 elementos TIPL d) 32 elementos QRIPO.
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Figura 6.41: Test de compresion profunda no-homogenea con material elasto-plistico
J2 con régimen eldstico incompresible, Malla no-estructurada de elementos triangulares
T1P1 deformada.

En la formulacién del elemento T/ P1 la condicion de incompresibilidad se satis-
[ace en forma débil. En este ensayo en grandes deformaciones se realizd al respecto
una verificacion de la conservacion del volumen. Esta se puede llevar a cabo obser-
vando los valores de deformacion volumétrica y verificando el drea de una parcela
de elementos deformados y compardndola con el drea original. Los errores que se
verificaron sobre un patch de 4 elementos no superaron el 1%.

Una malla no estructurada de triangulos comparable, en mimero de nodos y
elementos a la malla estructurada de 16 elementos sobre la altura del blogue se
muestra en la fipura 6,41, El mismo ensayo empleando esta malla no-estructuradas.
Las distribuciones obtenidas con esta malla resultan similares a las correspondientes
a la malla estructurada.

Se realizd una comparacion de la sensibilidad del elemento a la variacidn de la
constante ¢ del pardmetro de estabilizacién empleando mallag estructuradas y no-
estructuradas. En las figuras 6.42 y 6.43, correspondientes respectivamente a la
malla estructurada y a la no-estructurada, se muestran las distribuciones de presion
para diferentes valores de la constante e del pardmetro de estabilizacion de 0, 1, 0, 25,
0,5, 1. Aunque en principio se observa similitud entre las respuestas, se aprecia sin
embargo un leve deterioro de la solucion en ¢l caso de la malla estructurada para el
valor de 0,1, El efecto de este deterioro en la malla estructurnda va asociado a la
pérdida de la simetria del patrén de las deformaciones de los elementos en la malla
estructurada, En el caso de la malla no-estructurada la respuesta practicamente no
se deteriora en ninguno de los casos mostrados,
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Figura 6.42: Sensibilidad de la presién con respecto a la variacién de la constante e
del pardmetro de estabilizacidn. Resultados obtenidos con mallas estructuradas de 16
clementos T'1P1 sobre la altura, para valores ¢ de a) 0,1 b) 0,25 ¢) 0,5 d) 1.
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Figura 6.43: Sensibilidad de la presién con respecto a la variacion de la constante ¢
del pardmetro de estabilizacion. Resultados obtenidos con mallas no-estructuradas de 16
elementos TIPI sobre la altura, para valores e de a) 0,1 b) 0,25 ¢) 0,5 d) 1.
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TiPI | QIP0
Resolucién de ecuaciones | 19,06 | 7,68

Matriz tangente 43,79 | 43,47
Fuerzas residuales 21,27 | 32,67
Otras operaciones 15,88 | 16,28

Tabla 6.2: Porcentajes de tiempo por operacién de los elementos T'1P1 y Q1P0 (para el
prublcum. D ],11'1::-:1,\.11I.},|,(ic: lexs tiumpnﬁ totales son Hil'l'lih‘ll'ﬂﬂ)

Elasto-plasticidad con régimen eldstico compresible Los pardmetros del mo-
delo en este caso son los mismos que en el caso anterior, salvo el coeficiente de Pois-
son, ¥ = 0,35, En las figuras 6.44, 6.45, 6.46 y 6.47 se muestran las distribuciones de
desplazamientos, presion, tension de Von Mises e indice de plasticidad (la relacion
entre la tension de Von Mises y la tensidn de fluencia), respectivamente, obtenidas
con elementos T1P1 y QIP0. Se aprecia, también en este caso, la similitud de las
distribuciones obtenidas por ambos elementos.

Finalmente, en la serie de ensayos 2D se compararon los tiempos totales de CPU,
empleados por cada elemento en las operaciones de ensamblaje de matriz tangente,
resolucion de ecuaciones, cileulo de fuerzas residuales, v demds operaciones, Dada
la similitud de resultados la comparacidn de costo computacional entre estos dos
elementos serd indicio de cudl es mds eficaz en este caso, Por gjemplo, en el caso del
problema elasto-pldstico incompresible con la carga aplicada en 40 pasos los tiempos
de CPU fueron similares, con la malla de 16 elementos sobre la altura: 10 segundos
y 11 segundos para el TIPI y el Q1P0, respectivamente. Se observe también simili-
tud en los tiempos cuando se modificd el mimero de pasos de carga; por ejemplo, al
realizar el ensayo con material elasto-pldstico o al realizar el ensayo con el modelo
hipereldstico Neo-Hooke con 20 pasos de carga. Se debe indicar que se empled un al-
goritmo de solucidn de sistemas de ecuaciones directo y que el cédigo computacional
del elemento implementado tiene alginas operaciones optimizadas espeeflicamente
para elementos triangulares y tetraédricos, basandose, por ejemplo, en el hecho de
que las derivadas de las funciones de forma de este elemento son constantes. Fn la
tabla 6.2 se muestra la comparacién de porcentajes de tiempo por operacion entre los
elementos TIP1 y QIP0. El mayor mimero de variables que involuera el elemento
TIP1 se ve reflejado en el mayor tiempo requerido para la resolucion de ecuaciones.
Por el contrario, el tiempo de cdleulo de las fuerzas residuales resulta menor para
el T1P1, mientras que el tiempo de caleulo y ensamblaje de la matriz tangente es
similar en ambos casos,
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Figura 6.44: Test de compresion profunda no-homogenea con material elasto-plistico J2
con régimen eldstico compresible. Distribucion de los desplazamientos verticales. Resul-
tados obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por 16 elementos sobre la
altura; a) elementos T1P1. b) elementos Q1P0.
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Figura 6.45: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plastico
J2 con régimen eldstico compresible, Distribucion de la presion, Resultados con mallas
estructuradas delf elementos sobre la altura: a) T1PI1 b) QIP0.
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Figura 6.46: Test de compresion profunda no-homogenen con material elasto-plastico J2
con régimen eldstico compresible. Distribucién de la tensién de Von Misses. Resultados

obtenidos empleando mallas estructurndas carncterizadas por 16 elementos sobre la altura:
a) elementos T1PL b) elementos QPO
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Figura 6.47: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plistico
J2 con régimen eldstico compresible, Distribucion del fndice de plasticidad. Resultados
obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por 16 elementos sobre la altura:
n) elemontos T1P1, b) elementos Q1P0.
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Bloque 3D sometido a compresion

Se realiza el mismo ensayo sobre un blogue 3D sometido a compresion presentado
antes con material eldstico. Se considera un material elasto-pldstico con régimen
de elasticidad compresible, cuyo médulo de elasticidad eg [7 = 1,96 x 10° M Pa,
coeficiente de Poisson v = 0, 33, limite eldstico ay = 150 M Pa y endurecimiento con
saturacion exponencial cuyos pardmetros son: tension lfmite de saturacion o, = 180
M Pa y exponente 0,7. Se debe observar que la condicién prescrita en las bases,
movimientos horizontales nulos en ambas, es sumamente restrictiva, particularmente
en situacién cuasi-incompresible para elementos tetraédricos, pues en ese caso cada
elemento que tiene una cara en las bases tiene un s6lo nodo con posibilidad de
movimiento que estd restringido a tomar posiciones que preserven el volumen,

En la figura 6.48 se muestran, sobre la cuarta parte del dominio, las distribuciones
dle la presion para las mallas de elementos triangulares estandar, cuadrilateros Q1P0
y de cuatro mallas de elementos T'7P1 de la formulacién propuesta con coeficientes
¢ =1y e= 10, respectivamente y, en cada uno de estos casos, dos resultados que
permitan observar el efecto de la variacion del médulo de cizallamiento en grandes
deformaciones pldsticas en el cdleulo del pardmetro de estabilizacién. Las figuras
(¢) v (d) presentan los resultados obtenidos sin tener en cuenta este efecto, mientras
que las figuras (e) y (f) muestran los resultados considerdndolo de acuerdo con la
aproximacion del médulo secante propuesta en este trabajo. Se puede apreciar en
la figura (a) que el elemento estdndar no ofrece un buen resultado en este caso,
pues si bien el material es compresible en rango eldstico el desarrollo de grandes
deformaciones pldasticas origina el bloqueo de este elemento. El elemento tridimen-
sional de la formulacién Q1P0 ofrece un resultado libre de bloqueo también en esta
situacién. El elemento tetraédrico TIPI, en la figura (¢), con ¢ = 1 sin considerar
el efecto del madulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizacién presenta un
comportamiento muy pobre; el efecto de inestabilidad de la presién se aprecia en el
patrén de distribucién, con presencia de altas y bajag presiones en zonas muy proxi-
mas, asociadas a grandes gradientes de deformacién. Esto ocurre de manera similar,
aungue menos severa, con el valor de ¢ = 10, como se aprecia en la figura (d). 5i se
acepta como razonable una incertidumbre respecto al valor de la constante ¢ de un
orden de magnitud, en funcién a factores como el tipo de problema, la dimensidon
del problema, ete., claramente, el empobrecimiento del efecto estabilizador no es
atribuible a una eleccién incorrecta del valor de la constante ¢ del pardmetro de es-
tabilizacién, El efecto estabilizador mostrado en estos cagos no es el correcto debido
a que no se ha considerado el efecto de disminucién del médulo de eizallamiento en
végimen plistico. Esta reduccion puede aleanzar varios érdenes de magnitud, por lo
que es necesario establecer el pardmetro de estabilizacion en funcién del desarrollo
del flujo plastico. En las figuras (e) y (f) se muestran las distribuciones obtenidas
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- TPl | QIFP0
Resolucion de ecuaciones | 83,86 | 86,45

Matriz tangente 11,39 0,41
Fuerzas residuales 340 | 2,03
Otras operaciones 1,36 | 1,26

Tabla 6.3: Porcentajes de tiempo por operacién de los elementos TP y Q1P (para el
problema 31D presentado el tiempo de CPU es 40 % mayor con elementoa T'7FP1 que con

QIPD)

utilizando la aproximacién propuesta para estimar el efecto del desarrollo del flujo
pldstico en el médulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizacidon, Estas dis-
tribuciones presentan un comportamiento estabilizado de la presion, y son similares
a la correspondiente al elemento (Q1P0; en particular, la distribucion obtenida para
e = 10, aunque el resultado que ofrece el elemento T7PI con ¢ = 1 capta mejor las
zonas de concentracion de tensiones, La comparacidn con las fliguras (e) y (I) revela
la importancia de considerar el efecto del madulo de cizallamiento en el régimen
plastico al estimar el pardmetro de estabilizacién.

Para la solucién del sistema de ecuaciones de los problemas se utilizé un algoritimo
directo. En los problemas en 31D presenfados, en los que se ha empleado mallas de
1050 nodes, el tiempo total de CPU es del orden de 40% mayor para el elemento
TIFPI que para el elemento Q1P0. La distribucién de tiempos entre las OPETACIONEeS
se muestra en la tabla 6.3. Fl tiempo invertido en la resolucion de ecuaciones es
cercano al 85% en ambos casos. El mayor tiempo de CPU empleado por el elemento
T'1P! corresponde al mayor mimero de grados de libertad por nodo que tiene en
comparacion con el elemento Q1F0.
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Figura 6,.48: Test de compresién con modelo elasto-plistico compresible . Distribucidn
tle |,J|'t_:ﬁit‘5n. Vistas de la zona interior e exterior l‘t‘.&[u:t:l'.i\/r,s.[m:ni.t: del eubo con mallas de
i) elemento triangular estdndar b) elemento QPO ¢) elemento T'1P1 con constante ¢ = |
d) elemento T'1PI ¢ = 10 e) elemento 7'1FI con constante ¢ = 1 con aproximacion al
mddulo de cizallamiento f) elemento T'/PI con ¢ = 10 con aproximacién al médulo de
cizallamiento,



Capitulo 7

Conclusiones

7.1 Sintesis

El objetivo planteado en este trabajo es el desarrollo de una formulacidn eficiente de
elementos de bajo orden, capaz de abordar el problema de incompresibilidad en me-
cinica sdlidos. Los elementos estandar de bajo orden reunen varios de los requisitos
para la utilizacién en aplicaciones practicas, pero presentan blogqueo en situaciones
incompresibles; la alternativa ante esta dificultad es la formulacién mixta del proble-
ma. La estabilidad de los elementos mixtos depende de la compatibilidad entre los
campos de interpolacién involuerados. La condicidn matemdtica que expresa esta
restriceion es conocida como la condicidn de estabilidad de Ladyzhenskaya- Babuska-
Brezzi o LBB, Los elementos mixtos de desplazamientos y presion, u/p, de igual
orden de interpolacién no satisfacen esta condicién y, por lo tanto, presentan pro-
blemas de estabilidad, gue se manifiestan en la falta de control sobre la presién.
La viabilidad de estos elementos mixtos requiere la aplicacién de un método de
egtabilizacion. El método de estabilizacién que sirve de marco para el diseno de
los elementos propuestos en este trabajo e basa en el concepto de las sub-escalas,
particularmente en las sub-escalas ortogonales (0SGS). Desde el punto de vista del
método, 1ag inestabilidades numéricas de ciertas formulaciones tienen origen en el he-
cho de no tener en cuenta en las ecuaciones de balance los efectos de las componentes
de la solucidn no resueltas, denominadas sub-escalas. El concepto de las sub-escalas
ortogonales propone que el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos es el
espacio natural para la bisqueda de las sub-escalas de la solucién. El método de
eatabilizacion elude la condicién LBB y permite obtener elementos con interpola-
ciones de igual orden en los campos de desplazamientos y presion (o componente
media de las tensiones),

197
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7.2 Conclusiones

Las principales conclusiones del trabajo se pueden resumir brevemente en los si-
guientes puntos:

s S¢ ha desarvollado, implementado v validado una formulacion de elementos
finitos adecuada para abordar el problema de incompresibilidad tanto en el
rango de pequenas deformaciones como en el rango de grandes deformaciones
en mecanica de solidos, apta para aplicaciones con modelos constitutivos de
elasticidad y plasticidad J2.

e Los elementos desarrollados son elementos mixtos estabilizados, mediante el
método de las sub-escalas ortogonales (SGS, tienen interpolaciones de los
campos de desplazamientos y presion u/p lineales y continuas entre elemen-
tos. Estos elementos tienen bajo costo computacional, presentan muy buen
comportamiento en situaciones generales y son robustos; por lo tanto, resul-
tan competitivos con otras formulaciones conocidas, tales como la del elemento
(21 P0 v la de deformaciones mejoradas, FAS,

o La formulacién desarrollada se puede aplicar tanto a elementos hexaédricos
como a elementos tetraédricos (cuadriliteros y tridngulos en problemas en 2
dimensiones). Los elementos tetraédricos lineales desarrollados son de interés
practico para su utilizacién en aplicaciones industriales, debido o que la forma
geométrica tetraédrica posibilita la generacién de mallas sobre configuraciones
gnmn(-!t‘.ri(::.-m ('!(Jlnpl('l_iim, COLII0 li-l.‘i e se l!lll!ll('!llt.l'}ll'l Fl'(-!(lll(-'!'l'lt(:!ll“-!l'ltl',‘.' {241 EHt.ﬂH
aplicaciones, Esta es una ventaja de los elementos propuestos con respecto a
otrag formulaciones aplicables especfficamente a formas hexaédricas (o cuadri-
literas), tales como la formulacion de deformaciones de mejora (FAS), y al
elemento QQ1P0.

s Los elementos desarrollados presentan ventajas en comparacion con otras for-
mulaciones estabilizadas desarrolladas en mecdnica de sdlidos basadas en el
método (LS. Efectivamente, los elementos propuestos se desarrollan en el
marco del método de las sub-escalas ortogonales; como resultado de ello son
mds precisos, robustos y exhiben menor sensibilidad al pardmetro de estabili-
Zacion.,

e Desde un punto de vista conceptual, los elementos propuestos presentan una
ventaja sobre los elementos basados en el método GLS. Efectivamente, en
virtud de la presencia del término de proyeccién del gradiente de presion,
la solucidn exacta de la ecuacidn diferencial del problema es solucidn de las
ecuaciones que resuclven los elementos lineales estabilizados por el método de
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lag sub-escalas ortogonales. Los elementos lineales de la formulacion GLS no
cumplen esta condicidn, que es mas estricta gue la definicion de consistencia.

s Se ha verificado que los elementos propuestos cumplen satisfactoriamente la
condicién de conservacion del volumen en situacion incompresible, En esta for-
mitlacién la condicién de incompresibilidad se impone en forma global (débil).
Por confra, en el elemento Q7P esta condicidn se impone en cada elemento,
lo que en situaciones extremas puede originar en este elemento patrones de
deformacién conocidos como hourglassing.

s Lo matriz asociada a este sistema es simétrica, pero no es definida positi-
va, Por esta razdn, al abordar la solucién por métodos de solucién iterativos
no es aplicable el método de los gradientes conjugados, por ejemplo, y debe
considerarse ¢l uso de un método mas general, tal como el GMRES o una ver-
gidn especifica para matrices simétricas, como el MINRES (rindmal residual
method).

e [l pardmetro de estabilizacidn ealeulado con el médulo de cizallamiento co-
rrespondiente al régimen eldstico no es aplicable en régimen plastico,

# Se desarrollan en este trabajo las primeras aplicaciones del método de las sub-
sealas ortogonales a problemas de mecdnica de sélidos. Efectivamente, este
método es novedoso incluso en su dmbito de origen, la mecdnica de fluidos;
de manera general, la primera contribucién de este trabajo es incorporar una
formulacion con una base conceptual sélida al Ambito de la mecdnica de sélidos
v demastrar la eficacia de los elementos disefiados en este marco,

e Se han propuesto nuevos elementos finitos para la solucidn del problema de la
no-linealidad material en mecdnica de sdlidos. Efectivamente, a partir de la
motivacidn dada por la similitud de las ecuaciones entre el problema de Stokes
y el problema eldstico incompresible en meednica de sélidos se ha extendido la
aplicacién del método de las sub-escalas ortogonales a la solucién de problemas
con modelos constitutivos de elasto-plasticidad J2.

e Se han propuesto nuevos elementos finitos para la solucidn del problema de
la no-linealidad geométriea en mecdnica de sélidos. Efectivamente, se ha ex-
tendido la aplicacién del método de las sub-escalas ortogonales al rango de
grandes deformaciones en mecidnica de sdlidos, tanto con modelo constitutivo
eldstico como elasto-pldstico J2.

e Se ha propuesto una aproximacién para estimar el valor del pardmetro de es-
tabilizacion en funcién del desarrollo de flujo plastico. Efectivamente, cuando
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se desarrolla el flujo pastico el madulo de cizallamiento efectivo del material
decrece, incluso en drdenes de magnitud. La aproximacion secante al madu-
lo de cizallamiento, propuesta originalmente en este trabajo, considera este
efecto en el edleulo del pardmetro de estabilizacién y ha mostrado su eficacia,
Lanto en el rango de deformaciones infinitesimales como en el rango de grandes
deformaciones.

Se han introducido una serie de hipétesis y simplificaciones originales con la
finalidad de obtener una formulacion estabilizada y de bajo costo computacio-
nal. Por ejemplo, para realizar la descomposicion de las tensiones directamente
en componentes asociadas respectivamente a la escala de elementos finitos y a
lag sub-escalas; esto permite obtener una formulacion en funcién de los valores
totales de lag sub-escalas directamente, sin involucrar los valores incrementa-
les. Por otro lado, en virtud de una simplificacién en los pradientes espaciales
de las funciones de forma en el término de estabilizacién, la matriz tangente
del sistema correspondiente a la formulacién propuesta resulta simétrica.

La potencialidad del método de las sub-escalas ortogonales ha sido aprove-
chada en prinecipio en forma parcial, pues se han diseniado sélo sub-escalas de
desplazamientos. Efectivamente, como se ha demostrado, esto ha sido suficien-
te para obtener elementos estables y con buen comportamiento, Sin embargo,
la incorporacion de las sub-escalas de presion puede mejorar amin mas estas
caracterfsticas y cabe esperar mejores resultados,

Se vislumbran una serie de aplicaciones del método de estabilizacion en me-
cdnica de sélidos, tales como problemas termo-mecdnicos acoplados, problemas
de contacto, problemas de placas, problemas con modelos de dano, problemas
de localizacién y de discontinuidades fuertes, problemas dindmicos, ete.

Si bien la formulacién material del problema en grandes deformaciones y la
formulacion espacial propuesta acquf son equivalentes, es posible que desde el
punto de vista numérico exista algiin aspecto de interés en esta formulacién.
Por ejemplo, se podrfan evaluar en esta formulacién otras alternativag para la
aproximacion a las sub-escalas.

Finalmente, se debe profundizar una serie de aspectos del método en futuros
estudios. Por ejemplo, uno de ellos podria ser la influencia de la compresibi-
lidad en el pardmetro de estabilizacién, Por otro lado, se podria evaluar la
posibilidad de actualizar su valor de las sub-escalas explfcitamente ¢ incorpo-
rarlo junto con la escala de elementos finitos en el cileulo de las variables.
Otro aspecto de interés es la aproximacion al pardametro de estabilizacion para
modelos constitutivos elasto-plasticos en pequenas y grandes deformaciones:
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por ejemplo, se podrfa estudiar las alternativas de realizar una aproximacion
tangente o incremental al valor del médulo de cizallamiento efectivo para el
cdlculo de este pardmetro,

()



202 CAPTULG 7. CORCLUSIONER




Bibliografia

Agelet de Savacibar, C., Aleman, F., Cervera, M., and Chiumenti, M. (1998), Comet
(coupled mechanical and thermal analysis), flow chart. Technical Report IT-
276, CIMNE.

Argyris, J. (196G5a), Matrix analysis of three-dimensional elastic media - small and
large displacements. Journal of AJIAA, 3:45-51.

reyris, J. (19G5h). wee-tdimensional anizotropiec and inhomopeneons medisa-
Argyris, J. (1965b). TI I I troj | inhomog l
matrix analysis for small and large displacements.  Ingendeuwr Archiv,, pages

34:33-35.

Argyris, J., Dunne, P., Angelopoulus, T., and Bichat, B. (1974). Larpe natural
straing and some special difficulties due to nonlinearity and incompressibility
in finite elements. Computer Methods tn Applied Mechanics and Engineering,
4:2190-278,

Armero, F. (1999a). On the locking of standard finite elements. Barcelona, [Esparna.
Universitat Politecnica de Catalunya, Seminario de Investigacion. Julio, 1999,

Armero, F. (1999b). On the method of incompatible modes and the enhanced
strain formulation. Barcelona, Espana, Universitat Politecnica de Catalunya.
Seminario de Investigacion. Julio, 1999,

Arnold, D., Brezzi, F., and Fortin, M. (1984), A stable finite element for the Stokes
equations. Caleolo, 21:337-344.

Arunakirinathar, K. and Reddy, B. (1995a). Further results for enhanced strain
methods with isoparametric elements. Computer Methods in Applied Mechanics
and Fngineering, 127:127-143.

Arunakirinathar, K. and Reddy, B, (1995h), Some geometrical results and estimates
for qudrilateral finite elements. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 122:307-314.

203



204 HILIOER AFA

Atluri, 5. (1975). On hybrid finite element models in solid mechanics. Advances in
Computer Methods for Partial Differential Equations, pages 346-356.

Babuska, [. (1971). Eiror bounds for finite element methods. Numerical Mathema-
tics, 16:322-333.

Bai, W. (1997). The quadrilateral ‘Mini’ finite element for the Stokes problem.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 143:41-47.

Baiocchi, C., Brezzi, F., and Franca, L, (1993). Virtual bubbles and Galerkin-least-
squares type methods (Ga.L.S.). Computer Methods in Applied Mechanics,
105:1256-141.

Belytschko, T. and Bindeman, L. (1993). Assumed strain stabilization of the eight-
node hexaedral element. Compuler Methods in Applied Mechanichs, 105:225
260,

Belytschko, T., Ong, J., Lin, W., and Kennedy, J. (1984), Hourglass control in linear
and nonlinear problems, Computer Methods in Applied Mechanichs, 43:251-276.

Bischoff, M., Ramm, E., and Braess, D. (1999a). A class of equivalent enhanced
assumed strain and hybrid stress finite element method. Computational Me-
chanics, 22:443-449.

Bischoff, M., Wall, W. A., and Ramm, E. (1999b). Stabilized enhanced assumed
strain elements for large starin analysis without artificial kinematic modes. In
European Conference on Computational Mechanics. Munich, Germany. Euro-
pean Council of Computational Mechanics.

Brezzi, F. (1974). On the existence, uniqueness and approximation of saddle point
problems arising from lagrangian multipliers. RAIRO, 8-R2:129-151.

Brezzi, F. and Bathe, K. (1990). A discourse on the stability conditions for mixed
finite element formulations. Computer Methods in Applied Mechanics, 82:27-57.

Brezzi, F., M.Bristeau, Franca, Mallet, M., and Roge, G. (1992). A relationship
between stabilized finite element methods and the Galerkin method with bubble
functions. Computer Methods in Applied Mechanics, 96:117-129,

Brunig, M. (1999). Formulation and numerical treatment of incompressibility cons-
fraints in large strain elastic-plastic analysis. International Jowrnal for Nume-
rical Methods in Engineering, 45:1047-1068.



HIRLIOGRAFIA 206

Clesar De Sa, J. and Natal Jorpe, R. (1999), New enhanced strain elements for
incompressible problems. International Journal for Numerical Methods in fin-
qineering, 44:220-248,

Chiumenti, M., Valverde, )., Agelet de Saracibar, C., and Cervera, M. (2002a). A
stabilizaed formulation for incompressible elasticity using linear displacement
anda pressure interpolations.  Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, 191:5263-5264.

Chiumenti, M., Valverde, ()., Agelet de Saracibar, C., and Cervera, M. (2002h). A
stabilizaed formulation for incompressible plasticity using linear triangles and
tetrahedra. International Journal of Plasticity.

Chorin, A. J. (1967). A numerical method for solving incompressible viscous pro-
blems. Journal of Compulational Physics, 2:12-26.

‘odina, R. (1092). A finite element model for incompressible flow problems, PhD
thesis, Universitat Politecnica de Catalunya.

Codina, R. (1997). Comparison of some finite element methods for solving th
diffusion-convection-reaction equation. Compuler Methods in Applied Mecha-
nies, 166:185-210.

Codina, R. (2000a). Stabilization of incompressibility and convection through ort-
hogonal sub-scales in finite element methods, Computer Methods in Applied
Mechanies, 190:1579-1599.

Codina, R. (2000b). Stabilized finite element approximation of transient incompres-
sible flows using orthogonal sub-scales, volume 191, pages 4295-4321.

Codina, R. and Blasco, J. (2000). Stabilized finite element method for transient
navier-stokes equations based on pressure gradient projection. Computer Mel-
hods in Applied Mechanics, 182:287-300.

Codina, R., Blasco, J., Buscaglia, G., and Huerta, A, (2001). Implementation of a
atabilized finite element formulation for the icnompressible navier-stokes equa-
tions based on pressure gradient projection. International Journal for Numerical
Methaods in Fluids, 37:419-444,

Codina, R., Vasquez, M., and Zienkiewicz, O. (1998). A general algorithm for com-
pressible and incompressible flow- part iii. the semi-implicit form. International
Journal for Numerical Methods in Fluids, 27:13-32.



206 IRLIOCR AL

Coleman, B. D. and Gurtin, M. (1967). Thermodynamics with internal variables.
Journal of Chemistry and Phisics, 47:597-613.

Cook, R., Malkus, D., and Plesha, M. (1989). Concepls and applications of finite
element analysis, John Wiley & sons, London, 3th edition.

Courant, R. (1943). Variational methods for solution of problems of equilibrium and
vibration. Bulletin of the American Math Society, 49:1-61.

Criesfield, M., Moita, ., Jelenic, G., and Lyons, L. (1995). Enhanced lower order
element formulations for large strains. In Owen, D. ., Onate, E., and Hinton,
E., editors, Computational Plasticity-Fundamentals and Applications, Part 1.
Pineridge Press, Swansea.

Crisfield, M. (1995). Incompatible modes, enhanced strain and substitute strains
for continuum elements, Advances in Finite Element Technology, pages 47-61.

Crisfield, M. A. (1997). Non-linear finite element analysis of solids and structures,
volume 2. Advanced topics, John Wiley & sons, London.

De Souza, E., Peric, D., Huang, G., and Owen, D. (1995). Remarks on the stability
of enhanced strain elements in finite elasticity and elastoplasticity. Comrnuni-
cations . Numerical Methods in Engineering, 11:951-961,

Donea, J. (1999). Finite element method in fuid mechanics. an introduction. Te-
chnical report, Universitat Politecnica de Catalunya.

Felippa, C. (2000). Advanced finite element methods. University of Colorado at
Boulder. Notes of the PhID course.

Fraeijs de Veubeke, B. (1965). Displacement and equilibriuvm models in the finile
element method. John Wiley, London,

Freischlager, C. and Schwiezerhof, K. (1996). On a systematic development of tri-
lienar three-dimensional solid elements based on Simo's enhanced strain formu-
lation. Imternational Journal of Solids and Structures, 33:2093-3017.

Fried, 1. (1974). Finite element analysis of incompressible material by residual energy
balancing. International Journal of Solids and Strucutres, pages 993-1002.

Gallagher, R. (1975). Finite element analysis: Fundamentals. Prentice-Hall, Engle-
wood Cliffs, N.J.

Gallagher, R., Padlog, J., and Bijlaard, P. (1962). Stress analysis of heated complex
shapes, ARS Journal,, 29:700-707.



BILIOURAFIA 207

Garikipaty, K. and Hughes, T. (1998). A study of strain loealization in a multiple
geale framework - th one dimensional problem. Computer Methods in Applicd
Mechanies and Engineering, 159:193-222.

Garikipaty, K. and Hughes, T. (2000). A variational multiseale approach to strain
localization formulation for multidimensional problems. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 188:39-60.

Glaser, 8. and Armero, F. (1995). Recent developments in the formulation of assu-
med enhanced strain finite elements for finite deformation problems. Technical
report, Department of Civil Engineering, University of California, Berkeley,
California.

Glaser, 8. and Armero, F. (1997). On the formulation of enhanced strain finite
elements in finite deformation. Engineering Computations, 14(7):759-791.

Groen, A. and Borst, R. D. (1997). The necessity of mixed formulation for the
cight-noded brick element in dilatant plastic flow. Computational Plasticity,
pages 571-580.

Gurtin, M. E. (1981). An Introduction to Continuum Mechanics, Academic Press,
Orlando, Florida.

Hansbo, P. (1998). A new approach to quadrature for finite elements incorporing
hourglass control as a special case. Computer Methods in Applied Mechanics,
1568:301-309.

Heeres, O. and De Borst, R. (1999). Performance of low order triangular elements
during plastic flow. Engineering Computations, 16{1):70-87.

Hermann, L. (1965). Elasticity equiations for incompressible and nearly incompres-
sible materials by a variational theorem. A/AA, 3:189G-1900.

Huerta, A. and Fernandez-Mendez, S. (2001). Locking in the incompressible limit for
the element-free galerkin method. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, 51(9):1361-1383.

Hughes, T (1980). Generalization of selective integration procedures to anisotropic
and non-linear media, International Jowrnal for Numerical Methods in Engine-
ering, 16(9):1413-1418.

Hughes, T. (1995). Multiscale phenomena: Green’s functions, the Dirichlet-to-
Neumann formulation, subgrid scales methods, bubbles and the origing ol sta-
bilizaed methods. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
127:387-401.



208 IHNLETRAFTA

Hughes, T, and Brooks, A.N. (1979). A multidimensional upwind scheme with no
crosswind diffusion. Finite Elements Methods Jor Convection Dominated Flows,
1:19-35.

Hughes, T, and Brooks, A.N, (1982). Streamline upwind /petrov-galerkin formila-
tions for convective dominated flows with particular emphasis on the incom-
pressible navier-stokes equations. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng., 32:199-259.

Hughes, T, Feijoo, G., Mazzei, L., and Quincy, J. (1998). The variational multis-
cale method - a paradigm for computational mechanics. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 166:3-24.

Hughes, T, Franca, L., and Balestra, M. (1986). A new finite element formulation
for computational fluid dynamics: V.Circumventing the Babuska-Brezzi condi-
tion: A stable Petrov-Galerkin formulation of the Stokes problem accomodating
equal-order interpolations. Computer Methods in Applied Mechanics, b9:85-99,

Hughes, T., Franea, L., and Balestra, M. (1987). A new finite element formula-
tion for computational fuid dynamics: VII The Stokes problem with various
well-posed boundary conditions: Symmetric formulation that converge for all
velocity /pressure spaces, Computer Methods in Applied Mechanics, 65:85-96.

Hughes, T, Franca, L., and Hulbert, G. M. (1989). A new [inite element formulation
for computational Auid dynamies: VIII The galerkin/least-squares method for
advective-diffusive equations, Cormputer Methods in A pplied Mechanies, 73:173
189,

Hughes, T. and Malkus, DD, (1983). A general penalty/mixed equivalence theorem
for anysotropic, incompressible finite elements. In Afluri, S., Gallagher, R.,
and Zienkiewiez, O., editors, Hybrid and Mived Finite Element Methods, pages
487-496. John Wiley, London,

Hughes, T. J. (1987). The finite element method. Linear static and dynamic [inite
element analysis. Prentice-Hall.

Hutter, R., Hora, P., and Niederer, P. (2000). Total hourglags control for hyperelastic
materials, Computer Methods in Applied Mechanics, 189:991-1010.

Irons, B. and Razzaque, A. (1972). Expirience with the patch test for convergence
of finite element method,

Johnson, C. (1987). Numerical solution of differential equations by tje finite element
method.



HIBLIOURA A 200

Kasper, E. and Taylor, R. (1997). A mixed-enhanced strain method: linear problems.
Technical Report UCB/SEMM-97/02, Department of Civil and Environmental
Engineering, University of California at Berkeley.

Key, 5., Heinstein, M., Stone, C., Mello, F., Blandford, M., and Budge, K. (1999).
A suitable low-order, tetrahedral finite element for solids. International Journal
Jor Numerical Methods in Engineering, 44:1785-18005,

Klaas, O., Maniatty, A., and Shephard, M. 5. (1999). A stabilized mixed fini-
te element method for finite elasticity formulation for linear displacement and
pressure ineterpolations. Computer Methods in Applied Mechanics and Engi-
neering, 180:65-79,

Kolmogorov, A. and Forman, 5. (1984). Elementos de la Teoria de Funciones y del
Analisis Functonal, BIBBFISMAT.

Korele, J. and Wriggers, P. (IQQGH.)L Consistent gradient. formulation for a stable
enhanced method for large deformations, Engineering Computations, 13(1):103-
123,

Korele, J. and Wriggers, P. (1996b). An efficient 3D enhanced strain element with
Taylor expansion of the shape functions. Computational Mechanies, 19:30-40.

Korele, J. and Wriggers, P. (1997). Improved enhanced strain four node element with
Taylor expansion of the shape functions. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 40:407-421.

Kussner, M. and Reddy, B. 1. (1998). The equivalent parallelogram and its appli-
cation in 2d and 3d finite element analysis. In Proceedings of SACAM 98, Cape
Town, South Africa.

Lautersztajn, N. and Samuelsson, A, (2000). Further discussion on four-node iso-
parametric quadrilateral elements in plane bending. International Journal on

Numerical Methods in Engineering, 47:120-140.

Malkus, D. (1976). A finite element displacement model valid for any value of the
incompressibility. International Journal of Selids and Structures, 12:731-738.

Malkus, D. and Hughes, T. (1978). Mixed finite element methods - reduced and
selective integration methods: a unification of concepts. Computer Methods in

Applicd Mechanies, 15:68-81.,

Malvern, L. (1969), [Introduction to the Mechanics of a Continuous Mediunm.
Prentice-Hall, Englewood Cliffs, New Jersoy.



210 HINLIOGRAFA

Maniatty, A., Liu, Y., Klans, O., and Shephard, M. 8. (2001). Stabilized finite
element method for viscoplastic flow: formulation and a simple progressive
solution strategy. Computer Methods m Applied Mechanics and Engineering,
190:4609-4625.

Maniatty, A., Liu, Y., Klaas, O,, and Shephard, M. 8. (2002). Higher ovder stabilized
finite element method for hyperclastic finite deformation. volume 191, pages
1491-1503.

Mase, G. E. (1977). Mecdnica del Medio Continuo. MeGraw Hill, México, D.F.

MeNeal, R, (1987). A theorem regarding the locking of tapered four noded membrane
elements. International Journal of Numerical Methods in Engineering, 24:1793~
1799,

Melosh, R. (1963). Structural analysis of solids. ASCE Structural Jouwrnal, pages
4:205-223.

Miehe, C, (1994), Aspects of the formulation and finite element implementation
of large strain isotropic elasticity. Computer Methods in Applied Mechanics,
37:1981-2001.

Nagtegaal, J. and Fox, D. (1996). Using assumed enhanced strain elements for large
compressive deformation. International Jowrnal of Solids and Structures, 33
(20-22):3151-3159.

Nagtegaal, J., Park, D, and Rice, J. (1974). On numerical accurate finite element
solutions in the fully plastic range. Computer Methods in Applied Mechanics,
4:163-177.

Naylor, D, (1974). Stresses in nearly incompressible materials by finite elements with
application to the calculation of excess pore pressures,. International Journal
Jor Numericel Methods in Engineering, 8:443-460.

Onate, B, (1992). Caleulo de Estructuras por el Melodo de Elementos Finitos. CIM-
NE, Barcelona, Espana.

Onate, E., Rojek, J., Taylor, R., and Zienkiewicz, O, (2001). Linear friangles and te-
trahedra for incompressible problems using a finite caleulus formulation. In Fuo-
pean Conference on Computational Mechanics 2001, Cracow, Poland. ECCM.

Onate, E., Rojek, J., Taylor, R., and Zienkiewicz, O, (2002). Finite caleulus formula-
tion for incompressible solids using linear triangles and tetraedra, International
Journal for Numerical Methods in Engineering. Submitted.



DL IOERAFA 211

O.C. Zienkiewiez, R.L. Taylor, J. T. (1971). Reduced integration technique in gene-
ral analysis of plates and shells,. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, 3:275-290,

Oliver, X. and Agelet de Sarvacibar, C. (2000). Mecanica de Medios Continuos para
Ingenieros. Edicions UPC.

Perez, R. W. (2000). Simulacion numerica de procesos de compactacion y extrusion
de maleriales pulverulentos. PhD thesis, Universitat Politecnica de Catalunya.

Pian, T. (1964). Derivation of element stiffness matrices by assumed stress distri-
bution. AIAA Journal, 2:1333-1336.

Pian, T. and Sumihara, K. (19841). Rational approach for assumed stress finite
elements. International Journal of Numerical Methods in Engineering, 20:1685
1GO5.

Reddy, B. and Simo, J. (1995). Stability and convergence of a class of enhanced
strain methods, SIAM Jowrnal of Numerical Analysis, 32(6):1705-1728,

Reese, S., Kussner, M., and Reddy, B. (1999). A new stabilization technique for
finite elements in non-linear elasticity. International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 44:1617-1652.

Reese, 5. and Wriggers, P. (1999). An automatic control technique to avoid hourglass
instabilities in unstructured meshes, In Buropean Conference on Computational
Mechanics, Munich, Germany. Furopean Council of Computational Mechanics,

Reese, 5. and Wriggers, P. (2000). A stabilization technique to avoid hourglassing in
finite elasticity. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
48:79-109,

Reese, 5., Wriggers, P., and Reddy, B, (1998). A new locking-free brick element
formulation for continuos large deformation problems. In Idelsohn, S., Ofiate,
E., and Dvorkin, E., editors, New Trends and Applications, Barcelona, Spain.
CIMNE, Proceedings of the WCCM IV, Buenos Aires, Argentina.

Roje, T. (1998), On a mixed approach to the finite element solution of large strain
elastoplastic problems, Engineering Computations, 15(1):150-161.

Salomon, O, (1999). Medelo numerico de elastomeros multi-fase y su aplicacion
al analisis de estructuras con aislamiento sismico. PhD thesis, Universitat
Politecnica de Catalunya.



212 RIDLIOGRARA

Schneider, G., Raithby, G., and Yovanovich, M. (1978). Finite element analysis of
incompressible flow incorporating equal order pressure and velocity interpola-
tion. In et. al,, C. T., editor, Numerical Methads in Laminar and Turbulent
Flow. Pentech Press, Plymouth.

Simo, J. (1988a). A framework for finite strain elastoplasticity based on maximum
plastic dissipation and the multiplicative decomposition: Part i. continuum
formulation. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 66:199-
219.

Simo, J. (1988b). A framework for finite strain elastoplasticity based on maximum
plastic dissipation and the multiplicative decomposition: Part ii. computational
aspects. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 68:1-31.

Simo, J. (1991). Quasi-incompressible finte elasticity in principal stretches. continu-
um basis and numerical algorithms. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, 85:273-310.

Simo, J. (1992). Algorithms for static and dynamic multiplicative plasticity that
preserve the classical schemes of the infinitesimal theory. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 99:61-112,

Simo, J. and Armero, F. (1992). Geometrically non-linear enhanced strain mixed
methods and the method of incompatible modes.  International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 33:1413-1449.

Simo, J., Armero, F., and Taylor, R. (1993). Improved versions of assumed enhanced
strain tri-linear elements for 3D finite deformations. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 110:350-386.

Simo, J. and Huges, T. (1998). Computational Inelasticity. Springer and Verlag,

Sime, J. and Hughes, T. (1986). On the variational foundations of assumed strain
methods. Journal of Applied Mechanies, ASME, 53:51-54.

Simo, J. and Rifai, M. (1990). A class of mixed assumed strain methods and the
maethod of incompatible modes. International Journal for Numerical Methods
in Engineering, 29:1595-1638.

Simo, J., Taylor, R., and Pister, I, (1985). Variational and projection methods for
the volume constraint in finite deformation elasto-plasticity. Computer Methods
i Applied Mechanics and Engineering, 51:177-208,



BT [OOEIEA 1A 213

Soto, 0., Lohner, R., Cebral, ., and Codina, R. (2001). A time-aceurate implicit-
monolithic finite element scheme for incompressible flow problems. Computa-
tional Fluid Dynamics Conference 2001; Swansea, Wales, UK.

Spencer, J. M. (1980). Continuum Mechanics. Longman Scientific Technical,

Steinmann, P. (2001). Geometrically  nonlinear continuum  mechanics -an
introduction-. Universitat Kaiserslautern. Notes of the PhD course.

Sussman, T. and Bathe, K. (1987). A finite element formulation for nonlinear
incompressible elastic an inelastic analysis. Computers and Structures, 20:357 -

408,

Taig, 1. (1961). Structural analysis by the matrix displacement method. Engl.
Electric Aviation Report, (5070).

Taylor, R. L. (1999). A mixed fomulation for triangular and tetrahedral finite ele-
ments. In Abascal, R., Dominguez, J., and Bugeda, G., editors, Metodos Nu-
mericos In Ingenteria. SEMNI, Espana.

Turner, M.Jand Clouth, R., Martin, H., and Topp, L. (1956). Stiffness and de-
flection analysis of comlex stuctures, Journal of the Aeronautical Sciencies,
23:8056-823.

Valverde, €). (1995). Desarrollo del elemento B-Bar cuadrilatero bilineal de deforma-
cion plana en el marco de una formulacion variacional mixta. Master's thesis,
Universitat Politeenica de Catalunya.

Washizn, K. (1982). Variational Methods in Elasticity and Plasticity. Pergamon
Press, New York, 3th edition.

Wells, G., Sluys, L., and de Borst, R. (2002). A p-adaptive acheme for overcoming
volumetric locking during plastic flow. Computer Methods in Applied Mechamnics
and Engineering. in press,

Wilson, E., Taylor, R., Doherty, W., and Ghaboussi, J. (1973). Incompatible dis-
placement modes. Numerical and Computer Models in Structural Mechanies,
pages 43-75. Academic Press, New York,

W.P. Doherty, E.L. Wilson, R. T. (1969). Siress analysis of azisypmmelrie solids
utilizing higher order quadrilateral finite elements. Departament of Civil Engi-
neering, University of California, Berkeley.



214 HINLIGGIARA

Wriggers, P and Hueck, U, (1996), A formulation of the QS6 element for large elastic
deformations.  International Journal for Numerical Methods i Engineering,
39:1437-1454.

Wriggers, P. and Korele, J. (1996). On enhanced strain methods for small and finite
deformations of solids. Computational Mechanics, 18:413-428.

Wriggers, P, and Reese, S. (1996). A note on enhanced strain methods for lar-
ge deformations, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
135:201-209,

Y.R. Rashid, W. (1968). Pressure vessel analysis by finite element techniques. In
Proceedings of Conference on Prestressed Conerete Pressure Vessels, Instilute
of Civil Engineering.

Zalamea, F., Miquel Canet, J., and Oller, S. (1999). Un metodo en doble escala para
la simulacion de materiales compuestos. Enviado al Congreso MATCOMP 99;
Malaga, Espana.

Zienkiewicz, O. and Godbole, P. (1975). Viscous incompressible flow with special
reference to non-newtonian(plastic) fluids, volume 1. John Wiley, London.

Zienkiewicz, O., Rojek, J., Taylor, R., and Pastor, M. (1998). Triangles and tetra-
hedra in explicit dynamic codes for solids, International Journal for Numerical
Methods in Engineering, 43:565-583.

Zienkiewicz, O. and Taylor, R. (1994a). El Metodo de los Elementos Finitos, volume
1. Formulacion Basica y Problemas Lineales. CIMNE, Barcelona, Espana, dta
edition.

Zienkiewicz, O, and Taylor, R. (1994b). El Metedo de los Elementos Finitos, vo-
lume 2. Mecanica de Solidos y Fluidos, Dinamica y No Linealidad. CIMNE,
Barcelona, Espana, dta edition.



