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Resumen El presente articulo estudia el efecto de in-
corporar el término de transporte en las ecuaciones de
reaccion-difusién de dominio fijo, a través de campos
de velocidad toroidal. Se estudia especificamente la for-
macién de patrones de Turing en problemas de difu-
sién-adveccion-reaccion, considerando los modelos de
cinética de reaccion de Schnackenberg y de glucdlisis. Se
analizan cuatro casos que se solucionan numéricamente
empleando la técnica de elementos finitos. Se encuentra
que, para los modelos de glucdlisis, el efecto advectivo
modifica totalmente la forma de los patrones de Turing
obtenidos con difusién-reaccion; mientras que para los
problemas de Schnackenberg, los patrones originales se
distorsionan levemente, haciéndolos rotar en el sentido
del campo de velocidades. Ademds, se determind, en
cada caso, la velocidad limite para la cual el efecto ad-
vectivo supera el difusivo y se elimina la formacién de
patrones. Por otro lado para valores muy bajos en el
campo de velocidad, el efecto advectivo no es conside-
rable y no hay modificaciéon en los patrones de Turing
originales.
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NUMERICAL EXPERIMENTS ON REACTION

ADVECTION DIFUSION WITH NULL DIVER-
GENTE OF VELOCITY FIELD

Summary This article studies the effect of the inclu-
sion of the transport term in the reaction-diffusion equa-
tions, through toroidal velocity fields. The formation
of Turing patterns in diffusion-advection-reaction pro-
blems is studied specifically, considering the Schnacken-
berg reaction kinetics and glycolysis models. Four cases
are analyzed and solved numerically using finite ele-
ments. Is found that, for the glycolysis models, the ad-
vective effect totally modifies the form of the obtained
Turing patterns with diffusion-reaction; whereas for the
problems of Schnackenberg, the original patterns dis-
tort themselves slightly, making them to rotate in the
direction of the velocity field. Also this work was able to
determine, that for high values of velocity, the advective
effect surpasses the diffusive one and the instability by
diffusion is eliminated. On the other hand for very low
values in the velocity field, the advective effect is not
considerable and there is no modification in the original
Turing pattern.

1. Introduccion

Muchos problemas fisicos pueden ser modelados ana-
lizando el balance de tres fenémenos: la difusion, la ad-
veccidon y la reaccién [1]. El primero se define como la
dispersién de las especies involucradas en el proceso a lo
largo del dominio fisico del problema. La adveccidén se
relaciona con el transporte de especies debido a la pre-
sencia de campos de velocidad. Y por tltimo, la reaccion
es el proceso de interaccion mediante la cual se generan
o se consumen las especies involucradas en el fenémeno.
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La ecuacién diferencial de difusién-adveccion-reacciéon
involucra estos términos, tal como se expresa en (1) pa-
ra un fenémeno con una sola especie [1]:

%zV%:Vu—FaVu—Ff(u), (1)
donde u es la concentracién de la especie estudiada, a es
la velocidad asociada al fenémeno advectivo y f(u) la
funcién que define el proceso de reaccién. Esta ecuacién,
y mas comunmente sistemas de ecuaciones diferencia-
les, han sido empleados para el estudio de problemas en
campos como la dindmica de fluidos [2], transferencia de
calor [3-5], fisica de semiconductores [6], ingenierfa de
materiales [7], quimica [8], biologia [9-12], dindmica de
poblaciones [13-15], astrofisica [16], ingenierfa biomédi-
ca [17-19] y matemdticas financieras entre otros.

Un fendémeno particular que se rige por los procesos
de reaccién y difusion, se caracteriza por la presencia
de distribuciones espacio-temporales de las especies in-
volucradas, esta distribucion se denomina cominmente
patrén. Turing [20] define las condiciones para las cuales
un proceso reactivo en equilibrio puede ser inestabiliza-
do por la presencia de un término difusivo, generandose
asi unos patrones espaciales heterogéneos, denominados
inestabilidades por difusion o inestabilidades de Turing.

De acuerdo con Turing [20], Madvamuse [11,12,17,
21-25,27,28] y Garzén-Alvarado [29], han propuesto si-
mulaciones numéricas bajo condiciones de crecimiento
de dominio y geometrias particulares que modifican los
patrones de distribucion de las concentraciones, respec-
tivamente. Dichos articulos tienen en comin que el mo-
delo de ecuaciones diferenciales es un sistema de reac-
cién-difusién, de dos especies, como el definido en (2),

ou

o = Vo Vut - fluv)

5 (2)
v

E—dV~Vu+'y~g(u,v)

modelo que presentara inestabilidad espacial en los pa-
trones de concentracion de las especies u y v, si se
cumplen cada una de las condiciones enunciadas en (3)
[20,21,26].

fugv - fvgu > 0
Ju+ 90 <0
dfu+ gv < 0 ®)

(dfu + gv)2 > 4d (fugv - fvgu)

Donde f; y g; indican las derivadas de las funciones
de reaccién con respecto a las variables de concentra-
cién, por ejemplo f, = %. En las expresiones (2) y (3)
d= BZ es la relacion entre los coeficientes de difusion
de las dos especies D% y D", en tanto que -y es un coefi-
ciente de adimensionalizacién asociado con los procesos

reactivos f y g.

El trabajo de Turing, permitié simular la formacion
de patrones en diversos procesos fisicos y quimicos, ta-
les como la formacién las manchas en la piel de algunos
animales [10-12,30-33], la formacién de hueso, tejidos y
tumores [17-19,34], la distribucién de poblaciones ani-
males [13,14], entre otras muchas aplicaciones.

La dinamica de la formacién de estos patrones, mo-
delada a través de las ecuaciones de reaccién-difusion,
es estudiada normalmente empleando diversas técni-
cas numéricas. Estas soluciones de naturaleza numéri-
ca se hacen necesarias y ttiles, debido a las formas
geométricas complejas de los dominios que comiinmen-
te se tratan, asi como también a las no linealidades
que se introducen en las ecuaciones diferenciales dentro
de los términos de cinética de reaccion clasicos, tales
como modelos de reaccién de Gierer-Meinhardt, Tho-
mas, Schnakenberg, Gray & Scott, entre otros [11]. Se
han implementado soluciones al problema de reaccién-
difusién empleando diferente técnicas numéricas, tales
como: diferencias finitas, como por ejemplo en los tra-
bajos de Murray [31], Kondo [32], Barrio [35] y Cram-
pin [36]; elementos finitos, como en Chaplain [34], Se-
kimura [22] y Madzvamuse [11,23-25]; y elementos es-
pectrales, como en Kassam [37]. Muchos de los estu-
dios inicialmente desarrollados en el tema de formacién
de patrones de Turing se han dedicado al trabajo con
mallas fijas No obstante dado que muchos de los pro-
blemas fisicos simulados empleando las ecuaciones de
difusiéon-reaccién implican crecimiento, algunos autores
como Madzvamuse [11], han estudiado la incidencia del
crecimiento de malla en la formacién de patrones de di-
fusién En su trabajo de 2003, Madzvamuse [11], plantea
un algoritmo para la solucién de problemas bidimensio-
nales de difusién-reaccién empleando un dominio Eule-
riano continuamente creciente. Por ejemplo, en [23] se
presenta una aplicacién de una técnica de elementos fi-
nitos con crecimiento de malla a problemas bioldgicos
En 2007 Madzvamuse [27] presenta, mediante un enfo-
que Lagrangiano, el efecto de una malla estructurada
creciente en la formacién de patrones de Turing, anali-
zando dos técnica especificas: un método de diferencias
finitas implicito y un planteamiento de elementos fini-
tos con una discretizacion temporal de segundo orden
semi-implicita (2-SBDF). Esté ltimo trabajo se com-
plementa con [28], en donde se comparan los resultados
de la técnica 2-SBDF, con una implementacién en ele-
mentos finitos que linealiza los términos de reaccién.

Es de resaltar que, en los trabajos anteriormente
mencionados, los cuales incorporan el efecto del creci-
miento del dominio en la formacién de patrones de Tu-
ring, se introduce un término advectivo en la ecuacion
diferencial. No obstante, en muchos de ellos el papel
de este fenémeno de transporte no es evidente, debi-
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do a que el enfoque Lagrangiano empleado elimina este
término de la ecuacion diferencial.

El presente articulo se enfoca en el estudio de la for-
macion de patrones de Turing, sin crecimiento de malla,
incluyendo términos advectivos con campos de veloci-
dad toroidal. Se implement6 en lenguaje Fortran, una
solucién numérica de la ecuacién de reacciéon-adveccién-
difusién empleando elementos finitos, con una discreti-
zacién temporal Backward-Euler. Los resultados alcan-
zados muestran no solo la influencia de los términos
convectivos analizados con el tipo de patrén formado,
sino la relacién entre la magnitud del término de ad-
veccion y la aparicién o no de las inestabilidades por
difusién. Se presentan cinco casos de estudios, tres de
estos incorporan términos de reaccién de Schnacken-
berg, mientras que los dos casos restantes se analizaron
tomando un modelo de reaccién de glucélisis. Los resul-
tados presentados muestran que los modelos con reac-
cién de glucdlisis son mucho mas sensibles a la presencia
de campos advectivos, pues ain para pequenos valo-
res de velocidad se reportan alteraciones en el patrén
de Turing resultante. Por el contrario, los modelos con
reaccién de Schnackenberg, muestran variaciones en los
patrones de Turing que son proporcionales a la magni-
tud del campo de velocidad toroidal empleado, de modo
que para pequefios campos las variaciones en los patro-
nes no son considerables.

La estructura del articulo presentado consta de cua-
tro secciones: en la primera parte del texto se plantea
la formulacién de la ecuacién de reaccién-conveccién-
difusién, en tanto que la solucién numeérica de la misma
se presenta en la segunda seccién, a través de una for-
mulacién por elementos finitos. En una tercera seccién
se definen los modelos de cinética de reacciéon de Schna-
kenberg y glucoélisis, mientras que en la cuarta seccién
se presentan los resultados de diferentes experimentos
numéricos desarrollados para dos especies, incorporan-
do el término de transporte con campos de velocidad
toroidales y los términos reactivos anteriormente men-
cionados. En la parte final del articulo se presentan las
conclusiones.

2. Formulacién por elementos finitos de la
solucion de la ecuacion de
reaccion-adveccion-difusion

Este articulo se enfocard en el estudio del siste-
ma de ecuaciones diferenciales de reaccién-adveccion-
difusion (4):

@—i-a Vu—V-D(Vu) —

9 flw)=0 (4)

en donde u = [u,v]T es el vector de concentracion de las
especies u y v, a = [a, ay]T es el vector de velocidades
asociado con el término de transportes, en tanto que
fu) = [f(u,v), g(u,v)]T son las funciones que definen
los modelos de reaccién entre las especies.

Aplicando el método de los residuos ponderados a

la expresién (4) se obtiene la ecuacién (5):
/W (+a Vu-V-D(Vu) - f> i2=0 (5

en donde W es una funcién de ponderacién. Ahora,
operando cada uno de los términos por separado e in-
tegrando por partes se obtiene la expresién (6):

/W—dQ+/W a-Vu)d2+
/VW (DVu)d — /Wfd.Q (6)
/WDVudF =0

Empleando el método de Galerkin y aproximacio-
nes polinomiales discretas para cada elemento como en
(7), la ecuacién de residuos ponderados puede escribirse
para cada elemento como se muestra en (8) [38].

= Z Noytm (7)

ou
W;.N,,, —=d ¢
/ l ot +

/Wl.(g~VNm)dﬂeJr/VWp(DVNm)dQe Unm

ne

—/Wl.fdfze—/Wl.JdFe =0 ©)
e Ie

Desde el punto de vista temporal, la derivada del
primer término de la expresién (8) se puede aproximar
mediante un planteamiento totalmente implicito Back-
ward-Fuler, tal como se muestra en (9).

ui uz 1
W,.N,,dQe¢ | —m——"m
/ l < At ) +
Qe

/Wl.(gVNm)dQe+/VWl~(DVNm)dQe ul

e
—/VV;.fdQe —/VVl.JdFe =0 9)
ne Ie
Donde u, y ul>! son los vectores de valores nodales

para el instante de tiempo ¢ e ¢ — 1 respectivamente, en
tanto que At es el intervalo de tiempo.
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En forma simplificada, la expresion (9) se puede es-
cribir como (10):

ut — i—1

M 1 (C o+ K) ik, = i (10)

donde

M = /I/Vl.]\fmdﬁ6 (11)
_(Ze

QZ/WNQVMMWG (12)
QS

K= /VW;~(DVNm)dQe (13)
Qe

ﬁ:/Wl.fdQe+/Wl.JdFe (14)
QC FE

3. Modelo de reaccion de Schnakenberg

Schnakenberg [39] consideré un conjunto de dos es-
pecies en una reaccién trimolecular que admite reaccio-
nes periédicas. Este mecanismo quimico ha sido utiliza-
do por un gran nimero de autores para explicar diversos
fenémenos naturales [1,25,30,40,41,43] Los términos de
reaccién de Schnakenberg pueden ser introducidos en
un sistema de reaccién-adveccién-difusion, que en su
forma adimensional se muestra en la expresién (15)[39]

N o= utuP0) 4V Vu—aVu

{4 (15)
(B —u?v) + V-dVv—a.Vu

ot Y
en donde las constantes positivas « y 3 representan la
produccién de u y v respectivamente, mientras que el
término de catélisis nolineal u?v define la activacién de
u y el consumo de v La constante d define la relacién
entre los coeficientes de difusién de cada especie.

Este modelo resulta especialmente interesante de-
bido a que su empleo en las ecuaciones de reaccién-
difusién permite la generacién de patrones particulares
generados por inestabilidades de Turing. En este proce-
so de formacién de patrones, las pequenas perturbacio-
nes iniciales se amplifican y se propagan, lo que lleva a la
formacion de manchas que avanzan lentamente e inter-
acttian entre si [42]. Debido a lo anterior, el modelo del
Schnakenberg es ampliamente empleado para la simu-
lacién de regeneracién Gsea, como en [43] en donde las
especies estudiadas son las hormonas PTHrP (Hormo-
na Paratiroidea Péptida Relacionda) y Ihh (Hormona
Indian Hedgehog).

4. Modelo de reaccion de glucélisis

La glucdlisis o glicdlisis es el proceso de sintesis (oxi-
dacién) de la molécula de glucosa para proporcionar
energia al metabolismo celular. A través de una secuen-
cia de reacciones, la glucosa es transformada en piru-
vato y en ATP, unidad de intercambio metabdlico en el
organismo vivo. Este modelo de reaccién, caracterizado
porque las dos especies relacionadas (piruvato y ATP),
se emplea comuinmente para modelar los procesos de
coagulacién y morfogénesis [44],[45] Las ecuaciones de
reaccién-adveccién-difusion adimensionales para el mo-
delo de glucdlisis se muestran en (16).
@:5fkufuv2+V.Vufg.Vu
v

azku—i—uvz—erV'ng—g.Vv

5. Caso 1: Modelo de disfusién, adveccién y
reaccién de Schnackenber #1

Para este modelo se defini6 un dominio cuadrado
en coordenadas adimensionales una constante de difu-
sion igual a d = 8,6676, asi como unas constantes de
reaccién de Schnackenbreg definidas por los valores:
v=230,82 a=0,1 $=0,9 (17)

Desde el punto de vista advectivo el campo de velo-
cidades empleado para este problema esta definido por
las funciones del vector a de la ecuacién (18) e ilustrado
en la Figura 1

a=la; ay]=1[-0,6(y—0,5)0,6(x—0,5)] (18)

La simulacién por elementos finitos realizada para
este problema, utilizé6 una malla estructurada de 2500
elementos (2601 nodos) cuadrados de primer orden y
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Figura 1. Campo de velocidad empleado para
el Caso 1
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Figura 2. Distribucién espacio-temporal de la concentracién de los reactivos u (a) y v (b) obtenida para el Caso

1 empleando un campo de velocidad nulo (Referencia)

0.984 0.990 0,996 1.002 1,008 1.014

(@

0,894 0.896 0.898 0.900 0.902 0.904 0,906

(b)

Figura 3. Distribucién espacio-temporal de la concentracién de los reactivos u (a) y v (b) obtenida para el Caso

1 empleando el campo de velocidad definido en (18)

un tiempo de simulacién igual a 30, con incrementos
de 001 unidades adimensionales. La condicién inicial
se tomo como una variacién aleatoria del +10% de la
concentracién de cada una de las especies alrededor del
caso estable sin difusién.

5.1. Resultados obtenidos para el Caso 1

En la Figura 2 se muestra los resultados de referen-
cia obtenidos para este caso empleando un campo de
velocidad g nulo; mientras que en la Figura 3 se grafi-
can los resultados alcanzados empleando el campo de
velocidad definido en (18). Para el caso de referencia,

se observa la formacion de un patréon de Turing seme-
jante a un tablero de ajedrez cuyas casillas se encuen-
tran alineadas con los bordes del dominio. Debido a
los pardmetros y la verificacion de las condiciones de
estabilidad dadas en (3), tal como se define en [1,21],
el tipo de patrén espacial, de estado estable en térmi-
nos temporales, que se presenta estd determinado por el
numero de onda (2,2) [23,29], como se ve en la Figura 2.
Ademas se observa que el tiempo de estabilizacién es de
aproximadamente 7 unidades adimensionales de tiem-
po. Por otro lado, en los resultados alcanzados adicio-
nando el efecto de adveccion, se observa la formacién de
un patrén similar al anterior, aunque ligeramente dis-
torsionado (rotado) en la direccién de giro del campo
de velocidad. Esta distorsiéon, medida como la rotacién
de los puntos de mas alta concentracién de especie la
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v, es cercana a 9,5° (ver Figura 4) Sin embargo es-
te dngulo cambia para diferentes intensidades de rota-
cién del campo de velocidad toroidal, siendo 9,5° el
maximo angulo de distorsién, pues para magnitudes de
velocidad de rotacién superiores a 0,6 la componente
advectiva supera los efectos difusivos y no se presenta
formacién de un patréon de Turing. Se encuentra adi-
cionalmente que el fenémeno de transporte introducido
con el campo de velocidad retarda el tiempo de estabi-
lizacién del problema, hasta un tiempo cercano a las 30
unidades y no modifica los niveles de concentracién de
las dos especies uy v.

80.59

0.2 0.4 0.6 0.8
X

Figura 4. Rotacién del patrén de Turing obtenida para
el Caso 1

6. Caso 2: Modelo de difusién, adveccion y
reaccion de Schanckenberg #2

Para la solucién numérica de este caso se empleé la
misma malla utilizada en el Caso 1, asi como los mis-
mos valores para las constantes definidas en (17), y se
consideré un campo de velocidad toroidal oscilatorio,
el cual se define en (19). En cuanto a la condicién ini-
cial, se empleé la solucion del caso estable del problema
reactivo.

a = laza,] =

. 27t . 2t
—-0,6(y —0,5)Sin <E> 0,6(z —0,5)Sin (1_5)]

(19)

6.1. Resultados obtenidos para el Caso 2

La solucién obtenida, mostrada en la Figura 5, pre-
senta formaciéon de patrones de Turing en forma de

tablero de ajedrez, el cual se ve distorsionado por el
sentido de giro del campo de velocidad toroidal, obte-
niéndose un patrén oscilatorio alrededor de la solucién
de referencia (no advectiva). Dado que la amplitud de
la velocidad empleada fue la misma que para el Caso
1, la amplitud de oscilacién del patrén resulta ser cer-
cana también a 9,5°. No se encontrd, que por efecto de
este campo de velocidad oscilatorio, los niveles de con-
centracion de alguna de las dos especies cambien con
respecto al problema de referencia. Es importante no-
tar que la oscilacién permite la continua re-construccion
de los patrones en £9.5° | sin generar cambios aprecia-
bles en la apariencia de los mismos en comparacion con
el patrén referente.

0.4
X

0.88 0.94 1.00 1.06 1.12 0.84 0.87 0,90 0,93 0,96

@ (b)

Figura 5. Distribucién espacio-temporal de la concen-
tracién de los reactivos u (a) y v (b) obtenida para el
Caso 2
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Figura 6. Campo de velocidad empleado para el Caso 3
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7. Caso 3: Modelo de difusién, adveccién y
reacciéon de Schanckenberg #3

Para este modelo se definié un dominio cuadrado en
coordenadas adimensionales, discretizado con 2500 ele-
mentos cuadrildteros de primer orden. La constante de
difusion d y las constantes de reaccién de Schnacken-
berg son definidas en (20).

d=11,5776 ~+=70,6 a«=0,1 (=09 (20)

Los anteriores datos predicen la formacién de un
patrén de estado temporal estable e inestable espacial
del tipo (1,1), tal como se referencia en [1,21]. Al igual
que en el Caso 2 se empleé un campo de velocidad to-

roidal variable en el tiempo, el cual se define en (21) y
se ilustra en la Figura 6

Ay =

< <
_{ 0,001 t <15 {0,001 t<15 (21)

T -1,8yt>15 1,8z ¢t > 15

0,60 0,70 0.80 0.90 1.00 1.10

(b)

Figura 7. Distribucién espacio-temporal de la concentracién de los reactivos u (a) y v (b) obtenida para el Caso
3 empleando un campo de velocidad nulo (Referencia)

La condicién inicial se tomo como una variacién
aleatoria del £10 % de la concentracién de cada una de
las especies para el caso estable sin difusién. El tiem-

po de simulacién es de 30 unidades, con incrementos
iguales a 001.

7.1. Resultados obtenidos para el Caso 3

En la Figura 7 se muestran los resultados de refe-
rencia obtenidos para este caso empleando un campo
de velocidad nulo, es decir, para un fenémeno difusivo-
reactivo. Se observa un corto tiempo de estabilizacion
cercano a 16 unidades de tiempo y un patrén carac-
terizado por la formacién de cuatro zonas o cuadran-
tes con concentraciones maximas y minimas alternadas.
En la Figura 8 se muestran los resultados de la simu-
lacién del problema difusivo-advectivo-reactivo. Se ob-
serva que para el campo de velocidad inicial (¢ < 15)
la distribuciéon de concentraciones de las dos especies
evoluciona hasta estabilizar y formar un patrén idénti-
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=16

t

0.40 0.60 0.80 1,00 1.20 1,40 1.60

(a)

0.72 0.78 0.84 0.90 0.96 1.02 1.08

(b)

Figura 8. Distribucién espacio-temporal de la concentracién de los reactivos u (a) y v (b) obtenida para el Caso

3 empleando el campo de velocidad definido en (21)

co al encontrado en el caso de referencia (problema no
advectivo) Esta similitud en los dos patrones se explica
por la pequena magnitud de la velocidad empleada en
esta fase de la simulacién. Sin embargo, para tiempos
superiores a 15 unidades, cambia radicalmente el campo
de velocidad y se presenta una modificacién en el patrén
obtenido hasta el momento. Efectivamente, después de
15 unidades de tiempo el patrén comienza un periodo
de evolucidn, el cual dura aproximadamente 2 unidades
adimensionales de tiempo, al final del cual se obtiene
una nueva distribucién, que es claramente asociable a la
direccion de giro del campo toroidal de velocidad. Esta
distribucién de concentraciones se asemeja al patrén
obtenido en la Figura 7 con una rotaciéon de 90° en
la direccién de giro del campo de velocidad (sentido
antihorario).

Noétese que dado que el campo de velocidad toroidal
no gira entorno al centro del dominio (z = 0,5y = 0, 5),
el patrén final no conserva las caracteristicas simétricas
que exhibia en el problema de referencia

En este ejemplo se observa como para pequenos va-
lores en el campo de velocidad, el efecto advectivo no lo-
gra afectar considerablemente la componente difusiva-
reactiva, no asi para valores de velocidad intermedios,
en donde el transporte de las especies logra modificar

los patrones de Turing originales, cambiando de mane-
ra importante la distribucién de las concentraciones de
las especies. Para velocidades altas, el efecto advectivo
supera el difusivo y no se presenta formacién de patro-
nes, es decir, se elimina la inestabilidad difusiva en la
reaccion de las especies.

8. Caso 4: Modelo de difusién, adveccion y
reaccién de glucdlisis — primer caso

En este caso se analiza el efecto del fendmeno advec-
tivo en la formacion de patrones de Turing, dentro de un
problema con un mecanismo de reacciéon de glucdlisis.
El dominio del problema se define como un cuadrado de
longitud m, discretizado con 2500 elementos cuadrilate-
ros lineales. El campo de velocidad toroidal empleado,
con centro en (z = 5y = %)7 se encuentra descrito por
medio de la expresién (22) (ver Figura 9), en tanto que
las constantes de reaccién se definen en (23)

a=lagay] =[-ry—3) slz—73)] (22)

d=0,0125 k=0,06 6=28 (23)

Para mostrar la influencia del término advectivo, se
simularon para las mismas condiciones difusivas-reactivas,
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Tabla 1. Valores del pardmetro x para los campos de velocidad empleados en el Caso 41

Caso | Caso 4-0 | Caso 4-1

Caso 4-2

Caso 4-3 | Caso 4-4

P 0 0,005

0,2 0,4 0,7
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Figura 9. Campo de velocidad empleado para el Caso 4
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Figura 10. Distribucién espacio-temporal de la concentracién del reactivo u obtenida para el Caso 4 empleando

campos de velocidad toroidal de diferente magnitud

cuatro casos con diferentes magnitudes en el campo de
velocidad, las cuales se presentan en la Tabla 1.

El tiempo final de simulacién empleado fue de 3000
unidades de tiempo con incrementos iguales a 01. La
condicion inicial utilizada estd definida por una varia-
cién aleatoria del 10 % alrededor de los valores estables
del proceso reactivo.

8.1. Resultados obtenidos para el Caso 4

En la secuencia de imdgenes (a) de la Figura 10, se
muestra el patrén de Turing obtenido para el problema
de referencia difusivo-reactivo (Caso 4-0). Este patrén
se caracteriza por la presencia de puntos en una distri-
bucién méas o menos regular, la cual se estabiliza en un
tiempo cercano a las 450 unidades. Al adicionar un pe-
quenio campo advectivo, como en el Caso 4-1, el patrén
muestra una dindmica en la cual los puntos interacttian
entre ellos uniéndose y separdndose permanentemen-
te mientras rotan alrededor del centro del dominio del

problema, tal como se ilustra en la secuencia (b) de la
Figura 10 Este caso no exhibe una solucién estable, el
comportamiento dindmico de continua rotacién del sis-
tema se mantiene ain al final del tiempo de simulacién
igual a 3.000 unidades.

Al aumentar la magnitud en el campo de velocidad,
como en el Caso 4-2 (secuencia (c) de la Figura 10),
se observa un retardo en el tiempo de formacién del
patrén. Dicha distribucién, que queda definida casi in-
mediatamente para los Casos 4-0 y 4-1 (en la referen-
cia) ahora toma forma solo después de 450 unidades
de tiempo. El patrén ahora formado muestra un me-
nor numero de puntos que en los dos casos anteriores, y
aunque al igual que en el Caso 4-1, el arreglo alcanzado
rota permanentemente alrededor del centro, se observa
que los puntos no interactiian unos con otros tal como
si sucedié previamente.

Para el Caso 4-3 el patron formado muestra un efec-
to mucho mas notorio de la componente advectiva Los
puntos circulares en rotacién obtenidos en los casos pre-
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vios, se fusionan por el efecto del campo de velocidad,
reduciendo la cantidad de puntos formados. Este patrén
se mantiene en rotacion alrededor del centro, tal co-
mo se observa en la secuencia (d) de la Figura 10. Un
aumento en la velocidad vortical, como en el Caso4-4,
termina de fusionar los puntos creando zonas anulares
regulares con diferentes intensidades de concentracion.
A diferencia de los casos anteriores, este patrén obte-
nido se estabiliza después de 150 unidades de tiempo
aproximadamente, tal como se muestra en la secuencia
(e) de la Figura 10.

9. Caso 5: Modelo de difusién, adveccion y
reaccién de glucdlisis — segundo caso

En este caso se analiza el efecto del fenémeno advec-
tivo en la formacién de patrones de Turing, dentro de un
problema con un mecanismo de reacciéon de glucodlisis.
El dominio del problema se define como un cuadrado
de longitud igual a 57, el cual es discretizado con 2.500
elementos cuadrilateros lineales. El campo de velocidad
toroidal empleado, con centro en (x = Oy = 0), se en-
cuentra descrito por medio de la expresién (24) (ver

Figura 11), en tanto que las constantes de reaccién se
definen en (25).

a=laz ay] = [—cycz]

d=0,08 k=0,06

(24)

§=1,2 (25)

Para mostrar la influencia de del término advecti-
vo, se simularon para las mismas condiciones difusivas-
reactivas cuatro casos con diferentes magnitudes en la
velocidad angularg, las cuales se presentan en la Ta-
bla 2. El tiempo final de simulacién empleado fue de
6.000 unidades de tiempo con incrementos iguales a 0,1.
La condicién inicial utilizada estd definida por una va-
riacién aleatoria del 10 % alrededor de los valores esta-
bles del proceso reactivo.

Tabla 2. Valores del parametro de velocidad angular ¢
para los campos de velocidad de Caso 5

Caso | Caso 5-0 | Caso 5-1 | Caso 5-2 | Caso 5-3
S 0 0,05 0,1 0,7
9.1. Resultados obtenidos para el Caso 5

En la secuencia de imdgenes (a) de la Figura 12,
se muestra el patrén de Turing obtenido para el proble-
ma de referencia difusivo-reactivo. En estas imédgenes se
observa como se forman una serie de puntos, los cuales
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Figura 11. Campo de velocidad empleado para el
Caso 5

interactian entre si a lo largo del tiempo, hasta formar
un patrén de lineas horizontales, mas o menos definido
después de 1.750 unidades de tiempo. La aplicaciéon de
un pequeno campo de velocidad toroidal, como el indu-
cido en el Caso 5-1, lleva a la formaciéon de un patrén
de lineas concéntricas alrededor del centro del campo de
velocidad, las cuales se estabilizan rapidamente aproxi-
madamente después de 500 unidades de tiempo y que
muestran una relaciéon con el campo advectivo aplica-
do en el problema. En la secuencia (b) de la Figura
12 se puede observar la evolucién del patrén obtenido
para el Caso 5-1. En el Caso 5-2 se analiza el efecto
del aumento en la magnitud del campo de velocidad
sobre la distribucién de los patrones. Al igual que en
el Caso 5-1, para este caso se presenta la formacion de
zonas de concentracién circulares centradas en (0, 0).
Este patron se forma y se estabiliza muy rapidamen-
te después de 500 unidades de tiempo. Sin embargo,
transcurridas 1.750 unidades de tiempo se alcanza una
bifurcacién y el patrén comienza a cambiar nuevamen-
te, para estabilizarse finalmente después de 2.200 uni-
dades de tiempo, tal como se muestra en la secuencia
(¢) de la Figura 12.

Finalmente, para una problema con un campo ad-
vectivo mayor, como el planteado en el Caso 5-3, se
observa que el patrén formado no es estable como en
lo casos anteriores, sino que se trata de un patrén os-
cilatorio, tal como se ilustra en la secuencia (d) de la
Figura 12. En este caso, al igual que en los anteriores,
se presenta también la formacién de unas lineas circu-
lares centradas en el origen del sistema coordenado; sin
embargo las intensidades de las lineas del patrén varian
durante el tiempo de forma oscilatoria, de modo que el
patron cambia tal como un frente de onda expandiéndo-

se desde el vértice inferior del dominio hacia los bordes
del mismo.
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Figura 12. Distribucién espacio-temporal de la concentracién del reactivo u obtenida para el Caso 5 empleando

campos de velocidad toroidal de diferente magnitud

10. Conclusiones

Se analizaron cinco problemas de difusién-adveccién-
reaccion, empleando los modelos de cinética de reaccién
de Schnackenberg y de glucélisis. En todos los casos se
compararon los resultados de los patrones de Turing
obtenidos del problema de difusién-reaccién de domi-
nio fijo y sin adveccion, con la distribucién resultante
al introducir un término de transporte por medio de
un campo de velocidad toroidal. Se encontré que para
los casos con cinética de reaccién de Schnackenberg, en
ciertos rangos de velocidad los patrones de Turing ori-
ginales se distorsionan, generandose patrones similares
al inicial pero con cierto angulo de desviacién, el cual
es proporcional a la magnitud del campo de velocidad
aplicado. Para velocidades superiores, el efecto advecti-
vo supera el difusivo, elimindndose la inestabilidad por
difusién y por tanto los patrones de Turing. En caso de
emplear velocidades inferiores al rango mencionado, el
efecto del transporte no es significativo y las variaciones
sobre los patrones de Turing no son apreciables.

Para los casos que emplearon el modelo de cinéti-
ca de reaccién de glucdlisis, se encontré que aun los
términos convectivos menores modifican considerable-
mente los patrones de Turing formados. Pequenos va-
lores en los campos de velocidad generan patrones de
forma parecida a los difusivo-reactivos (patrones de re-
ferencia), pero con una tendencia permanente a la rota-
ciéon. En tanto que con campos advectivos més fuertes,
se produce un transporte y combinacién (arrastre) de
los patrones obtenidos previamente, formandose nuevos
patrones, los cuales guardan formas geométricas muy
relacionadas con la naturaleza del campo de velocidad
aplicado.

Por dltimo, es importante resaltar que los resultados
obtenidos en los casos numéricos no han sido comproba-
dos experimentalmente. En este sentido, se han hecho

comprobaciones experimentales como [46] en donde se
relata la formacién de patrones en reacciones quimi-
cas complejas. En este sentido, éste articulo deja abier-
ta la posibilidad de realizar nuevos experimentos sobre
sistemas reactivos complejos bajo la acciéon de campos
de velocidad que modifican el patrén de formacion de
Turing. Por tanto, este articulo senala una nueva posi-
bilidad de experimentacion en problemas de reaccién-
conveccién-difusién que se ha predicho mediante la si-
mulaciéon numérica.
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