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Resumen

Si bien el disefio éptimo de sistemas estructurales a flexién ha sido un tema muy habitual en la optimizacién
de estructuras, en la mayoria de los problemas abordados no se han considerado variables geométricas.
Ademas, en las escasas aplicaciones donde si se han considerado, los anélisis de sensibilidad respecto a las
variables geométricas, tanto de la matriz de rigidez como de las condiciones, han sido realizadas, generalmente,
mediante diferencias finitas.

En la investigaciéon que se presenta se ha desarrollado una metodologia para la optimizacién del tamahno
de las secciones transversales y de la geometria, de sistemas estructurales trabajando a flexién. En ella
es necesario efectuar los andlisis de sensibilidad de primer orden tanto de la funcién objetivo como de las
condiciones, respecto a las variables de disefio del problema. Dichos analisis de sensibilidad se han efectuado
por derivacién explicita y constituyen el nicleo de lo que se expone en este articulo.

Ademaés, como ejemplo de aplicacién, se exponen los resultados obtenidos para un puente pértico de gran
longitud con numerosos vanos y para el que se han considerado diferentes conjuntos de variables de disefio y
de condiciones limitativas.

FIRST ORDER SHAPE SENSITIVITY ANALISYS OF FRAME STRUCTURES IN LINEAR
THEORY

Summary

While optimum design of flexural systems is a well-established topic of structural optimization most applica-
tions only consider size variables. In addition, sensitivity analysis of the stiffness matrix and the conditions
with respect to shape variables, in the scarce applications where this kind of variables are considered, has
been usually carried out by finite differences. In this paper an approach to size and shape optimization
of flexural systems is presented using explicit differentiation of the stiffness matrix, the vector loading and
conditions with respect to size and shape variables. As an application example, the results obtained for a
multi-span long portal bridge with different sets of design variables and conditions are exposed.
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INTRODUCCION

El diseno 6ptimo de estructuras de nudos rigidos es un tema muy habitual en optimizacién
de estructuras y si bien la cantidad de referencias que es posible encontrar es innumerable,
las referencias !~!! representan una amplia panoramica de resultados en diferentes tipologias
estructurales como porticos, emparrillados y vigas hiperestaticas de varios vanos.

Sin embargo, cabe sefalar, entre las principales deficiencias que actualmente existen en
la optimizacién de estructuras de barras a flexién, el escaso nimero de aplicaciones 2716
considerando conjuntamente variables de tamatio y de geometria, a pesar de que para esta
situacién serian de esperar grandes reducciones de la funcién objetivo, como ya se ha cons-
tatado para estructuras de nudos articulados, donde el nimero de aplicaciones considerando
ambos tipos de variables de disefio es muy elevado. Esto es asi, hasta el momento, debido
a la gran complejidad del problema que habria que resolver para estructuras reticuladas.

Las dificultades propias de la optimizacion de geometria en estructuras de nudos rigidos
surgen principalmente del hecho de que los métodos de optimizacién mas eficientes resultan
ser aquellos que emplean informacién acerca de las derivadas de primer orden, tanto de la
funcién objetivo como de las condiciones que limitan el problema, y si bien la obtencion de
las sensibilidades de la funcién objetivo no suele entranar especiales problemas, no ocurre
lo mismo con las de las condiciones, cuyo calculo se complica bastante con relaciéon al que
se efectiia para estructuras de nudos articulados.

Todo esto ha llevado a evitar el cdlculo analitico de las sensibilidades para estructuras de
nudos rigidos recurriéndose, generalmente, a su aproximacion mediante diferencias finitas.
A pesar de ello, esta solucién no ha terminado de resolver satisfactoriamente el problema
debido al mayor tiempo de calculo que requiere su obtencién y a la menor precisién que
se obtiene cuando la perturbacién necesaria para su determinacion no es lo suficientemente
pequena. Es precisamente esta situacién la que justifica la necesidad de su calculo analitico
y, por tanto, la de este trabajo que se presenta en el articulo.

DISENO OPTIMO DE SISTEMAS ESTRUCTURALES FORMADOS POR
BARRAS A FLEXION

La optimizacion de estructuras planas de barras de nudos rigidos se formula en este
articulo como la minimizacion del peso del material requerido por la estructura para soportar
las cargas actuantes, sujeta a una serie de condiciones con el objeto de limitar los maximos
movimientos y los mayores niveles de tensiones normales que se pueden producir en la
estructura como consecuencia de las cargas actuantes, ademas del rango de variacién de las
variables de diseno, es decir

Ny
minimizar F=x Z(AbLb) (1a)
b=1
sujeta a
u< uy (1b)
0n <0 <0y (1c)
Xm <X <Xy (1d)

donde F' representa la funcién objetivo, v el peso especifico del material, N, el nimero de
barras de la estructura, A, y L; el drea y longitud de la barra b. Ademéas u, ¢ y x son,
respectivamente, los vectores de movimientos, de tensiones normales y de variables de diseno
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y, finalmente, uy;, 6,,, O, X;n ¥ X representan los vectores cuyas componentes son las
limitaciones tanto para las condiciones como para el rango de variacién de las variables de
diseno.

En las relaciones anteriores la limitacion de los intervalos puede venir fijada por las
caracteristicas del material, las normativas técnicas que sean de obligado cumplimiento y
los aspectos de diseno, fabricacién o montaje que deban ser tenidos en cuenta. La obtencién
de las componentes de los vectores u y o se realiza mediante el correspondiente andlisis
estructural. Asi, el vector u de movimientos en los nudos de la estructura se obtiene a
partir de la ecuacién del método del equilibrio

f =Ku (2)

donde f es el vector de cargas en los nudos de la estructura y K es la matriz de rigidez de la
estructura. Esta tltima se obtiene del ensamblaje de las matrices de rigidez en ejes globales
K] de cada una de las barras. Cada matriz K] se obtiene a partir de la correspondiente
matriz de rigidez en ejes locales K! y de la matriz T}, que estd asociada a la orientacién de
los ejes de la barra con respecto a los ejes globales. Denominando ¢ = cosa y s = sen «,
siendo « el dangulo que forma la barra con el eje global x, y definiendo, para estructuras
planas, como matriz T a

c —s 0
T=|s ¢ 0 (3)
0 0 1
la matriz T, viene definida por
T < T Q ) ()
"o T

en donde la matriz § es la matriz nula cuadrada de orden 3.
Con estas notaciones la matriz de rigidez en ejes globales de la barra b se obtiene mediante

Kg:Tb'Ké'Tg (5)

En esta dltima expresion la matriz de rigidez en ejes locales de la barra b viene dada por

FA —-FA
I 0 0 I 0 0
0 12E1 6E1 0 —12E1 6E1
L3 L2 L3 L?
0 6E1 4FE7T 0 —6FE1 2E1
! K, Ki L2 L L? L
Kb = <Kl Kl ) = —EA EA (6)
21 22 I 0 0 T 0 0
0 —12FI —6ET 0 12E171 —6FET
L3 L2 L3 L?
0 6E1 2ET 0 —6FET1 4FE1

L2 L L2 L
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donde, para las cuatro submatrices de rigidez en ejes locales de la barra b que componen la
matriz K!, se ha prescindido, por no haber posibilidad de confusién y en aras de la claridad
de notacién, del subindice b que indica la barra que se estd considerando.

En cuanto al vector o, sus componentes son las maximas tensiones normales, en valor
absoluto, que se pueden dar en cada una de las barras de la estructura. Por tanto, la
localizacién geométrica de los puntos donde se pueden producir éstas resulta ser la de las
fibras superior e inferior de las secciones en los extremos de las barras y de secciones del
interior del vano cuya localizacién depende del tipo de carga aplicada.

Para mayor claridad en el desarrollo que se va a realizar resulta conveniente subdividir
el vector o anterior en dos subvectores, uno para cada tipo de localizacién, es decir, el
0" cuyas componentes son las tensiones normales en las fibras superior e inferior que se
producen en las secciones de los extremos de las barras de la estructura y el ™ para las
maximas tensiones normales que se producen en el interior del vano de cada una de las
barras.

El vector " se puede obtener mediante
Ny
o™ = Su + Zab (7)
b=1

donde o} es la aportacién de la barra b al vector " de tensiones normales en extremos
de barra debido a las fuerzas nodales de equilibrio por las cargas aplicadas en el interior
del vano ocupado por la barra, que por tanto depende del tipo de carga aplicada. Ademas,
cada una de las componentes del vector Su se obtiene mediante la expresion

N7 oy MY —E e BET
Oi, = (_1)1 i (_1)(z+k)_1 = Uy, (—c—i— (_1)z+k+1 > i

Ay Wi L L2kas
B s 6EI w4 Bl
+ ugy <TS + (=) L27kac> T U ((_1) ’ 2i—1 L2ka> "
E ., 6EI E , 6EI ki BT
i+k el ____ eyt
+ g, (fc +(=1) TR 3> + g, (zs +(—1) 2T c> +ug. <(—1) 2 LQka>

(8a)

donde i toma el valor 1 para el extremo inicial de la barra b y el valor 2 para el extremo final
y k vale 1 para la fibra superior y 2 para la inferior. Ademds N; y M; son, respectivamente,
el esfuerzo axil y el momento flector en el extremo i de la barra b, Wy, representa el médulo
resistente para la fibra superior o inferior, en funcién del valor de &, de la seccién transversal
de la barra b y A, es el area de la seccién transversal. La obtencién de los esfuerzos
axiles y momentos flectores necesarios en la expresién anterior se realiza a partir de las
correspondientes componentes de los vectores p; y p2 de esfuerzos en extremos de barra que
vienen dados por

p: = K\, TTu;, + K., T u, (8b)
p: = K) T u; + K5, T uy (8¢)

En (7) la matriz S se puede obtener como la suma de la aportacién de cada una de las

barras de la estructura N
b
s=>"s, (9a)
b=1
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donde la matriz S; es una matriz de cajas con submatrices nulas y submatrices no nulas.
La submatriz no nula estdndar es del tipo

—c 61s —s 61c 41 c 61s s 61c 21
L LPWe™ L * L2WE™  LW™ L * L2W™ L L2W™ L™
—c 61s —s 61c —471 c 61s s 61c =21
T W T W Iwpr L DPwi L W DT
E —c 61s —s 61c 21 c 61s s 61c —47
T L2WE™ L LPWp™ LW L LW L * L2W™  LW™

—c 61s —s+ 6lc 21 c+ 61s s 6lc 471
L L2Wjnt L L2wit  pwit L 2wt L 2wt Lwint

(9b)

donde W' y Wi son los médulos resistentes para las fibra superior y la inferior, respec-
tivamente.

Finalmente, las componentes de ™" se pueden obtener, cuando la carga actuante es una
carga distribuida p, perpendicular a la barra y extendida a todo el vano, mediante

int

. —N; M, V2 ‘ V2
sup _ U o e e N S— 10
S P L T e R PN (10a)
) —N; M. V2 i V2
inf g 2 % inf i
= — — — =M 4+ ——— 10b
Oc Ab I;[fbmf + 2pb”7};nf g; 2prmef ( )

siendo C la seccién del interior del vano donde se localizan las méaximas tensiones normales
en el interior del vano y V; el esfuerzo cortante en el extremo inicial de la barra.

ANALISIS DE SENSIBILIDAD DE PRIMER ORDEN. METODOS GENE-
RALES

Como ya se ha comentado anteriormente, los métodos de optimizacion més eficientes que
existen en la actualidad suelen emplear informacion de primer orden por lo que, general-
mente, se requiere calcular las sensibilidades de primer orden, tanto de la funcién objetivo
como de las condiciones que limitan el problema de optimizacién.

Los anélisis de sensibilidad de primer orden tratan de obtener, para una funcién ¢, los
valores Do

8$i

donde ¢ puede ser la funcién objetivo o cualquiera de las condiciones del problema que se
tenga planteado. Para el caso en que la funcién ¢ represente la funcién objetivo, la obtencién
de (11) suele ser muy sencilla. Asi, por ejemplo, en estructuras de barras, cuando la funcién
objetivo sea el peso de la misma y las variables de disefio sean las secciones transversales de
las diferentes barras, su determinacién es inmediata y se tendra que

i=1,...,n (11)

dp
8xi -

~vL; i=1,...,n (12)

siendo L; la longitud de la barra i-ésima y - el peso especifico del material empleado para
la estructura.
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Mucho mas complicado resulta, en general, el proceso de obtencién de los gradientes de
las condiciones del problema, que para el caso que se plantea seran los movimientos en los
nudos extremos de barras y las tensiones normales méaximas en cada una de las barras de la
estructura.

La obtencién de las sensibilidades de los movimientos en los nudos extremos de las barras
se calcularan, generalmente, a partir de las ecuaciones del andlisis en movimientos para la
estructura (2) y las de las tensiones normales a partir de las relaciones entre tensiones y
movimientos dadas por (7) para el caso de tensiones normales maximas en los extremos de
las barras y por (10a) y (10b) para las que se producen en el interior del vano.

De forma general, si la funcién ¢ representa una condicién cualquiera del problema de
optimizacion que se tiene planteado, la sensibilidad de primer orden respecto a una variable

genérica z; se podra calcular mediante!™!8
dp  Op Ou
= — 13
Ox; Ou Jx; (13)

En esta tltima expresion, la obtencién de las derivadas du/0z; se puede realizar a partir
de (2) derivando respecto a z; los dos miembros de la expresién

0K K@u _of

= 14
ox; + Oox;, Ox; (14)
por tanto P of IK
u
K = — 1
8:@ 8.’L‘i ﬁxiu ( 5)
si ahora se premultiplica por K~!, se tendra
Ju of 0K
=K — 1
y sustituyendo en (13)
dp  Op_ ., (0f OK

La expresion (17) se ha obtenido aplicando las reglas de derivacién, por ello este método
se denomina directo. Tiene la dificultad de requerir el calculo de la matriz K—!, que suele ser
dificil o costoso. Este tltimo cédlculo puede evitarse resolviendo el sistema de ecuaciones dado
por (15) que proporciona du/dx; e introduciendo los resultados en (13) se llega igualmente
a la solucién.

Una alternativa al método directo la representa el denominado método de la variable
adjunta o intermedia. En él se define el vector de variables adjuntas A en la forma

o¢"

Oy -1
‘ K™ =K ou

(18)

por tanto el vector de variables adjuntas se puede calcular resolviendo el sistema de ecua-
ciones
9"

KA\ = Du

(19)

sustituyendo en (17) se tendrd finalmente

= - 2
ox; A (axi o0x; u> (20)
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La resolucién del sistema de ecuaciones (19) para obtener A serfa idéntica a la del
sistema que resuelve, para la estructura en estudio, los desplazamientos si el vector de
cargas actuantes fuera el vector (d¢/du)”. El método de las variables adjuntas es también
conocido como el método de la carga ficticia'® o también método de la carga virtual debido
a que a menudo el vector (9¢/du)” es descrito como una carga ficticia o carga virtual.

Repitiendo el proceso descrito para la variable x;, por uno cualquiera de los dos métodos
descritos, con el resto de variables de diseno se llegan a obtener las sensibilidades buscadas

_ (99 Oy Op
Vo = (83:1 ST it 8a:n> (21)

Para analizar la conveniencia de uno u otro procedimiento, en una aplicacién concreta,
se ha de comparar el niimero de sistemas de ecuaciones asociado a cada uno de los métodos.
Asi, por ejemplo, el sistema de ecuaciones representado por (15) deberd resolverse para
cada caso de carga, ya que tanto el vector de movimientos u como el 9f /0z; dependen de
la hipétesis de carga, y para cada variable de diseno, pero no depende de la condicién de
la que se esté calculando su sensibilidad. Fn cuanto a las variables adjuntas contenidas
en el vector A son tnicas para todos los casos de carga, pero varian para cada una de las
condiciones.

Por tanto, en una estructura solicitada por ¢ casos de carga y para la que se consideran
n variables de disenio y se desea realizar el analisis de sensibilidad de m condiciones, hay
que proceder a la comparacién de los valores nc y m, siendo el primer valor el niimero de
sistemas de ecuaciones para el método directo y el segundo valor el nimero de sistemas
de ecuaciones para el método de la variable adjunta. Aquel que resulte menor indicard el
método que debe utilizarse.

Finalmente cabe senalar que en cualquiera de los métodos descritos anteriormente la
obtencion de las sensibilidades analiticas de la matriz de rigidez respecto a las variables
de diseno supone un esfuerzo computacional importante, que para estructuras de barras
de nudos articulados ya ha sido abordado y que sin embargo, para estructuras de barras
a flexién, generalmente ha sido evitado recurriéndose a su cédlculo mediante diferencias
finitas. Esto ha sido asf a pesar de que numerosos autores?’ senalan que la obtencién de las
sensibilidades por diferencias finitas puede conducir a errores importantes si la eleccion de
la perturbacién necesaria para su cédlculo no es lo suficientemente pequena. Esta es, junto
al mayor tiempo de calculo necesario con los esquemas de diferencias finitas, una de las
motivaciones principales del trabajo de investigacion que se presenta en este articulo.

ANALISIS DE SENSIBILIDAD RESPECTO A LA GEOMETRIA

Las variables de disefio que caracterizan la optimizacién de geometria de sistemas estruc-
turales a flexién hacen referencia a las coordenadas de los nudos en los extremos de las barras
que componen la estructura. El desarrollo que se realizard a continuaciéon es plenamente
valido para cualquier coordenada nodal.

En todo lo que sigue se considerard que x; representa la variable geométrica respecto a
la que se calculan las sensibilidades y sera, por tanto, una coordenada segin una direccién
global de un nudo de la estructura.

Se designara con Ly a la longitud de la barra b segin la direccién global que representa
k, por tanto representara L, o L;, segin cual sea el valor de k. Con L, se designara a la
longitud de la barra b segtin la direccion de la variable geométrica x; y con Lyg a la longitud
de la barra b en la direccién perpendicular a la de la variable z;.
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En la Figura 1a se han representado los significados de L, ¥ Lys para el caso en que la
coordenada nodal respecto a la que se deriva es una coordenada x y en la Figura 1b se ha
representado lo anterior pero para el caso en que la coordenada nodal respecto a la que se
deriva es una coordenada y.

i Lop : Lo

Lba Lup

X X
Figura 1. (a) z; es una coordenada z; (b) z; es una coordenada y

Ademas se empleard la variable d,; cuyos valores, también para la barra b que se esté
considerando, serdn:

d»; = 0, si para la barra b sus extremos no contienenx;;
dp; = —1, si para la barra b el extremo 1 contiene x;;
0p; = 1, si para la barra b el extremo 2 contiene z;.

Ademss se tendra en cuenta que ¢y s son, respectivamente, el coseno y el seno del angulo
a que forma la barra que se esté considerando con el eje global z, en consecuencia

be
= = 22
c=cosu I, (22a)
s=sena = Loy (22b)
Ly

Sensibilidades de primer orden de la funcién objetivo

La funcién objetivo para el planteamiento que se estd siguiendo es el peso estructural y
viene dada por la expresién

Ny

F=7v) (AL) (23)

b=1

En la expresién anterior lo tinico que depende de la geometria es la longitud de cada una
de las barras de la estructura L, por tanto

OF i, 0L,
oz, bz_; Ay o, (24)

y puesto que la dependencia de L, respecto de las coordenadas nodales viene dada por

nds nds

L, = Z(iﬁkz - le)Q = ZLik (25)

k=1
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donde el extremo inicial de la barra b es el 1, el final el 2 y nds es el nimero de dimensiones
espaciales del problema que se esté resolviendo, por ejemplo en un problema plano el valor
de nds serd de 2, se tendra que

L
0L, __ 0.5 2Ly On; (26a)
Bl'j nds
\/ 2 Lo
k=1
y, por tanto

OF N ALy
— = E Op;j 26b
Oz, ! b=1 YLy (260)

Sensibilidades de primer orden de los movimientos

Las sensibilidades de los movimientos pueden obtenerse bien por el método directo (17)
o bien por el método de la variable adjunta (20). En ambos casos hay que calcular las
sensibilidades respecto de las coordenadas nodales del vector de cargas y de la matriz de
rigidez de la estructura, es decir 0f /0z; y 0K /Ox;.

Sensibilidades del vector de cargas

El vector f de cargas en nudos se puede obtener como la suma del vector de cargas
puntuales directamente aplicadas en los nudos y de los vectores de contribucién de cada una
de las barras por las cargas que no actiian directamente sobre los nudos de la estructura,
mediante las fuerzas nodales equivalentes.

Si se designa con f, al primero y con f, a la contribucién de la barra b por el segundo
tipo de cargas, se tendra que

Ny
f=f,+> f (27)
b=1

En cuanto a las cargas que no actiian en los nudos de la estructura, sélo se consideraran
cargas distribuidas uniformes a lo largo de toda la barra y su valor se denominard p,. Por
tanto las componentes no nulas del vector f, corresponden a los grados de libertad de los
nudos extremos de la barra en la que actiia la carga y se obtendran como producto del factor
Py por un vector gr, que sélo depende de la geometria, por tanto

£y = py g, (28)
Para estas cargas distribuidas tinicamente se consideraran dos posibilidades:

a) No provienen de un peso propio. Para este caso el valor de la carga distribuida es
constante y se supondra ademas, que la carga distribuida es ortogonal a la directriz de
la barra.

b) Provienen de un peso propio. En este otro caso se tendré que p, es el producto del drea de
la seccién transversal por el peso especifico del material. Ademds, puesto que la barra no
tiene porque ser perpendicular a la direccién de la accién gravitatoria, como sucede con
las barras verticales o en las inclinadas, se considerard que esta carga distribuida puede
tener componentes ortogonal y paralela a la barra, por lo que el factor utilizado para
proyectar segun estas direcciones, que es un factor geométrico, aparecera en el vector g, .
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En definitiva, se tendra que p, no depende de la geometria y que

Ny

f=f,+> pes (29)

b=1

Las cargas puntuales directamente aplicadas en los nudos de la estructura generalmente
son constantes, por lo que no dependen de las variables geométricas y, en consecuencia, su
contribucién a f no cambia con dichas variables por lo que

of < 9
=Y p 2N (30)
b=1

8—.%'1' 8a:j

Para calcular 0gg, /0, se tendran en cuenta las diferentes posibilidades que se pueden
producir.

a) Las cargas distribuidas no provienen de un peso propio. En esta situacion los factores
geométricos que se han de derivar son Ly,, Ly, y L. Para los dos primeros si el elemento
contiene la direccién que representa x;

0Ly,
=6 31
8$j bj ( a)
y si el elemento no contiene la direccién que representa z;
OLuy,
=0 31b
5 (31D)
En cuanto a L
=0 s, b ¢
al‘j b Lb

b) Las cargas distribuidas provienen de un peso propio. En esta otra situaciéon se han de
derivar Ly, Ly, /Ly, Ly,/Ly y Li,/Ly. Ademds se ha de derivar el término L,Ly, o el

término L;Ly,, en funcién de que, respectivamente, la acciéon gravitatoria sea segun la
direccion del eje global y o segun la direccion del eje global x.

Para los tres primeros si el elemento contiene en orden cuadratico la direccién que
representa x;

L}
a ba
( Ly ) Lyo 202 — L},
_— = (5bj—

32
a.ﬁUj Lg’ ( a)
si el elemento contiene en orden lineal la direccién que representa x;
Ly Lys
0 L, Lys L — L, Lys
—— L =y = 32b
81']' b Lg’ ( )
y si el elemento no contiene la direccién que representa z;
L2
8(7?) Ly I}
A Wi (32¢)



Anilisis de sensibilidad de primer orden respecto a variables geométricas para estructuras de nudos rigidos 265

En cuanto al término que falta, L,L;, o LyLy,, si el elemento contiene en orden lineal la
direccién que representa z;

O(Ly L)
813]‘

L2
=" <Lb+-jfﬂ> (32d)
b

y si, finalmente, el elemento no contiene la direccién que representa x;

(32¢)

Sensibilidades de la matriz de rigidez

Se habia visto que la matriz de rigidez de la estructura se obtenia del ensamblaje, para
cada una de las barras que componen la estructura, de las diferentes matrices K. Esta
ultima matriz se obtenfa mediante la expresién (5).

Si se denomina K, a la participacion de la barra b en la matriz de rigidez total de la
estructura, se tendra que la matriz K de la estructura podra expresarse como

Ny
K=> K, (33)
b=1

y por tanto, derivando respecto de x;

K _ R OKy

- a$]‘

7z, (34)

b=1

Pero todos los elementos no nulos de las matrices K, tienen un factor geométrico que se
encuadra en uno de los grupos siguientes:

e El denominador del término es Lj.

En este grupo el elemento puede ser Ly /Ly, Lj,/Ly o LyyLy,/L;. Al derivar, si el
elemento contiene en orden cuadratico la direccién que representa z;

L2
o (ﬂ) ) .
L} __5_LM2Lb—5LM

= 35
6.’L’j b LZ ( a)
si el elemento contiene en orden lineal la direccién que representa x;
Ly Lig
N~ Log L? — 5L, Loy
N T 7, e 35b
a.in b LZ ( )
y si el elemento no contiene la direccién que representa z;
9 (L_?B) .
L =513, Lyg
bl =6y, b6 % (35c¢)

= Op; =
8$j Lb



266 J. C. Perezzan y S. Hernandez

e El denominador del término es L} con un numerador cuadratico.

En este otro grupo el elemento puede ser Ly, /L, Lj,/Lj o Ly,Ly,/Lj y al derivar, si el
elemento contiene en orden cuadratico la direccién que representa z;

5 <L§a>
L} 2Ly, L} — 3L}
N/ s Ty b 36
ﬁxj b Lg ( a)
si el elemento contiene en orden lineal la direccién que repesenta z;
Lo Ly
? L} LysLi — 3L3, Ly
——°2 L = = 36b
axj b Lg’ ( )
y si el elemento no contiene la direccién que representa z;
L3 —3L55 Ly,
bl = gy (36¢)

by 5
3zj Lb
e El denominador del término es L7 con un numerador lineal.

Para este grupo el elemento puede ser Ly,/L;} o Ly,/L}, vy al derivar, si el elemento
contiene en orden lineal la direccién que representa z;

o @
L} _s L? —3L2,

= _ 37
Gacj b Lg ( a)
y si el elemento no contiene la direccién que representa z;
L
? ( L?) 3Lys L
b —oLpg Lipa
=6 37b
8(133‘ b Ll? ( )

e El denominador del término es L.

Para este dltimo grupo el elemento s6lo puede ser 1/Ly, por lo que al derivar quedara

8<Li”) P (38)

= Opj 3
85[7]‘ Lb

Sensibilidades de primer orden de las tensiones normales

Puesto que para las condiciones tensionales se estdn considerando las fibras extremas
de las secciones en los extremos de barras y de aquellas del interior donde se localizan
los méaximos relativos de los valores absolutos de las tensiones normales, se calcularan las
sensibilidades de las tensiones normales en las fibras extremas de las secciones indicadas.
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Sensibilidades del las tensiones en extremos de barra

Para el calculo de estas sensibilidades cabe senalar que si bien para estructuras de nudos
articulados es aplicable cualquiera de los dos métodos generales anteriormente citados,
directo y de la variable adjunta, para estructuras de nudos rigidos resulta mucho mas
conveniente calcular las sensibilidades a partir de la expresién (7)

o = Su + Zg’b (39)

en donde g, representaba la aportacién de la barra b de la estructura al vector de tensiones
normales en extremos de barra ¢°*'*, debida a las fuerzas nodales de equilibrio. Si en
la barra b las Unicas cargas existentes estuvieran aplicadas directamente sobre los nudos
extremos, esta aportacién seria, obviamente, nula, y si existieran cargas no directamente
aplicadas sobre los nudos extremos @} tendria todas sus componentes nulas a excepcion de
las correspondientes a las fibras superior e inferior de las secciones en los extremos de la
barra b. Estas tdltimas componentes dependeréan del tipo de carga aplicada y en general
seran funcion de la geometria. Por tanto, derivando la expresién anterior respecto de la
variable geométrica x;, se tendrd

0o °*tr ou 0S
=S — + o o 4

En la expresién anterior se conoce ya S, u'y du/dz;, lo Ginico que resta por conocer son los
términos 0S/0x; y 00y, /0z;. Para calcular el primero se tendra en cuenta que por (9a)

Ny
s=>'s, (41)
b=1

Derivando esta tltima expresion
9S <% 8S,

9z, (42)

0x;
b=1 J

Todos los elementos no nulos de las matrices S, tienen un factor geométrico que se encuadra
en uno de los grupos siguientes
e El denominador del término es L3.

Para este grupo el elemento puede ser Ly,/Lj o Ly,/L;. Estos elementos ya aparecfan
en la matriz de rigidez por lo que sus derivadas ya son conocidas. Si el elemento contiene
en orden lineal la direccién que representa x;

Lo,
g ( Lg > Lg - 3L£
= 5. o 43
oz b Ly (432)

y si el elemento no contiene la direccién que representa x;

o Lug
Ly) _ s —=3LusLua
a$j — b Lg

(43b)
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e El denominador del término es L?.

Para este grupo el elemento puede ser Ly,/L; o Ly,/L?, y al derivar, si el elemento
contiene en orden lineal la direccién que representa z;

Lo
0 ( L7 > 12— 2L
= o 44
3@ b Lg ( a)

y si el elemento no contiene la direccién que representa z;

P @
L7) _ s —2Lys Lua
81,']‘ b Lg

(44b)

e El denominador del término es Ly.

Para este tltimo grupo el elemento sélo puede ser 1/L;, que también aparecia en la
matriz de rigidez, y al derivar se obtenia

1
Lb _ _Lba
oz, = 0p; 3 (45)

A continuacién, para calcular las derivadas de las componentes del vector a; se tendra
en cuenta que dada una barra b genérica sobre la que actida una carga distribuida uniforme
pp perpendicular a la direccién de la barra y que ocupa todo el vano, las componentes no
nulas del vector o, que hacen referencia a las tensiones normales en las fibras superior e
inferior de las secciones 1 y 2, respectivamente inicial y final de la barra b, vienen dadas por
las expresiones

su su Db L%
o] P _ 5 | S ]Q—M/'bsma (463)
. . —pp L?
O-inf = 012nf - 12p;;[/1r?f (46b)
b

Al derivar respecto de la variable geométrica x; las expresiones anteriores tendremos dos
situaciones, segun el origen de la carga distribuida:

a) No es un peso propio. En esta situacién, puesto que p, es una constante, lo tinico que
depende de la geometria es el factor L? cuya derivada es

OL?

= 6y; 2L4e 47

gz, O 2o (47)
por consiguiente ) )
8 su 8 su

o _ 9% D Lo 0 (48)

or;  0z;  6Wp

doint Joint -
Ox; — Ox; 6w MY (49)
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b) Es un peso propio. Para esta otra situacién p, tiene un factor geométrico que depende
de la direccién de la gravedad. Asi, cuando la direccién segin la que actia la gravedad
es la del eje global y el factor geométrico es ¢ y cuando la direccién es la del eje global
x el factor geométrico es s, por tanto en la primera situaciéon se ha de derivar el factor
Ly, L, y para la segunda situaciéon se ha de derivar el factor L;, L,. Por lo tanto, si el
factor contiene en orden lineal la direccién que representa x;

O(Lypo Ly) L?
———— =0 | Ly + == 50
8?[33‘ b3 b + Lb ( a)
y si el factor no contiene la direccién que representa x;
O(Lys L) Lys Ly,
= Oy, 50b
8xj b Lb ( )

Sensibilidades de las tensiones normales maximas en el interior de la barra

Para el caso en que la carga actuante en el interior del vano de una barra genérica b sea
una carga distribuida uniforme p, perpendicular a la direccién de la barra se tendréa que, al
ser el esfuerzo axil constante a lo largo de toda la barra, los valores maximos de las tensiones
normales se situaran en las secciones donde los momentos flectores sean también maximos.

Si se denomina V; al esfuerzo cortante que existe en el extremo inicial de la barra b,
la seccion donde se produce el momento flector de mayor valor absoluto se localiza a una
distancia de dicho extremo i dada por

\%
o (51)
y el valor del correspondiente flector es
V2
Mfextr = MZ - - (52)
2py

donde M; es el momento flector en el extremo 4 de la barra y My, es el momento flector
maximo relativo, en valor absoluto, que existe en el interior de la barra.

Por tanto las tensiones normales en las fibras superior e inferior, respectivamente, de la
seccién interior indicada, que designaremos con C, venian dadas por (10a) y (10b), es decir

N, M, V2 V2
sup __ ? 4 o 2 e i L — 53
Tl T, W T e T o (53a)
. =N M, V2 . V2
O_mf _ 7 —_ O_;nf + i (53b)

© T A, Wt apnp 2p, Wt

Si se derivan las dos expresiones anteriores respecto de la variable geométrica z;
9 1
oo 0o’ V2 Db v, oV,

0z dr;  2W.™ dx;  pW.' Oz,

(54a)

1
oot _om v °(a) v o

oz dr;  2WM fu; P Wit Oz,

(54b)
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En las dos expresiones anteriores hay que calcular todavia 9(1/py)/0x; y OV;/0x;.
Si la carga distribuida no proviene de un peso propio, p, es un valor constante y no

depende de la geometria y por tanto
1
()
_\PJ _ (55)

04,

por el contrario, si la carga distribuida proviene de un peso propio, p, es el producto de un
factor que no depende de la geometria por otro que si depende de la geometria, por tanto
sélo se tendra que derivar la inversa del factor geométrico. En el caso de que la direccién
segun la que actia la gravedad sea la del eje global y se debe derivar el término Ly/Ly, y
para el caso en que la direccién en que actiia la gravedad sea la del eje global x, el término
que se ha de derivar es L,/ Ly,, por tanto, si el término contiene en orden lineal la direccién

que representa x;
Ly,
0 <L—ba> =4 Lioz - LI%

=5 56
o Y L, L2, (56a)
y si el término no contiene la direccién que representa x;
L
9 (L—b> L
LEAEY) ba (56b)

8{Ej o Lb ng

Para calcular el dltimo término, es decir las sensibilidades respecto de la geometria
del esfuerzo cortante en el extremo inicial i de la barra b, se tendrda en cuenta que dicho
cortante se puede obtener sumando al de las fuerzas nodales de equilibrio en el nudo 7 el
que proporciona la expresion

donde la matriz Cy, era una matriz de dimensiones 1 X n, con tantas componentes como
tiene el vector u y siendo todas sus componentes nulas excepto las correspondientes a los
movimientos de los nudos ¢ y j correspondientes a los nudos inicial y final, respectivamente,
de la barra b. La matriz fila resultaba ser por tanto

Cv. _ Q —12EIbS 12EIbC GEIb Q 12EIbS —IQEIbC GEIb

' L3 L3 L? L3 L3 L? @ (58)

donde Q representa matrices fila, de la dimensién adecuada, con todos sus elementos nulos.
Los tres primeros elementos no nulos de la matriz Cy, corresponden al nudo ¢ y los otros
tres corresponden al nudo j.

Derivando en la expresién (57) respecto de la geometria, se tendra

oV, ou 0Cy,
= + u
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El término du/dz; ya ha sido calculado y del resto de términos el tnico que resta por
conocer es JCy,/0z;. Para ello se tendrd en cuenta que los unicos factores que dependen
de la geometria en (58) son Ly, /L;, Ly,/L; y 1/L3.

e El denominador del término es Lj.

Si el elemento contiene en orden lineal la direccién que representa z;

(%)

i L2 —AL2

893% = by —2 75 ba (60a)
J b

y si el elemento no contiene la direccién que representa z;

ng
0 (Tg)

—4Ly Lu
= 8 60b
a.ij bi Lg ( )
e El denominador del término es L7.
Para esta situacién
0( 1 >
L} —2La

= 5 61
3:cj bi Lg ( )

Al valor resultante de la expresién (59) hay que sumarle la sensibilidad del cortante
correspondiente a las fuerzas nodales de equilibrio en el nudo i de la barra b. Puesto que
este cortante tiene por valor

* prb
V=
! 2

(62)

Al derivar este cortante, de nuevo se producen, en funcién del origen de la carga dis-
tribuida, dos situaciones:

a) No es un peso propio, en esta situacién lo inico que depende de la geometria es L y por

tanto ol I
b ba
b=, 2 63
8%— b Lb ( )

b) Es un peso propio y de nuevo el valor de p, tiene un factor geométrico que depende de
la direccion en que actiua la gravedad, por tanto si la direccién es la del eje global y se
debe derivar Ly, y si la direccién es la del eje global x se ha de derivar Ly,.

Si el elemento contiene en orden lineal la direccién que representa z;

= (Sbj (64&)

y si el elemento no contiene la direccién que representa x;

8Lb5 B

4b
5o =0 (64D)
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Con esto queda desarrollado todo lo necesario para realizar el andlisis de sensibilidad de
primer orden para estructuras de barras de nudos rigidos cuando el andlisis estructural se
realiza en teoria lineal.

EJEMPLOS DE APLICACION

Con la finalidad de validar los desarrollos analiticos anteriores se han optimizado diversos
ejemplos de aplicacion con un programa FORTRAN desarrollado por los autores y cuyo
diagrama de flujo se muestra en la Figura 2. Si bien la aportacién original del trabajo que
se presenta en el articulo constituye el médulo de andlisis de sensibilidad, ha sido necesario
desarrollar todo el programa a medida, incluido el médulo de analisis estructural, para que
éste resultara orientado al objetivo principal, que es el de la optimizaciéon. Sin embargo, no
se desarrollaron los algoritmos de optimizacién, utilizandose los que proporciona el cédigo
ADS?! que resultaba muy adecuado al objetivo buscado y concretamente se ha empleado el
método de las direcciones eficientes.

ANALISIS
ESTRUCTURAL

DISENO
INICIAL

DISENO
MODIFICADO

ALGORITMOS
DE
OPTIMIZACION

ANALISIS DE
SENSIBILIDAD

Figura 2. Diagrama de flujo

Como ejemplo de aplicacién se ha incluido un puente de gran longitud compuesto por
veinticuatro vanos de 93, 75 m de longitud y 43 vanos de 250 m de longitud. En virtud de
la simetria del modelo sélo se ha representado la mitad en la Figura 3.

p
R ERIRNiNEIAAiREREIRRERARRRERRRRIRRERRERARRRLRRERIERERRERRERRER R RERRRRRRRRRRENY

YA & 120.00
20.00
20.00

93.75 . 975 7] 250.00 P 250.00 T 12500

#1 T2 T #1 e #21 ’ #1 ’

N 1125.00 ) 5375.00 N

y / /

Figura 3. Geometria y carga del puente

La geometria es muy similar a la del Puente de la Confederacién construido recientemente
en Canad4???3 Si bien para dicho puente la seccién transversal fue construida en hormigén,
en el ejemplo aqui presentado se han considerado secciones de acero o secciones compuestas
de hormigén y acero del tipo de las que aparecen en la Figura 4.
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1200

y .l r
l 1
0z
T . -
h + + b
by
}%}
)%}
a) Pilas bl) Seccion Compuesta b2) Seccién homogeneizada
b) Tablero

Figura 4. Secciones transversales consideradas

En cada elemento el momento de inercia y los médulos resistentes correspondientes a la
profundidad de la fibra h; y hs se relacionaron con el drea A en la forma siguiente

I=a;A"; Wy = @, A1 Wy = @y, APw2 (65)
Los valores numéricos de los coeficientes de (65) en cada seccién transversal son los siguientes:
- Pilas:
ar=1,87x107"; by =3,86; @y, = Ay, = 2,67 x107% b, = b,, =2,18 (66a)
- Tablero:
para A > 17 000 cm?

ar="7,53x 107" by =4,94; a,, =4,32x107°

6 (66b)
A, = 37 74 x 10 ; bwl = 2,81, be = 2, 82
para A < 17 000 cm?
ar=2,99 x 107, b, =5,21; Ay, = 4,23 X 1074
(66¢)

Qw, = 1,73 x1077; by, =2,40; by, = 3,18

Las cargas consideradas fueron el peso propio de la estructura y una sobrecarga dis-
tribuida de valor p = 9,36 t/m, equivalente a una sobrecarga de uso de 0,4 t/m? sobre el
tablero del puente.

Optimizacién de tamano

En el proceso de optimizacion se consideraron, en una primera fase, inicamente variables
de disenio que hacfan referencia al tamano, en concreto se escogieron las areas de las barras
y se consideraron los tres casos siguientes:

1) Caso con cuatro variables de disefio: en este supuesto los vanos del puente con longitud
menor tenian todos la misma drea A;, en todas las pilas se consider6 un drea A4 y en los
tramos largos del puente se consideraron dos valores del area A,, As como se indica en
la Figura 5a.

2) Caso con nueve variables de diseno: la variedad de valores del drea se aumenta como se
indica en la Figura 5b, haciendo que los vanos menores tengan dos dreas diferentes A,
A,, los vanos mayores posean las dreas As, A4, As, Ag v las pilas tengan tres dreas As,
Ag, Ag.
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3) Caso con ciento veintiuna areas: este gran numero de variables se obtiene al asignar dos
valores del area a los tramos menores, y cuatro a los mayores, pudiendo ser todas ellas
diferentes entre si. A las pilas se les asignan las variables A3 hasta la A5, segin aparece
en la Figura 5c.

En cada uno de los casos indicados se consideran dos problemas de optimizacién diferentes
en funcién de las condiciones incluidas.

a) Condicién exclusivamente de tipo tensional: en todas las barras se consideré que la
maxima tensién normal admisible debia ser o, = 2,6 t/cm?.

b) Condiciones de movimiento y de tipo tensional: la flecha vertical en cada tramo del
puente se limité a un valor de [/400, siendo [ la longitud del vano, y se incluyeron las
condiciones tensionales del caso anterior.

Los valores que se obtuvieron de la funcién objetivo para cada caso aparecen en la
Figura 6.

1.05
JL 1.01
0.95
0.9 \

0.85 -K

Te}
[0
= \. —e— Tensiones
2 08 1%081 0.82 —B—Tensiones y movimientos
a
0.75 |
0.7 ' —0.69
0.65
0.6 T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140

N° variables de disefio

Figura 6. Optimizacién de tamafno. Evolucién de la funcién objetivo

Optimizacion de tamano y geometria

En este proceso de optimizacién las variables de diseno fueron tanto las variables aso-
ciadas al drea de las secciones transversales como las longitudinales de los tramos. Se
definieron como nuevas variables de diseno las longitudes L; a Li> correspondientes a los
vanos mas cortos y las longitudes L3 a L34 de los vanos mayores. A fin de conservar las
caracteristicas conceptuales del diseno se consider6 fija la longitud total del conjunto de
vanos cortos y largos. Es decir, el conjunto de variable de diseno geométrica debia cumplir

12 34
> Li=1125m > L;=53T5m (67)
=1

=13
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En la Figura 7 aparecen representadas las nuevas variables de diseno.

P
T T T O T O T O T I i pp
xuuxuuuuuuuuuuuuxxsuuuuuuuuuusuuuuuuuuuuusuuuuwwuuuuube -
yAY © 200
20.0
20.0
L1 » L12 n L13 » » Lz » Lxu "
#1 #12 #1 #21 #1
L 1125.00 L 5375.00 L
/ # 7

Figura 7. Definicién de las variables de disenio geométricas

El conjunto de casos considerados en la optimizacién conjunta de tamano y geometria
fueron los que se indican en la Tabla I.

Variables de diseno

Longitudes Areas TOTAL

34 4 38
34 9 43
34 121 155

Tabla I. Ntmero de variables de diseno

Las clases de condiciones incluidas en el problema fueron las de tipo tensional y de
movimientos mencionadas en el apartado anterior. La evolucién del valor de la funcién
objetivo en funcién del niimero de variables de diseno y tipo de condiciones aparece en la
Figura 8.
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Figura 8. Optimizacién conjunta de tamano y geometria. Evolucién de la funcién objetivo
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CONCLUSIONES

De la investigacién efectuada se pueden extraer algunas conclusiones, las cuales se co-

mentan a continuacion.

Si bien desde hace bastante tiempo se ha realizado la optimizacion de sistemas estruc-
turales a flexion, la optimizacion de geometria raramente ha sido considerada.

Los analisis de sensibilidad en estos sistemas estructurales han sido efectuados general-
mente mediante diferencias finitas a pesar de que la derivacién explicita puede conducir
a procedimientos de optimizacién mas rapidos que ademaés proporcionan resultados més
precisos.

Los ejemplos de optimizaciéon de tamano y de tamano y geometria presentados en este
articulo dejan claro, que el considerar variables de disefio geométricas conjuntamente a
las de tamano conduce a disenos con disminuciones importantes del peso estructural.
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