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ABSTRACT

In this monograph the basic methodologies for the non-linear seismic analysis of concrete
dams are presented.

The Finite Element Method is used to discretize the dam-foundation-reservoir ensemble,
whereas the dynamic equations will be solved in the time domain according to implicit
integration schemes, namely the Newmark method and the Hilber-Hughes-Taylor oo method.
For the non-linear problem a predictor multicorrector algorithm is adopted.

In view of the large scale computations inherent to dam analysis, a constitutive damage
model for massive concrete is briefly presented. It incorporates two scalar damage variables
with independent evolutions, simulating the degradation which occurs under tension or
compression. Irreversible deformations are also accounted for, as well as concrete strain-rate
effects.

Attention is devoted to the numerical noire which arises from direct time integration, and
to its control through the algorithmic dissipation provided by the o method, or by a stiffness
proportional damping matrix which is updated to account for material degradation.

Radiation damping to be provided at the artificial far boundaries located on the
foundation and on the reservoir is also focused.

Special care is devoted to the simulation of the reservoir. Numerical modelling of the

hydrodynamic effect is discussed in detail, either by means of pressure or displacement
formulations, or even through the technique of the added masses from Westergaard.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES GERAIS

Apesar de a comunidade técnica e cientifica relacionada com o calculo de barragens
ter vindo a incorporar os sucessivos melhoramentos verificados ao nivel das técnicas de
discretizagdo numérica, e sejam ja relativamente comuns modelagdes integradas do
conjunto barragem-fundagéo-albufeira, a analise de barragens de betiio contemplando a
utilizagdo de modelos constitutivos nfo-lineares encontra-se ainda muito longe de ser
prética corrente.

Neste contexto a presente monografia introduz e discute o conjunto de ferramentas
de tipo numérico tido como essencial para a modelagio de barragens de betdo, envolvendo
ndo s6 a complexidade inerente ao comportamento constitutivo nfio-linear do betdo em
massa, como ainda a interacgdo da superestrutura com a fundagfio e com a albufeira.
Atendendo ao elevado esforgo de calculo computacional associado 2 simula¢do de
comportamentos constitutivos néo-lineares, a selec¢do daquelas ferramentas foi sustentada
nas seguintes consideragdes, que visam assegurar um razoavel compromisso entre o nivel
de sofisticagdo subjacente a modelagdo de diferentes aspectos:

() Em primeiro lugar € requerida a possibilidade de modelagio simultdnea de
diferentes dominios, que correspondem a barragem propriamente dita, ao macico de
fundagio e a albufeira. A discretizagdo espacial baseia-se no Método dos Elementos
Finitos, que assegura a necessaria versatilidade indispensavel a satisfagdo deste
objectivo. A nivel constitutivo o refinamento da analise é concentrado na barragem,
cujo estudo constitui o objectivo primordial. Relativamente ao macico de fundagdo
e a albufeira referir-se-4 uma modelagfo constitutiva mais simplificada, decorrente
de solugdes lineares e elasticas. Os célculos dindmicos serdo efectuados com
recurso a uma integragdo no dominio do tempo, recorrendo quer ao método
implicito de Newmark quer ao método o de Hilber-Hughes-Taylor, que se revelam
adequados para a realizagdo de analises que contemplam comportamentos
constitutivos nio-lineares.

(1)) Dada a interacgéio da barragem com o macigo de fundagdo e o reservatério de dgua,
que nas situagdes reais constituem dominios praticamente ilimitados, serd
necessario prever artificios de natureza numérica indispenséveis a simulagio da
condi¢do de amortecimento por radiagdo, fundamental para obviar a que as
vibragdes provenientes do interior dos meios discretizados sofram reflexdes
espurias ao atingirem fronteiras numéricas artificiais, determinadas pela
necessidade de limitar o dominio de analise. Esta modalidade de dissipagéo
completa o amortecimento algoritmico, utilizado no controlo do ruido de natureza
numérica, e o amortecimento material, de tipo viscoso.
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(iii) Atendendo a natureza particular dos problemas envolvidos na andlise do
comportamento sismico de grandes barragens, o modelo constitutivo para
simulagdo do comportamento néo-linear do betdo em massa devera ser directamente
vocacionado para esse objectivo, e ndo uma mera adaptagio de versdes originais de
modelos destinados a estruturas de menores dimensdes, de betdo armado ou
pré-esforgado. No modelo constitutivo assim desenvolvido estard contemplada a
simulagdo do comportamento diferenciado do betfo a trac¢do e & compressio, ndo
descurando a economia de utilizagdo do ponto de vista computacional, por forma a
permitir a realizagdo de um elevado niimero de anélises em grande escala.

1.2. ORGANIZACAO EM CAPITULOS

Do ponto de vista do respectivo contetido a presente monografia foi organizada em
5 capitulos, nos quais se procurou cobrir, com algum desenvolvimento, os aspectos mais
relevantes requeridos para uma adequada abordagem do comportamento das barragens de
betdo em massa.

Assim, e em seguimento a presente introdugfo, no Capitulo 2 ¢ feita uma revisio
sumaria dos conceitos e equagdes fundamentais da Mecanica Estrutural, com destaque para
as equagdes de equilibrio indefinido e de contorno. E referida a discretizagdo de meios
sdlidos continuos através de elementos finitos que introduzem aproximagdes ao nivel do
campo de deslocamentos, e deduzidas, com base numa equagdo de residuos pesados, as
equagdes de equilibrio dindmico em forma espacialmente discreta. Seguidamente, e no
contexto da andlise dindmica, é abordada a problematica da discretizagio da varidvel
tempo. Alguns aspectos de ordem geral relacionados com os métodos de integracio directa
sdo referidos neste capitulo, como forma de introdugfo a um tratamento mais aprofundado
que sera considerado no Capitulo 4. Seleccionando a formulagdo correspondente ao
método implicito de Newmark, é deduzido o sistema de equagdes que possibilita a
resolugdo numérica de um problema dindmico, & custa de uma sequéncia de solugdes
obtidas em instantes pré-seleccionados. E discutida a aplicagdio do Método de
Newton-Raphson na resolugdo de problemas dindmicos que envolvem materiais com
comportamento constitutivo ndo-linear, sendo preconizada a sua utilizagdo com apoio num
algoritmo preditor multicorrector.

O Capitulo 3 € dedicado a apresentagdo breve de um modelo constitutivo original,
vocacionado para a simulagdo do comportamento ndo-linear do betdio em massa. A
equagdo constitutiva obtida assumird uma forma bastante simples, na qual podem ser
incluidos tanto os efeitos da degradagdo de rigidez como ainda a irreversibilidade das
deformagdes, esta ultima traduzida com base num tensor de deformagdes plasticas. As
evolugdes das varidveis de dano e do tensor de deformagdes plasticas sdo controladas por
leis apropriadas, tanto quanto possivel baseadas no tensor de deformagdes, que constitui
uma entidade de facil obtengdo no contexto de um algoritmo de elementos finitos com uma
formulag@o através dos deslocamentos. Dois critérios de dano distintos controlam a
evolugdo das variaveis de dano, consoante os valores assumidos por normas apropriadas,
estabelecidas com base nas tensdes principais (de tracgdo ou de compressdo)
correspondentes a um estado de tensdo efectivo. No dominio da tracgdo o comportamento
do modelo de dano assemelha-se ao de um modelo de fissura distribuida, enquanto que no
dominio da compressdo a supetficie relativa ao critério de dano foi inspirada no critério de
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Drucker-Pragger. Na parte final do Capitulo 3 é sugerida uma modelagéio do efeito da
dependéncia do comportamento do betdo relativamente a velocidade de carga, realizada a
custa de uma regularizagdo viscosa das leis de evolugfo das varidveis de dano, que
introduz apenas ligeiras modifica¢des na formulagfo basica do modelo constitutivo.

No Capitulo 4 sdo discutidas trés modalidades sob as quais se pode apresentar o
amortecimento: algoritmico, material e por radiagdo. Através de um exemplo simples
evidenciar-se-a que a utilizagdo de métodos de integragfo directa sem qualquer modalidade
de amortecimento induz o surgimento de ruido numérico, facilmente detectavel nos
registos das aceleragdes, em que € possivel observar uma desmesurada irregularidade. Este
efeito traduz-se na ‘poluigdo’ da solugdo numérica com frequéncias espurias de alta
frequéncia, que induzem uma variagio muito rdpida das aceleragdes, e portanto uma
grande oscilagdo da contribui¢do das forgas de inércia, que em calculo n3o-linear se revela
particularmente nociva. Mediante a utilizagdo de determinados esquemas de integragio no
dominio do tempo a atenuagdo das amplitudes de oscilagio no dominio das altas
frequéncias pode ser induzida numericamente, facultando uma modalidade de
amortecimento, dito algoritmico, que pode ser aproveitado para controlo do ruido
numerico. Uma vez que a utilizagdo desta modalidade de dissipagdo nfio pode, em geral,
ser efectuada sem determinados cuidados, dada a sua eventual implicagdo na precisdo e na
estabilidade dos algoritmos de integragdo, neste capitulo procede-se a uma discussio
relativamente aprofundada das caracteristicas basicas de diversos métodos implicitos de
integragdio directa. O método o de Hilber-Hughes-Taylor conjuga a possibilidade de
controlo da dissipag@o algoritmica com caracteristicas de estabilidade incondicional e de
precisdo de 2* ordem.

A modelagdo do amortecimento material é abordada em seguida, com uma énfase
particular na defini¢do devida a Rayleigh, que estabelece a matriz de amortecimento como
uma combinagdo linear das matrizes de massa e de rigidez. A partir da anélise do
comportamento ndo-linear da barragem de Koyna evidenciar-se-4 o claramente distinto
desempenho de uma matriz de amortecimento de Rayleigh que contenha apenas uma
daquelas contribuigdes, e explicado este insdlito comportamento num enquadramento em
que o ruido numérico, despertado pela rotura siibita do betdio sob condigdes de tracgo,
assume enorme relevo. A matriz de amortecimento baseada exclusivamente na
contribui¢do devida a matriz de rigidez acabara por ser seleccionada, dado proporcionar
uma excelente capacidade de dissipagdo no dominio das altas frequéncias em que o ruido
se manifesta, complementando assim a capacidade de dissipagdo algoritmica
proporcionada pelo método o de Hilber-Hughes-Taylor. Com o objectivo de impedir que
sob pronunciada degradagdo do betdo o equilibrio dindmico possa ser assegurado, de forma
artificial, a custa de uma desmesurada contribuigéo das forgas de viscosidade, é sugerida a
continua actualizagdo da matriz de amortecimento material, em fungfio dos valores das
varidveis de dano e do estado de tensdo correntes.

Na parte final do Capitulo 4 é abordada a problematica do amortecimento por
radiagdo, circunscrevendo todas as formulagdes ao dominio da elasticidade perfeita. As
condigdes de propagagio de ondas elasticas unidimensionais s3o discutidas em primeiro
lugar, possibilitando o estabelecimento de expressdes e conceitos essenciais, na base dos
quais se procede depois a uma generalizagdo a meios multidimensionais, considerando a
hipétese de as ondas serem planas. De um ponto de vista numérico as condigdes de
radiagdo sdo estabelecidas a custa de amortecedores de natureza viscosa, cujas leis
constitutivas sdo igualmente apresentadas.
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No Capitulo 5 discutem-se diversas questdes relacionadas com a modelagio da
albufeira e da interacgdio sélido-liquido. Depois de breve referéncia as equagdes
fundamentais que regem o equilibrio de um meio liquido, procede-se a apresentacdo de
duas alternativas de modelagdo da agua por elementos finitos, bastante diferenciadas, e
com diferentes custos computacionais: a formulagdo em pressdes, cuja designagdo deriva
de a variavel nodal ser a pressdo do liquido, e a formulagio em deslocamentos através de
um sdlido degenerado, que recorre ao artificio de modelagdo de um liquido como um
‘solido’ com rigidez ao corte desprezavel, sendo entdo deslocamentos as respectivas
variaveis nodais. Diversos aspectos relacionados com a utilizagio de ambas as formulagdes
sdo amplamente discutidos, nomeadamente os que se relacionam com a modelagio da
condig@o de contorno na superficie livre da albufeira, da condigo de radiagdo na fronteira
artificial que limita o reservatério, da interacgfo sélido-liquido, ou com a resolugdo dos
sistemas de equagdes do conjunto barragem-fundago-albufeira.

Uma énfase particular é dedicada a formulagdo em deslocamentos, dada a facilidade
da sua articulagdo com um algoritmo desenvolvido para a anélise de dominios sélidos. A
fim de possibilitar uma adequada simulago do contacto do liquido com a barragem e com
o maci¢o de fundagéo, um modelo de junta é especificamente desenvolvido por forma a
assegurar uma perfeita compatibilidade de deslocamentos na direcgdo normal a interface,
deixando sem restrigdo movimentos relativos sélido-liquido na direc¢iio tangencial. A
modelagdo da condigdo de absorgo de energia na camada de aluvides disposta no fundo do
reservatorio e a introdugdo da condigdo de irrotacionalidade do liquido sdo igualmente
comentadas. A apresentagdo da formulagdo em deslocamentos encerra com a referéncia a
modelagdo do fendmeno de cavitagio do liquido.

A parte final do Capitulo 5 ¢é integralmente dedicada a apresentacdo de modelos de
massas adicionais, que na hipétese de incompressibilidade da agua possibilitam uma
modelagdo econdmica do efeito hidrodindmico, & custa de um conjunto de massas
aderentes ao paramento de montante da barragem. O procedimento é obviamente
simplificado, sendo primeiramente estabelecido para problemas planos, e depois
generalizado a problemas tridimensionais mediante o postulado de algumas idealizagdes.



Capitulo 2

EQUILIBRIO ESTATICO E DINAMICO DE MEIOS
SOLIDOS CONTINUOS

2.1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA MECANICA ESTRUTURAL

2.1.1 Introdug¢io da notagio essencial

Com o proposito de introduzir a notagéo basica utilizada na caracterizagio dos meios
continuos, a Figura 1 esquematiza uma estrutura convenientemente ligada ao exterior, em
que Q) caracteriza o volume do dominio e I" a 4rea do respectivo contorno. Sendo 7 o
tempo, para um ponto genérico de
coordenadas (x,y,z) na configuragio in- .
deformada a representagio local das forgas r{/
aplicadas por unidade de volume sera
designada pelo vector b, enquanto que ¢ se z
referird as forgas aplicadas na unidade de
superficie do contorno e # ao vector <]
deslocamento. Em problemas dindmicos
haverd ainda que definir os vectores
velocidade # e aceleragdo i, primeiras e Figura 1 - Estrutura continua genérica.
segundas derivadas temporais de u.

q

2.1.2 Tensores de deformacgdes e de tensdes

Considerando estruturas em que unicamente ocorrem pequenos deslocamentos e
deformagGes infinitesimais, o tensor de deformagBes de um ponto genérico pode ser
definido como um gradiente simétrico do vector deslocamento u = (uy,u,,u,), isto &,

g = %(V®u+u®V) (D

T
0 o0 0
V=97 — — 2
{6x oy 62} @
As componentes do tensor € que acabam de ser definidas correspondem a uma

deformag@o possivel na vizinhanga de um dado ponto, caracterizado pelo vector posi¢io
(x,y,2z) e pelo vector deslocamento (u,u,,u,). Para se obter o estado de deformagdo de

com

um corpo € necessario impor condicionamentos aos tensores de deformacio dos infinitos
elementos de volume em que aquele pode ser subdividido, a fim de garantir uma deformada
global compativel, na qual os diferentes elementos de volume se deformem sem
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desligamentos ou sobreposi¢des entre si. Desta forma surgem seis equagdes de
compatibilidade, cuja dedugdo pode ser encontrada na referéncia (4).

Relativamente ao estado de tensdo num dado ponto, este fica completamente
caracterizado uma vez conhecido o respectivo tensor de tensdes . Com base neste tensor
de segunda ordem, simétrico, a tensdo # no referido ponto e para um elemento de superficie
de normal exterior n obtém-se da expressdo

t=0c'n 3)

que decorre de consideragdes elementares de equilibrio.

2.1.3 Equacdes de equilibrio

Num problema estatico o equilibrio interno é expressdvel mediante as equagdes de
equilibrio indefinido:

Vio+b=0 ()

Relativamente a um problema dindmico estas equagdes podem ser facilmente
generalizadas desde que o vector b seja complementado com as forgas de inércia (—pit) e

de viscosidade (—cu):
V.o + b =pii + cuit (5)
(p ¢ a massa especifica e c caracteriza o amortecimento viscoso por unidade de volume).

No contorno I' do corpo da Figura 1 podem definir-se dois dominios: (i) I',, no qual

sdo aplicadas acgdes exteriores sob a forma de tensdes ¢ e (ii) I',, em cujos apoios de
ligagdo ao exterior sdo prescritos deslocamentos ul. Esta tltima condi¢fo é trivialmente
satisfeita nos procedimentos numéricos usualmente adoptados no 4mbito da Engenharia
Estrutural, que a introduzem de forma for¢ada no sistema de equagdes resolventes, de
acordo com a igualdade

u=u" em I, (6)

Quanto as acgdes aplicadas na forma de forgas distribuidas na superficie, q, é
imperioso garantir o seu equilibrio face ao estado interno de tensdio do material.
Recorrendo a propriedade (3) a equagéo de equilibrio pode expressar-se de acordo com

on=gq em I, (7

2.1.4 Equacio de residuos pesados num problema dinimico

Para uma estrutura submetida a uma acg¢@o de natureza dindmica, o estado de tensdo
correspondente, que obedece as equagdes de equilibrio indefinido (5) e as condigdes de
contorno (6-7), pode ser determinado uma vez que este conjunto de equagdes seja
estabelecido e resolvido para todo o continuo. Contudo, e como & sabido, as solugdes
exactas para este tipo de problemas s6 sdo acessiveis para determinadas estruturas com
geometrias, carregamentos e ligagdes ao exterior muito particulares e simples. As situagdes
mais correntes estdo, portanto, fora deste 4mbito, pelo que a sua resolugio s6 pode ser
efectuada através de procedimentos aproximados, como sejam os decorrentes da utilizacdo
de discretizagdes da estrutura e do tempo, que ao nivel local introduzem inevitaveis erros
(ou residuos).
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De um ponto de vista prético, porém, estas aproximagdes serfio aceitiveis desde que:

(i) Os erros locais possam ser sucessivamente reduzidos & medida que um refinamento
da discretizagdo seja considerado, isto €, 2 medida que o ‘discreto’ se aproxime do
‘continuo’.

(i) Seja nulo o integral dos erros locais, avaliado sobre todo o volume e contorno da
estrutura.

Do ponto de vista da modelagéo da realidade fisica a condigfo (ii) assume relevancia
primordial, necessitando, por isso, de ser traduzida matematicamente. Retomando as
equagoes (5) e (7), expressas agora de outra forma, isto é,

Yo = Vo +b - pii — cu comyy, =0 emQ (8)

Yr =0'n-—¢q comyp =0 em[’, 9
a consideragdo dos erros associados as discretizagdes pode ser traduzida mediante a
presungdo de que Y e Yy deixarfio de ser exactamente nulos, mas antes razoavelmente
proximos de zero, motivo pelo qual doravante serdo designados por residuos. Ponderando
estes residuos com base em fungdes de peso wo e wp arbitrdrias (apenas com a
condicionante de wo=wp=0 em T,, a equagdo que traduz a condigdo (ii) pode ser
estabelecida de acordo com a igualdade

[wa-wq do + [ wewpdr =0 (10)
resultando entéo
LWQ-(V-G + b — pii - cz'l) dQ + var-(ﬁ-ll — q)aT =0 (11)

Tomando wg = —wrp, o segundo integral desta equagdio pode ser modificado de
acordo com o Teorema da Divergéncia de Gauss:

-[‘,, wr-(c-n - q)dF = - L(V@wg):c dQ — LwQ-(V-c) dQ +

+ L Wq-q dl’ (12)

pelo que a equagdo (11) pode assumir um novo aspecto
L(V@wg):ca’Q = LwQ-(b - pii — cz't) dQ + LwQ-qu (13)

Esta ¢ uma forma fraca da equagio de residuos pesados (11), porquanto deixou de envolver
derivadas sobre o tensor , embora a custa do envolvimento de derivadas das fungdes de
peso w,.

2.1.5 Principio dos Trabalhos Virtuais

Dada a natureza arbitrdria das fungdes de peso, uma forma notavel da equagio de
residuos pesados pode ser obtida elegendo para w, o deslocamento virtual #" associado a
uma deformagdo infinitesimal da estrutura. Da compatibilidade da correspondente
deformada com as ligagdes da estrutura ao exterior decorre que u =0 ao longo do
contorno I, o que assegura a satisfagdo da condigdo w, =wp =0 em T, imposta as
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fungSes de peso. Considerando a expressdo (1) para determinagio do tensor de
~ . . . - . * ,
deformagdes infinitesimais associado a u# ter-se-a:

g = %(V@u* + u*®v) (14)

Por outro lado, dada a simetria do tensor ¢ pode constatar-se que
* 1 * * *
(V®u):c=5(V®u +u®V):G:8:G (15)

Retomando (13), transformagdes elementares permitem estabelecer a equagdo que
expressa o bem conhecido Principio dos Trabalhos Virtuais:

LS*ZGdQ = Lu*-(b - pi — cit) aQ + _Lu*-qdf (16)

2.2. DISCRETIZACAO DOS MEIOS SOLIDOS CONTINUOS COM BASE EM
ELEMENTOS FINITOS

2.2.1 Conceitos fundamentais

Os problemas mais usualmente encontrados no ambito da Engenharia Estrutural, se
bem que de natureza continua, s6 podem ser analiticamente abordados mediante a
consideragdo de algum tipo de discretizagdo espacial. A modalidade de discretizagio
espacial que recolhe o consenso mais generalizado na analise de problemas estruturais &,
sem duivida, a baseada no Método dos Elementos Finitos.

Elegendo para variavel de campo o vector de deslocamentos no interior de um
elemento finito genérico, a esséncia do método consiste na substituigdo da fung@o continua
u por um conjunto de valores discretos @, da mesma fungdo nos pontos nodais daquele,

mediante a utilizagdo de fungdes interpoladoras apropriadas, as fungdes de forma N;. Em
notagdo condensada esta aproximagéo é expressa do seguinte modo

u=N-a, (17)
em que a matriz N envolve as diversas fungdes de forma N, e no vector @, estdo

sequencialmente contidas as contribui¢des a, .

Com base na aproximagdo ao vector deslocamento considerada em (17), a deducdo
das expressdes de aproximagao aos campos de velocidades e de aceleragdes é imediata

i = N-a, it = N-d, (18)
nas quais @, e @, correspondem as velocidades e aceleragdes nos pontos nodais do

elemento finito.

Estabelecida a aproximagdo (17) a determinagfo do tensor de deformagdes pode ser
efectuada com base na definigo (1)

£ = %V@(N—ae) + %(N-ae)®V (19)

Condensando num operador matricial L as diferenciagdes presentes nesta equacio,
numa representagio vectorial € poderia assumir o aspecto
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€ = B-a, com B = L-N (20)

Dada a natureza continua dos deslocamentos no interior do elemento as equagdes de
compatibilidade do campo de deformagdes so trivialmente satisfeitas.

Conhecida a dependéncia do tensor das tensdes relativamente ao tensor das
deformagdes, fica igualmente clara a dependéncia o = o(a,). No caso de um material

idealmente linear e eldstico, a respectiva equagio constitutiva estabeleceria (para estados
de deformag@o e de tens#o iniciais nulos)

c = Dy-e = DyB-a, (21)
sendo D, a matriz constitutiva de constantes elasticas.
Num caso mais geral, porém, a dependéncia c(g) é nio-linear, embora possa ser
admitida (pelo menos conceptualmente) a existéncia de uma relagéio secante do tipo

o6 =D¢€=D-Ba, (22)

na qual a matriz D traduz o comportamento n3o-linear actualizado do material.

2.2.2 Equagdes de equilibrio dinimico em forma espacialmente discreta

O equilibrio de um elemento finito genérico pode ser traduzido com base na
expressao (16):

Lpu*'iidQ+ L cu i dQ+ L £:0dQ= L u-bdQ+ '[_ u - qdl (23)
De acordo com as expressdes estabelecidas em (18) para # e ii, e designando por (1:

o vector de deslocamentos nodais da deformada virtual ao nivel do elemento finito, tem-se
u = N-a, e = B-a, (24)

pelo que de (23) resulta entdo:

a:T[L pNTNdQ:liie + a:T[L cNTNdQ}ie s a:T[L BTch:' -

«T T «T T
_— [LN ba’Q} ta M_N qdf} 25)

3 ¢ & ~ * : . " 5
Procedendo a eliminagdo de a,, e introduzindo as seguintes defini¢des para as
matrizes elementares de massa e de amortecimento

M, = _LpNTNdQ C, = LcNTNdQ (26)

e e

e ainda a nogdo de vector elementar de forgas resistentes internas

k(a,) = [ BT o(a,) dO @7)
a expressdo (25) pode ser simplificada:

M,di, + C,a, + k,(a,) = f, (28)

J. € um vector elementar, de forgas nodais equivalentes as acgdes exteriores aplicadas:
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fo= [ N"bda + [ NTqar (29)

Com base nas expressdes (26-29) a equago de equilibrio dinAmico da globalidade da
estrutura pode ser traduzida em forma espacialmente discreta, para o que é suficiente
proceder ao agrupamento ordenado das contribuigdes dos diferentes elementos finitos:

Ma, + Ca, + k(a,) = f, (30)

Esta expressdo reflecte o equilibrio dindmico de uma estrutura caracterizada por uma
matriz de massa M e por uma matriz de amortecimento C. Dada a expressdo considerada
em (27), na representagdo do contributo das forgas resistentes k(a,) devidas as tensdes

internas o(a,) nenhuma restrigdo foi introduzida relativamente a lei constitutiva o(g), pelo
que a expressdo (30) contempla o comportamento materialmente nfo-linear.

2.3. DISCRETIZACAO TEMPORAL

2.3.1 Generalidades sobre os métodos de integracio

Para um dado instante # o equilibrio entre a ac¢fio dindmica exterior f; e as forgas de
massa, de amortecimento e de rigidez € expresso através da igualdade (30), a qual subjaz
uma discretizagdo espacial, realizada com base no MEF. A resolugio desta equagio conduz
a determinagdo do vector a,=a(t), tendo em atengdo as condigdes prevalecentes no

instante inicial, isto é,

a(ty) = ag a(ty) = ag (€29

Dada a natureza continua associada a varidvel tempo, a resolugio de (30) requer a
introdugdo de uma discretizagdo temporal. Esta discretizagdo consiste na selecgéio de um
dado conjunto de instantes separados por intervalos de duragfio Af, nos quais a condigio de
equilibrio (30) € satisfeita. Partindo das condigdes iniciais (31), a estratégia consiste em
avangar de um dado instante 7 (no qual o equilibrio foi satisfeito e as variveis a,, a,, d,
determinadas) para o instante subsequente 7+ At, formulando determinadas hipéteses de
aproximagdo, e buscando os valores de a,,,,, @,,,, © d,,,, de tal forma que o equilibrio
seja assegurado.

De entre os varios métodos de integragdo disponiveis para apoiar a referida
discretizagdo temporal, o procedimento mais frequentemente adoptado consiste em recorrer
a métodos de integragdo directa. Dentro desta categoria, podem ainda seleccionar-se os
métodos explicitos e os métodos implicitos.

Nos métodos explicitos, de entre os quais se destaca o método das diferengas
centrais’, a aproximag@o € introduzida de tal forma que, estabelecido o equilibrio no
instante #, se calcula muito facilmente a,,,, (e respectivas derivadas temporais). Como
vantagens este método alia a facilidade e a intuitividade conceptual a possibilidade de
dispensar a penosa tarefa computacional de proceder a factorizagio do sistema de equagdes
resolventes, desde que as matrizes M e C sejam diagonais (procedimento geralmente
aceitdvel). De entre os inconvenientes o mais relevante € o que se prende com o facto de se
tratar de um método condicionalmente estavel, que exige a consideragéio de intervalos de
integragfo extremamente reduzidos, por forma a que os erros acumulados até um dado
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instante ndo se propaguem descontroladamente aos instantes seguintes, destruindo a
solu¢do numérica.

Em contrapartida, nos métodos implicitos a determinagio das entidades relativas ao
instante 7+ At € conseguida mediante um sistema de equagdes estabelecido num instante
posterior a 7. Desta forma séo obtidos algoritmos incondicionalmente estéveis, nos quais o
At a utilizar ¢ determinado exclusivamente por razdes de precisio e ndo por
condicionamentos de estabilidade (geralmente mais restritivos), que permitem a adopgdo
de intervalos de integragio manifestamente superiores aos exigidos com o emprego de
métodos explicitos.

.1 ~ .
Com base no Teorema de Dahlquist'® algumas conclusées importantes podem ser
enunciadas para aplicagfio no 4ambito da dindmica estrutural:

1) Nio existe nenhum método de integragiio explicito incondicionalmente estavel.
2) Nao existe nenhum método incondicionalmente estavel com precisdo de 3* ordem.

3) O método com precisdo de 2* ordem e erro minimo ¢ o que se fundamenta na ‘regra
trapezoidal’".

Por outro lado, e segundo a referéncia (8), um método de integragio para ser
competitivo devera possuir os seguintes atributos:

(i) Estabilidade incondicional quando aplicado a problemas lineares.

(1) Exigir, no méximo, a resolugdo de um conjunto de equagdes implicitas por passo de
integrag@o.

(iii) Precisdo de 2% ordem.
(iv) Capacidade de controlo da dissipagio algoritmica nos modos de frequéncia elevada.
(v) Ser auto-suficiente no instante ¢ = 0.

A exigéncia (i) justifica-se pelas razdes previamente expostas, pois é desejavel que o
erro cometido num certo instante se transmita de forma amortecida aos instantes
subsequentes, e portanto tenda a eliminagfo para passos de tempo consideravelmente
afastados. De acordo com a primeira conclusdo do Teorema de Dahlquist, a satisfagio do
requisito (7) s6 pode ser conseguida mediante a utilizagdo de métodos de integragio
implicitos.

A exigéncia (ii) relaciona-se com o facto de a aplicagfo de determinados algoritmos
implicitos, com excelentes caracteristicas do ponto de vista numérico, impor a
consideragdo simultidnea de pelo menos dois sistemas de equagdes da dimensio do
problema real, com as evidentes desvantagens computacionais dai decorrentes'’.
Atendendo a que os algoritmos implicitos j4 naturalmente obrigam a um consideravel
esfor¢o de célculo, pelo facto de obrigarem ao armazenamento e factorizagio da matriz
resolvente do problema, compreende-se que esse esforgo ndo deva ser multiplicado, o que
justifica a existéncia daquele requisito.

Segundo a referéncia (7) a experiéncia tem revelado que em dindmica estrutural os
métodos com precisdo de 2 ordem superam francamente os métodos com precisio de 1°
ordem. Por outro lado, o ponto 2) do Teorema de Dahlquist mostra que é de 2° ordem a

" Esta regra ¢ igualmente reconhecida como ‘da aceleragdo média’, de que é exemplo o método de Newmark.
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precisdo maxima que pode ser obtida com um método incondicionalmente estavel, o que
explica a recomendagéo do ponto (7ii).

O requisito (iv) traduz a atengdo que vem merecendo um efeito indesejavel verificado
nas aplicagdes que envolvem discretizagdes espaciais e temporais: o ruido numérico. Na
realidade tem-se constatado que em determinadas condigdes especificas do problema em
analise se produzem ondas parasitas de alta frequéncia, sem realidade fisica, que percorrem
a malha de elementos finitos, e perturbam a solugdo, por vezes de forma muito drastica.
Este efeito de natureza numérica acentua-se quando associado a bruscas variagdes na
rigidez estrutural, pelo que € particularmente de recear em aplicagdes que envolvam leis
constitutivas ndo-lineares — exemplos desta situagdo sdo referidos em (9), associados a
modelagdo com juntas de comportamentos néo-lineares de barragens abobada. Sem entrar
em detalhe, porquanto o assunto merecera desenvolvimento no Capitulo 4, referir-se-a
contudo que o ruido numérico afecta seriamente a convergéncia, prejudicando ou
inviabilizando a obtengdo de solugdes. Por estes motivos o assunto tem merecido destaque
em inimeras publicagdes cientificas'>"#1%!3 nas quais ¢ realgada a conveniéncia de dotar
os algoritmos de formas de controlo do ruido, basicamente & custa da introdugdo de
dissipagdo numérica que, sem afectar significativamente as contribui¢des dos primeiros
modos de vibragdo, seja eficaz na atenuagdo das participagdes associadas as altas
frequéncias.

Finalmente a existéncia do ponto (v) podera considerar-se intuitiva, uma vez que do
ponto de vista pratico serdo pouco atractivos os algoritmos que necessitam do apoio de
outros métodos para iniciarem a integragdo, pois isso inevitavelmente conduzira a codigos
computacionais mais complexos.

2.3.2 Método de Newmark

Indo de encontro as consideragdes que foram apresentadas no ponto anterior, os
métodos de integragdo da familia de Newmark constituem, provavelmente, a op¢do que
recolhe mais ampla aceitagdo na comunidade cientifica, uma vez que satisfazem boa parte
dos requisitos (i)-(v).

No essencial o método implicito proposto por Newmark admite uma variagdo linear
das aceleragdes durante o intervalo [t, t+At], razdo pela qual este método se integra na
categoria das ‘regras trapezoidais’. As expressdes cinematicas estabelecidas no dmbito
deste método decorrem de integragdes matematicas que se baseiam na definigdo de uma
aceleragdo média naquele intervalo

a, +y (iir+At - iir) (32)
das quais resulta ento”

A = 4 + [(1 - Y)dr Ty hr+At] At (33)

Qn = @ + @, At + [(1/2 - B) a, + Bii,+A,] Ar? (34)

B ey sfo parametros por intermédio dos quais se pode controlar a estabilidade e a preciséo.
O método de Newmark € incondicionalmente estavel se y >1/2 e tem precisdo de
2% ordem para y = 1/2. Verifica-se que neste método o amortecimento algoritmico sé pode
ser introduzido para y > 1/2, situagdo em que se obtém precisdo de 1* ordem, pelo que se
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revela impossivel satisfazer simultaneamente os requisitos (iii) e (iv): assegurar precisdo de
2% ordem e capacidade dissipativa nas altas frequéncias'’.

Por outro lado consideragdes de natureza matematica'® permitem concluir que, para
um dado y seleccionado, a méxima dissipagdo algoritmica (quando exista) é obtida para

B= (y +1/2)2 /4, o que significa que nas aplicagdes numéricas se obtera estabilidade

incondicional e eficiéncia méxima seleccionando os pardmetros de acordo com

y = 1/2 B = (y+1/2)° /4 (35)

Definindo Aa,,,, = a,,,, — a,, as expressdes (33-34) podem ser rescritas, separando
de forma mais marcada as contribui¢des associadas ao instante prévio t, portanto
conhecidas, das correspondentes ao instante a determinar 7+ At :

. - 1
Qropr = @, + W Aa,, y (36)
Arppy =V, + L Aa,, (37
B At
py = @, + Aa,,,, (38)
com
- 1 . 1 ..
a,:——a,—(——l)a, (39)
B At 23
- y . y .
v,z—(B—IJa,—At[%—I)a, (40)

Da substituigdo das relagdes (36-38) na equagio (30), rescrita para ¢+ At, resulta

1 Y - -
v M + o C|Aayy + k(a, +0a,) = fro0 - Ma, - C¥ (41
equagio que traduz uma modalidade de aplicagdo do método de Newmark, na qual a
incognita € a variagdo incremental do vector deslocamento Aa,,,, cuja resolugdo tem de
ser efectuada iterativamente, dada a dependéncia nfo-linear do vector das forgas resistentes
internas, k, do vector deslocamento actualizado, a,,,, = a, s U -

Uma particularidade notével do sistema de equagdes (41) relaciona-se com o facto
de, com extrema simplicidade, poder assumir o aspecto tipico de um problema de natureza
estatica, mediante a anulagdo das contribuicdes relativas as forgas de inércia e de
viscosidade. Computacionalmente este facto revela-se de extrema utilidade, pois permite
condensar num s6 algoritmo a abordagem de problemas ndo-lineares estiticos e
dinamicos’.

No decurso do dltimo quarto de século foram propostas diversas variantes ao método
de Newmark classico, com o objectivo de assegurar substancial dissipagdo algoritmica nas
frequéncias esptirias elevadas, e obter pequena dissipagdo ao nivel das frequéncias mais

baixas. De entre essas alternativas sfo de salientar a variante método o, de Hilber-Hughes-

" Do ponto de vista do autor, esta capacidade algoritmica de abordagem do problema estatico deveria ser
acrescentada aos requisitos (i)-(v), e ser considerada para selecgo dos algoritmos de integragfio directa.
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-Taylor referenciada em (7), e a variante método o de Bossak referenciada em (13), as
quais mantém as expressdes de colocag@o (32-34) tipicas do método de Newmark, mas
alteram ligeiramente a forma da equagdo geral do problema dinamico através da introdugao
de um parametro adicional o, que controla o amortecimento algoritmico. Formalmente as
variantes método o diferem muito pouco do método de Newmark, e podem alis retomar a
forma classica com que este método foi primeiramente introduzido por consideragdo de
a=0, pelo que de momento serd suficiente clarificar a resolugéo iterativa da equagio
ndo-linear definida em (41), deixando para o Capitulo 4 os aspectos especificos do
método a devido a Hilber-Hughes-Taylor.

2.4. RESOLUCAO DO PROBLEMA DINAMICO NAO-LINEAR

2.4.1 Método de Newton-Raphson

A equagdo ndo-linear expressa em (41) pode ser rescrita a fim de tomar o aspecto

= 1 'Y
— —|— M + —C | Aa — kla, + Aa =0 42
4 fr+At l:BAfz BAf jl t+At ( t 1+A1) ( )
com
ft+Ar = fr+At - M Et - € ;t (43)
ou, equivalentemente, tal como decorre de (30),
V= fun -~ Ma,, - Ca,, - k(at+Ar) =0 (44)

em que o vector y deverd anular-se para o equilibrio dindmico ser satisfeito.

Nao sendo possivel traduzir de forma explicita a dependéncia de k relativamente ao
vector deslocamento, a estratégia para resolugdo da equagdo (42) fundamenta-se no
estabelecimento de um processo iterativo que, partindo dos vectores deslocamento (e
demais entidades) determinados no instante ¢ anterior, vd fornecendo estimativas
sucessivamente mais aproximadas para Aa,,,,, até que a condi¢do y =0 seja cumprida.
Durante o processo iterativo, porém, a condigédo de equilibrio nfo sera satisfeita, pelo que o
vector y#0 pode ser encarado como correspondendo a um conjunto de for¢as que
exprimem o desequilibrio entre as forgas exteriores aplicadas e as forgas devidas a inércia,
ao amortecimento e a rigidez da estrutura.

Dada a dependéncia y = W(Aaf +A,) expressa em (42), € possivel proceder ao
desenvolvimento do vector de forcas residuais em série de polinomios de Taylor.
Assinalando com sobre-indices 7 e i+1 as aproximagdes respeitantes a duas iteragdes
consecutivas do processo descrito, e designando por &), ,, a variagdo a considerar para
Aaj,,,, a expressdo daquela série, truncada por forma a desprezar os termos de ordem
superior a 1%, € entdo

) ) 0 i ;
\V(A(l;:y) = W(Aatlmr) + [a(TliAr)] 61+Ar (45)

Se o equilibrio fosse exactamente satisfeito na iteragdo i+1 o correspondente vector
de forgas residuais anular-se-ia, o que permitiria concluir que
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- [a(AaaW )J 8;+At = W(A”:+At) (46)

t+At

De acordo com (42) e uma vez que 6(-)/ G(Aa, +A,) = [6(-)/ c’)a] A & expressdo

+
(46) da origem a equagéo

1 Y [6kji , |
M+ —C + | — 0 =y, 47)
2 t+At t+At
B At B At oaj,, .
com
W;+At = W(Aa:+At) (48)

Este conjunto de expressdes pode ser interpretado como correspondendo a equagio
resolvente do problema pseudo-estatico

I?ri+At 6;+At = W;+At 49)

cuja matriz de rigidez, K, ,,, dita efectiva, decorre de (47):

_ 1 ok’
K =—5M+-1C+ (—J (50)
B At B At oa

t+At

Na realidade, dada a sequéncia de passos considerada nas expressdes (45-48) ¢ o
conceito de residuos y introduzido em (42), a equagéo (49) traduz o principio iterativo de
resolugdo de um sistema de equagdes néo-lineares pelo método de Newton-Raphson, cuja
sequéncia de melhoramentos para a solugdo Aa,,, pode ser obtida de acordo com a
férmula recursiva

AatlilAr = Ay - [KII+At:| 1 Wi (51)

Como ¢ sabido, o método de Newton-Raphson assegura um procedimento
globalmente estavel na obtengdo de aproximagdes sucessivamente convergentes para a
verdadeira solugdo do problema, desde que o processo iterativo seja iniciado com base
numa predi¢do A(t,()+A, suficientemente proxima da solugdo real. O procedimento &
interrompido quando a variagdo da solugdo entre duas iteragdes sucessivas seja considerada
desprezavel, face a um determinado critério de convergéncia.

Em multiplas aplicagdes o processo iterativo esquematizado em (51) é estabelecido
1
t+At
rigidez que, mantendo-se constante num dado nimero de passos, permita evitar as
sucessivas factorizagdes subjacentes a continuada actualizagio de K. Este artificio,
usualmente referido sob a designagdo de Newton-Raphson modificado, reduz a taxa de
convergéncia do algoritmo, mas € muito usual sobretudo no contexto da Engenharia
Sismica. Na realidade, atendendo ao grande niimero de intervalos de tempo envolvidos
neste tipo de problemas, é geralmente preferivel aproveitar a economia decorrente da
dispensa (em algumas fases do célculo) do agrupamento e factorizagdo da matriz de rigidez
efectiva, ainda que a custa da realizagdo de um numero de iteragdes mais elevado. Um
procedimento bastante comum consiste em adoptar a matriz de rigidez eléstica, K, na
definigdo da matriz de rigidez efectiva™' "2, isto &,

substituindo na defini¢@o (50) a matriz de rigidez tangente (6 k/o a) por uma matriz de
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— 1
K=—>5M+-1C+K, (52)
B At B At
realizando uma tinica vez as operagdes de formagéo e eliminagéo de K .

Nas aplicagdes estaticas e dindmicas da presente monografia foi igualmente esta a
metodologia adoptada.

2.4.2 Algoritmo preditor multicorrector

Atentando na metodologia sugerida para resolugdo do problema de equilibrio
dindmico ndo-linear, reconhece-se que aquela se estrutura na determinag@o, para cada
instante, do vector Aa, fazendo uso da férmula recorrente

AariilAr = Aari+At + 6i+At (53)
em que
. R | ‘
A T T [KHA{] W(Aat’+At) (54)

A expressdo (53) pode ser encarada como correspondendo a um algoritmo
multicorrector, em que os melhoramentos da solugéo vio sendo introduzidos em Aalth,

através do vector &y, ,,. Por sua vez as alteragdes ocorridas sobre o vector deslocamento
incremental reflectem-se na deformada e nos vectores velocidade e aceleragdo, e também
sobre o vector de forgas residuais.

Para o processo iterativo ser iniciado & indispensavel estabelecer uma primeira
estimativa para o vector incremental de deslocamentos Aa,,,,, que servir nio s6 para ser

directamente considerado na expressdo (53), mas também para permitir o calculo do

. . % . 0 . . . s
primeiro vector de forgas residuais \y(Aa oy ) , com base no qual se determinar o primeiro

vector correctivo 8;,,, . Esta fase de predi¢do é relativamente arbitrdria, porquanto é a fase
multicorrectora que incumbird a obtengdo da solugdo correcta, e nesse sentido podera ser
permitida ao utilizador uma aprecidvel dose de liberdade e de espirito criativo. Convém no
entanto ter presente que da razoabilidade das predi¢des efectuadas depende largamente o
numero das iteragdes necessérias para assegurar a convergéncia, pelo que convira dedicar
um minimo de ateng&o a este aspecto.

De entre os esquemas preditores mais intuitivos seleccionaram-se os seguintes®:

(i) Aafy =0 (55a)
(i) Aal, = Ag, (55b)
(iii) Aaj, = Ata, + 1/2(1-2p) A G, = i’y =0 (55¢)
(iv)  Aap,, = Atd, + 1248 i, & iy = d (55d)

Os preditores (i) e (ii) revelaram-se adequados em todas as situagdes analisadas na
presente monografia, com relevancia para o (i) que provou exigir um menor nimero de
iteragdes, o que se deve ao facto de uma previsio do incremento de deslocamento
efectuada com base na variagdo ocorrida no intervalo de tempo precedente ser, na
generalidade das situagdes, mais acertada do que a previsio de uma variagdo nula para o
vector Aa,_,,.
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Quadro 1 - Algoritmo preditor multicorrector.

DADOS

B, v, TOLER, At, Aa,, a,, a,, d,, M, C, (variaveis internas),
RESULTADOS

Ay s Qs Apnrs Gpip > (varidveis internas),, ,,

ALGORITMO
(I) Calcula-se o vector solicitagdo f,,,,.
(2) Coloca-se em zero o contador de iteragdes (i = 0).

(3) Seleccionando um dos preditores, estabelece-se Aa/7s, de acordo com uma das
seguintes hipoteses:

() Adagy =0

(ii) Aa{ig, = Aa,

(ii)) Aajy, = Ata, +1/2(1-2p) A% G,
(iv) Aaj, = At a, + 1/2A8 G,

(4) Calculam-se os novos vectores de deslocamentos, velocidades e aceleragdes:

az{+Ar =a + Aarimr

o j Y . Y o Y i
o =~ (1), - a(L )+ L,
i ——La—(i—jd +LAa"

t+At BAZ‘ t 2[3 t BAtz t+At

(5) Determinam-se as forgas residuais
by ;+At = Sua — M (.iti+At - C d;+AI - k(”rimt)
(6) Avalia-se uma norma deste vector e compara-se com uma tolerancia pré-definida
lwi| < TOLER 2
SIM O algoritmo convergiu. FIM.
NAO: E necessério activar a fase correctora. Prosseguir para o ponto (7).
(7) Caso seja pretendido poder-se-a actualizar a matriz de rigidez efectiva

_ oK)’
K/ip = 12M+LC+(—j
B At B At oa

t+At
(8) Procede-se a correcgéio do vector incremento de deslocamentos
. . T
i+l i i i
Ay = Ay y — [Kt+At] Y ir+ar
(9) Actualiza-se o contador de iteragdes,
i=i+1
€ prossegue-se para o ponto (4).
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Quanto aos preditores (7ii) e (iv), baseados na hipétese de o vector de aceleragdes ser

nulo ou igual ao vector aceleragdo no instante prévio, nfo se observou que da sua
consideragdo tenha resultado qualquer vantagem notéria.

O Quadro 1 sumaria o conjunto de operagdes mais relevantes do algoritmo preditor

multicorrector.
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Capitulo 3

MODELO DE DANO CONTINUO PARA ESTRUTURAS DE
BETAO DE GRANDES DIMENSOES

3.1. ASPECTOS GERAIS

A Mecéanica de Dano Continuo caracteriza a degradagdo interna de um material
mediante um conjunto de variaveis de dano, que assumem valores entre 0 e 1, e exprimem a
densidade média de defeitos (microfissuras e microcavidades) existentes numa determinada
secgao™"’. O valor 0 corresponde ao estado virgem (ou elastico) do material e o valor 1 ao
estado completamente colapsado.

Embora as variaveis de dano possam ser tensoriais, em muitas situagdes uma simples
representagdo do dano em forma escalar é considerada, assegurando mesmo assim um
modelo material suficientemente realista'>'*, com a vantagem de o algoritmo resultante ser
significativamente menos complicado do que nas alternativas tensoriais. Neste tipo de
modelo de dano escalar nenhuma direcgdo especifica é associada a cada variavel de dano, o
que corresponde a assumir que os defeitos se encontram uniformemente distribuidos em
todas as direcgdes.

Intrinsecamente relacionado com o conceito de variavel de dano, o conceito de tensdo
efectiva ¢ também fulcral na Mecanica de Dano Continuo. Assim, tomando em consideragio
o provete esquematizado na Figura 2, e designando por S a secgdo total onde é aplicada a
usual tensdo de Cauchy o, e
por S a secgdo efectivamente o o
resistente a qual é reportadaa  —— F o
tensdo ¢ (isto é, apds exclu- —— - '
sdo dos defeitos do material, —=— - *{
simbolicamente representados -
por um entalhe ou fissura), a Figura 2 - Tensdo de Cauchy versus tensio efectiva.
condigdo de equilibrio pode
ser expressa de acordo com

cS =568 =3 5 =a8/§ (56)
que constitui uma defini¢do da tensdo efectiva’ 5. No decurso do processo de degradagdo

G ¢ fisicamente mais representativa do que a habitual tensdo O, uma vez que a solicitagdo
exterior € realmente suportada na secgio efectiva S .

al

Hitit o
?

Relacionada com o conceito de tensdo efectiva, a hipétese de equivaléncia
deformacional € igualmente estabelecida®: “a deformagdo associada a um estado de dano
sob a tensdo aplicada o é equivalente a deformagdo associada ao estado elastico sob a
tensdo efectiva 7. A utilizagdo desta hipotese conjuntamente com a dependéncia entre ¢ e
G estabelecida na expressdo (56) possibilita a deduc@o de leis constitutivas de modo mais
compreensivel, mediante o postulado de relagdes o —¢ para os pontos materiais



20 Capitulo 3

localizados na area efectiva. Nesta monografia a hipétese de equivaléncia deformacional
serd utilizada num contexto mais generalizado, supondo para a deformacdo contribui¢des
elasticas e plasticas. Numa representagdo tridimensional adoptar-se-a a seguinte defini¢do
para o tensor de tensdes efectivas ¢ (de 2 ordem):

c =D,:(g-¢?) (57)
Nesta expressdo D, € a usual matriz constitutiva linear e elastica de 4* ordem e € é o tensor

de deformagdes de 2* ordem; £ é um tensor de deformagdes plasticas de 2* ordem, com o
qual se pretende simular a componente irreversivel das deformagdes do beto.

A fim de conferir um tratamento diferenciado a tracgdo e a compressdo o tensor

efectivo ¢ serd decomposto em componentes de tracgdo o* e de compressio o, de
acordo com as seguintes expressoes

6" =) <o,> p®p, 6 =0-3g" (58)

em que o, designa a tensfio principal de ordem i do tensor G e p; assinala a
correspondente direcgdo principal. A fungfio dos paréntesis de Macaulay <-> consiste em
devolver o valor da entidade () quando esta € positiva e estabelecer o valor zero quando

negativa. Os indices (+) e () destinam-se a assinalar entidades de tracgéo e de compressao,
respectivamente.

3.2. ENERGIA LIVRE

Para estabelecimento de uma lei constitutiva energeticamente consistente a Mecanica
de Dano Continuo fundamenta-se na Termodindmica dos Processos Irreversiveis'!. Um
potencial de energia livre deve entdo ser introduzido, no qual tém de figurar quer as
varidveis livres quer as variaveis internas do modelo. Sem entrar em demasiados detalhes
postular-se-4 a seguinte expressdo para este potencial, devida a Faria e Oliver™*:

v (e, &”,d",d7) = (1-d%) y5 (e,€”) + (1-d7) yy (g,€P) (59)
em que g e g sio energias livres eldsticas, com as seguintes definicées
v =125 :D;': G vy =125 :D;':G (60)

O conjunto de varidveis internas inclui assim um tensor de deformagdes plasticas €2,

bem como d* e d~, varidveis escalares de dano directamente relacionaveis com as
degradagdes produzidas por componentes de tracgdo e de compressdo, neste modelo
assumidas como correspondendo a processos independentes; o tensor de deformagdes € é a
unica variavel livre.

3.3. CRITERIOS DE DANO

A fim de possibilitar a utilizagdo de conceitos como ‘carga’ e ‘descarga’,
recorrer-se-4 a defini¢éo das duas seguintes normas dos tensores ¢* € 6 :

T = W3 (Ko, +1,) (61)
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Na ultima equagéo G,, e T,, sdo as tensdes octaédricas, normal e tangencial, obtidas a

oct
partir do tensor ¢~ ; K é uma propriedade material.

Conjuntamente com estas normas, € segundo uma defini¢do proposta por Simo e
Ju', estabelecem-se os dois seguintes critérios de dano, o primeiro para tracgio e o
segundo para compressao:

g, rH)=1"-r"<0 g ,r)=1 -r <0 (62)

As variaveis " e r~ correspondem a limiares de dano actualizados, cujos valores
controlam a dimens#o das superficies de dano em expanséo. No estado prévio a aplicagdo
de qualquer carga estes limiares de dano estarfio colocados nos valores 7, € 7, , 0s quais
correspondem a fronteira entre o regime de comportamento linear e elastico e o regime
ndo-linear. Designando por f;" e f, as tensdes a partir das quais se torna visivel o
comportamento ndo-linear do betdo em ensaios 1D (tracgdo e compressdo,
respectivamente), das expressoes (61) resultam as seguintes defini¢des para os limiares de
dano referentes a fronteira da elasticidade:

= foINE i = BB K -2) fy (63)

A expressdo (62a) estabelece que o dano
em tracgfio tende a aumentar quando T° =77, e o I;”:ge:lzt;ie(slsﬁi Gy/ f5
portanto terd inicio quando pela primeira vez L
ocorrer T =r,;  raciocinio  idéntico
aplicar-se-ia a compressdo, com base na
expressao (62b).

G,/ f,

Na Figura 3 pode observar-se a superficie
envolvente que se obtém com o presente
modelo para o dominio elastico, bem como a
respectiva comparagdo com os resultados
experimentais devidos a Kupfer er al’;
genericamente a concordancia € aceitavel, para
os propdsitos do presente modelo. Figura 3 - Dominio eldstico.

3.4. LEIS DE EVOLUCAO PARA AS VARIAVEIS INTERNAS

3.4.1 Variaveis de dano
Para a variavel de dano de trac¢do assumir-se-a a seguinte lei de evolug@o:

+ o+
dt = §* ———8(2 (f ) 8+ = (64)
.

G" é uma fun¢do monotonamente crescente, seleccionada de acordo com a observagéo
experimental. §* é um pardmetro que pode ser determinado a partir da condi¢do de

consisténcia: quando o dano est4 a aumentar g*(t",7")=0=const., e portanto

gt r) =0 = Tt =7t =9 (65)
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Consequentemente, desta condigfo resulta que

P = max {r0+, méax (%*)} (66)

Introduzindo na expressdo (64a) a condi¢do expressa em (64b) torna-se possivel
definir a cinematica da varidvel de dano em trac¢éio de acordo com

+/o.+
dt = Mﬁ = G'r") > 0 (67)
or"
Para a compressdo ter-se-ia identicamente
d~ = aG—(_’)r'— =G ()20 (68)
or
A integrag@o destas equagdes conduz a
dt =G'(r") d- =G (r) (69)
em que
0<G'(r) <1 0<G (r) <1 (70a)
G*'r*) =0 G ()20 (70b)
G '(ry) =0 G (r;) =0 (70c)

No presente trabalho utilizar-se-80 as seguintes fungdes escalares G* ¢ G

e Tracgcdo
d* = G'(r")=1-r/r" e
Esta expressdo d4d origem a uma resposta que exibe amaciamento, pelo que o Unico

pardmetro que apresenta, 4", deve ser fixado tendo em vista a satisfagio de requisitos de
objectividade face ao tamanho da malha de elementos finitos'.

AT (A-rfr) se ¥ > (71)
=0

e Compressdo
d =G0 )=1-r/r (1-4) -4 e

ST o 12 x - g
Esta expressdo, inspirada em Mazars e Pijaudier-Cabot *, envolve os pardmetros 4™ e B,
cuja determinagdio pode ser efectuada impondo a curva c—¢ a condi¢io de passagem em
dois pontos especificados de um ensaio 1D em compresséo.

i omda
- se r- 215 (72)

3.4.2 Tensor de deformacdes plasticas

Relativamente ao tensor de deformagdes plésticas €7 a lei de evolugfo a ser adoptada

73,5
c

¢/ = BEH(d")<G:€>/(c:6)D;' : 5 (73)

em que £ designa o médulo de Young e B representa um pardmetro material que gradua a
taxa de deformagdo plastica. H(d™) é a fungéio de Heaviside aplicada a derivada temporal
do dano em compresséo.
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Da derivagdo em ordem ao tempo da expressdo (57), e tomando em considerag¢do a
expressdo (73), resulta:

G =D,:¢ - BEH(d )<G:£>/(G:0) & (74)

Procedendo a uma discretizagdo temporal baseada num ‘backward-Euler’,
assinalando com (-),,, as entidades respeitantes a um novo instante e com (-),, as entidades
jé& conhecidas do instante anterior, resulta:

c_$n+1 = En + DO : A — BEH( .i:+])<6n+l : Ag >/(6 : 6714—1) 6)1+] (75)

n+l

Estabelecendo ainda as seguintes convengdes

—trial

Gy = En i DO - Ag 1 _ —trial —trial , —trial (76)

n+tl = M+l n+l * Y n+l
pode demonstrar-se que o tensor de tensdes efectivas é actualizdvel de acordo com a
expressﬁo3

Gp = MO (77)
em que
A =1 - BEH(d,) <1, : Ae>/\/c" ; gre (78)

Observar-se-4 que uma vez conhecido H(d,,;) a actualizagdo de &,,, pode ser

efectuada directamente, ja que Ae, 6% e I, sio entidades completamente definidas em

fun¢fo do tensor das deformagdes €, pelo que da estrutura das expressdes (77-78) se torna
evidente que a determinagdo de G, se inspira num algoritmo de retorno radial: E;’f{[ pode
ser encarado como um tensor preditor, a partir do qual o tensor de tensdes efectivas pode
ser obtido uma vez calculado o factor de escala A. Devido a descontinuidade 0/1
introduzida na expressdo (78) pela fungdo de Heaviside é necessario um procedimento
iterativo para fixagdo do valor de A, o qual € muito expedito, pois no maximo envolve duas

tentativas”.

3.5. DISSIPACAO

Qualquer processo de carregamento d4 origem a uma dissipagdo de energia n#o
negativa. Esta ndo negatividade da dissipag@o, que exprime a tendéncia para o crescimento
da entropia, é uma caracteristica inerente a um processo de natureza irreversivel, de acordo
com o 2° Principio da Termodindmica, e pode ser matematicamente expressa através da
desigualdade de Clausius-Duheim, cuja forma reduzida ¢'!

V=-y+0:6 20 (79)

sendo y o potencial postulado na expressdo (59) para a energia livre € ¢ o usual tensor de

tensdes de Cauchy. Desta expressdo e do facto de € ser uma variavel livre resulta, apds
alguma manipulagfio matematica, a seguinte relagéo constitutiva®:

o =(-d")s" + (1-d)o" (80)
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3.6. INTEGRACAO NUMERICA DA LEI CONSTITUTIVA

Como foi enfatizado, uma vez conhecido o tensor de deformagdes € e o seu

incremento Ag a determinaggo das varidveis internas €”, d* e d~ pode ser efectuada com
base num algoritmo muito expedito. Esta particularidade revela-se de capital importancia

no contexto do presente modelo material,
garantindo a exequibilidade de anélises -
que, pela sua natureza e dimensdo,
tendem a envolver grande esforco
computacional. Para uma  global

Tracgdo

apreensdo das fases mais relevantes do

modelo de dano com plasticidade que foi

desenvolvido, o Quadro 2 esquematiza a

sequéncia das etapas indispensdveis a
determinagdo do tensor ¢ correspondente

a um dado tensor de deformagdes e,

sendo de realgar a extrema clareza e Chmpessi
elegancia formal do algoritmo resultante,
e bem assim a simplicidade das
operagdes envolvidas.

Figura 4 - Ensaio 1D ciclico.

A Figura 4 ilustra o desempenho tipico do modelo num ensaio 1D ciclico de

tracgdo-compressdo, conduzido sobre um provete idealizado de betfo.

Quadro 2 - Algoritmo do modelo constitutivo.

PASSO n=0:
Estabelece-se 7, =1y, r, =1y, df =0 e d, =0.
PASSO n+1:

(1)  Determina-se ¢,,,. Calcula-se G,,; deacordo com as expressdes (77-78).

+

(2) Efectua-se a decomposi¢do de o,,, em o, e G,, de acordo com as

expressoes (58).
(3) Calcula-se 7,,, e T,,, deacordocom as expressdes (61).
4) Se 7,,, >r ou T, >r actualizam-se os limiares de dano:

A+ A+ =+ - - ==
Thyp = Max {’n s Tn+1} Typep = mMax {rn Tn+l}
. ., . + _ + + —
Actualizam-se as varidveis de dano d,,, = G*(r,\)) e d,,
acordo com as expressdes (71) e (72).

(5) Calcula-se a tens@o de Cauchy final

Ou+l = (1_d:+1) 6;+1 + (l_dn—+1) 6;+1 FIM.

=G (r) de |
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3.7. MODELACAO DO EFEITO DA DEPENDENCIA DA VELOCIDADE DE
CARGA

3.7.1 Aspectos gerais

Como é amplamente reconhecido, o betdo apresenta um comportamento viscoso
quando submetido a elevadas velocidades de deformagéo 15 cujos efeitos visiveis sdo,
relativamente ao que é observado em ensaios quase estaticos, o aumento das resisténcias de
pico e o decréscimo da ndo-linearidade nas curvas tensdo-deformagéio. Este peculiar
comportamento assume importdncia extrema sob carregamentos de natureza impulsiva,
como sucede aquando da solicitagdo das estruturas por impactos ou explosdes, mas o
fenémeno é ja observavel sob as velocidades de deformagdo registadas no decurso de
acgdes sismicas. A importéncia deste fendmeno € reconhecida desde longa data, mas a sua
complexidade determinou que o efeito da velocidade de deformagdo fosse excluido da
pratica corrente, ou, quando muito, atendido com base em drasticas hipoteses
simplificativas, como a assungfo em calculo dindmico de resisténcias e modulos de
deformagéo artificialmente aumentados.

A Viscoplasticidade forneceu as primeiras contribui¢des com verdadeira consisténcia
teérica para a abordagem do efeito da dependéncia da velocidade de carga, como na
referéncia (1). Mais recentemente, s1gn1ﬁcat1vas contribui¢des teodricas e experimentais
foram introduzidas por Suaris ef al."®, possibilitando uma abordagem realista deste
fenémeno no contexto da Mecanica de Dano Continuo, envolvendo um modelagéo
vectorial para o dano interno, cuja evolugio € retardada sob elevadas velocidades de
deformagio. Atendendo aos objectivos do presente modelo, a simulagdo do efeito viscoso
devera ser conseguida a partir da evolugdio do modelo constitutivo anteriormente descrito,
deixando intocadas, tanto quanto possivel, as respectivas clareza e eficiéncia
computacionais. A estratégia seleccionada para modelagdo daquele efeito consistiu
exclusivamente na modificagdo da cinematica dos limiares de dano »* e r~, introduzindo
uma regularizagfo viscosa nas correspondentes leis de evolug@o.

3.7.2 Regularizagio viscosa

De acordo com um procedimento similar a classica regulariza¢do viscosa sugerida

por Perzina no contexto da Viscoplasticidade, a evolugdo do limiar de dano r* descrita
pela expressao (64b) sera substituida por®?:

+

= +omt+ L+ A+ =+ + +\a
o pt ettt 2 0 oY) = i (<TE -t > /r) (81)
¢ é a fungfo de fluxo do limiar de dano, pt é um parmetro de fluidez ¢ a* ¢ um
expoente positivo, assumidos como propriedades materiais € determindveis com base em

ensaios 1D de tracgdo. Relativamente & variavel de dano em tracgéo propriamente dita, a lei
de evolugdo descrita pela expressdo (64a) permanece sem modifica¢do, € em consequéncia

d* pode ser actualizada com a mesma eficiéncia que para 0 modelo néo viscoso, através da
expressio (69a) que estabelece d* =G (r").

No caso da compressdo um conjunto de equagdes similar a (81) pode ser postulado,
com distintos pardmetros materiais (n~, a ) e fungdo de fluxo ¢~ sendo entdo
introduzidos, a fim de simular a diferente sensibilidade ao efeito ‘strain-rate’ manifestada
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pelo betdo sob compressdo, em comparagdo com o que sucede sob trac¢do. A determinagéo
explicita de d~ através da fungdo G (r"), expressdo (69b), permanece aplicavel.

3.7.3 Integracio numérica

Mediante o estabelecimento de um algoritmo de avango no dominio do tempo em
que At designe o incremento temporal, equagdes do tipo (81a) podem ser integradas de
acordo com a seguinte regra do ponto médio generalizado:

Tuul = 1, + A pO(T,,,7,) (82)

em que

T, = (1-a)7T, + @ T, r, = (l=-0)r, + ar, (83)
(o €]0.5, 1.0] , sendo aqui preconizada a utilizagédo de o = 0.5).
Rearranjando (82) tendo em consideragdo as expressoes (83) resulta
J) = =ty + 1, + APy (<74 =1, >[1,)" = 0 (84)
Para a#1 esta equagdo ¢ ndo-linear, e consequentemente se a é um inteiro superior a 4 ¢

necessario adoptar um procedimento iterativo de Newton-Raphson para determinar r,,,, de
acordo com a férmula recursiva

el . . o
B = = £ F D (85)
que possibilita a obtengdo de uma aproximagédo (i+1) para r, tendo em consideragdo a

informag#o de uma iteragfio prévia (i); /' designa a primeira derivada de f:

f’(rn+1) =-1- H(%a_ra) a o At KT %a/(ra)z ((%a —ra)/ra)a_l (86)

A Figura 5 permite avaliar o desempenho do modelo viscoso sob velocidades de

deformagéo entre 107°/s e 1/s, para um betdo solicitado em trac¢iio 1D. Pode observar-se
que as resisténcias de pico crescem continuamente a medida que as velocidades de
deformag@o aumentam, distinguindo-se claramente da resisténcia quase estatica

(aproximadamente coincidente com a curva assinalada por £§=107/s).

G (MPa) |
4.0

32

2.4

0.8

le-5/s el e 4

1

0.0 1 I 1 I 1 1 L
0.6e-4 1.2e-4 1.8e-4 2.4e-4 €

Figura 5 - Efeito viscoso em trac¢@o.
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Capitulo 4

AMORTECIMENTO ALGORITMICO, MATERIAL E POR
RADIACAO

4.1. AMORTECIMENTO ALGORITMICO

4.1.1 Ruido numérico

Na generalidade das aplicagdes estruturais de natureza dindmica a resposta &
essencialmente condicionada pelas contribui¢des dos modos de vibragdo que apresentam as
mais baixas frequéncias proprias. No entanto, ao proceder a integragio directa das
equagdes de equilibrio dindmico (30) surgem sobrepostas a solugdo fundamental as
participagdes de modos de frequéncias elevadas. Atendendo a que nos algoritmos de
integragfo implicita a fixagdo do incremento A¢ com que a solugdo avanga no dominio do
tempo € geralmente estabelecida com o propésito de assegurar uma boa representagio dos
primeiros modos de vibragdo, compreende-se que aquelas participagdes devam ser
consideradas espurias, uma vez que os modos de vibragdo com frequéncia elevada ndo
estdo a ser adequadamente traduzidos na modelagdo numérica. Deste facto resulta que
analises efectuadas para um mesmo problema mas adoptando distintos incrementos de
tempo podem apresentar perturbagdes na solugdo, razdo pela qual se revela vantajoso dotar
os algoritmos de integragdo de alguma forma de dissipagdo de natureza numérica, que
permita amortecer as contribuigdes indesejadas dos modos de ordem mais elevada'’.

A fim de ilustrar o comportamento do algoritmo de Newmark quando isento de
qualquer modalidade de dissipagdo (y=0.5, p=0.25), um exemplo muito simples'
encontra-se esquematizado na Figura 6, e diz respeito a simulagdo da resposta de uma
barra, solicitada no seu encastramento por um movimento forgado caracterizado pela
seguinte lei, representada na Figura 7:

u(t) = ~15x107 (1 + sin(2n£/0012 - n/2)) , para 0<¢<0012s (em m)
: L , para  ¢>0012s

A barra, com dimensdes 100m x 1 mx I m, foi discretizada com 100 elementos finitos
de 4 nés em estado plano de deformagdo, tendo sido exclusivamente permitidos
deslocamentos na direcgdo axial. Na simulagdo considerou-se um material com
comportamento linear e elastico, caracterizado por E =25GPa e v =0.2, tendo por
massa especifica 2500 Kg/ m® . Nenhum tipo de amortecimento material foi previsto.

De acordo com consideragdes que serdo desenvolvidas posteriormente, a onda de
pressdo gerada pelo movimento imposto na extremidade esquerda da barra desloca-se com
velocidade ¢=3333m/s, apresentando uma amplitude de 3.0x10™* m e um periodo de

0.012s.
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u(t)
}—4}—-— 1m
I1m ‘ ’ P
\\
X
L 50 m L 50 m ([/

Figura 6 - Barra analisada.
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Figura 7 - Movimento forgado.

Os resultados apresentados na Figura 8 reportam-se ao deslocamento, velocidade,
aceleragdo e tensdo axial determinados numericamente num ponto P situado a meio
comprimento da barra (rever a Figura 6), tendo sido obtidos com A7=0.0003s.

Conforme se pode constatar, a perturbagdo atinge o ponto de analise ao fim de
= 0.015s, o que estd de acordo com a respectiva velocidade de propagagdo teorica
(t =50/3333 = 0.015s), verificando-se reflexdes quer na extremidade livre quer na
extremidade apoiada. A evolugdo do deslocamento (Figura 8a) manifesta um andamento
regular, em concordancia com a teoria de propagacdo de ondas em meios elasticos,
verificando-se que as reflexdes ndo alteram a amplitude do movimento.

No entanto, € evidente a acentuada irregularidade inerente a curva da aceleragdo
(Figura 8c), efeito alias ja algo evidente, embora de forma menos clara, nas curvas da
velocidade (Figura 8b) e da tensdo (Figura 8d). Note-se que, em termos da aceleragio, as
vibragdes que se sobrepdem a resposta fundamental tém uma frequéncia cerca de 10 vezes
superior a induzida pela solicitagdo aplicada, sendo manifesta a sua natureza espuria, sem
correspondéncia fisica.

Esta manifestagdo de ruido numérico, cuja origem estd obviamente associada a
discretizagdo (tanto espacial como temporal) subjacente a0 modelo matematico, revela-se
particularmente inconveniente em analises ndo-lineares, porquanto a oscilagdo frequente das
aceleragbes origina grandes perturbagdes na contribuicdo das forgas de inércia para o
equilibrio dindmico, afectando drasticamente a convergéncia e chegando mesmo a
inviabilizar a obten¢do de uma solugdo numérica.
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Figura 8 - Resultados referentes ao ponto P da Figura 6
(método de Newmark: y = 0.5, = 0.25).

Pelos motivos apontados ¢ facil de inferir que os métodos de integragio que
contenham alguma modalidade controlavel de amortecimento algoritmico exibirdio uma
maior robustez, sendo a proxima sec¢do dedicada ao aprofundamento deste assunto.

4.1.2 Integracdo directa segundo métodos implicitos classicos

4.1.2.1 Expressées fundamentais

A caracterizagdo do comportamento algoritmico de um método implicito de
integragdo directa € substancialmente simplificada se aplicada a um material de
comportamento linear e elastico. Nestas condigGes a expressdo de equilibrio dinidmico (30)
reduz-se a forma

Mi+Ca+Kya = f 87)
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sendo ainda necessario respeitar as condi¢des iniciais

a(0) = a, (88a)
a(0) = a, (885b)
i(0) = M7 (f, - Ciy — Kyay) (88¢)

Um importante conjunto de métodos classicos de integragdo directa procedem a
resolug@o da equagéo (87) rescrevendo-a sob a forma

M [.l'n+9 +C dn+6 + KO Ayg = fn+9 (89)

em que n designa o niimero de ordem do instante precedente (isto €, ¢, =nAr), 6 é um
pardmetro denominado ‘de colocag@o’ e se admitem as seguintes explessoeszo

G, = (1-0)d, +0d,, (90a)
g = @, +[(1=y)ii, + 7,0 |0AL (90b)
Uy = @, + @, 00 +[(1/2-B)i, + il 0] (047)° (90c)
Fuo = (1=0) 1, + 0 £, (90d)
= b, +[(1=7)ii, + 7, | At (90e¢)
Uy = @, + a, A +[(1/2-B)i, + Bii,,, | AL (907)

Consoante o valor do pardmetro 0, assim as expressdes (89) e (90a-d) dio origem ao
esquema de integragdo de Wilson © (6>1.37) ou de Newmark (6=1), pelo que estes dois
métodos se podem englobar sob a designagdo genérica de ‘esquemas de colocagdo’'®. Os
pardmetros y e 3 foram ja definidos no Capitulo 2, a propédsito do método de Newmark.

O método de Houbolt, um dos primeiros a ser utilizado no contexto da dindmica
estrutural, ndo se integra nesta categoria porquanto o sistema de equagdes resolventes,
escrito no instante 7, ,,

M dn+1 +C (‘ln+l + I(O ”n+1 = f‘n+1 (91)

¢ apoiado por um conjunto de férmulas em diferengas finitas distinto do utilizado nas
expressdes (90a-d), envolvendo varios instantes sucessivos

i,y = (2a,, —5a, +4a, —a,,)/ At> (92a)
i, = (11a,, —18a, +9a, —2a, )/ (6Ar)° (92b)

situacdo que obriga a utiliza¢do de um procedimento especial para a solugdo ser
determinada nos dois primeiros passos de integragio.

4.1.2.2 Matriz de amplificacio

As caracteristicas mais relevantes dos métodos de integragdo podem ser avaliadas
considerando a equag@o de equilibrio dindmico de um oscilador de 1 grau de liberdade em
vibragéo livre ndo amortecida:

Mdn+9 + KO Anig = 0 (93)
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Fazendo intervir as expressdes (90a,c,e-f), ap6és alguma manipulagdo matematica
chegar-se-ia a férmula recursiva
X, =A4X, (94)

n+l

na qual

; 2 T . % T
X, = {an Atan At an} Xn+1 = {an+l Atanﬂ At an+1} (95)

n

. . . . . s I8 . o~
A constitui a denominada matriz de amplificagdo °, sendo a seguinte a sua definigdo
explicita:

B 1 ]
1+ BAy 1+PAs, 5+B(A33—1)

A4 =| ydy l+ydy T+y (A33 _1) (96)

A31 A32 A33
L ]
com
Ay =-Q*/D A, =-0Q*/D
Ay =1-(1+0>Q/2)/ D D=6(1+p0*Q?) 97)

Q=owAtf o =K,/ M

Atentando na expressdo (94) pode constatar-se que o avango da solugdo de dado
instante #, para o instante seguinte f,,, depende exclusivamente das caracteristicas da
matriz de amplificacdo, e portanto da andlise desta matriz, e em particular dos seus valores
proprios A, podem determinar-se as propriedades mais relevantes do algoritmo de
integragio que lhe esta subjacente. A equagdo caracteristica de A ¢

~det(A-AI) =N -24N + A -4, =0 (98)
em que

A = 1-0Q*(y+0-1/2)/(2D) + 4;/2 (99a)

4, = 1-Q*(y+6-3/2)/ D +2 4, (99b)

4 = (6—1){1+QZ[B(GZ+9+1)—y—(6—1)/2]}/D (99¢)

Utilizando repetidamente a expressdo (94), e procedendo a eliminagdo das
velocidades e aceleragdes, poder-se-ia obter a seguinte expressao em diferengas finitas, que
apenas envolve deslocamentos de 4 instantes sucessivos:

Ayyl — 2Al a, + A2 Ay — A3 ayy = 0 (100)

A semelhanga formal desta expressdo com a equagdo caracteristica (98) permite
concluir que a solugdo discreta em dado instante tem a forma'®:

a, = kN + kN + kA (101)
em que A, A, € A, sdo os valores proprios de 4 e k, k, e k; dependem das condigdes
iniciais do problema. Nesta expressdo estd implicita a hipotese A; #A, #A5; no caso de
valores proprios multiplos ter-se-do as seguintes variantes aquela definigéo:
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oA = A,
a, = (k +nky) A} + ks N (102)
oA =Ny =4
a, =k +nkey + n’ k)] (103)

4.1.2.3 Precisio

Procedendo a consideragdes sobre a expressdo algoritmica (100) e sobre a equagio
te6rica (93) Hilber e Hughes'® deduziram a seguinte expressdo para o erro € que afecta a
solugdo a determinada pelos métodos de colocagio:

e = (y —05)an’Ar+ O(A) (104)
O(At?*) assinala o facto de na parte remanescente desta expressdo estarem envolvidas
quantidades da ordem de grandeza de Af>.

De (104) conclui-se que impondo y=0.5 se obtém & = O(At?), o que corresponde a
obtengdo de um algoritmo com precisdo de 2 ordem, condigdo cujo cumprimento ira ser
assumido no seguimento desta apresentagdo, a fim de satisfazer a recomendago (iii) que
no subcapitulo 2.3.1 foi enunciada a propdsito dos métodos de integragido directa. Para
vy #0.5 o algoritmo apresenta, como € evidente, precisio de 1* ordem.

4.1.2.4 Estabilidade

Um algoritmo de integragdo directa ¢ considerado ‘estdvel’ se igualmente o for a
respectiva matriz de amplificagdo, o que segundo Bazzi e Anderheggen® significa que os
deslocamentos nao tenderao para infinito quando n=co.

Da anélise das expressdes (101-103) pode concluir-se que a estabilidade dos
algoritmos de colocagdo impde que algumas condigdes elementares sejam verificadas pelos
valores proprios de A, em virtude de a solug@o para dado instante envolver poténcias de

ordem 7 sobre A, A, € A,. Assim, definindo por raio espectral p a entidade
Aaby Al

torna-se evidente que a obtengdo de estabilidade impde, para a situagdo descrita na
expressdo (101) (isto &, A, #A, #A;), que p<1. No caso das expressdes (102-103) esta

p = max {|7»1 ; ,

condigdo por si s6 ndo € suficiente, dada a existéncia de factores que envolvem
crescimentos lineares (expressdo (102)) ou quadraticos (expressdo (103)) com a ordem n
do passo de integragdo, o que torna indispensavel que a condigido adicional W <1 seja
imposta sobre os valores proprios multiplos de valor comum A.

Do ponto de vista das aplicagdes praticas importa ainda especificar o valor de Q,, tal
que, uma vez satisfeito o requisito Qe [O, Qc], o algoritmo cumpra automaticamente as
condigdes de estabilidade enunciadas’ . Se Q_ for um valor finito o algoritmo & dito ‘de

" Rever em (97) a definigio Q= At .
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estabilidade condicional’, mas mediante a imposigéo de determinadas restri¢des sobre os
parametros (6, v, B) os métodos de colocagdo podem ser estabelecidos de tal forma que
Q.= o, obtendo-se assim ‘estabilidade incondicional’. Este dltimo caso, em que

Qe [O,oo[, corresponde ao cumprimento do item (i) do conjunto de recomendagdes
enunciado no subcapitulo 2.3.1 a propésito dos métodos de integragdo directa, e tem um
evidente interesse pratico por assegurar uma elevada robustez algoritmica, que do ponto de
vista da estabilidade se caracteriza pela inexisténcia de restrigdes quer sobre o incremento
de tempo At quer sobre a frequéncia a integrar .

Circunscrevendo a atengdo ao caso em que y=0.5 e procurando caracterizar as
situagdes em que o raio espectral assume o valor unitario (limiar de violagdo da condigdo
de estabilidade) poder-se-4 definir Q_, e consequentemente determinar o campo de valores
a atribuir aos pardmetros 6 e 3 por forma a assegurar que Q= oo, Assim, as situagdes em
que um valor préprio da matriz A apresenta médulo unitdrio podem ser traduzidas pela
expressdo A = e = cosq + ising (com @ e[O, 2n})T, pelo que da sua substituigio na
equagdo caracteristica (98) resultam as duas seguintes igualdades (correspondentes ao
anulamento da parte real e da parte imaginaria), que permitirio precisar as respectivas
condig¢des de ocorréncia:

cm@@—4mﬂ@—440w@+Ag+24—A3:o (1054)
sin@ (1—4cos2(p+4A1 coscp—Az) =0 (105b)

Trés situagdes podem ser consideradas:
(i) ¢=0

Neste caso resulta que cosp=1 e sinp=0, pelo que sé interessa reter a expressao
(105a), que entdo assume a forma:

1 =24, + 4y — A3 = 0 (106)

Recorrendo as expressoes (99), nas quais se supord y =0.5, tem-se
1 =24, + 4y = 4 = 1~ (2-Q%0/D+ 4,) + (1-Q*(0-1)/D+24,) - 4, =
=Q*/D=0 (107)

donde claramente se conclui que a ocorréncia de A=¢"=1 s6 poderia ter lugar impondo a
situagdo limite Q=0.
(i) o=m

Neste caso cos¢p= -1 e singp=0 (e portanto A=-1), pelo que uma vez mais h4

exclusivamente necessidade de considerar a expressio (105a), que da lugar a
condigdo

14+ 24+ Ay+ 4y = 0 (108)

" Notar que I?»l = \lcos2 o + sin” o =1.
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A utilizagéo das expressdes (97d) e (99) permitiria constatar que seleccionando 6 >1
e > (2 0% — 1)/(4(263 — 1)) Jjamais se obteria A=—1 para Q e [0,00[.

(iii) Restantes valores de ¢

Neste caso os valores proprios A resultam do tipo complexo e torna-se indispensavel
lidar com ambas as expressdes (105). Procedimentos matematicos elementares
permitem eliminar ¢, resultando uma tinica equago:

1— A, +24, 4, — 4} =0 (109)
Adoptando os procedimentos utilizados nas situagdes (i)-(ii) concluir-se-ia que
seleccionando 6 >1 e B <0/ (2(9+1)) se obteriam valores préprios tais que ‘7&] <1
para Q &[0, 00| .

Em suma, para os métodos de colocagdo é possivel assegurar simultaneamente
estabilidade incondicional e precisdo de 2* ordem nas seguintes condigdes:

Yy =05 0>1 L>B>£ (110)
' ) 2(0+1) 7" T 420°-1)

Note-se que para o método de Newmark (0=1) resultaria entio trivialmente y=0.5
e B=0.25.

4.1.2.5 Amortecimento e distor¢cio algoritmicos

Como foi oportunamente referido, os métodos de colocagdo sdo caracterizados por
erros de aproximagéo do tipo € = O(At*), com k=1 para y#0.5 e k=2 para y=0.5. Em
qualquer dos casos verifica-se que £ >0, o que permite afirmar que o erro tende a decrescer
a medida que € introduzido um crescente refinamento, particularidade habitualmente
designada por ‘consisténcia’.

Uma consequéncia importante desta propriedade, conjugada com a estabilidade,
permite aplicar aos métodos de colocagio o Teorema da Equivaléncia de Lax*’: “a
estabilidade e a consisténcia sdo as condigdes necessarias e suficientes para assegurar a
convergéncia”.

Deste teorema resulta entdo que os métodos de colocagdo sdo convergentes (isto ¢, a
solug@o obtida algoritmicamente tende para a solugéo tedrica 2 medida que Az—0), e pode

provar-se a existéncia de um valor Q >0 tal que se Qe [O, Q] entdo a matriz A apresenta
dois valores proprios complexos conjugados, A, (denominados raizes princi ais), € um
p 1,2 P >
valor proprio real A; (denominado raiz espuria), verificando-se entre eles a relagdo
As| <Ay, <1, segundo a referéncia (18). Nestas condicdes, e ainda de acordo com 0s
3 1,2 ’

referidos autores, designando por 4 e B os pardmetros na base dos quais sdo definidos os
valores proprios conjugados M, isto € Ay, = 4 + Bi, a expressio (101) transforma-se em
a, = e *°" [k cos(@t,) + ky sin(®1, |+ k25 (111)

sendo
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Ay = A% Bi= el (112a)
o= Q/At (112b)
E=-In (pz)/(2§) = - 1n(A2 + Bz)/(zﬁ) (112¢)
Q = arctan (B/ A) (1124)

Num algoritmo convergente a contribui¢do do termo k; Xy da expressdo (111) tende a
desvanecer-se'’ & medida que At/T—0, situagdo limite para a qual se pode entdo constatar
a perfeita identificagdo da expressdo remanescente com a lei de vibragdo de um oscilador
de 1 grau de liberdade, caracterizado por uma frequéncia ® e por um coeficiente de

amortecimento &. O sentido destas entidades é intrinsecamente analogo ao dos seus
equivalentes ® e & a nivel estrutural (e decorrentes das propriedades materiais), dos quais
foram contudo distinguidos pela aposigdo de uma barra, dada a sua proveniéncia
estritamente algoritmica.

Igualmente de realgar € o facto de o conjunto de expressdes (111-112) poder ser
analisado estritamente com base nos pardmetros 4 e B que caracterizam os valores préprios
da matriz de amplificagdo, cuja determinag@o tem de ser efectuada com base na respectiva
equacao caracteristica (98).

Note-se, por outro lado, que uma vez que se tem vindo a supor que £=0, a
manifestagdo de uma dissipagdo (ou amortecimento algoritmico) E na resposta numérica
do oscilador em vibragéo livre, ainda que um objectivo eventualmente desejavel, tem de
ser encarada como um indicio de erro na solugdo. Logo dissipagdo implica perda de
precisdo. Da andlise da expressdo (112c) pode ainda concluir-se que a maximizagio da
precisdo, correspondente a situagdo em que £ =0, se obtém para p=1, e que o aumento da
dissipagdo algoritmica pode ser conseguido mediante a redug@o do raio espectral p.

Uma outra manifestagdo do erro introduzido pelo algoritmo resulta do facto de ser
REZOR

Assim, usualmente a eficiéncia dos algoritmos de integragfo é avaliada com base nas
medidas de precisdo proporcionadas pela dissipagio E e pela dispers@o 1 (ou distor¢do na
frequéncia), esta ultima definida como

v =(T-T)T (113)

sendo T=2n/o e T =2n/® periodos de vibragio com significado evidente.

4.1.2.6 Analise comparativa de varios métodos

Na Figura 9 procede-se a representagdo de p, & e t para diversos algoritmos de
integragdo.

Conforme se pode constatar, o método de Newmark utilizado na sua modalidade com
precisdo de 2* ordem (0=1, y=0.5, $=0.25) — a denominada regra trapezoidal —
determina um raio espectral unitario (Figura 9a) e revela-se o algoritmo de 2* ordem com
mais elevada precisdo, que conduz a minimizagdo da dispersdo t (Figura 9¢) e ao
anulamento da dissipacdo E (Figura 9b). A obtengéio de amortecimento algoritmico sé
pode ser conseguida abdicando da precisdo de 2* ordem e adoptando y>0.5 (situagio
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ilustrada na Figura 9a pela curva correspondente a y=0.6, e $=0.3025); o valor de 3 a
seleccionar para este caso devera ser o que conduz & minimizagdo de p para At/T—c0
(pois desta forma a dissipag&o é maximizada no dominio das altas frequéncias), efeito que
segundo Hughes® pode ser obtido considerando

B=(y+1/2)"/4 (114)

A regra trapezoidal

09— método-t (ce=-0.05)

08 |—

0.7 —

p
0.6 —
05 |- método-ot(a=-0.3)
04 -
03 [ Houbolt
0.2 | | | 1
102 107! 1 10 102 10°
AYT
a) raio espectral
0.10 0.5
Wil = 4
Houbolt (p:g,e:u)/ Wilson (B=—-, 0=1.4) //
0.09 |- / - /
/
/ /
0.08 - ; // 04= // /
007 |- / | Houbolt //
/ Newmark /
(B=0.3025, 7= 0.6) /
0.06 |- /L 03 /
/. /
//
E 005 / T L
g / método-a // método-o
Y (a=-0.3) / (x=-03)
0.04 |- ) 02} /
/ método-oL
/ (a=-0.05)
0.03 |- L /
'd
/
ooz |- jnleg 0| s
/
// regra trapezoidal
001 = //
regra trapezoidal Z
oL ! "/ ! ! 0 ] . | . I A
01 02 03 04 0.1 0.2 0.3 0.4
AT AT
b) dissipagdo ¢) dispersdo

Figura 9 - Comparagio de diferentes métodos implicitos de integragdo directa
(da referéncia (20)).

Um outro resultado que pode ser verificado na Figura 9b relaciona-se com o facto de,
para altas frequéncias, as caracteristicas de dissipagdo inerentes ao método de Newmark
amortecido (y >0.5) serem claramente inferiores as dos métodos de Houbolt e de Wilson 6.
No dominio das baixas frequéncias o método de Newmark conduz a excessivo
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amortecimento algoritmico, ao contrario do que sucede para frequéncias elevadas,
comportamento manifestamente oposto ao pretendido, pois seria conveniente que as
frequéncias de ordem mais baixa exibissem dissipagdo nula (por conterem a componente
mais significativa da resposta estrutural) e s6 as frequéncias elevadas fossem intensamente
amortecidas. Neste sentido a curva ideal numa representagéo E_\—(At/ T ) deveria apresentar

uma 1? derivada tendencialmente crescente, objectivo do qual os métodos de Houbolt e de
Wilson O se aproximam bastante mais, com destaque para o método de Houbolt que exibe
um amortecimento muito superior ao do Wilson 6.

Contudo, o método de Houbolt apresenta o inconveniente de ndo possibilitar o
controlo do amortecimento algoritmico, e além disso do ponto de vista da dispersdo t e do
raio espectral p manifesta o pior comportamento dos métodos representados na Figura 9.
Estes factos contribuiram para que durante muito tempo o método de Wilson 6 fosse
considerado como a melhor opgdo entre os métodos dissipativos incondicionalmente
estaveis, revelando melhor comportamento do que o método de Houbolt do ponto de vista
da distor¢do das frequéncias, e permitindo além disso um controlo (limitado) do
amortecimento algoritmico.

Pelas razdes apontadas, no lote de métodos implicitos classicos de integragfo directa
a escolha recai essencialmente sobre os métodos de Newmark e de Wilson 0.

Quando a dissipagdo de natureza numérica nfio seja um objectivo importante o
método de Newmark, considerado com y=0.5 e $=0.25, proporciona o método de
integragdo mais preciso, através da conhecida regra trapezoidal que apresenta precisdo de
2% ordem.

Pretendendo obter e controlar amortecimento numérico o método de Newmark pode

ainda ser utilizado mediante a consideragdo de y>0.5, B = (y +1/2)2 /4, procedimento

., 3 . 1 r . .
alids muito generahzado7’9’ 9, embora o método de Wilson 6 constitua, sob este ponto de

vista, uma opgdo manifestamente mais eficiente. No entanto o amortecimento numérico no
dominio das baixas frequéncias tende a ser excessivo em qualquer dos casos, € no método
de Wilson 6 a dissipagdo ndo pode sequer ser continuamente reduzida até ao valor nulo
(dai o caracter limitado precedentemente referido, a propdsito do controlo da dissipagdo
neste método).

Uma outra caracteristica indesejavel exibida pelo método de Wilson 0 relaciona-se
com a sua manifesta tendéncia para a sobrestimagdo da solugdo exacta nos primeiros
passos da integrag@o, quando os incrementos de tempo nio sfo proximos de zero — efeito
designado por ‘overshoot™®. Este efeito ¢ inerente aos métodos de colocagio'®, e embora
em algoritmos convergentes possa ser eliminado tomando Af—>0, revela-se
particularmente inconveniente em problemas de impacto ou que envolvam cargas
subitamente aplicadas.

4.1.3 Método o de Hilber-Hughes-Taylor

4.1.3.1 Expressoes fundamentais

Partindo do esquema de colocag@o utilizado por Newmark, mas introduzindo-lhe um
conjunto minimo de alteragdes por forma a dotd-lo de boas -caracteristicas de
amortecimento algoritmico, na referéncia (17) Hilber, Hughes e Taylor propdem um
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método de integragdo denominado método o.. Na sua versdo mais recente este método, que
recorre as formulas em diferengas finitas préprias do método de Newmark, isto &,

dn+1 = dn + [(I_Y)an + Yii71+1]A[ (115([)

Il

a,, = a, +a,A +[(1/2-B)d, + B, A (115b)

utiliza a seguinte forma para a equagéo de equilibrio dindmico (87)*%**:
Mi,, +(+0)Ca,, - aCa, + (1+a)Kya,,, - aKya, = (1+a) f,, - o f, (116)

O parimetro o assegura um meio eficiente de controlo continuo da dissipag@o algoritmica,
verificando-se que a redugéo de o conduz ao aumento do amortecimento numérico. Para
a=0 o algoritmo recupera a versdo correspondente a0 método de Newmark, retomando
entdo a familiar regra trapezoidal que, como foi anteriormente referido, assegura o
algoritmo implicito de 2* ordem com mais elevada precisio. Esta particularidade,
conjugada com o facto de as modificagdes inerentes ao método o, se confinarem ao
relativamente escasso conjunto de alteragdes envolvido na expressdo (116), torna aliciante
a consideragdo da hipodtese de transformar um programa de célculo vocacionado para o
método de Newmark num outro destinado ao método o de Hilber-Hughes-Taylor.

Uma vez que a regra trapezoidal constitui um caso particular do método a, este
método permite reproduzir situagdes de equilibrio estético, o que obviamente constitui uma
particularidade de inegéavel interesse pratico.

4.1.3.2 Matriz de amplificag¢io

Como se observou a propésito dos método classicos de integragéo, a generalidade
das propriedades mais relevantes de um algoritmo podem ser determinadas com base nos
valores proprios da respectiva matriz de amplificagio. No método o, a matriz de
amplificagdo tem a seguinte constitui¢o:

I 1
1+ apQ? 1 S~ B
A =% —yQ>  1-(1+a)(y-p)Q? 1—y—(1+a)(%—ﬁj§22 (117)
- Q? ~ (1+a)Q? ~(1+a) l-ﬁjgz
- 2 -
em que
D =1+ (1+a)pQ? (118)

e Q conserva o significado atribuido na expresséo (97).

4.1.3.3 Precisdo e estabilidade

Sem entrar em grandes detalhes, porquanto na analise dos atributos do método o, se
utilizariam precisamente os mesmos raciocinios e conceitos referidos a propdsito dos
algoritmos de colocagdo (atendendo unicamente as especificidades decorrentes de a matriz
A ter agora a definigdo (117)), seria possivel demonstrar que a selecgdo dos pardmetros do
método de acordo com
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ael-13, 0] y=12-a B=(1-a) /4 (119)

assegura a obten¢do de um algoritmo incondicionalmente estdvel, com precisdo de 2°

2
ordem?’.

4.1.3.4 Amortecimento e distor¢io algoritmicos

Embora o método o de Hilber-Hughes-Taylor exiba dissipagio para valores positivos
de o, do ponto de vista do amortecimento algoritmico a maxima eficiéncia é conseguida
para valores negativos deste pardmetro. Na referéncia (17) é referido que o método &
estavel para o € [—1/2, 0], mas na pratica s6 se adopta para a o intervalo proposto em
(119), pois experimentagdo de natureza numérica evidenciou que a consideracdo de
a.<—1/3 ndo conduziu a quaisquer ganhos de eficiéncia, do ponto de vista da maximizagao
da dissipagio.

Utilizando os conceitos de raizes principais e de raiz esptria o conjunto de
expressoes (111-112) anteriormente apresentado seria igualmente obtido para o método o,
0 que permite que a dissipagio E e a dispersdo 1 sejam definidas da forma habitual, isto ¢,
a partir dos valores proprios da matriz de amplificagfo (117).

Na Figura 9 pode apreciar-se o comportamento do presente método para o.=—0.05 e
a=-0.3, verificando-se que a diminui¢do deste pardmetro conduz a redugdo do raio
espectral (Figura 9a), o que tem como consequéncia o aumento da dissipagéo (Figura 9b) e
da dispersdo (Figura 9c).

Por comparagdo do método o com o método de Newmark (relativamente ao qual
apresenta maiores afinidades), constata-se que aquele apresenta caracteristicas de
dissipagdo manifestamente superiores: relativamente ao método de Newmark com y=0.6 e
B=0.3025 observe-se como o método o praticamente inverte a curvatura da lei de

evolugdo g—(At/ T ) representada na Figura 95, determinando amortecimentos préximos de

zero num consideravel intervalo associado as baixas frequéncias, mas assegurando &
elevados no dominio em que se manifesta o ruido.

Um aspecto bastante atractivo do método o de Hilber-Hughes-Taylor decorre de a
obtengdo do amortecimento numérico poder ser conseguida assegurando uma precisdo de
2% ordem, o que ndo sucedia com o método de Newmark, facto que obviamente o coloca
em vantagem face a este.

Em relagéo aos métodos de Houbolt e de Wilson 6 o método o apresenta igualmente
vantagens importantes, pois embora aqueles métodos conduzam a amortecimentos bastante
superiores, deve ter-se em conta que o controlo da dissipagdo é impossivel no método de
Houbolt e limitado no método de Wilson 6. Além disso aqueles métodos classicos
comegam por determinar & excessivamente elevados para valores de A#/T préximos de
zero, efeito claramente indesejavel.

Em termos da evolugdo da dissipagdo o comportamento do método o é préximo do
ideal, e resulta de neste método o raio espectral se conservar préximo de 1 para uma franja
de valores de A#T mais extensa do que nos restantes métodos (ver Figura 9a),
apresentando uma redugfio progressiva a medida que se caminha para o dominio das
frequéncias elevadas.
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Do ponto de vista da distor¢do T, e exceptuando a regra trapezoidal, o método o
manifesta o melhor comportamento do conjunto de métodos representado na Figura Oc,

revelando-se um algoritmo muito preciso. A diminui¢do de o acarreta um aumento da
distorgao.

4.1.3.5 Aplicacio numérica: comparacio do método o de Hilber-Hughes-Taylor
com o0 método de Newmark niio amortecido

A fim de poder apreciar o desempenho do método oo de Hilber-Hughes-Taylor, o
exemplo da barra da Figura 6 € retomado. Considerando oc=—1/3 na Figura 10 procede-se

a comparagdo da solugdo correspondente a aplicagdio do método oo com a anteriormente
obtida através do método de Newmark sem dissipag@o algoritmica.

0.0004

0.0003 |- Newmark n/ amortecido 1
alfa= —1/3
0.0002 -
\_E, 0.0001 [ <1
2
=
L5
£ o]
o
o
=3
3
3 -0.0001 [ B
—0.0002 | B
—0.0003 [ —
—0.0004 L 4 =
o 0.01 0.02 0.03 0.04
t (s)
60 T T <y
Newmark n/ amortecido
40 | alfa= —1/3 4
< 20}
»
—~
£,
o
o o]
o
i
]
@
o
o
—20 |
—40 |
60 R " L L
o 0.01 0.02 0.03 0.04

t (s)

b) aceleragio

Figura 10 - Método o versus método de Newmark (y = 0.5, B = 0.25): resultados
referentes ao ponto P da Figura 6.
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Como se pode constatar na Figura 10a, em termos da evolugdo do deslocamento do
ponto P os dois métodos praticamente ndo se distinguem. Em termos da evolugdo da
velocidade ou da tensfio axial a conclusdo seria idéntica, motivo pelo qual se considerou
redundante proceder a respectiva representagdo. No entanto em relag@o as aceleragdes ja a
eficacia do método oo na diminuigdo do ruido numérico se torna evidente (Figura 105),
determinando uma resposta claramente mais suave do que a correspondente a regra
trapezoidal.

4.1.3.6 Situac¢ao envolvendo comportamento materialmente nao-linear

Nas aplicagdes que envolvam comportamento materialmente ndo-linear a equagio
(116) referente ao método o devera ser modificada, substituindo as contribui¢Ges do tipo
K, a por k(a):

Mi,, + (1+0)Ca,, —aCa, +(1+a)k(a,,) - ak(a,) = (1+a) fry —a f, (120)
Uma outra forma de encarar este problema consiste em estabelecer que o equilibrio

sera satisfeito uma vez que seja nulo (ou muito préximo de zero) o seguinte vector de
forgas residuais

Yy = (1+a).f;z+l - O(‘I;1 - M('in+1 - C[(1+a)dn+l - O“.ln -
- (l+oc)k(an+]) +- ock(an)
Atendendo as equagdes (46-47) e ainda as definigdes (36-40) um algoritmo preditor

multicorrector fundamentado no método de Newton-Raphson poderia ser estabelecido,
considerando (para uma iteragao 7)

(121)

1 I+a oK) |, ,.
BAI‘Z M + ( BA?Y C + (1+a)(aj il = Wit (122)

n+l

i . g — . : i ’
sendo y,,, o vector de forgas residuais actualizado e §,,, o vector que expressa os

) e . i " i+l
melhoramentos a introduzir em Aa,., = a,,, — a, por forma a obter Aa, ;.

Se no decurso do processo iterativo a matriz de rigidez tangente que figura em (122)
for substituida pela matriz de rigidez elastica K, conforme procedimento efectivamente
adoptado na presente monografia, uma equagao resolvente do tipo

K8, = Yy (123)

¥
sera entdo obtida, na qual

-1+ B oy, (124)

B AL B At

i _ o] i i
Wn+1 - Wn+l(an+l’ Ayi1s an+1) (125)
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4.1.4 Referéncia a outros métodos

4.1.4.1 Método o. de Bossak

Adoptando um conjunto de procedimentos andlogo ao utilizado no método o de
Hilber-Hughes-Taylor, o método o de Bossak®® foi desenvolvido com base nas férmulas
em diferencas finitas propostas por Newmark (expressdes (115)), mas preconizando a
seguinte forma para a equago de equilibrio dindmico (87):

(]‘_OLB)M('in-H + OtB]‘ldn + C'(.ln+1 + KO an+1 = .fn+1 (126)

O pardmetro o permite controlar a dissipagdo no dominio das altas frequéncias,
obtendo-se estabilidade incondicional, precisdo de 2* ordem e eficiéncia maxima para as
seguintes condigdes:

ay <0 v =12 - o, B=(1-0,) /4 (127)
Com az=0 o método o de Bossak recupera a formulagdio do método de Newmark

classico.

As comparagdes documentadas na referéncia (1) ddo conta de que para valores iguais
dos pardmetros o e oz 0 comportamento do presente método o de Bossak e o do método o
de Hilber-Hughes-Taylor sdo muito analogos, tanto do ponto de vista da dissipagdo que
proporcionam como da distorgéo a que conduzem. Este facto reflecte a semelhanga formal
de ambos os métodos, o que torna praticamente irrelevante a opgao por qualquer deles.

4.1.4.2 Método p de Bazzi-Anderheggen

Na referéncia (4) é apresentado o método p, que segundo Hughes?® pode ser aplicado
com base na expressao

M (@, —a,) + C(a,, —a,) + At Ky [aa,, +(1-0)a,]| = At £ +(1-a)f,] (128)

admitindo-se que

Uy = @, + i, At + (1-0)[(1/ 2-B)d,, + Bil,, | AL (1294)
= @, +[(1=7)ii, + 7, ] Ar | (129b)
Os pardmetros do método podem ser estabelecidos de acordo com as seguintes relagdes
1 1 2

nas quais figura p como unico pardmetro verdadeiramente independente, e que se identifica
com o raio espectral da matriz de amplificagdo inerente a0 método quando A#/T—>wo.
Desta forma um método incondicionalmente estavel é obtido seleccionando valores no
intervalo [0,1] para o pardmetro p. Para p=1 o algoritmo torna-se idéntico a regra
trapezoidal.

Como se constata, uma particularidade atractiva deste método reside no facto de o
analista poder controlar a dissipagdo no dominio das altas frequéncias actuando
directamente no raio espectral, e ndo em pardmetros indirectos. Desta forma o utilizador
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tem plena consciéncia de que para se assegurar um amortecimento algoritmico crescente
ter-se-a que proceder a continua diminui¢do do valor de p, embora este efeito seja obtido a
custa do progressivo agravamento da distorg#o.

4.2. AMORTECIMENTO MATERIAL

4.2.1 Consideracdes gerais

A modalidade de amortecimento que tradicionalmente inspirou a consideragdo da
parcela Ca, na expressdo (30) relaciona-se com a atenuag@o observada ao longo do tempo

na resposta de estruturas em vibragao livre, em geral associada a mecanismos de dissipagdo
de energia que ocorrem no material.

Embora verdadeiramente ainda sejam desconhecidas as reais condi¢des sob as quais
se processa esta dissipagdo energética, € possivel, sem duvida, relaciona-la com
mecanismos de comportamento ndo-linear viscoso, que ocorrem no material a nivel
microscopico, de que constituem exemplo os escorregamentos com atrito que t€ém lugar nas
microfissuras e microdefeitos internos.

E importante realgar que ¢ pratica corrente esta forma de dissipagdo ser
conceptualmente separada da dissipag@o de energia considerada nas modelagdes usuais de
comportamentos materialmente ndo-lineares, uma vez que usualmente se considera que a
natureza microscopica dos fendémenos que lhe correspondem ndo € captada pela
generalidade dos modelos constitutivos, de indole mais macroscopica. Estas consideragdes
em parte explicam o motivo pelo qual em quase todas as analises de comportamento
sismico, mesmo as descritas em bibliografia recente, se continua a adoptar a estratégia de
explicitamente incluir uma matriz de amortecimento material C, ainda que a lei
constitutiva seja manifestamente nfo-linear. Por outro lado, nos livros de texto que
abordam a dindmica estrutural € usual pressupor-se a utilizagdo de uma matriz de
amortecimento mesmo quando claramente se admite um comportamento material em
regime linear e el4stico®, indo assim ao encontro da evidéncia experimental segundo a qual,
mesmo sob ensaios de vibragdo forgada de baixa intensidade, o comportamento das
estruturas manifesta atenuac¢fo das amplitudes ao longo do tempo.

Contrariamente ao procedimento utilizado para a defini¢do das matrizes de massa e
de rigidez, a matriz de amortecimento ndo € determinada com base na formulagdo
consistente expressa em (26b), pois na pratica tem-se revelado impossivel quantificar de
forma fidvel a propriedade material ¢ que nela figura®. Por este motivo a matriz C &
habitualmente definida com base em formulagdes explicitas, que tendem a caracterizar o
amortecimento a partir de percentagens & do amortecimento critico, as quais sdo
quantificadas para cada modo de vibragdo da estrutura a partir de ensaios experimentais.
Estas formulagdes explicitas sdo estabelecidas por forma a que a matriz de amortecimento
satisfaga determinadas propriedades notaveis, a mais importante das quais ¢, sem duvida, a
ortogonalidade face aos modos préprios de vibragdo, a fim de permitir o desligamento das
equagdes de equilibrio dindmico, efeito essencial quando se pretende tirar partido das
vantagens inerentes a utilizagdo de uma transformagdo modal.
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4.2.2 Matriz de amortecimento genérica num espaco modal

Uma expressdo consagrada, na base da qual se pode constituir uma matriz C que
assegura a observincia de um dado coeficiente de amortecimento &, num modo de
vibragio genérico caracterizado pelo configuragdo ¢, e pela frequéncia w, =2n f;, € a
seguinte’:

=[x 2o
em que I
m o= ¢ M, (132)

Esta defini¢do tem a vantagem de permitir especificar separadamente o coeficiente de
amortecimento correspondente a cada modo de vibragdo, caracteristica que em anélises que
envolvem comportamentos materialmente nio-lineares perde parte do seu interesse, uma
vez que as frequéncias e as configuragdes dos modos de vibragdes estdo sujeitas a
modificagdes, por vezes muito marcadas. Além disso, a necessidade de proceder a
determinagdo dos modos de vibragdo constitui uma exigéncia pouco atractiva quando se
pretendem efectuar analises ndo-lineares baseadas na integracdo directa das equagdes de
equilibrio dindmico.

4.2.3 Matriz de amortecimento de Rayleigh

4.2.3.1 Expressoes fundamentais

Por estes motivos a formula preconizada por Rayleigh, que estabelece a matriz de
amortecimento material em fungdo das matrizes de massa e de rigidez, constitui uma

alternativa bastante consensual e atractiva®:

C=aM+bK (133)

Dadas as propriedades de ortogonalidade das matrizes M e K relativamente aos

modos de vibragdo, a matriz C assim definida satisfaz igualmente a referida condigéo de

ortogonalidade. Além disso os pardmetros a e b podem ser estabelecidos de forma a

garantir coeficientes de amortecimento &; e &, em dois modos de vibragdo distintos,

caracterizados por frequéncias f; e f,. Recorrendo a nogdes fundamentais da andlise
modal, e em conjugagdo com as expressoes (132-133), a rigidez generalizada

k=4 K¢, (134)
permite definir o amortecimento generalizado c; de acordo com a seguinte relag@o:
¢, = ¢ Co =am +bk (135)

Por sua vez o coeficiente de amortecimento &, relativo ao modo de vibragéo ¢, pode
ser estabelecido de acordo com a igualdade

& = ¢/2mo, (136)

o, =2nf;, = Jk/m (137)

Atendendo a expressdo (135) ter-se-a finalmente que

sendo
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a
4r f,

Aplicando esta definigdo a dois modos de vibragdo distintos é imediato o
estabelecimento do sistema de equagdes

g = 4 bnf (138)

1
Tfi| |a &
4T;f1 = (139)
4n f, mha| b %2

com o qual se podem determinar os pardmetros a e b. Observe-se que em todo este
conjunto de raciocinios foi possivel evitar a determinagéo explicita dos modos de vibragio
¢, e ¢,, 0 que constitui uma 6bvia vantagem do ponto de vista numérico.

Dado o procedimento na base do qual foram determinados os pardmetros a e b, o
amortecimento correspondente a modos de vibragdo de frequéncias diferentes de f; e f,
ndo pode ser especificado pelo
utilizador, sendo controlado por (138).
Pode wverificar-se que a primeira
parcela, relativa a contribuigdo para o

0.20

| amortecimento atribuivel a matriz de
massa, tende a cancelar-se para
ool frequéncias elevadas, passando entdo a
ser dominante a contribui¢do associada
a matriz de rigidez, a qual de acordo
005 | ] com (138) cresce linearmente com a

2= 0oz0 frequéncia.

0.00265

A Figura 11 ilustra a evolugéo do
%00 5 o B Z amortecimento viscoso determinado por
aquela expressdo, para um conjunto de
parametros a e b especificados com o
objectivo de assegurar coeficientes de
amortecimento &, = £, = 5% nas frequéncias fi=1Hz e f, =5 Hz:

Figura 11 - Amortecimento de Rayleigh.

fi=1lHz ; & =5% - a = 052360
f,=5Hz ; &, =5% b =0.00265

Dado o caracter algo arbitrario de que se reveste a modelagdo do amortecimento
material — particularmente acentuado quando as matrizes de amortecimento constituidas
sob a idealizagdo de um comportamento linear e eldstico sdo empregues, sem qualquer
modificagdo, em regime de comportamento material manifestamente ndo-linear
(procedimento frequentemente reportado em bibliografia recente da especialidade®®!'>!426)
—, a utilizagdo de expressdes muito elaboradas para a defini¢do da matriz de amortecimento
revela-se inconsistente, pelo menos enquanto uma abordagem mais cientifica ndo estiver
disponivel para o tratamento desta questdo. Do ponto de vista do autor, no contexto de
aplicagdes ndo-lineares a utilizagdo da expressdo geral (131) nfo apresenta vantagens
significativas relativamente a matriz de amortecimento proposta por Rayleigh, pois em
ambos os casos a defini¢do de uma matriz C constante contém implicita a hipotese de a
estrutura poder ser referenciada com base num conjunto fixo de frequéncias e modos
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proprios de vibragdo, situagdo que obviamente nfio se aplica ao tipo de anélises e
metodologias que constituem o objectivo da presente monografia. Por este motivo a
expresso (133) foi seleccionada, tendo sido utilizada nas aplicagdes.

4.2.3.2 Efeito da matriz de amortecimento de Rayleigh na anilise do comportamento
nio-linear da barragem de Koyna

Associado a utilizagdo da matriz de amortecimento de Rayleigh um comportamento
peculiar foi detectado aquando da realizagdo de analises que envolveram modelos
constitutivos ndo-lineares. Atendendo a que a possibilidade de especificagio da matriz C
por forma a serem assegurados determinados amortecimentos em dois modos de
frequéncias distintas perde parte do seu sentido no contexto da anélise dindmica ndo-linear,
porquanto ao serem progressivamente modificadas as frequéncias e as configuragdes dos
modos de vibrag@o se deixam de verificar os pressupostos em que é feita a dedugdo dos
parametros a e b que intervém na expressio (133), é relativamente frequente
encontrarem-se defini¢des da matriz de amortecimento de Rayleigh dos tipos (i) C=a M
ou (i) C'=b K . Nestas circunstancias a matriz C é geralmente estabelecida com o objectivo
de assegurar um dado amortecimento no modo de vibragdo fundamental correspondente a
fase em que prevalece um comportamento linear e eldstico, isto &, na situagdo em que
K=K,

No entanto nas aplicagdes ndo-lineares realizadas no ambito da presente monografia
foram notadas diferengas substanciais ao nivel do comportamento do algoritmo
computacional quando a matriz de amortecimento foi considerada com as formas C=a M
ou C=b K, supondo a e b definidos com vista a assegurarem o mesmo coeficiente de
amortecimento no modo fundamental elastico da estrutura. Em todos os casos analisados
verificou-se que a modalidade C=a M conduziu sempre a velocidades de convergéncia
mais baixas e a degradagdes do material mais acentuadas do que as registadas para
C=bK,.

Com o proposito de ilustrar esta situagdo, a barragem de Koyna, cuja malha se
representa na Figura 12, serd aqui considerada num conjunto de diferentes analises
sismicas, admitindo um coeficiente de amortecimento de 2% na frequéncia correspondente
ao modo de vibragdo fundamental eldstico.

A acgdo sismica foi simulada numericamente mediante a prescricio da lei de
velocidades indicada na Figura 13. Para os propdsitos de ilustragdo visados na presente
seccdo referir-se-4 unicamente que é de 0.5g a aceleragio de pico correspondente, sendo o
respectivo conteudo em frequéncias rico na vizinhanga da frequéncia fundamental da
barragem de Koyna.

Nas Figuras 14 e 15, além da evolugdo temporal da aceleragdo total num ponto
situado no coroamento, sdo igualmente representados o niimero de iteragdes despendido no
processo iterativo em cada passo de integragdo e a evolugdo do valor médio da distribuiggo

da variavel de dano d" no corpo da barragem, expresso através do indice de dano

D" = L d* dQ/QB (Qj — volume de betdo)
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Figura 12 - Barragem de Koyna. Figura 13 - Sismo.

4.2.3.2.1 Matriz C=aM

Na Figura 14 podem ser observados os resultados correspondentes a utilizagdo da
modalidade de amortecimento C = a M, quer com base na regra trapezoidal quer com base

no método o (tomado com ot =—1/3).

Conforme a Figura 14b permite constatar, até ao instante 7 =1.7s predomina o
comportamento linear e elastico, sendo praticamente coincidentes as aceleracoes
correspondentes ao método de Newmark nfo amortecido e ao método o, sem vestigios de
ruido numérico (ver Figura 14a). No entanto para 1.7s < 7 < 4.3s, e associada a evolugdo
do dano em tracgdo, constata-se a ocorréncia de intenso ruido numérico quando se utiliza a
regra trapezoidal (observar as elevadas frequéncias nas aceleragdes representadas na Figura
14a), conduzindo depois dos 4s a um rapido crescimento do nimero de iteragdes (ver
Figura 14c), que chega a atingir a marca das 1300, o que em termos praticos acaba por
inviabilizar o prosseguimento da integragdo para instantes posteriores aos 4.3s. Com o
método o, e até este instante, o ruido € eficazmente controlado, sendo o numero de
iteragBes reduzido de cerca de 2 ordens de grandeza; no entanto, a partir dos 5s o ruido
numérico volta novamente a assumir uma expressio desmesurada, conduzindo a
interrup¢do da solugio para 7=6.1s, depois de se terem chegado a atingir as 1500 iteracdes
por incremento.

A Figura 145 demonstra que para qualquer dos métodos de integragdo as fases de
mais intensa manifestagdo de ruido numérico estdo associadas a uma progressdo
excessivamente rapida da degradagdo do material por fissuragio em traccdo, efeito
acompanhado de uma drastica redugdo da taxa de convergéncia, como o atesta a
Figura 14c. A natureza estritamente numérica deste comportamento é evidenciada pelo
facto de o brusco crescimento do indice D™ que com a regra trapezoidal é registado no
intervalo 4—4.5s ser suprimido quando o método de Newmark & substituido pelo
metodo o, fazendo prever ser de caricter igualmente numérico o comportamento do
mesmo tipo que se verifica na fase final da solugdo determinada com base neste método
dissipativo.
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Figura 14 - Comportamento sismico da barragem de Koyna com C=a M.
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4.2.3.2.2 Matriz C=b K,

Visando caracterizar as modificagdes suscitadas pela utilizagio de uma matriz de
amortecimento do tipo C = b K,, na Figura 15 procede-se a comparag¢do dos resultados
correspondentes a esta hipétese com os relativos a hipotese C = a M anteriormente
apresentada. Em ambos os casos considerou-se unicamente o método o, ao qual estiveram
associados os melhores resultados da Figura 14.

Conforme se pode observar na Figura 154, sob a modalidade de amortecimento
C = b K, a aceleragdo do coroamento apresenta uma evolugdo notoriamente mais suave e
regular do que a registada com uma matriz de amortecimento proporcional a matriz de
massa, nio se vislumbrando qualquer sintoma de ruido numérico, circunstdncia que
possibilitou a condug@o da analise até ao instante desejado, isto €, #=7.5s.

Relativamente & evolugdo do indice de dano (Figura 15b) constata-se que a abrupta
evolugdo observada com C = a M para 5s < t < 6s, e que determina que D" tenda para 1
de forma muito répida, é completamente eliminada mediante o recurso a matriz de
amortecimento C = b K, com a qual a solugdo numérica progride entre t=4s e t=7.5s
sem evolugfio de D™, cujo valor final em pouco excede 0.1.

O numero de iteragdes correspondente a cada uma das referidas modalidades da
matriz de amortecimento apresenta uma evidente coeréncia com as ja comentadas
evolugdes da aceleragfo do coroamento e do indice D, sendo notério que com C = b K, o
numero de iteragdes raramente excede 3, valor 500 vezes inferior ao maximo obtido com
C = aM, o que serve de justificagdo ao facto de s6 com C = b K, se ter podido conduzir a
andlise até ao seu termo, sem interrupgdes ditadas pela lentiddo do processo de
convergéncia.

4.2.3.2.3 Explicacao das diferen¢as encontradas

A explicagdo de comportamentos tdo acentuadamente contrastantes quando, para um
mesmo coeficiente de amortecimento no modo fundamental eléstico, se adopta uma matriz
de amortecimento proporcional a matriz de massa ou a matriz de rigidez relaciona-se com
o facto de o amortecimento nas frequéncias mais elevadas tender a anular-se com C = a M
(rever a expressdo (138)), o contrario sucedendo para C = b K,, pois neste caso o
amortecimento cresce linearmente com o valor da frequéncia, como ficou ilustrado na
Figura 11. Esta caracteristica da matriz C = b K, permite conjugar um adequado
amortecimento material no modo fundamental com uma eficaz condigfo de filtro de ruido
numérico, conduzindo a uma forte atenuag@o das vibragdes espurias de elevada frequéncia,
e completando assim o efeito da dissipagdo algoritmica conferido pelo método o. Esta
interessante particularidade da matriz C = b K, melhora tdo notoriamente a estabilidade e
a taxa de convergéncia do processo iterativo que justifica a frequéncia com que na

bibliografia da especialidade®' 1% ¢ preferida relativamente a modalidade C = a M .
g Y

A propésito da problematica do ruido numérico observado nas analises ndo-lineares,
e da relativa incapacidade de proceder a sua completa eliminagdo apenas com base na
dissipagdo algoritmica conferida pelo método o, é importante salientar que a sua génese
tem de ser directamente associada ao efeito de ‘softening’ em tracg@o, e nfo tanto a perda
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Figura 15 - Comportamento sismico da barragem de Koyna com o método o.
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de rigidez em sentido geral. Na realidade, diversos ensaios numéricos realizados quer com
barragens gravidade quer com barragens abobada'? permitiram concluir que 2 medida que a
energia de fractura era aumentada (determinando, portanto, curvas de ‘softening’ cada vez
mais suaves e alongadas) o ruido numérico era progressivamente atenuado, facto que
determinava serem sucessivamente menos expressivas as diferencas decorrentes da
utilizagdo das matrizes C = aM ou C =b K. A titulo exemplificativo referem-se as
situagdes em que a ndo-linearidade foi permitida exclusivamente no dominio da
compressdo (por natureza mais gradual e progressiva do que a que normalmente se regista
sob condi¢des de tracgdo), ou entdo em que o comportamento em tracg¢do foi idealizado
como elastico-perfeitamente plastico, para as quais qualquer das matrizes de
amortecimento conduziu a resultados semelhantes, envolvendo idéntico esforgo
computacional.

E portanto a brusca perda de resisténcia que caracteriza o comportamento fragil do
betdo em trac¢do que desencadeia o problema de ruido numérico, pois a transferéncia de
um comportamento linear e elastico para uma situagéo que envolva rigidez nula em tracgédo
pode ocorrer em poucos incrementos de tempo, dada a pequena ductilidade do material,
sobrevindo bruscas perdas de resisténcia similares ao ‘cut-off’. A transposi¢do do pico de
resisténcia e o consequente anulamento da contribui¢@o do betdo no dominio da tracg¢éo séo
geralmente tdo rapidos que no interior de cada elemento da malha tudo se passa como se se
produzissem pequenas ‘explosdes’ (devidas a brusca quebra de rigidez), registando-se
variagBes quase instantdneas no respectivo campo de deslocamentos, cuja transmissfo aos
elementos vizinhos ocasiona a propagacdo de vibragdes espurias de elevada frequéncia.

A este proposito ja na referéncia (3) se alertava para a conveniéncia de em problemas
dindmicos se preverem modelagdes que envolvessem uma gradual perda de resisténcia em
trac¢do, em alternativa a utilizagdo de ‘cut-off’, responsavel pela propagagdo de ondas de
choque através da malha. A realidade, porém, tem demostrado que mesmo cumprindo esta
recomendagdo (caso do exemplo analisado da barragem de Koyna), a anulagdo da
capacidade resistente em tracgdo tende sempre a produzir este indesejével efeito, que na
presente monografia pdde ser eficazmente controlado mediante a utilizagdo de uma matriz
de amortecimento envolvendo uma contribuigéo do tipo C = b K|,.

4.2.4 Actualiza¢io da matriz de amortecimento em analises nio-lineares

A utilizagdo de uma matriz de amortecimento proporcional a matriz de rigidez
elastica levanta, contudo, a preocupagdo legitima sobre as implicagdes em termos de uma
adequada avaliagdo da seguranga estrutural. Na realidade, o aumento do amortecimento
com o valor de f manifesta-se ndo sé sobre as frequéncias associadas ao ruido numérico
(frequentemente superiores a 30 —40Hz), mas também sobre os modos de vibragdo que se
seguem ao primeiro, com legitima participag@o na resposta.

Além disso, o facto de a rigidez estrutural se ir modificando no permite prever com
clareza as implicagdes decorrentes da utilizagdo, em calculo ndo-linear, de uma matriz de
amortecimento que foi estabelecida para um estddio de comportamento eléstico. E no
entanto absolutamente certo que, mediante a mobilizagdo de importantes contribui¢des das
forgas de natureza viscosa, o equilibrio dindmico poderd continuar a ser artificialmente
assegurado nos elementos finitos, mesmo quando a respectiva capacidade resistente tenha
ja sido esgotada. Este mecanismo de equilibrio € evidentemente irreal, pelo que tem de ser
questionada a razoabilidade de num elemento finito totalmente colapsado se continuar a
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admitir a existéncia de amortecimento, e em particular o amortecimento correspondente a
fase elastica inicial.

Pelos motivos apontados El-Aidi e Hall'® preconizam a remogdo do amortecimento
material nos elementos fissurados. Bhattacharjee e Léger5 advogam um procedimento
ligeiramente mais complexo, consistindo na permanente actualizagdo da matriz de

amortecimento de acordo com a relagdo C = b K(¢), na qual K(t) corresponde a uma
matriz de rigidez tangente, que contempla o efeito da fendilhagdo.

Do ponto de vista pratico a metodologia sugerida por Bhattacharjee e Léger’ é mais
apropriada, e facilmente generalizdvel a situagdes em que a ndo-linearidade provenha
também da compressdo, possibilitando a actualizagdo da matriz de amortecimento em
fungfo da evolugdo registada no real estado de degradagdo da estrutura. A conjugagio desta
metodologia com a utilizag&o do modelo de dano referido no Capitulo 3 ¢é dificil, devido a
complexidade formal da correspondente matriz de rigidez tangente. No entanto, e dado o
acentuado nivel de aproximagdes que decorrem de em analise ndo-linear ser utilizada uma
matriz de amortecimento de Rayleigh, é perfeitamente aceitavel a substituigdo de K (¢) por

uma pseudo-matriz de rigidez actualizada, "K(t), pelo que se propde a seguinte defini¢do
para a matriz de amortecimento ao nivel do elemento

C,(1) = b 'K, () (140a)
na qual
"K,(7) = L B [1(r) Dy B d© (1405)
O escalar h=h(¢) é calculado em cada ponto de amostragem, de acordo com a
definigdo
h = (1-d*)h* + (1-d7) b (141)

na qual h* e h™ correspondem as seguintes normas das contribui¢des de tracgdo ¢ e de

compressio G decorrentes da decomposigéo do tensor de tensdes efectivas G:

—+, =+
Jo :O _
K" = h™ =1-h" (142)
\/;L:cfr + 40 0

Conforme se pode constatar, durante a fase linear e elastica h =1; uma vez que nessa
situagdo C = b K, o pardmetro b pode continuar a ser estabelecido da forma usual, isto €,
por forma a assegurar um dado coeficiente de amortecimento no modo de vibragdo

fundamental. Um outro aspecto curioso relacionado com a definigdo de h reside no facto de
a matriz C poder apresentar recuperagdo de amortecimento: uma situagdo que envolva

tracgdo pura e d' =1 conduz obviamente ao anulamento de C, mas uma situagdo

subsequente que envolva compressdo e d~ #1 determina h#0, e portanto a matriz de
amortecimento deixa de ser nula, o que fisicamente se afigura aceitdvel por acompanhar a
recuperagdo de rigidez.

Refira-se ainda que ensaios numéricos preliminares realizados com a matriz de
amortecimento definida em (140a) demonstraram ser adequado garantir sempre um valor
residual nfo nulo para h a fim de controlar o ruido'?, situagdo que foi atendida impondo
h>0.1.
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Do ponto de vista das aplicagdes a actualizagdo da matriz C traduzida pelas
expressdes (140) processar-se-4 segundo uma cadéncia pré-estabelecida, por exemplo no
final de cada passo de integragdo, apds obteng@o de convergéncia.

Finalmente importa referir que a estratégia numérica adoptada para simular a
actualizag@o de C se baseia num procedimento do mesmo tipo do considerado para atender
a ndo-linearidade material: a matriz de rigidez efectiva K (expressio (124)) é estabelecida
uma Unica vez no inicio do calculo, considerando C = b K|,, pelo que a néo-linearidade
decorrente da alteragdo da matriz de amortecimento € atendida a custa das forcas residuais
v (expressdes (121) e (125)), calculadas com C = b K e adoptando a matriz de rigidez
correspondente ao precedente incremento convergido.

4.3. AMORTECIMENTO POR RADIACAO EM MEIOS ELASTICOS

4.3.1 Consideracdes gerais

Na abordagem de problemas estruturais de natureza dindmica sucede, com alguma
frequéncia, que o analista tenha de ser confrontado com a propagag@o de ondas em meios
de dimenséo infinita. Exemplos destas situagdes ocorrem a propoésito do estudo sismico de
barragens, dada a ligagdo destas estruturas a macicos de fundag@o, que constituem
dominios semi-indefinidos, e a albufeiras de grande extenséo.

Neste tipo de problemas, como € sabido, a discretizagdo de todo o dominio constitui
tarefa de realizagdo impossivel, pelo que o analista se vé obrigado a proceder a uma
delimitagdo artificial do meio a estudar, o que torna inevitavel o estabelecimento de
fronteiras sem realidade fisica. Seja impondo deslocamentos nulos ou possibilitando a
ocorréncia de deslocamentos livres nestas fronteiras, as reais condi¢des de propagagéo das
ondas que tendem a atravessd-las sdo alteradas, o que ocasiona reflexdes de natureza
espuria, com devolugdo ao interior do meio discretizado de energia que tenderia a
escapar-se e a dissipar-se no meio infinito envolvente.

As solugdes para obviar a este inconveniente decorrem da analise das condi¢des de
propagagdo das ondas, a fim de procurar dotar as referidas fronteiras das necessarias
caracteristicas de transparéncia, de tal forma que, ao serem atingidas, se simulem nas
fronteiras as condi¢gdes do movimento real, permitindo o livre atravessamento. Este assunto
tem merecido apreciavel destaque em bibliografia especializada®?' 22232712829 gendo
usualmente abordado sob a designagido de amortecimento por radiagdo, em atengdo ao facto
de a dissipagdo decorrente da saida de energia do dominio discretizado (e consequente
dispersdo no meio envolvente) conduzir ao amortecimento das vibragdes. As fronteiras
artificiais passam ento a designar-se por radiantes, transparentes ou silenciosas.

A complexidade inerente as modela¢des mais poderosas das fronteiras com radiago
pode ser muito elevada, pelo que se impde a consideragdo de algumas simplificagdes se o
objectivo ndo for um tratamento absolutamente rigoroso deste assunto, mas antes dotar os
algoritmos computacionais de um minimo de recursos, a fim de obviar aos efeitos mais
indesejaveis da reflexdo nas fronteiras artificiais da energia proveniente da vibragdo da
estrutura. Neste contexto um comportamento constitutivo linear e elastico sera admitido
para o meio de propagacdo em que se localizam as fronteiras, hipdtese que permite reduzir
consideravelmente a complexidade da abordagem, embora obviamente retire alguma
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generalidade ao tratamento, por exemplo, de situagdes que envolvam comportamento
nao-linear no macigo rochoso de fundag@o das barragens.

Atendendo a necessidade de assegurar uma adequada harmonizag@o com a filosofia
subjacente aos métodos de integragdo no dominio do tempo, os artificios de radiag@o serdao
igualmente tomados como independentes da frequéncia das ondas em propagacao.
Complementarmente, sera ainda admitida a independéncia das fronteiras transparentes
relativamente a direc¢do de incidéncia das ondas, salvaguardando assim a abordagem das
situagdes praticas em que esta caracteristica ¢ desconhecida.

4.3.2 Propagacio de ondas unidimensionais

4.3.2.1 Ondas envolvendo movimento axial das particulas

No sentido de aclarar as questdes essenciais relacionadas com a propagagdo de ondas
considere-se a Figura 16, na qual esta representada uma barra elastica de comprimento
infinito. A barra encontra-se em equilibrio estatico até ao instante em que uma perturbagio
axial, de natureza dinamica, € im-
posta a extremidade livre 0. Circuns-
crevendo as dedugdes a um caso uni-  ° ‘%
dimensional com amortecimento
material nulo, o equilibrio dindmico  Figura 16 - Barra elastica de comprimento infinito.
expresso em (5) pode ser simplifi-
cado resultando

00,
Ox

Observe-se que a consideragdo de um comportamento linear e elastico assegura a
validade do Principio da Sobreposi¢ao dos Efeitos, pelo que a componente b, das forgas de
volume pdde ser suprimida da equagdo (143), uma vez que o seu efeito de natureza estatica
¢ susceptivel de ser avaliado num calculo prévio e adicionado ao decorrente da perturbagao.

— pii, = 0 (143)

Atendendo a que no presente problema se tem

c,=Fe¢e, = E ou (144)
ox
a seguinte equagdo de movimento poderia entdo ser obtida a partir de (143)
o’u 1
£ — —ii_ =0 145

cujo aspecto formal permite concluir tratar-se da lei de propagagdo de uma onda axial, que
se movimenta com velocidade ¢, = \/E/p.

A integragdo desta equagdo pode ser efectuada de forma relativamente simples
procedendo a substituicdo das variaveis (x,7) pelas variaveis (€,m), relacionadas entre si de
acordo com as igualdades

E =x—-cpt n=x+cpt (146)
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Sendo a solugdo da equagdo de onda do tipo u, = u, (x,t) e tendo em atengdo a

mudanga de varidveis que acaba de ser descrita, a utilizagdo da regra da deriva¢do em
cadeia permite expressar como segue as derivadas presentes na equagao (145):

o'u, _ 1(%% : %6_11) _ i(% N a] _

ox*  ox\ 0 0x omox) o0x\9&  om

O'u, 08 | 0%, om 0%, 0% 0%, 0m _

0E* 0x  0tomox  dEomox  om? ox

o*u, 0 0%u,

=25 Ty (147a)
ok an dEDM

u, 0 (ou, 05  ou, anj G (au\. autj
2 — == & —=— = 2 2 =

orr  0t\ 9t 8t  om ot ot\on ok

6211_\. 6_& N 82ux8_n B azuxﬁ B azux 6_1'1) 3
oton or  on* ot  0E* ot 0Eom Ot

2 2 2
:c?}auX+8ux_281txj (147b)
9> on? EDM

Substituindo estes resultados em (145) obtém-se a equagdo de movimento

2
Ou, _ (148)
0E0n
cuja integra¢do permite obter uma solugéo do tipo
u, =f(§)+g(n):f(x—cpz‘)+g(x+cpt) (149)

f (x —cp t) e g(x +cp z‘) sdo duas ondas que se propagam com velocidade ¢, mas mantém
sempre a respectiva configuragdo. f (x—c P z‘) desloca-se no sentido positivo do eixo 0Ox,
enquanto g(x +cp t) se movimenta em sentido contrario.

A validade da solugdo u, = f (Z;) + g(n) pode ser comprovada ao proceder-se a
respectiva derivagdo:

u, i[af(i) . 58(“)} (150)

oEom 9t \ on on

Dada a independéncia das varidveis & e 1 resulta evidente que 6%, / (6& an) =0, pelo que

(149) constitui de facto solugéo da equag@o (148).

4.3.2.1.1 Condicao de radiacio perfeita

Se a fronteira artificial for colocada em x=L (ver a Figura 17), a condigio de
transmissdo perfeita nesta fronteira pode ser estabelecida tendo em atengo as seguintes
consideragdes:
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(i) Uma onda f incidente deve atingir a fronteira artificial e atravessa-la sem
modificagdo, propagando-se em direc¢do a x= +.

(ii) Nenhuma onda g deve des-
pontar em x=/1, pois como A, p,cp =\JE/p Apep

a correspondente propagagao e | =y E
se daria no sentido negativo
do eixo Ox a violagdo deste J

requisito seria equivalente a

formagdo de uma reflexdo na =

fronteira. Figura 17 - Truncatura de uma barra elastica.

De acordo com a natureza dos
argumentos das fungdes f e g (ver expressdo (149)) € facil constatar que
of L 1of _, (151)
ox cp Ot
pois
of _af oL 0L __ A g
ox o0& ot o0& ot ox
De forma analoga ter-se-ia

Jg _190g_, (153)
ox c¢p Ot

De acordo com as consideracgdes (i) e (ii) a lei de movimento na fronteira devera ser
estabelecida com base na expressao (151):

(aau"'j F L (a;"j =0 (154)
ey PN O ()
Atendendo a (149) esta equag@o € equivalente a
ER IR
X x (v=L) Cp t t (=)
Fazendo intervir (151) resultaria ainda
(Z_gj L L (Z_ﬂ _ 0 (156)
X/ (w=r) ©P (x=L)
expressao que confrontada com a equagao (153) permitiria concluir ser
(Z_gj ~ 0 [‘Z_gj ~ 0 (157)
*/ (x=L) 1 (o)

Desta forma pode verificar-se que por intermédio da equagdo (154) se satisfazem as
condigdes de propagagido desejadas para a onda f (através da relagdo (151), estabelecida
para x=L), evitando-se igualmente reflexdes na fronteira, tal como decorre das condigoes
(157) impostas sobre a onda g.
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Da multiplicagdo por E de ambos os membros da equagao (154), e fazendo intervir
(144) e a defini¢do da velocidade de propagagdo cp, resulta
c, +pcpi, =0 (em x=1L) (158)

que constitui a condigdo de radiagdo perfeita no exemplo considerado. Em termos do
esforco axial N o equilibrio a assegurar na fronteira x =L de uma barra de secgdo A4 pode

entdo ser expresso através da equagéo
N +[dpecplu, =0 (159)

a qual se identifica com a lei de comportamento de um amortecedor com viscosidade
Apcp, com o qual se pode substituir de forma exacta a parte da barra correspondente a

x> L (rever a Figura 17).

4.3.2.1.2 Fronteira transparente num sentido e com imposi¢iio de uma onda no outro

Um artificio de interesse pratico, desenvolvido na referéncia (15), diz respeito a
possibilidade de uma fronteira artificial situada numa barra a distancia x= L se comportar
como transparente para a onda f(x—cpt) que tende a escapar-se da barra (sentido
positivo de 0x), mas permitir prescrever um dado movimento u (#) com sentido de

propagagio coincidente com o de uma onda g (sentido negativo de 0x), isto &,

g(L+cP t) = u, (1) (160)

Considerando a transformag@o

g(x+ept) = g(L +cp (xc_L " tD (161)

P

e a definigdo

. x—L
{* = + t (162)
Cp
de (160) conclui-se que
*\ *\ X—L
g(x+cpt) = g(L+cPt ) = u, (¢ ) = g( - +rj (163)

Atendendo 2 solugdio da equagdo de onda expressa em (149), na presente situacio
ter-se-a entdo que

u, = f(x—cpt) + yx(x—L + r) (164)

Cp

Derivando este resultado em ordemaxe a ¢

ou, 0f 0¢ Ou ot 8f Ou, 1

ox  O& ox " at* ox  0& " ot* cp (1634)
ou, of 0  Ou, ot of  Ou,
or _ 8t ar ot ot Pag  or (1656)

conclui-se que
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o _L[_ 2L - ak‘:] g _i[a”x - 2621] (166)
ox Cp 0§ ot cp \ Ot ot

Uma vez que para x=L se tem ¢ = ¢ (confirmar através de (162)), no contorno a
expressdo (166) converte-se na igualdade

du J 1. .
. + —(u, -2u,),., =0 (167)
(5, +d e 2i0y

Procedendo como para (158) resulta finalmente a condi¢éo de equilibrio a satisfazer
na fronteira:

o, +pepi, = pep (21, (168)

Note-se que esta equagdo difere da considerada em (158) pela existéncia de um termo
viscoso no segundo membro, que assegura a imposi¢do da onda pretendida. O termo
viscoso do primeiro membro estd, em ambas as expressdes, associado a condigdo de
radia¢do da onda /.

4.3.2.2 Ondas envolvendo movimento transversal das particulas

As equagdes (158) e (168) foram estabelecidas para uma perturbagdo que se
propagava longitudinalmente numa barra, acompanhada de um movimento axial das
particulas, em concordancia com a natureza da solicitagdo especificada na extremidade 0
ou na fronteira artificial. As ondas deste tipo t€ém portanto um caracter volumétrico ou
dilatacional, usualmente designadas por ondas de tipo P.

A consideragdo de ondas de corte ou de tipo S, que se propagam longitudinalmente
mas induzem um movimento transversal das particulas da barra, u,, ndo suscita nenhuma

dificuldade especial, sendo exclusivamente necessario proceder a substitui¢do da equagdo
de equilibrio indefinido (143) por

ot

Xy

Ox

Invocando as relagdes da elasticidade linear a seguinte equagdo de movimento seria
obtida

~pii, =0 (169)

S SR (170)
— —u —
dx? c§ g

na qual ¢y = /G/p corresponde a velocidade de propagagdo das ondas de corte (G é o
modulo de elasticidade transversal do material da barra).

Procedendo a consideragdes do mesmo tipo das invocadas a propdsito das ondas P
obter-se-ia a seguinte condi¢do de radiagdo perfeita, a aplicar numa fronteira artificial:

T, +pegu, =0 (em x=1) (171)

Xy y
Novamente se constata que a porg¢do de barra correspondente a x>L pode ser

simulada, de forma exacta, através de um amortecedor colocado na fronteira artificial. No
caso de uma barra de sec¢do 4 a viscosidade do amortecedor seria entdo dada por 4Apcy.
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Na situag@o que envolvesse a imposi¢do na fronteira de uma dada lei de movimento
u, (#) a equagdo de contorno a aplicar seria entdo

Ty t PCs ity =PCs (2 z_'ty) (172)

4.3.3 Propagacio de ondas planas em meios multidimensionais

A partir das condigdes de propagagdo das ondas P e S em meios unidimensionais
podem deduzir-se as leis de movimento associadas a propagagédo de ondas planas em meios
multidimensionais com comportamento linear e elastico. A transmissdo de ondas planas
caracteriza-se pelo facto de a respectiva propagagdo apresentar uma direccionalidade bem
definida, o que mediante uma apropriada orientagdo do sistema de eixos de referéncia
possibilita consideraveis simplificagdes no respectivo tratamento matematico.

Designando por 0x'y'z" o novo referencial e por 0x' o eixo coordenado que constitui

a direcgdo de propagagéo, o campo de deslocamentos u' pode entdio ser caracterizado de
acordo com a seguinte redug@o de coordenadas:

u'(x',y',z',f) —> u'(x',f) (173)
Invocando a Lei de Hooke Generalizada, expressa com base nas constantes de Lamé

Aen,
o' =Atr(e)] +2pe =AI(I:g)+2p¢ (174)

na auséncia de for¢as de volume e de amortecimento a expressdo de equilibrio indefinido
(5) pode ser traduzida de acordo com

Vo' =AV([:e)+2p(V' &) =pil (175)
Utilizando a definigfo (1) para o tensor de deformagdes pode constatar-se que
I:€' = %(I:(V'@u') + I:(u'®V')) = I:(V'@u') (176a)

U ] 1 ' ' ] ! ! ' 1 12 ! ! ' '
Vg =5(V-(V®u)+V-(u®V)):E(V u +v-(u®v)j (176b)

sendo
Vi_pypo L, o @ 177
- - ava ayr2 6212 ( )
Substituindo (176) em (175) resulta
2
AV(I:(VOu)) + p V' u + p V- (V) = pii (178)
Recorrendo a notagdo indicial esta expressdo converte-se em
2
A V'i‘ 6j'l' V'j' uv[' + U V! u|i' +H V‘m' u'm‘ V'i' =p Z.Ii‘ (179)

na qual estd obviamente implicito que aos indices deverdo ser atribuidos os valores literais
x', y' e z', embora do ponto de vista matematico as operagdes possam ser conduzidas

como se de facto lhes correspondessem valores numéricos.

De acordo com a convengdo de indices mudos e o significado do 6 de Kronecker €&
possivel simplificar (179):
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2
(?\4+M) V'i' V'I' u'[| + HV' u’-v — pﬁ'i. (180)

1

Explicitando as derivagdes associadas a utilizagdo do operador V' resulta:
a au'\,| au’y' au'l' az u',« 62 u'i. az u' ] -
(A+p) | S+ * +u =t ——h——x| = p il
oi'| ox' 0y oz' ox' 0y oz'
('=x",y,z") (181)

Uma vez que o vector deslocamento ndo depende de outras coordenadas cartesianas
além de x' a esta expressdo pode atribuir-se a forma

62 u'\" az u'i‘ 2oy ] ' [
(X+p) 61"6?' + e = pi, (z :x,y,z) (182)
ou ainda
azu'.\" azu'i‘ ] ] [
(otw) 53 B + 0 = pite (=x0002) (183

Analisando os casos i'=x' e i'#x', correspondentes as situagdes para as quais as
componentes do movimento das particulas apresentam ou ndo colinearidade com a
direcg@o de propagagdo, ter-se-a:

o ['=x
o’ u .
A+2 X — pil. =0 184a
(+20) Za - il (184a)
o ['#£Xx'
o*u', y .
0 uz, — pil, =0 ("'=y2" (184b)
ox'
Definindo

facilmente se conclui que as expressdes (184) se podem converter nas equagdes

o*u. 1 ou, 1
- —il. =0 — = il =0 i'=y'.7 186
0x' 012) ’ 0x'" c§ ( s ) (186)

que representam as leis de propagacdo de uma onda P e de duas ondas S, com velocidades
de propagagdo c, € ¢y, respectivamente.

4.3.3.1 Condigao de radiacao perfeita

A aplicagio as expressdes (186) dos raciocinios invocados para as expressdes (145) e
(170) torna evidente que a condigdo de radiagdo necessaria para dotar uma fronteira
artificial de absoluta transparéncia, relativamente a ondas cuja direc¢do de propagacéo lhe
seja perpendicular, pode ser modelada com base num conjunto de amortecedores com
viscosidades pcp € pcy, tal como ficou demonstrado nas expressdes (158) e (171) — ver
Figura 18.
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ondas
reflectidas
R,
R,
Fronteira
artificial %/s; :
pcs pc
I
onda
incidente

Figura 18 - Condigdo de transparéncia numa  Figura 19 - Ondas incidentes e reflectidas
fronteira artificial. numa fronteira artificial.

Tendo em consideragdo que de (185) resulta que pcp= 1/p(7»+2 u,) e pCg=./pU, a

condigdo matricial que expressa o conjunto de tensbes que € necessario desenvolver na
fronteira para lhe conferir caracteristicas de radiagdo perfeita, e para o referencial
considerado na Figura 18, é entdo

g =-C_ & (187)

'per
na qual

. z . Y 4
q = {Gx| ’vayu lez'} u = {llx- uyv uz.} (188)

p(r+2p) 0 0
0

0 0 Jou

(189)

o

4.3.3.2 Condi¢ao de radiacio ponderada

A condigdo de radiagdo estabelecida em (187) foi deduzida com o propodsito de
conferir a fronteira artificial condi¢des de transparéncia perfeita relativamente a ondas
planas que nela incidissem perpendicularmente. Assim, para outros angulos de incidéncia a
condi¢do de radiagdo ndo ¢ satisfeita de forma exacta, pelo que nessas circunstancias se
produzirdo reflexdes parciais das ondas em propagagdo para o exterior do dominio

discretizado.

Neste enquadramento White ef al?’ propdem uma variante a matriz de
q prop

amortecimento C,,, definida em (189). Situando todas as dedugdes no contexto de meios

bidimensionais com comportamento linear e elastico, a equagdo constitutiva desenvolvida
naquela referéncia para aplicagdo as fronteiras artificiais decorreu de uma sequéncia de
raciocinios afim da que permitiu estabelecer a equagdo (187), na qual foi contudo
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salvaguardada a possibilidade de ser qualquer o dngulo de incidéncia 6 das ondas planas
(ver Figura 19).

Nestas condigbes a matriz constitutiva exacta a considerar para os amortecedores

posicionados no contorno, C' (), depende obviamente de 0, o que do ponto de vista

pratico se revela inconveniente, ja que em geral se desconhece a direcgdo das ondas que
atingem a fronteira, sendo inclusivamente de prever que esta sofra a incidéncia simultanea
de ondas com distintas orientagdes. Com o propdsito de estabelecer uma condi¢do de
radia¢do independente de 0, naquele trabalho foi entéo proposta a defini¢do de uma matriz

. \ e , s \
constitutiva ponderada, C,,, , que em termos médios tendera a aproximar C,_, (0).

Na fronteira do problema 2D representado na Figura 19 a onda incidente / tende a
produzir duas ondas reflectidas R, e R,. A partir de consideragdes de equilibrio naquela
fronteira, na referéncia anteriormente citada foi demonstrada a dependéncia das amplitudes
das ondas reflectidas relativamente a grandeza dos termos da matriz soma

c _+C._ (0 (190)

pon exa

Como a maximizagdo da eficiéncia da condi¢do de radiagdo corresponde a
minimizagdo das reflexdes R| e R, na fronteira, e esta é equivalente a minimiza¢éo dos
valores das correspondentes amplitudes, a pretendida optimizacdo da condigéo de
transparéncia sera assegurada através da minimizagdo de cada termo da matriz soma
expressa em (190). Recorrendo a ponderagéo

n/2 2

F, = j ) [(C'pon )j + (CL (e))y] cos’ O db (191)

a referida minimizag&o podera ser expressa com base na condigéo
OF. /2
=2 J [(Cp) + (cL, (9)),}(:0529 do =0 (192)
' ij - J

0 (Cpon ) -m/2 d

ij

que conduz ao resultado
/2 /2
(Coun) = - I (C., (0)) cos*6 do / J. cos” © do (193)
ij —n/2 y -n/2
Para a expressdo analitica de C'_, () considerada na referéncia (27) esta definigéo
(193) permite obter a seguinte matriz de amortecimento ponderada (para um estado plano
de deformacdo):

o 8 JpG [5/s —25+2 0 -
pon T 15q 0 25 + 3 (194)
com
= R (195)
2(1-v)

A generalizagdo de (193) a problemas 3D esta documentada na referéncia (16), tendo
conduzido a



Amortecimento Algoritmico, Material e por Radiagdo 65

5s-2s+2 0 0
8 .pG
ik bk 0 4+s 0 (196)

0 0 4 + 5

(o3 =
pon 15w

Em ambos os casos a condi¢do de radiag@o expressa no referencial local da Figura 18

¢ entdo
q =-C,, -t (197)
sendo claro, a partir das expressdes (194) e (196), que a matriz de amortecimento C,,, néo

depende de direcgdo de incidéncia das ondas na fronteira.

4.3.3.3 Fronteira transparente num sentido e com imposi¢io de ondas no outro

Retomando o artificio de uma fronteira artificial poder comportar-se como
transparente em relagdo as ondas que tendam a escapar-se do interior da malha para o meio
ilimitado exterior, mas também como mecanismo de prescrigdo de um movimento u'
determinado por ondas com sentido de propagagdo inverso, a generalizag@o das expressdes
(168) e (172) conduz a relagdo

q =-C,-(a-2a) (198)

que substitui as condi¢des de radiagdo (187) e (197). C, identificar-se-4, constante o caso,

' '
com C,,. oucom C),, .

4.3.3.4 Modela¢io numérica

A utilizagdo computacional da expressdo (198) pressupde, primeiramente, uma
mudanga do referencial local 0x'y'z' da Figura 18 para o referencial geral Oxyz. De acordo
com a transformag#o tensorial correspondente ter-se-a

q=-C, (i-2u) (199)
sendo

c,=rcC. 1’ (200)
e T a matriz de rotagio dos referenciais.

No contexto da discretizagdo inerente ao MEF o vector elementar das for¢as nodais
estaticamente equivalentes ao vector g expresso em (199) obtém-se a partir da avaliagdo
numérica do integral

J;_NquF:—.[_NTC,. (i - 24t) dr (201)
no qual I, designa a 4rea do elemento de contorno onde ¢ imposta a condigéo de radiag@o.
Introduzindo as habituais aproximagdes ao nivel dos campos de velocidades &t e i,

caracterizados nos ndés de cada elemento finito por intermédio dos vectores d, e a,
(respectivamente), a igualdade (201) dé lugar a expressdo

jr N'qdr = -c, (a, -2d,) (202)

sendo C, a seguinte matriz elementar de amortecimento por radiag@o
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C, =] N"C Nar (203)

A equagdo de equilibrio dindmico de cada elemento finito pode finalmente ser
estabelecida, introduzindo em (28) o resultado expresso em (202):

M, i, +(C,+C,)a, + k(a) = f, +2C, a, (204)

A equagdo de equilibrio dindmico da globalidade da estrutura é facilmente obtida a
partir do agrupamento das contribuigdes dos diferentes elementos, resultando por fim

M i, + (C+C,)a, + k(a,) = f, + 2C, a, (205)

Como se constata, a matriz de amortecimento passa a incluir, além da contribuig¢do
devida ao amortecimento material, uma participagdo devida a radiagdo nas fronteiras. A
prescri¢do na fronteira das velocidades @, traduz-se na adigdo de um conjunto de forgas

suplementares ao vector f, que exprime a solicitagdo exterior.

4.3.4 Exemplos de aplicagio

4.3.4.1 Barra semi-infinita: comparac¢io das condi¢cdes de radiagio perfeita e
ponderada
A eficiéncia das matrizes constitutivas C,,, e C!,,, na simulagdo de condigdes de
radiagdo em fronteiras artificiais podera ser avaliada a partir da analise do comportamento
de uma barra elastica semi-infinita, com 5m de altura e 1m de espessura (ver Figura 20).

A extensdo discretizada da barra foi limitada a 100m, tendo para o efeito sido
utilizados 500 elementos finitos de 4 nos, em estado plano de deformagdo. A fronteira
artificial, modelada com 5 elementos de radiagdo de 2 nos, foi considerada com duas
inclinagdes distintas (observar a extremidade direita das malhas da Figura 20), a fim de
deliberadamente provocar que a incidéncia de uma onda plana ocorresse com diferentes
angulos: 6=0° e 6=65°.

| Fronteira

e
| radiagdo

a) Incidéncia 6=0°

Y > ~ Fronteira

S
~. radiagdo

P
b) Incidéncia 6 =65°

Figura 20 - Malhas com distintas incidéncias nas fronteiras de radiagio.

As propriedades do material que constitui a barra sdo as mesmas que foram utilizadas
a proposito da Figura 6. A ac¢do imposta a extremidade esquerda, sob a forma de um
deslocamento forgado com direcgdo axial, corresponde a evolugido temporal representada
na Figura 7, que assim induz a propagagido de uma onda volumétrica ao longo das malhas
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do presente exemplo. Na integragao foi utilizado o método de Newmark (y=0.5, B=0.25)
com A7=0.0006s.

O funcionamento que idealmente se desejaria obter para as fronteiras radiantes
deveria revelar insensibilidade ao angulo de incidéncia 6, embora a realidade seja algo
diferente, uma vez que as matrizes empregues na modelagdo da condi¢do de radiagdo
contém limitagGes que ja foram descritas.

A Figura 21 permite comparar o desempenho dos modelos de radiagdo subjacentes a

utilizagdo das matrizes C,,, e C,,, — ‘rad. perfeita’ e ‘rad. ponderada’ na legenda —,

mediante a representagdo da historia do deslocamento do ponto P, assinalado na Figura 20
a 50m da extremidade esquerda. Dada a velocidade de propaga¢do da onda volumétrica
(3333 m/s), a Figura 21 permite observar a chegada da perturbagio para um instante muito
proximo do tedrico (7 = 50/3333 = 0.015s). Uma eventual reflexdo na fronteira implicara,
por parte da onda reflectida, a realizagdo de um percurso adicional de 50m até P ser
novamente atingido, manifestando-se portanto através do surgimento neste ponto de
deslocamentos ndo nulos para ¢ = 150/3333 = 0.045s.

Conforme pode ser ob-
servado, a fronteira associada
a condi¢do de radiagdo per-
feita revela uma modelagio
exacta da condi¢do de trans-
paréncia para 6=0°, n3o se
registando qualquer reflexdo
da onda incidente. Este de-
sempenho era alias esperado,
uma vez que a onda plana
elastica incide perpendicu-
larmente a fronteira de radia-
¢do, situagdo para a qual se

0.0001

A
0 =

— —8

-0.0001 +

o—> ( 0 graus) rad. perfeita
o— o (0 graus) rod. ponderada
-0.0002 | a——= (65 grous) rad. perfeita
&— & (65 graus) rad. ponderada

deslocamento em P (m)

—0.0003 +

cumprem todos os requisitos oty o1 002 003 008 005 G0s
tedricos que garantem a i
exactiddo de C' Contudo, Figura 21 - Diferentes condi¢des de radiagdo.

per *
para 6=65° ja a mesma con-
di¢do de radiagdo se caracteriza pelo aparecimento de uma reflexdo, com uma amplitude de
cerca de 18% da amplitude da onda incidente, constituindo assim o pior desempenho do
conjunto de situagdes representado na Figura 21.

Para ©6=65° o desempenho da condi¢gdo de radiagdo ponderada é superior ao
correspondente a condigdo de radiagdo perfeita, reduzindo para metade a amplitude da onda
reflectida. Como era esperado para 6=0° a condigdo de transparéncia niio é absolutamente
satisfeita, mas em todo o caso o erro decorrente da reflexdo que se observa na Figura 21
ndo atinge sequer os 5%, pelo que é perfeitamente aceitavel no ambito das aplicagdes da
Engenharia Estrutural.

Dos resultados obtidos infere-se que a utilizagdo da condi¢do de radiagdo ponderada
devera, em principio, ser privilegiada relativamente a opgdo pela condigio de radiagdo
perfeita, uma vez que da garantias de poder assegurar uma condigdo de transparéncia mais
eficaz num leque bastante amplo de possibilidades de angulos de incidéncia, cobrindo uma
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grande variedade de situagdes praticas em que 6 € desconhecido a priori. O caso pontual
referente a um angulo de incidéncia nulo, em que o desempenho da condigido de radiagdo
ponderada foi suplantado pelo da condigdo de radiagdo perfeita, ndo deve ser
sobrevalorizado, dado constituir uma situag@o isolada, na qual em todo o caso foi pequeno
o erro envolvido, sobretudo tendo em conta que outras limitagdes mais graves estdo
subjacentes as formulagdes de radiagdo apresentadas (como sejam as hipOteses de as ondas
serem planas, e de se deslocarem em meios com comportamento linear e elastico).

4.3.4.2 Barra semi-infinita em apoio elastico

O ensaio que seguidamente serd discutido corresponde a analise do comportamento
da barra semi-infinita da Figura 22, que se encontra elasticamente apoiada num meio
caracterizado por uma rigidez por unidade de comprimento k,. A solicitagdo foi aplicada

sob a forma de um movimento axial, prescrito na extremidade O de acordo com a lei

— 05 t)+ 05 0<t<2
u(t) = oo8 (n ) ’ para > (em m)
0 , para t>12s

que se encontra representada na Figura 23.

AEDp
|
0 % ............................. = B
ke
[/ /}/
L 0 0 5 10 i (s) 15 20 25
Figura 22 - Barra semi-infinita em apoio elastico. Figura 23 - Movimento forgado.

A modelagdo do apoio elastico foi efectuada por intermédio de elementos de barra,
que ligaram cada n6 da discretizagdo a um apoio fixo no meio exterior, tendo as respectivas
caracteristicas geométricas e elasticas sido convenientemente seleccionados por forma a
corresponderem a rigidez k, e a area de influéncia do no.

Para o problema em andlise, cuja solugdo tedrica € conhecida, a simulagdo da
condigdo de radiagdo exacta na fronteira localizada em x=L exigiria, segundo Wolf”’, a
utilizagdo de amortecedores dependentes da frequéncia. Neste sentido o exemplo em
questdo constitui um severo teste para os modelos de radia¢do, pelo que foi utilizado para
avaliagdo do desempenho da condigdo de radiagdo ponderada.

Na modelagdo consideraram-se valores unitarios para kg, L, A, E e p, tendo sido

admitido um valor nulo para v. A discretizagdo da barra foi efectuada através de 10
elementos de 4 nés em estado plano de tensdo, com 1m de altura e 0.1m de comprimento
na direcgdo Ox, e a fronteira artificial foi modelada com um elemento de radiagdo de 2 nés.
Para At adoptou-se o valor de 0.05s.
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Atendendo a que para =25 a solicitagdo imposta conduz a um anulamento brusco da
aceleragdo no ponto 0, e este facto determinou que com a regra trapezoidal se registasse a
ocorréncia de ruido numérico, os resultados obtidos correspondem a utilizagdo do método
a, que foi considerado com um parametro de dissipagio igual a —1/3.

A Figura 24, em que se reproduz a evolug@o temporal da reacgdo no apoio 0, permite
comparar a solugdo correspondente a condigdo de radiagdo ponderada com a solucio
teorica referente as caracteristicas 4, E, p e v adoptadas. Os desvios que a solucgo
numérica evidencia relativamente a solugdo tedrica sdo pequenos, e alids perfeitamente
aceitaveis, uma vez que os amortecedores considerados na fronteira sdo independentes da
frequéncia. Igualmente se verifica a completa dissipagdo da onda para #>5s.

2

solucao teorica (Wolf (1988))
rad. ponderada

reaccao em O (N)
o

o
5]
)
o

20 25

t (s)

Figura 24 - Condigdo de radiagdo ponderada.

Do exemplo analisado conclui-se que o modelo de radiagio ponderada é adequado
para os objectivos propostos, conjugando simplicidade formal e eficiéncia na simulagdo de
fronteiras transparentes.
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MODELACAO DA ALBUFEIRA E DA INTERACCAO
SOLIDO-LIiQUIDO

5.1. HIPOTESES E EQUACOES FUNDAMENTAIS

Nos problemas da Engenharia Sismica que envolvem a interac¢do de estruturas com
massas liquidas, como sucede relativamente a barragens e a plataformas ‘off-shore’, a
modelagédo do efeito da agua € geralmente conduzida estabelecendo as seguintes hipdteses
simplificativas:

(i) As velocidades e os deslocamentos do fluido s@o pequenos, sendo desprezéavel a
parcela convectiva das aceleragdes.
(ii) O fluxo € irrotacional.

(iii) As forgas de natureza viscosa sdo desprezaveis.

Atendendo a hipdtese (iii) as tensdes de corte no liquido s@o nulas, pelo que o tensor
de tensdes pode ser expresso através da relagdo
c=-PI (206)
sendo P a pressdo (positiva quando induzindo compressdo).

De acordo com o que no Capitulo 2 foi referido a propdsito da expressdo (5), o
equilibrio dindmico do fluido, caracterizado por uma massa especifica p,, é traduzido pelo

seguinte sistema de equagdes
V.o+b=p,i (207)

Um vez que as forgas de volume b associadas ao peso proprio sdo praticamente
constantes, ¢ habitual proceder a sua aplicagdo em forma estatica, num célculo prévio,
sendo os seus efeitos posteriormente adicionados aos decorrentes do comportamento
dindmico. Assim, invocando (206) a equacgdo de equilibrio estritamente hidrodindmico
pode ser expressa mediante a relagéo

VP = —p,ii (208)
sendo que P traduzird entdo apenas a variagdo de pressdo relativamente a distribuigio

hidrostatica.
Por sua vez num fluido ndo-viscoso pode estabelecer-se a seguinte lei constitutiva

e, = - PR (209)
sendo €, a deformagéo volumétrica, dada por

e, = V-u (210)

v
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e K o correspondente médulo de deformagdo. Substituindo este resultado na expressdo
(209) e procedendo seguidamente a uma deriva¢éo em ordem ao tempo resulta

Vi = - P/K (211)
Aplicando o operador diferencial V a ambos os membros de (208) conclui-se que
V2P = —p, V-ii (212)
sendo

V: = V-V = + + 213
ax*  8y* 0z* @13)

Introduzindo (211) em (212) obtém-se finalmente
1 . . = A
V2P - o P=0 com & = +K/p, (214)

A analogia da equagédo (214) com (145) permite concluir tratar-se aquela da lei de
propagagéo de uma onda actstica (ou volumétrica), que se movimenta no liquido com
velocidade ¢, representando portanto a expressdo fundamental que governa a distribuigéo
da pressdo hidrodindmica P. A resolugéo desta equagfo pode ser efectuada com recurso ao
MEF, introduzindo a aproximagdo ao nivel da presséo (formulagdo em pressdes), ao nivel
do campo de deslocamentos de um solido degenerado (formulagdo em deslocamentos) ou
ao nivel de potenciais apropriados (de deslocamentos ou de velocidades). As formulagdes
em pressdes e em deslocamentos sdo as mais habitualmente utilizadas, pelo que no
presente texto se omitird a abordagem das formulagdes baseadas em potenciais, que
envolvem um esforgo computacional analogo ao da primeira daquelas formulagdes®>*!.

5.2. FORMULACAO EM PRESSOES

5.2.1 Equacgao de residuos pesados

A utilizagdo de uma formulagdo em pressdes constitui a estratégia mais natural para
abordagem da equag@o de onda (214) que se pretende solucionar. O estabelecimento do
correspondente sistema de equagdes semi-discretas pode ser efectuado através do Método
dos Residuos Pesados, invocando raciocinios ja apresentados no Capitulo 2. Assim
poder-se-a definir o residuo

1

Yo = VP - é—zﬁ (215)

e a fungo de peso wq,, pelo que a equagéo de ponderagéo pode assumir o aspecto
1 .
[wavqda = [wov?PdQ - & [woPda =0 (216)
e
Uma vez que
[wav?Pda = [ V-(wavP)da - [ (Vwg)-(VP) dO 217)

invocando o Teorema da Divergéncia de Gauss conclui-se
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Jowa V2P dQ = [ we (VP-n)ar - [ (Vwg)-(VP) a2 (218)

(r € um versor normal ao contorno I' e w. representa a fungdo de peso correspondente).
Substituindo este resultado na expressdo (216) obtém-se a forma fraca da equagdo de
residuos pesados:

é%J‘QWQPdQ ~ [ we(vPn)ar + [ (Vwg)-(VP) d = 0 (219)

5.2.2 Condig¢oes de fronteira

Para estabelecimento de um sistema de equagBes semi-discretas torna-se indispensavel
caracterizar adequadamente as condi¢des aplicaveis ao contorno I" do dominio fluido, as
quais figurardo no segundo termo do primeiro membro de (219). Com referéncia a
Figura 25 serdo discutidas as condi¢des de fronteira que se seguem, consideradas as mais
relevantes para o dominio fluido.

Lo A
rr
=,
n | S 3“71

Figura 25 - Condigdes de contorno especificas.

5.2.2.1 Superficie livre
Admitindo a possibilidade de formag&o de ondas de superficie, em I, ter-se-:

P=pygu, =p,gnu (220)
sendo g a aceleragdo da gravidade e u, a elevagdo da onda relativamente a superficie média.
Na generalidade das aplicagdes, dado que u, assume valores muito pequenos, é frequente
substituir esta condi¢do por

P=0 (221)

5.2.2.2 Superficie envolvendo uma condig¢iio de radiaciio

Conforme foi discutido no Capitulo 4, a fronteira I', corresponde a uma truncatura
artificial da extensdo (suposta infinita) da albufeira, ditada pela necessidade de limitar o
dominio discretizado. Assim o equilibrio a impor nesta fronteira corresponde a condi¢do de
radiagdo da onda de pressio P. Estabelecendo a analogia da expressio (214) com a
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expressdo (145), de acordo com a equagéo (154) facilmente se conclui que a condigio de
transparéncia para a pressdo hidrodindmica pode ser expressa através da igualdade

VPn = — 1 P (222)
C

5.2.2.3 Superficies envolvendo interac¢ao com meios sélidos

Como reflexo da hipotese correspondente a inexisténcia de fendmenos de natureza
viscosa, as componentes tangenciais do movimento do fluido relativamente a contornos
sélidos ndo geram forgas, pelo que o equilibrio ao longo do contacto da albufeira com a
barragem, [, 5, ou com o vale, I, , pode ser exclusivamente expresso segundo a direcgéo
normal n.

Designando por ii, =ii-n a aceleragdio normal prescrita em I, = LaVl,y,
expressdo (208) permite traduzir o equilibrio nesta fronteira da seguinte forma:

VP-n = —py iin = —p, i, (223)

No contorno I',;, € frequente admitir-se a hipétese i, = 0, pelo que nesse caso a

a

equagdo aplicavel € VP-n = 0.

5.2.3 Discretizacio com recurso a elementos finitos
Adoptando a seguinte aproximagdo para o campo de pressdes num elemento finito

P=N-p, (224)

em que IV e p, sdo vectores que sequencialmente contém as fungdes de forma e as
pressdes nodais do elemento considerado, resultaria igualmente 6bvio que

A

P=N-p, P=N-p, (225)
Por sua vez, identificando as fungdes de peso com uma pressio hidrodinidmica virtual

P'=N-: p:, e substituindo em (219) as expressdes (224-225) e ainda as condi¢des de

fronteira (221-223), a formulagfo de Galerkin permitiria obter a seguinte equacgfio matricial
para cada elemento finito

M, b +C b+ K p =-p [ Noivar (226)

em que as matrizes M,, C, e K, sdo determinadas de acordo com as expressdes

M, = Ciz L N NT do (2274)

C, = 1 jr NN ar (227b)
C

g, = [ (vN") (VN")d (227¢)

O sistema de equagdes semi-discretas que regem o equilibrio da globalidade da
albufeira obtém-se de (226-227) procedendo como em relagdo ao dominio sélido, isto &,
agrupando convenientemente as contribui¢des dos diversos elementos, resultando assim
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matrizes M, C ¢ K e vectores p,» P, € p, globais. Atendendo ainda a que o segundo

membro da expressdo (226) representa a interac¢do do liquido com fronteiras em que ha
prescrigdo de aceleragdes, usualmente associadas a meios so6lidos nos quais € legitimo
considerar a discretizagdo ii = N -d,, o sistema de equagdes aplicavel ao dominio fluido

pode entdo ser colocado sob a forma

Mp +Ch +Kp =-p Ha, (228)
na qual esta envolvida a seguinte matriz de interacgéo sélido-fluido:
nelin R
H= 4 [J; Nun'N dl“} (229)
e=1 e

Nesta expressdo A constitui o operador simbélico de agrupamento e nelin designa o
numero de elementos em que existe interac¢ao solido-fluido.

5.2.4 Equagdes de equilibrio dinimico do conjunto sélido-liquido

As equagdes de equilibrio relativas aos problemas em que uma estrutura interactua
dinamicamente com uma massa liquida tém de ser estabelecidas associando
convenientemente a equagdo de equilibrio (30), véalida para um meio sélido isolado, a
equagdo (228), deduzida para um meio liquido. Ao segundo membro da equagdo de
equilibrio dindmico correspondente ao meio so6lido €, evidentemente, necessério
acrescentar a contribui¢do f;; devida a pressdo hidrodindmica, que se exerce quer no
paramento de montante da barragem, quer ao longo do contacto do reservatério com o
macico de fundag@o.

Atendendo a orientag@o dos versores n dispostos ao longo dos contornos I',z € I,
da Figura 25, o efeito da pressdo hidrodindmica pode ser traduzido através da acg@do
equivalente ¢ = P n, pelo que invocando o procedimento referido na expressdo (29) para
representagdo das forgas aplicadas na superficie de um contorno manifestamente resultara
que

nelin
fo= A Kjr N nNT drj pe} (230)
e=1 e
Atendendo a definigdo considerada em (229) para a matriz H ¢ imediato concluir que

fu=H" p, (231)

Desta forma a equagéo de equilibrio dindmico correspondente ao sélido passa a ser
traduzida por

Mi, + Cd, + K(a,)a, = f, + H' p, (232)!

Associando esta equagdo a expressdo (228) referente ao liquido pode finalmente
obter-se o sistema global de equagdes aplicavel ao conjunto barragem-fundagéo-albufeira:

" Para simplificagdo da escrita das equagdes que se seguem, e sem perda de generalidade, nesta expressdo
procedeu-se & substituigio do vector das forgas resistentes internas, k(a,), pela entidade equivalente

K(a,)a,,naqual K(a,) designa a matriz de rigidez néo-linear correspondente ao sdlido.



78 Capitulo 5

o S 5 0 [ 0 )

5.2.5 Resoluciio do sistema de equacdes do conjunto barragem-fundacio-albufeira

5.2.5.1 Abordagem directa do sistema global de equacdes

O conjunto de dedugdes que possibilitou o estabelecimento da expressio (233)
consistiu na harmonizag@o, no ambito do MEF, de duas formulagdes bastante distintas, a
formulagdo em deslocamentos e a formulagdo em pressdes, reconhecidas como adequadas
para a modela¢do de meios sélidos e de meios fluidos, respectivamente.

A formulagéo em pressdes representa uma estratégia muito econdémica para proceder
a discretizagdo de um dominio liquido, exigindo uma Unica incognita (a pressdo
hidrodindmica) por ponto nodal. No entanto, € como se pode observar da analise de (233),
a associagdo desta formulag¢@o com a formula¢do em deslocamentos utilizada para o s6lido
acaba por determinar, para o conjunto s6lido-liquido, um sistema de equagdes globalmente
ndo-simétrico. Esta caracteristica &, claramente, uma desvantagem que pode ser apontada a
utiliza¢do da formulacdo de pressdes na andlise do comportamento sismico do conjunto
barragem-fundag@o-albufeira, embora deva igualmente ser real¢ada a elevada robustez
algoritmica que lhe ¢ inerente.

A resolugdo numérica do problema traduzido pela expressdo (233), que
condensadamente pode ser representado pelo sistema de equagdes ndo-lineares

Mi, + Ca, + K(a,)a, = 7, (234)

(em que

i, - {”} £, = {f’ } (235)
P, 0

eM,CeK (a,) sdo matrizes de constituicdo evidente), pode ser efectuada mediante a

consideragdo de uma discretizagdo temporal. Adoptando por exemplo o método de
Newmark, e estabelecendo a analogia da expressdo (234) com (30), ¢ intuitivo verificar que
a solugdo pretendida pode ser determinada com base no método de Newton-Raphson
apoiado num algoritmo preditor multicorrector, como descrito no Quadro 1 do Capitulo 2.
Assim, a partir de (234) pode definir-se um vector de forgas residuais

\T/LAI = ft+A/ - M ‘;l:ti+A1 - é ari+Ar - K(“:+Al) &ti+Ar (236)

aplicavel aos dominios sélido e liquido na iteragéo i e instante 7+ Af, pelo que a sequéncia
de melhoramentos no vector Aa,,, = a,,, — @, pode ser traduzida com base na férmula

recorrente
= i

= Aa, - [KHAI] W:mr (237)

~i+]
A(l 1+At

1+At

As expressoes (236-237) séo, obviamente, um decalque das expressoes (44) e (51), e
permitem avangar da iterag@o i para a iteragéo i+1. O processo iterativo correspondente ao
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instante /+Ar ¢ interrompido logo que a variagdo de Ad,,, seja inferior a uma dada
tolerancia, prosseguindo-se entfio para o instante subsequente.

A defini¢do da matriz de rigidez efectiva aplicavel a situagfio presente, K’ . , decorre

1+AL >
da generalizagdo das expressdes (50) ou (52), consoante se recorra ao método de
Newton-Raphson puro ou a variante que no sélido considera a matriz de rigidez eléstica
K. Neste ultimo caso ter-se-a

! Y ¢+ k ~HT |
_ _ |pa’ B A "
Ky = K = ) (238)
1. .
Po_ g ~ M+ ¢+ &
B At B At B Ar |

A andlise desta matriz permite constatar que, mediante a multiplicagdo por
—~BA#* /p, do conjunto de equagdes associadas as pressées nodais p,, o sistema de
equagdes resolventes, inicialmente nfo-simétrico, se converte em simétrico. Esta
particularidade permite contornar a desvantagem inicial apontada ao sistema de equagoes
(233), mas deve ser salientada a sua dependéncia da utilizagio do método implicito de
Newmark, o que evidentemente condiciona a respectiva generalizagfo. Além disso a

referida simetrizagdo introduz termos diagonais negativos na matriz K , sendo ainda de
destacar a elevada largura de banda que lhe estd associada e a coexisténcia de termos de
ordem de grandeza distinta, caracteristicas manifestamente indesejaveis do ponto de vista
numérico.

Aos inconvenientes que acabam de ser enunciados sobrepdem-se ainda os que
decorrem do facto de o codigo computacional correspondente a abordagem directa do
problema equacionado em (233) obrigar a uma permanente vigilancia sobre o tipo de
varidveis (deslocamentos ou pressdes hidrodinfmicas) a ser manipulado em cada fase do
calculo. Esta circunstincia é responsavel por alguma perda de eficiéncia computacional,
agravada pelo facto de terem de ser duplicadas as rotinas correspondentes a determinagéo
das matrizes e vectores elementares envolvidos na discretizagdo dos dois dominios.

5.2.5.2 Resolugio iterativa por blocos

Uma modalidade alternativa de resolugéio do sistema de equagdes (233), e que obvia
a generalidade dos inconvenientes mencionados a propésito da abordagem directa que
acaba de ser apresentada, consiste em lidar com as equagbes referentes ao sélido
separadamente das relativas ao liquido, isto é:

Mi, + Ca, + k(a,) = f, + H' p, <  Sélido (2394)

Mp +Cp +Kp =-p, Hi, & Ligquido (239b)
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Esta estratégia possibilita a resolug@o separada dos sistemas de equagdes (239a) ou
(239b), adoptando para cada um deles a metodologia considerada mais conveniente. Deste
modo torna-se possivel explorar da melhor forma as caracteristicas de cada um dos
sistemas de equagdes, nomeadamente as decorrentes da consideragdo de problemas de
dimensdo mais reduzida, com um unico tipo de variaveis, que mobilizam larguras de banda
substancialmente inferiores a necesséaria para a abordagem directa, como um todo, do
sistema de equagdes (233).

Deve salientar-se que no contexto do comportamento sismico de barragens a andlise
do dominio liquido néo constitui o objectivo primordial, sendo apenas necessario proceder
a respectiva modelagdo pelo facto de condicionar a resposta estrutural. Neste sentido, e
uma vez que a interacg¢@o barragem-albufeira se processa unicamente através das fronteiras
entre os dois dominios, seria perfeitamente justificavel proceder a modelagédo do liquido
com base numa formulagdo baseada em Integrais de Fronteira, mantendo no entanto a
op¢do pelo MEF para o solido. Em situagdes deste tipo ainda se torna mais evidente a
conveniéncia de a abordagem de cada um dos dominios se processar de forma separada,
adoptando algoritmos computacionais distintos, cada um deles vocacionado para a
respectiva metodologia de discretizagéo.

Existindo realmente interac¢do entre os dois sistemas de equagdes (239a) e (239b),
consubstanciada nos termos dos segundos membros que envolvem a matriz H, em algumas
fases da resolugdo do problema tera de proceder-se a troca de informagdo entre os dois
conjuntos de equagdes, realizando a ‘comunicagdo’ entre os dois algoritmos de resolugéo.
A adopgdo desta estratégia pressupde, portanto, a existéncia de um terceiro algoritmo, de
hierarquia superior, ao qual competird a coordenag¢do dos algoritmos que separadamente
procedem a andlise dos dominios s6lido e liquido, gerindo igualmente a troca de
informacg#o entre eles. O procedimento é evidentemente de carécter iterativo, mesmo nas
situagdes em que estd ausente qualquer tipo de ndo-linearidade, pelo que as operagdes
fundamentais que asseguram a obtengdo da solugdo para um dado instante / podem ser
sintetizadas no seguinte conjunto de passos:

(i) Estabelece-se uma predigdo, por exemplo para as variaveis correspondentes ao
fluido. Introduzindo entfio p, como um ‘dado’ no segundo membro do sistema de
equagdes (239a) correspondente ao sélido, a resolugdo deste wltimo possibilita a
determinag#o das varidveis a,, @, € d,.

(ii) Introduzindo no sistema de equagbes (239b) as aceleragdes d, entretanto
calculadas, é possivel proceder a determinagdo de p,, p, € p,. A consideragdo em
(239a) do vector p, recém calculado permite obter um novo conjunto de varidveis

e d,, que passard entdo a constituir uma aproximagdo melhorada

a,, a

relativamente a solugéo obtida em (7).

1

(iii) A sequéncia de operagdes referida em (ii) pode ser repetida o niimero de vezes
entendido como conveniente, terminando-se o processo iterativo quando a varia¢do
registada nas varidveis entre duas iteragdes consecutivas for inferior a uma
tolerancia pré-estabelecida.

O detalhe deste tipo de estratégia pode ser encontrado nas referéncias (4,20).
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5.3. FORMULACAO EM DESLOCAMENTOS ATRAVES DE UM SOLIDO
DEGENERADO

5.3.1 Consideragdes gerais

Uma alternativa bastante engenhosa para modelagdo de um liquido consiste em
encara-lo como um solido elastico degenerado, seleccionando convenientemente as
propriedades E e v por forma a ser obtido o comportamento tipico da dgua. A vantagem
principal da utiliza¢do deste artificio®>”’ resulta do facto de a modelagdo do liquido poder
ser realizada com base na mesma formulagio utilizada para o s6lido propriamente dito. Um
algoritmo computacional pré-existente, desenvolvido para a analise de solidos com recurso
a0 MEF e a uma formulagio em deslocamentos, pode ser utilizado para o liquido sem
necessidade de alteragdes, correspondendo este tltimo, tdo-somente, a um dominio ‘sélido’
com propriedades especificas.

Desta forma todo o esfor¢o de programagdo indispensavel para complementar aquele
algoritmo com a formulagdo em presses ¢ evitado, obviando-se igualmente aos
inconvenientes que foram apontados, particularmente os decorrentes da necessidade de
lidar em simultdneo com variaveis de tipos distintos. O sistema de equagdes resultante €
obviamente simétrico, desde que igualmente o seja a matriz de rigidez correspondente ao
solido.

Além disso, como no contexto da andlise sismica de barragens o comportamento do
liquido no constitui o objectivo de estudo preferencial, € aceitavel que a modelagdo deste
Gltimo se processe com algumas simplificagdes, nomeadamente as que decorrem da
utilizagfo do artificio descrito.

5.3.2 Propriedades do solido degenerado

A ideia base subjacente & modelag&o do liquido como um sélido eléstico decorre da
circunstancia de, ao adoptar para este ultimo um moédulo de elasticidade transversal com o
valor nulo, se assegurar a obtengdo de um estado de tensdo hidrostitico, logo isento de
tensdes de corte. Esta situacdo caracteriza o comportamento de um liquido néo-viscoso,
pelo que d4 cumprimento & hipétese (iii) referida no subcapitulo 5.1.

Complementarmente de (209-210) resulta que
P=-Kg,=—KV-u (240)

facto que evidencia a dependéncia existente entre os campos de pressdes e de
deslocamentos, ¢ permite fundamentar a possibilidade de a albufeira ser modelada com
recurso a0 MEF e a uma formulagdo em pequenos deslocamentos. A simulagdo da
compressibilidade da 4gua é entfio realizada com base na equagdo constitutiva (240),

estabelecendo um valor apropriado para o respectivo médulo de rigidez volumétrico, K,
no presente trabalho tomado invariavelmente igual a 2.11 GPa.

E importante salientar que, pese embora toda a consisténcia tedrica do tratamento de
um liquido com um sélido degenerado, do ponto de vista numérico a consideragdo de um

valor nulo para o correspondente moédulo de elasticidade transversal, G, conduz ao
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anulamento de termos diagonais da matriz constitutiva eléstica D), a qual, como € sabido,
pode ser escrita sob a forma

M1 1 1 MR
111 [0] 371 2 -1 [0]

A A _]. _‘1 2
D, = K + G (241)

[0] [0] [0]

S O =

0 0
10

O resultado pratico deste facto € o aparecimento de matrizes de rigidez singulares,
circunstdncia que claramente evidencia a menor robustez algoritmica da presente
formulagdo relativamente a estabelecida com base nas pressdes. Existem no entanto
algumas formas de contornar este inconveniente, sendo de destacar, desde ja, que a

especificagdo de valores pequenos (mas ndo nulos) para G — conforme sugerem as
referéncias (8,35) — permitiu resolver com sucesso a generalidade das situagdes suscitadas
pelos ensaios de validagdo considerados na presente monografia, tendo sido obtidos
resultados praticamente coincidentes com os correspondentes a solugdes de referéncia.

Do que tem vindo a ser referido decorre que na modelag¢do da albufeira como um
‘solido’ elastico se procurard satisfazer, em simultdneo, as condi¢Oes G=0MPa e
K =211GPa, dispondo para o efeito da possibilidade de especifica¢do das constantes
elasticas £ e v do ‘solido’.

Atentando nas relagdes de dependéncia existentes entre as entidades (GA,]% )eo
moédulo de Young e o coeficiente de Poisson

~ _E P E

~ 2(1+v) ~ 3(1-2v)
facilmente se conclui que
G- 3(1-2v) e
2(1+v)

Constata-se, assim, que como K constitui uma propriedade material, e além disso
manifestamente ndo nula, a obteng@o de valores pequenos para G s6 podera ser assegurada
mediante a especificagdo de valores elevados para v, isto €, devera ser v — 0.5. Como a
consideragdo de v=0.5 ndo € aceitdvel do ponto de vista numérico, a imposi¢do de
K =2.11 GPa nfo pode ser assegurada sem que a condigio G =0 MPa seja violada,
sendo o grau da aproximag@o introduzida na modelag@o claramente dependente do valor
especificado para o coeficiente de Poisson.

Assim, nas aplicagdes ter-se-a de aceitar um certo compromisso entre a satisfagfo da
condigéo G =0 MPa (s6 possivel mediante a imposi¢do de V=0.5) e a robustez numérica
(que obriga a que v#0.5). Seleccionado um valor de v, a relagdo E = 3(1 -2 o) K
determina directamente o valor a especificar para o médulo de Young.
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A titulo exemplificativo, a consideragdo de £ = 6.33 MPa e v = 0.4995 conduz a

G =2.11 MPa e K = 2.11 GPa. Observe-se que embora a condi¢do referente ao mddulo
de rigidez volumétrico seja adequadamente satisfeita, o modulo de elasticidade transversal
¢ claramente distinto de zero. O substancialmente distinto conjunto de propriedades
definido por E = 0.0633 MPa e v = 0.499995, que conduzindo ao mesmo K serd
igualmente adoptado em algumas situagdes, ndo ocasionou variagdo sensivel das solugdes,
apesar de corresponder a um modulo de elasticidade transversal G =0.0211 MPa, cujo
valor € 100 vezes inferior ao anteriormente indicado. Desta forma se constata que uma
aceitdvel simulagdo do comportamento da dgua ndo determina necessariamente a

singularidade da matriz de rigidez.

As dificuldades a que ¢ feita maior referéncia na bibliografia"*!" que recorre a este

tipo de modelagéo relacionam-se com o aparecimento de modos de vibragéo de frequéncias
muito baixas, envolvendo movimentos que afectam quase exclusivamente a parte liquida.
Este peculiar comportamento € suscitado pela coexisténcia na matriz de rigidez de termos
de ordem de grandeza muito distinta'®, consoante se refiram aos dominios sélido ou
liquido, sendo particularmente mais baixos neste ultimo caso. No contexto de uma analise
modal este facto tem como indesejavel consequéncia o surgimento de um grande niimero
de modos de vibragdo dizendo exclusivamente respeito ao reservatorio, sem envolvimento
de significativa participagdo da estrutura propriamente dita, o que nfo sé obriga a maior
esforgo de calculo, como ainda dificulta a selec¢do dos modos de vibragdo relevantes
(procedendo ao seu ordenamento de acordo com o crescimento do valor da frequéncia, as
correspondentes configuragdes manifestam-se muito antes do primeiro modo de vibragéo
verdadeiramente mobilizador de deformagdes na barragem).

No contexto de uma integracdo directa das equagdes de equilibrio dindmico este
inconveniente é menos evidente, dado que os modos de vibragdo que apenas mobilizam o
reservatorio ndo chegam a condicionar o comportamento da barragem. Além disso,
ver-se-a4 oportunamente que estes modos de vibragdo podem ser filtrados, mediante a
considera¢do da condig¢do de fronteira referente as ondas de superficie, e ainda de uma
técnica de penalizagdo visando introduzir no sistema de equagdes a condigdo de
irrotacionalidade do liquido preconizada no ponto (77) do subcapitulo 5.1. Nas referéncias
(11,12,18) é ainda proposta a considerag@o para o liquido de uma matriz de amortecimento
proporcional & matriz de rigidez, contemplando coeficientes de amortecimento da ordem de
0.1%-1%, com o objectivo de suprimir as oscilagdes espurias observadas no reservatério
no contexto de analises numéricas em que se procedeu a modelagdo do fendmeno da
cavitagdo.

Relativamente a determinagdo da matriz de massa para o liquido ndo ha nenhuma
alteragfo a registar, tendo sido utilizada a formulagéo consistente estabelecida para o sélido

na expressio (26a), considerando para a 4gua uma massa especifica de 1020 Kg / m’.

5.3.3 Exemplo de validagdo: reservatério submetido a uma acelera¢fio subitamente

aplicada

Com o objectivo de ilustrar a aplicabilidade da técnica de modelagdo de um liquido
como um sélido degenerado, seguidamente considerar-se-4 o reservatorio representado na
Figura 26, que foi submetido a uma acg¢@o sismica ideal, caracterizada por uma aceleragéo
horizontal de 0.1g, aplicada de forma stbita e mantida constante ao longo do tempo.
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Figura 26 - Geometria e discretizag@o do reservatorio de agua.

Na discretizagdo foram utilizados 30 elementos finitos de 8 nds em estado plano de
deformag@o, e o avango no tempo processou-se com A7=0.005s. O liquido foi simulado
através das propriedades E = 0.0633 MPa, v = 0.499995 ¢ p, =1020 Kg/m3 , € ao
longo das paredes e fundo do reservatorio foram previstos apoios consentindo unicamente
deslocamentos tangenciais, conforme representado na Figura 26.

Designando por R, e R, as resultantes da pressdo hidrostatica e da pressdo
hidrodindmica na parede esquerda do reservatorio, na Figura 27 encontra-se registada a
evolugdo temporal da relagdo R, /R, . Conforme pode ser constatado, e tendo em atengéo a
discretizag@o utilizada, a solugdo correspondente a simulagdo do liquido como um solido
degenerado apresenta uma notavel concordancia com a solugio analitica, determinada para
este exemplo por Chopra ef al.’. Este facto atesta a viabilidade da técnica numérica descrita,
devendo ainda realgar-se que no exemplo analisado nido foi observado nenhum tipo de
problemas numéricos.

0.2

------ solucao onalitica (Chopra et al. (1969))
solido degenerado
0.2 1

02 | 7/ \ Fo\ o\ .

Rd/Re

01 |

0.1 |/ b 3 A g e
' b O S\

0.0 s L s s
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t (s)

Figura 27 - Reacgdo horizontal na parede esquerda.



Modelagdo da Albufeira e da Interacgdo Sélido-Liquido 85

5.3.4 Condigoes de fronteira

As condigdes de fronteira referidas no paragrafo 5.2.2, no contexto da modelago de
um liquido através de uma formulagéo em pressdes, irfio ser novamente retomadas, a fim
de introduzir as alteragdes inerentes a presente formulagio em deslocamentos.

5.3.4.1 Superficie livre

A possibilidade de no contorno I'y; da Figura 25 se formarem ondas de superficie foi
contemplada mediante o estabelecimento da equago (220): P = p, g n-u. O efeito desta
pressdo P pode ser representado através da seguinte for¢a distribuida por unidade de
superficie

q=-Pn=-p,g(n®n)u (242)

De acordo com (29) a consideragdo desta acgdo distribuida ¢ na expressio de
equilibrio dinmico (28) dé lugar, para cada elemento finito, a seguinte equagio

M, i, + C,d, + k,((a,) + [;50 gjr N'nn"N dl“} a, = f, (243)

na qual se torna evidente que o efeito das ondas de superficie pode ser simulado com base
numa matriz de rigidez adicional, que tem por defini¢do

Kos =P g jrSL N'nn'Ndr (244)

5.3.4.2 Superficie envolvendo uma condigio de radiacio

5.3.4.2.1 Consideragdes gerais

Dada a natureza da formulagdo em deslocamentos subjacente & modelagio de um
liquido como um sélido degenerado, considerando G — 0 a propagacdo de uma onda de
pressdo hidrodindmica tende a ser numericamente reproduzida na sua verdadeira qualidade
de onda dilatacional, para a qual foi estabelecida a condi¢do de radiagio perfeita (186a).
Assim a condigdo de transparéncia no contorno I', da Figura 25 pode ser simulada através
dos amortecedores viscosos estabelecidos para o sélido com base nas matrizes constitutivas
(189) ou (196), néo sendo necessério, portanto, qualquer desenvolvimento especifico para
tratamento desta condi¢do de fronteira. Quanto as ondas de corte, cuja existéncia no
liquido, se bem que indesejada, se tem de supor inevitavel (dado que nesta formulagfo se

terd realmente G#0), as matrizes C,,, ou C,, assegurario igualmente a sua dissipagdo

por radiagdo, atendendo a que serdio igualmente ndo nulos os termos diagonais
correspondentes.

Conforme foi oportunamente referido, a condi¢do de radiagdo perfeita subjacente a
utilizagéio da matriz constitutiva (189) fundamentou-se nas hipéteses simplificativas de as
ondas se propagarem de forma plana e de apresentarem uma incidéncia normal a fronteira
artificial. A fim de assegurar a maxima eficiéncia daquela condigdo de radiagfo, a
localizagdo da fronteira I, deve ser convenientemente estabelecida por forma a que as
condigdes de propagacdo e de incidéncia das ondas se aproximem das admitidas naquelas
hipoteses. Este objectivo € usualmente assegurado afastando I', do dominio préximo da
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barragem, onde a interacgdo solido-liquido determinara grandes perturbagdes na onda de
pressdo, particularmente no caso das barragens abdobada. Este dominio préximo (ou
‘nearfield’) corresponde a porg¢do do meio liquido a ser discretizada com maior rigor,
incumbindo-lhe estabelecer a transi¢gdo para um dominio afastado (ou ‘farfield’), no qual
deve ser localizada a fronteira artificial com condigdo de transparéncia.

Designando por H a profundidade maxima da albufeira e por L a distdncia a que a
fronteira artificial devera ser colocada da barragem, a experiéncia de alguns
investigadores™>'*'"** tem demonstrado a conveniéncia de se adoptarem para L valores da
ordem de 2-3H.

Idéntico tipo de recomendagdes deve ser seguido para a condigdo de radiagdo
ponderada, expressa na matriz constitutiva (196).

5.3.4.2.2 Aplicagio numérica

Com o objectivo de demonstrar a aplicabilidade a um liquido das condigdes de
transparéncia definidas para um solido a malha referente ao reservatorio da Figura 26 ¢
retomada, substituindo os apoios da parede direita por um conjunto de amortecedores
correspondentes a condig@o de radiagdo ponderada descrita no Capitulo 4.

As propriedades materiais € os aspectos mais significativos relacionados com a
modelagdo devem considerar-se inalterados relativamente aos definidos a propdsito daquela
figura, sendo apenas necessario assinalar a alteragdo da solicitagdo exterior, que agora
consiste na imposigdo a parede esquerda do seguinte movimento horizontal:

u () = sin(22.6 t) para ¢>0s (em m)

Este movimento prescrito destina-se a produzir a ressonancia do modo de vibragao
fundamental do reservatorio, cuja frequéncia pode ser aproximadamente avaliada de acordo
com a expressa”lo25
— i — L ]%/" Hz
I = 4H _ 4H Po (em Hz)
na qual A designa a profundidade maxima. Nas condigdes do exemplo analisado
H=100m, K =211GPa e p, =1020 Kg/m* , 0 que conduza o =27 f = 22.6 rad/s.

4e+10 T T T T T T T

3e+10

2e+10

e L
M

-2e+10 |

Rd (N)

=3e+10 |

—4¢4+10 1 1 1 1 1 1 1
0

Figura 28 - Reacg¢do hidrodindmica na parede de um reservatoério infinito.
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Na Figura 28 pode observar-se a evolugfo temporal da resultante R, da pressdo
hidrodindmica exercida sobre a parede esquerda. Conforme pode ser constatado, depois de
um regime transitdrio inicial sobreveio um regime permanente uniforme, caracterizado por
uma oscilagdo enquadrada entre dois limites constantes e simétricos. Este comportamento
revela que o fluxo de energia que entra no reservatério pela parede esquerda € igual ao
fluxo que o abandona através da fronteira de radiagdio colocada a direita, evidenciando-se
assim a correcta modelag@o da condigio de transparéncia pretendida.

5.3.4.3 Superficies envolvendo interac¢io com meios s6lidos

5.3.4.3.1 Necessidade de um elemento de junta

A fim de nas fronteiras I',; e I',;, poder ser assegurada uma correcta representagao
da interac¢do sélido-liquido, na respectiva interface deverd ser contemplada a possibilidade
de se desenvolverem movimentos relativos tangenciais, garantindo no entanto uma perfeita
compatibilidade de deslocamentos na direc¢do normal.

Estes requisitos, que sio manifestamente consequéncia da utilizagdo de uma
formulagdo em deslocamentos para a modelagio de um material, o liquido, cujo
comportamento constitutivo € caracterizado por uma significativa rigidez volumétrica e por
uma desprezavel rigidez ao corte, podem ser satisfeitos mediante a disposigéo no referido
contacto de um elemento de junta apropriado.

5.3.4.3.1.1 Matriz de rigidez do elemento de junta

Na Figura 29 encontra-se representado um elemento de interface do tipo pretendido,
vocacionado para problemas 3D. Tomando em consideragio que embora realmente
distintos os nés i e 7' daquele elemento se encontram de facto geometricamente
coincidentes, as coordenadas de um ponto genérico da interface podem ser determinadas de

acordo com a interpolagio

nnf X
=Y W)y 245)
i=1

z

N e X

7
Nesta expressdo nnf designa o nimero de
nos de cada face do elemento (0 nimero
global de ndés do elemento é 2xnnf) e
N, (€,m) corresponde ao conjunto de

fungdes de forma usuais em problemas
planos.

Para além do sistema de coordena-
das naturais (£,m), na Figura 29 estd

igualmente representado, para um dado
ponto de amostragem, um referencial
ortonormado de versores (s,,n), defi-
nindo »n a direcg@o perpendicular ao ele-
mento no ponto considerado. Designando
por @ e a'y os deslocamentos que

Figura 29 - Elemento 3D de interface.
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expressam a deformada em cada né i e no no i associado, o vector correspondente ao
deslocamento relativo A das duas faces do elemento naquele ponto de amostragem ¢é entfio
(no referencial (s,,n)):

ST f
A=t -[Z N, (@', - ﬁi)il (246)
T i=1

n

Definindo uma matriz N e dois vectores @ e @' contendo ordenadamente as
contribui¢des das fungdes de forma N, e dos vectores @, e a';, € possivel exprimir (246) de
forma mais compacta

A=|t"|-N-(a-a) (247)

Em sentido generalizado este vector A passard a ser designado por ‘deformacéo’,
podendo ser traduzido de acordo com a expressio

A= B-(a-a) (248)
na qual estd envolvida uma matriz de deformago, B, definida como
¥
)

B=|t|N (249)

Associado aquela deformagdo, e mediante uma relagdo constitutiva adequada, no
mesmo referencial local pode definir-se um vector de forgas F, que ir4 ser designado por
‘tensdo’. Atendendo as caracteristicas que se pretendem atribuir ao elemento de junta, a
referida matriz constitutiva (linear e elastica) terd a seguinte composi¢éo

00 0
D, =0 0 0 (250)
00 E'

responsavel pela ocorréncia de tensdes nulas na direc¢do tangencial, mas estabelecendo
uma forte ligagéo na direc¢@o normal, através de um elevado médulo de contacto E'.

Uma vez que
F=D,-A=0D, -B-(a-a) (251)
a determinagdo explicita da matriz de rigidez do elemento de junta, K,, decorre da

consideragdo do termo

[ A" Far (252)

na expresséo geral do PTV, no qual est4 envolvida a deformagio virtual A* e se admite que
L . (ruB Y I_‘uV )e’

u
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Agrupando os deslocamentos nodais do elemento de junta num unico vector a, tal

- T ‘ ; s
que a, = {a' a} , € definindo simultaneamente as matrizes

N =[N -N] B=[B -B] (253)
as expressoes (248) e (251) podem assumir um aspecto mais usual:
A = B-a, F =D, B-a, (254)

De acordo com raciocinios ja familiares, a consideragéio na expressdo geral do PTV
do termo definido em (252) conduz a seguinte defini¢do para a matriz de rigidez do
elemento de junta

K, = | B'D,Bdr (255)

Atendendo a estrutura das matrizes N e B apresentadas em (253) a matriz de rigidez
do elemento de interface tem a seguinte composi¢do

K, - [_?* _Ifﬂ 256)
J, J,
em que
sT
K, = [ B"D,Bdr = | N'[stn]D,|t" |Ndr (257)
.

Esta circunstancia permite que na determinagdio de K, possa ser economizado algum
esfor¢o computacional.

Por sua vez a existéncia de um tnico termo néo nulo na matriz D, torna redundante
a consideracdo em (257) dos versores s € Z, podendo entdo simplificar-se aquela expresséo:

K’Je = E' -‘-r N'nn" N dr (258)

5.3.4.3.1.2 Consideracdes sobre a utilizacdo do elemento de junta
e Penalizagdo associada a E'

Um aspecto que importa salientar, e que se relaciona com a utiliza¢do do elemento de
interface descrito, resulta do facto de na expressdo (258) E' se encontrar fora do integral
indicado, o que permite que a matriz de rigidez da junta possa ser traduzida na forma

K, = E'K, (259)

sendo K, uma matriz de constituigdo evidente. Sendo assim, num problema estatico linear
a associacdo das matrizes de rigidez dos elementos de junta as matrizes de rigidez dos
demais elementos finitos (sélidos ou liquidos) acaba por conduzir a seguinte equagdo
global:

[K, + E'K,|a = f (260)
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Conforme se pode constatar, dado o elevado valor que convird atribuir a E' (a fim
de assegurar a compatibilidade de deslocamentos do sé6lido e do liquido na direc¢do normal
a respectiva interface), de um ponto de vista numérico a utilizagdo do elemento de junta
descrito é comparavel a aplicagdo de uma técnica de penalizagio®!. Consequentemente, e
para determinadas direcgdes nodais, o aumento de E' pode entdo conduzir & dominéncia
de K, na matriz de rigidez global, efeito que obviamente tem de ser vigiado, sob pena de
conduzir a um tipico efeito de bloqueamento (ou ‘locking’), de consequéncias indesejaveis.

e [ntegragdo numérica

No decurso de aplicagdes computacionais para validagdo do elemento de interface
constatou-se que o desempenho da junta foi melhorado quando, em substitui¢do da usual
regra de colocagdo de Gauss-Legendre, a integragdo numérica inerente a expressdo (258)
foi efectuada com base no esquema de colocagdo de Lobatto.

Como € facilmente reconhecivel, em geral a regra de Gauss-Legendre determina para
a interface uma matriz de rigidez ndo diagonal, responsavel pela interdependéncia dos
deslocamentos associados a distintos pares de nos i—i'. Este facto torna-se inconveniente
quando conjugado com a especificagdo de elevados valores para E' que caracteriza a
técnica de penalizag@o descrita, acentuando o efeito de bloqueamento da matriz de rigidez.
Nas aplicagdes envolvendo barragens abdbada, caracterizadas por significativas curvaturas
no interior de cada elemento de interface, a variagdo do versor m entre dois pontos de
integracdo pode ser importante, acabando a junta por revelar uma certa dificuldade em
satisfazer os requisitos para que foi desenvolvida simultaneamente em todos os pontos de
integracdo.

Com a regra de Lobatto o funcionamento de cada par de ndés i—i' torna-se
independente dos demais pares de nés do elemento de junta, uma vez que a coincidéncia
dos pontos de integragdo com os pontos nodais permite explorar as caracteristicas de
ortogonalidade do respectivo conjunto de fun¢des de forma. Esta circunstincia atenua os
problemas referidos, por retirar sentido aquela exigéncia de simultaneidade, tornando o
elemento de junta assimilavel a um conjunto de barras biarticuladas independentes,
dispostas na direc¢do normal em cada par de nos i —i'.

O resultado pratico desta constatagdo € que a ordem de grandeza da rigidez axial de
cada uma destas bielas é a mesma de E', ficando as diferencas a dever-se unicamente aos
pesos determinados pelo esquema de colocagio de Lobatto. Dado ser de 10'' N/m o valor
seleccionado para E' na generalidade das aplicagdes que irdio ser apresentadas, as
diferencas referidas ndo tém realmente expressdo do ponto de vista pratico. Assim,
atendendo a que nos pontos de integragéo inerentes ao esquema de colocagéo de Lobatto as
fungdes de forma assumem valores 0 ou 1, desprezando as diferencas decorrentes da
contribui¢io dos pesos de integracdo (que podem entdo tomar-se iguais a 1) resultaria a
seguinte definigio para K J.» alternativa a (258):

—[nnr]i:1 [0] 0]

_— [0] [n nT]i:2 o61)

[0] [nnr]i:’mf_
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Esta é a matriz de rigidez que acabou por ser adoptada para a junta, sendo do mesmo
tipo da preconizada nas referéncias (8,13,21).

5.3.4.3.1.3 Aplicacdo numeérica: problema estitico

e Validagdo

O funcionamento da junta definida com base na express@o (261) vai poder ser
apreciado através de uma aplicag@o, na qual se procede a andlise da barragem do Alto
Lindoso sob a ac¢do do impulso hidrostatico. Para o efeito o betdo serd idealizado sem
massa, com comportamento linear e elastico, traduzido pelas propriedades £ =30 GPa e
v=0.2. A estrutura propriamente dita, do tipo abdbada, foi analisada admitindo a
existéncia de um plano de simetria, tendo sido considerados 22 elementos 3D de 20 nés na
discretizago da correspondente metade direita (ver Figura 30).

O efeito do impulso hidrostatico foi simulado comunicando uma aceleragéo gravitica
vertical, de valor g=9.81 rn/ 52, a um reservatorio discretizado com 66 elementos finitos
do mesmo tipo dos considerados para a abdbada, recorrendo ao artificio que envolve a
idealizagdo de um liquido como um so6lido degenerado. As propriedades elasticas
correspondentes foram E=6.33 MPa e v=0.4995. No contacto barragem-albufeira foram

interpostos 22 elementos de junta do tipo descrito, admitindo £'=10"N/m. A fundaggo
foi considerada infinitamente rigida.

Figura 30 - Barragem do Alto Lindoso: malha referente a metade da abébada e do
reservatorio.

Na ligagdo da abdbada a fundagéo foram restringidos todos os deslocamentos. Em
relagio ao reservatorio, no plano horizontal inferior e na fronteira artificial foram
impedidos os deslocamentos com direc¢do normal aqueles planos; no plano inclinado, ao
longo do qual se realiza o contacto liquido-fundagdo, foi unicamente permitido o
deslocamento na direc¢@o montante-jusante.

A fim de constituir uma solugdo de referéncia que permitisse avaliar o
funcionamento do elemento de junta e da interacg@o so6lido-liquido, um outro célculo foi
realizado, no qual o efeito do impulso hidrostatico foi directamente simulado da forma
usual, através de uma pressdo aplicada sobre o paramento de montante e apresentando uma
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distribuigdo linearmente crescente com a profundidade. Nesta situagdo foram
exclusivamente utilizados os 22 elementos correspondentes a abobada. Em qualquer das
analises o reservatorio foi suposto com a superficie livre a cota maxima do coroamento da
barragem.

Tal como pode ser observado na Figura 31, na qual se procede a representagdo da
deformada da consola central para as duas simulagdes do impulso da agua que foram
referidas, a solugdo envolvendo elementos de junta e de solido degenerado ndo se distingue
da solugio de referéncia, associada a modelagdo do efeito hidrostatico através de uma
pressdo com distribuigdo linear. Esta constatagdo permite validar o elemento de interface, e
bem assim a propria formulagdo em deslocamentos considerada para a albufeira.

......

_________

————— posicao indeformada
3— B distribuicoo linear de pressoes
O0—o0 accao gravitica em elem. solidos degenerados

Figura 31 - Deformagdo da consola central sob o impulso hidrostatico.

e Influéncia do valor de E'

A fim de determinar a influéncia do valor de £’ no comportamento do elemento de
junta, o exemplo que acaba de ser referido (envolvendo 22+66 elementos 3D de 20 nos e 22
elementos de junta), e cuja deformada se encontra igualmente representada na Figura 320,
foi reanalisado adoptando para aquela propriedade os seguintes valores: 10' N/m
(Figura 32a), 10 N/m (Figura 32c) e 10" N/m (Figura 32d).

Concentrando a atengdo nos deslocamentos relativos ao longo da interface
barragem-albufeira, pode verificar-se que o valor de E'=10" N/m ¢ insuficiente para
assegurar a compatibilizagdo pretendida na direcgdo normal a junta, favorecendo o avango
da 4gua sobre o betdo. No extremo oposto E'=10" N/m determina a ocorréncia de
compatibilidade na direc¢do normal aquele contacto, mas em contrapartida tornam-se
evidentes os problemas numéricos decorrentes do surgimento na matriz de rigidez de
nimeros com ordem de grandeza muito distinta (ver Figura 32d): o liquido exibe tendéncia
para ficar excessivamente ligado ao paramento de betdo, facto que conduz a perda de
horizontalidade da superficie livre, e € igualmente denunciado pela insuficiéncia de
deslocamentos relativos que ocorre na direcgdo tangencial a junta.
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\
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a) E'=10""N/m

/

¢) E'=10"” N/m

Figura 32 - Comportamento do elemento de junta em calculo estatico
(factor de ampliag@o: 150).
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d) E'=10"N/m

Figura 32 (cont.) - Comportamento do elemento de junta em célculo estatico
(factor de ampliag@o: 150).

Da analise das Figuras 32b,c conclui-se que um adequado funcionamento da junta e
da modelagdo do liquido pode ser obtido com valores intermédios de E', observando-se o
melhor comportamento para E' = 10" N/m (Figura 32b): a superficie livre e os leitos que
horizontalmente separam os elementos de liquido permanecem horizontais apos
deformag@o, registando-se igualmente o bom desempenho da junta, que permite o livre
movimento relativo de nés homologos na direcgéo tangencial.

Ao valor de 10" N/m considerado para a propriedade E' da junta correspondem as
seguintes relagdes

E'|E; = 33 E'/G = 473933 E'/K = 474 (m)
estabelecidas em fungdo do mddulo de Young do betdo da barragem, £, e dos mddulos G
e K do liquido.

5.3.4.3.1.4 Aplicagdo numérica: problema dinimico

e Influéncia do valor de E'

Com o intuito de apreciar o funcionamento do elemento de junta numa analise
dindmica, a barragem e o reservatorio da Figura 30 foram submetidos & acg¢do do sismo de
referéncia representado na Figura 33, caracterizado por uma aceleragédo de pico de 1g. O
comportamento constitutivo permanece linear e elastico, havendo a salientar o facto de o
betdo ser agora suposto com p=2400 Kg/ m’. Uma matriz de amortecimento do tipo
C = b K, foi estabelecida para a superestrutura, e constituida por forma a determinar um
coeficiente de amortecimento de 2% na frequéncia do modo de vibragdo fundamental da
barragem (correspondente a hipétese de albufeira cheia). A integragéo foi conduzida com o
método o de Hilber-Hughes-Taylor (com o=-1/3), adoptando At=0.01s. A fronteira
vertical do reservatdrio foi dotada de uma condi¢do de transparéncia, modelada através de
22 elementos de contorno correspondentes a condi¢@o de radiagdo ponderada.
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aceleracao no terreno (m/s2)

t (s)
Figura 33 - Sismo 1g.

Cada analise é iniciada com um célculo estatico, para aplicagdo da acgdo gravitica,
seguido do calculo dindmico propriamente dito. Os apoios existentes na fase estatica em
correspondéncia com a fronteira de radiag@o sdo suprimidos na fase dindmica.

Assim, e para os diferentes valores de E' considerados na Figura 32, a Figura 34
permite acompanhar a evolugio do deslocamento relativo montante-jusante do coroamento
da barragem (no fecho). O deslocamento ndo nulo registado para 7=0s corresponde a
influéncia da ac¢@o gravitica no calculo estatico inicial.

Conforme decorre da analise da Figura 34, a hipotese £'=10""N/m determina uma

resposta que se afasta significativamente da evidenciada para valores mais elevados de £ "
O periodo de vibragdo €&, naquele caso, manifestamente superior, aparecendo associado a
uma importante redugdo da amplitude do movimento. Como se concluiu a proposito da

Figura 32, o mau desempenho da junta associado a E’ =10""N/m aconselhou a utilizagdo

de valores de E' na ordem de 10”N/m—1012 N/m, que conduzem, no presente calculo
dinamico, a respostas bastante proximas entre si.

0.25 T T

R T ——

P et

0.05

AN

7AW VY'Y
l' ’4 Iq‘ ?V h
éj ‘.:[ b <
\
—-0.15 | h

e----o Et= 1E+10 N/m

-0.05

desloc. horiz. relativo do coroamento (m)

Et= 1E+11 N/m
— — Et= 1E+12 N/m
— Et= 1E+13 N/m

—-0.25 L s s L
0o 1 2 3 4 S

t (s)

Figura 34 - Comportamento do elemento de junta em calculo dindmico.
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Para £'=10"N/m ja sdo visiveis as consequéncias do deficiente funcionamento da
junta, realgando-se o facto de a modificagdo que se observa quando se passa de
E'=10"N/m para E'=10" N/m ser bastante superior a que ocorre quando se muda de
E'=10"N/m para £'=10""N/m .

Da andlise destes resultados conclui-se ser mais aconselhavel, para o presente
exemplo, a utilizagdo de 10“N/m < E" < 107 N/m, a que correspondem as seguintes
relagdes:

33 < E'/E, <33 473933 < E'/G < 473933 474 < E'/K < 474 (m)

e Influéncia da modelagdo do liquido

Tendo sido detectados problemas numéricos no decurso da analise do funcionamento
da junta, o receio de que aqueles pudessem ser agravados pela modelagdo artificiosa do
liquido como um sélido degenerado levou a que se procedesse a avaliagdo das repercussoes

na resposta estrutural decorrentes da modificagio do médulo G da agua. Assim, e
prosseguindo com a barragem do Alto Lindoso, na Figura 35 encontram-se representadas

duas variantes a aplicagdo da Figura 34 correspondente a £’ :1011N/m, consistindo na
consideragdo para o liquido dos dois seguintes conjuntos de propriedades elasticas (ambos
determinando o mesmo K =211 GPa ):

(i) E =0.0633 MPa v = 0.499995 (G =00211 MPa)
(i) E=6.33MPa v = 0.4995 (G =211 MPa)

0.05

SNV Al /
ST

-0.15 | V

— — 8= 0.0211 MPa (E= 0.0633 MPa , v= 0.499995)
—— &= 2.11 MPa (E= 6.33 MPa , v= 0.4995 )

desloc. horiz. relativo do coroamento (m)

-0.25

s s L L
(o] 1 2 3 4 5

t (s)
Figura 35 - Efeito da modificagdo de G (para E’ :10“N/ m).

Conforme ¢ observavel, as diferencas que podem ser detectadas ao nivel do
deslocamento relativo horizontal do coroamento da barragem (no fecho) sdo diminutas, ndo
tendo grande significado sobretudo quando comparadas com as que foram notadas aquando
da modificagdo da propriedade E' da junta. Esta constatagdo faz supor que a perda de
robustez algoritmica observada na Figura 34 quando se simulou a albufeira através de
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uma formula¢do em deslocamentos foi fundamentalmente determinada pela inapropriada
utilizagdo do elemento de interface sélido-liquido, e ndo pelo recurso em si mesmo ao
artificio de modelagdo da 4gua como um sélido degenerado.

5.3.4.3.2 Absorc¢ao de energia no fundo do reservatério

5.3.4.3.2.1 Consideracoes gerais

Ensaios laboratoriais realizados por Hatano® suscitaram a discussio sobre a
eventualidade de no contacto da albufeira com o macigo de fundagéo (fronteira I, da
Figura 25) se desenvolverem mecanismos de dissipagdo de energia, devidos a uma
absorgdo parcial da onda de press@o hidrodindmica na camada de aluvides e sedimentos
depositada no fundo do reservatorio.

No decurso daqueles ensaios, um tanque com dimensdes em planta de 4.8mx0.1m
foi cheio com dgua até ser realizada uma profundidade de 1.5m. Num dos topos do tanque,
no qual poderia ser idealizado o paramento de uma barragem, um pistdo produzia a
excitagdo harmonica da d4gua e registava a correspondente pressio hidrodindmica.
Comparando os resultados referentes a situagdo em que o fundo do reservatério se
encontrava isento de qualquer material absorvente com os obtidos quando a base do tanque
foi revestida de uma camada de areia, uma drastica redugfo da pressdo hidrodindmica foi
detectada no segundo caso, resultado explicado pelo facto de nesta situagio ter sido
introduzido um mecanismo de amortecimento adicional na base do tanque, o qual seria
responsavel por importante dissipagdo energética.

A ser vélida esta interpretagdo, também na situagfo real de contacto de uma albufeira
com o macico de fundagdo ¢ de esperar a ocorréncia de mecanismos de amortecimento da
onda de pressdo hidrodindmica, uma vez que ai se depositam sedimentos, constituindo uma
camada aluvionar muito mole.

Procedendo a uma andlise numérica aprofundada dos efeitos sobre o comportamento
de barragens gravidade da modelagdo deste amortecimento ‘por absor¢do’ (por vezes
também dito ‘por refracgdio’), Chopra e seus colaboradores”!*!>161%19 a precisado as
condi¢des em que a resposta estrutural € afectada de forma sensivel, consoante se considere
ou ndo aquele mecanismo de dissipagao.

De entre as suas conclusdes mais relevantes salienta-se a que resulta de ter sido
observado um notavel incremento do efeito hidrodindmico quando, sob a ac¢fo de um
sismo com direc¢éo de actuagdo vertical, o amortecimento por absor¢do foi considerado
inexistente. Nesta situa¢do o amortecimento por radiagéo na fronteira I, da Figura 25 est4
quase inactivo, em virtude de a onda de pressdo ndo apresentar propagagdo na direc¢io
montante-jusante'?, e portanto o dominio liquido n#o dispde de qualquer mecanismo de
dissipagdo significativo. Procedendo a uma andlise no dominio da frequéncia, picos
ilimitados para a for¢a hidrodindmica sdo entfo obtidos em ressonincia com os modos de
vibragdo da albufeira, o que conduz a uma significativa sobrestimag¢do do efeito da
componente vertical da acgdo sismica’.

Procedendo a modelagdo numérica do amortecimento por absor¢do, uma notdria (e
por vezes dréstica) suavizagdo daqueles picos foi obtida, resultando entdo uma substancial
atenuagdo da resposta estrutural.
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5.3.4.3.2.2 Modelacdo numeérica

Dado o desconhecimento das reais condi¢des sob as quais a energia associada a
propagagdo da onda de pressdo hidrodindmica € parcialmente absorvida ou dissipada no
fundo do reservatério, é usual que esta modalidade de amortecimento seja simulada de
forma simplificada.

Um coeficiente de reflexdo de onda, &, definido como a relago entre a amplitude da
onda de pressdo hidrodindmica reflectida, A, e a amplitude da onda de pressdo
perpendicularmente incidente ao fundo do reservatorio, 4;,

torna-se um conceito precioso, em redor do qual se fundamentam os passos essenciais em
que se apoia a modelagdo numérica daquela condigfo de fronteira. O coeficiente & pode
assumir valores no intervalo [—1,1], sendo particularmente importantes as situagdes
correspondentes a =1, que pressupde a reflexdo total da onda incidente, ¢ a =0,
relacionada com a possibilidade de a onda incidente ser completamente absorvida na
camada aluvionar. Conforme muito incisivamente salientado na referéncia (16), o valor de
o ndo deve ser seleccionado em fungdo das propriedades da rocha de fundagéo
propriamente dita, mas antes das caracteristicas do material que reveste superficialmente o
respectivo macigo, no qual depositos aluvionares se associam a uma camada externa de
rocha mais branda, alterada por meteorizagdo. Além disso o coeficiente de reflexdo devera
ser encarado em termos médios, porquanto a camada na qual se processa a absor¢do
apresenta espessura variavel ao longo do vale, tendendo a aumentar com a antiguidade do
reservatério. No Quadro 3 pode encontrar-se a indicagdo de alguns valores tipicos de a.,
sendo de destacar que com 0.7 < & < 0.9 se cobrem as situagdes de maior interesse pratico
na analise sismica de barragens.

Do ponto de vista da correspondente modelagdo numérica o amortecimento por
absor¢do pode ser simulado a partir das ferramentas desenvolvidas no Capitulo 4 para o
amortecimento por radiagdo. Retomando as consideragdes entdo efectuadas, a lei do

movimento u, associado & propaga¢do de uma onda eléastica de pressdo hidrodindmica
numa dada direc¢@o Ox € da forma

u, = f(x=2t) + g(x+¢é1) (263)

Quadro 3 - Valores tipicos de & (da referéncia (1)).

Tipo de camada de absor¢éo Condi¢iio a
Infinitamente rigida Reflexdo total 1
Rigida Absorgéo parcial 0.6-0.8
Branda Absorg¢do parcial 0.5
Agua Radiagéo 0
Ar Reflexdo negativa -1
Fundo de reservatorios recentes Absor¢do parcial 0.9
Fundo de reservatorios antigos Absorgdo parcial 0.7-0.9
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Designando por f (x—@t) a componente de onda que incide perpendicularmente a
fronteira T, e por g(x+¢1) a componente gerada por reflexdo que se propaga em sentido
oposto, a seguinte relagéo € aplicavel (atendendo a definigéo de Q):

g=-af (264)
Procedendo a derivagdo de u, conclui-se que
0 0 ,
fu, _OF  Pg °u; _of A Bg (265)
Ox Ox Ox ot ot ot

Da natureza dos argumentos de /e g resulta

0 10 0 1
of _ _laf dg _19g (266)
ox ¢ Ot Ox c Ot
e além disso de (264) conclui-se que
~ 0

98 _ _4 9L (267)
ot ot

As expressoes (265) podem assim ser simplificadas, resultando:

1+a .

ou, _ _(1+8) of B o (1) & (268)
Ox c ot ot ot

Eliminando 0 f'/0t a seguinte relagdo é finalmente obtida:
ou, N 1+(it % Ou, _ 0 (269)
ox l-a )c ot

Observe-se que dada a natureza unidimensional do problema em anélise se tem
obviamente que

ou.,
g, = 270
v T o (270)
€
g, = — = § @71)
Ox

Assim, procedendo a multiplicagdo da equagdo (269) por K, e tendo ainda presente a
defini¢do considerada para ¢ em (214), resultaria

o, + [“‘i‘]@oaux =0 @72)
I-a

expressdo do mesmo tipo da obtida em (158) para a propagacio de uma onda dilatacional
num s6lido eldstico. Atendendo a coincidéncia da direc¢do Ox com a do versor n normal a
fronteira I',, da Figura 25, a modelagdo numérica da condi¢do de absor¢do pode ser
realizada incluindo nas equagdes de equilibrio de cada elemento de fluido o efeito de uma
ac¢do distribuida por unidade de area directamente decorrente da condigio de fronteira
(272). Ao nivel elementar considerar-se-ia entfio
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q = _(1+?)§Oann71vde (273)
L=
a que corresponderia o seguinte vector de for¢as nodais estaticamente equivalentes:
1+a )~ . .
A I Poé [ N'mn" Nadr|a, (274)
1—(1 rul'e

Este vector pode ser transferido para o primeiro membro da equagdo de equilibrio
dindmico do elemento (expressdo (28)), dando origem a uma matriz de amortecimento por
absor¢do

a, 2~

C :(”O‘)ﬁoaj N'nn' N dr 275)
I—U, rul;:

que pode ser adicionada a matriz de amortecimento C,.

5.3.5 Condigio de irrotacionalidade

Como foi oportunamente referido, em calculo dindmico a modela¢io de um liquido
através da formulagdo em deslocamentos correspondente a um sélido sem rigidez ao corte
tem o inconveniente de suscitar a ocorréncia de modos espdrios de deformagso, cujo
numero tende a aumentar com o refinamento da malha. Este efeito é consequéncia da
singularidade que ocorre na matriz de rigidez para (=0, e relaciona-se com o facto de os
deslocamentos nodais em cada elemento finito corresponderem a um ntimero de incégnitas
superior ao nimero de condi¢des independentes estabelecidas ao nivel dos pontos de
integracéo.

Muitos daqueles modos espurios estdo relacionados com configuragdes que
envolvem movimentos circulatérios no liquido, o que constitui uma violagdo da hipotese
de irrotacionalidade invocada no ponto (i) da sec¢do 5.1. Calculando o rotacional de
ambos os membros da equagdo de equilibrio hidrodindmico (208) conclui-se que

rot(VP) = — p, rot(ii) (276)
E facil constatar que rot(VP) = 0, resultando entéo
rot (i) = 0 (277)

Procedendo a dupla integragdo em ordem ao tempo desta equagio, e tomando ainda
em atengdo que para £ =0 o fluido se encontra imével, torna-se igualmente claro que

o = rot(u) = 0 (278)

equagdo que explicitamente traduz a necessidade de a condi¢dio de irrotacionalidade ser
respeitada. Na formulagéo em pressdes esta condigdo ¢ satisfeita de forma implicita, mas
na formulagdio em deslocamentos ela pode ser violada devido & acumulagdo de erros
numéricos, induzindo-se entdo vorticidade ® no dominio liquido.

A condigo de irrotacionalidade pode ser introduzida de forma forgada na equagdo de
residuos pesados correspondente a formulagdo em deslocamentos, recorrendo para o efeito
a uma técnica de penalizagéo, que consiste na adi¢fio do termo
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v
o, erm ® dQ (279)

ao primeiro membro de 235, 0 pardmetro o, traduz a grandeza da penalizag¢do, que em
geral assume valores elevados, quase sempre expressos em fungéo do modulo de rigidez
volumétrico — na referéncia (18) € sugerido o, = 50K, enquanto que (1) preconiza a

utilizagéio de o, = 100K.

Invocando a interpolagédo do campo de deslocamentos, e tendo em ateng@o que

A

rot(u) = L -u (280)

sendo L o seguinte operador matricial

, .o 2
0z 0y
i-] 2 9 281
| oz ox (281)
o 0
-—— = 0
| 0y Ox ]
de (279) resulta que
* A T A
o, | 0" wda = 4 [ocm | (En) (2 N) dQ} a, (282)

Conforme se pode constatar, a condi¢do de irrotacionalidade pode ser introduzida no
sistema de equagdes que expressa o equilibrio dindmico do liquido mediante a
considera¢do de uma matriz de rigidez adicional, K, definida por

K=oy 4 { [ (EN) (L) dg} (283)

e=l €
(neliq designa o ntimero de elementos de liquido). Esta matriz de rigidez é nfo-singular®’,
pelo que ao ser adicionada a matriz de rigidez elastica do liquido, K|, permite a obteng&o
de um sistema de equagdes de cuja solugdo sdo eliminadas as deformagOes espurias
decorrentes da consideragdo de G =0.
A utilizagio destas técnicas de penalizagfio ndo esté isenta de inconvenientes>, sendo
de salientar que a medida que se aumenta o valor de o, assim a condigdo de

irrotacionalidade ¢ satisfeita de forma mais completa, embora a custa de uma eventual
dominancia de K, sobre K,. Na situagdo limite em que o, —>o ocorrera que
K,+K, = K, sendo que nessas condi¢des a deformada do liquido tendera a anular-se,
dado o bloqueamento decorrente da infinita rigidez que entfio sera considerada em K, . A
fim de evitar esta solugdo trivial, que dada a limitada precisdo numérica dos computadores
se torna observavel mesmo para valores finitos (mas elevados) de o, certos autores

preconizam a determinagdo da matriz K, com base numa ordem de integragéo reduzida,
como sucede nas referéncias (18,34,35).
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5.3.6 Breve referéncia a modelagio da cavitacio

A analise do comportamento dindmico néo-linear de barragens de betdo pode exigir a
consideragéo de sismos de elevadas intensidades, caracterizadas por aceleragdes de pico da
ordem de 1g. Nestas situagdes a razoabilidade da hipdtese de o comportamento constitutivo
do liquido permanecer linear e elastico € questionavel, tendo de encarar-se a possibilidade
de desenvolvimento de fenémenos de cavitagédo.

A cavitagdo estd relacionada com a incapacidade de um liquido poder suportar
pressdes negativas (isto €, trac¢oes) abaixo de um determinado limiar, denominado presso
de vaporizagdo, f’v Ao contrario do que sucede em escoamentos, nos quais a cavitagdo €é

despoletada pela diminuig@o de pressdo associada a ocorréncia de elevadas velocidades de
fluxo no liquido, nos problemas de interac¢do barragem-albufeira aquele fendmeno ocorre
para pequenas velocidades, sendo determinado pela expansdo volumétrica da agua®®. No

decurso desta expansdo volumétrica a pressdo no liquido conserva-se constante e igual a
P, sendo a cavitagdo acompanhada da vaporizagdo da dgua, com formagéo de bolhas de

v

gés, produzindo-se uma redugfo da massa especifica de p, para p.

O comportamento constitutivo de um fluido pode ser traduzido a partir da rela¢do da
pressdo hidrodindmica P e da variagdo da massa especifica p—p,. Num processo
barotropico, isento de fendémenos de cavitagdo, um fluido ideal obedece a seguinte equagio

18
de estado "

P =2 (p-py) (284)

Designando por F, a pressdo do liquido correspondente a situagfo hidrostética, o
fenémeno da cavitagdo iniciar-se-a para

A

P+ =P (285)

v

Durante a subsequente fase de expansdo a expressdo (284) deixa de ser aplicavel, so
podendo ser retomada a partir do instante em que se verifique que P+ F, > P,, isto &, se

suprima a cavitagdo. Durante a fase de expansdo com cavitagdo a pressdo no liquido
mantém-se constante, e a pressdo hidrodindmica decorre de (285):

P=P-p (286)

A Figura 36 ilustra o comportamento que acaba de ser descrito para o liquido.

Invocando a equagdo de continuidade, que € aplicavel ao liquido mesmo durante a
fase de cavitagéo’,

P+ py Vet =0 287)

e procedendo & respectiva integragdo (tendo em atengfio que para u# =0 se tem p = p,)
conclui-se que

f’ - FA)() = - F?’o V-u (288)

' Segundo Zienkiewicz ef al.*® a cavitagio d4 origem a um campo continuo de bolhas microscépicas, nunca
se observando perda de continuidade por formagéo de cavidades.
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Esta expressdo pode ser substituida em (284), e atendendo ainda a que &* = I%/ﬁo
constata-se finalmente que

P=-KVu (289)

Recordar-se-a que em (240) ja havia sido
deduzida esta relagdo entre os campos de
pressoes e de deslocamentos, na base da qual foi
proposta a modelagdo de um liquido através de
uma formulagdo em deslocamentos. Do ponto de
vista computacional a modelagdo da cavitagdo
através do artificio de simulagdo de um liquido
como um solido degenerado n@o suscita
nenhuma dificuldade especial, uma vez que em N S
cada ponto de integrag@o é obtido um estado de
tensdo caracterizado por tensdes principais ) )
praticamente iguais, sendo qualquer delas Figura 36 - Liquido com cavitag@o.
identificavel com a pressdo absoluta P+ F,.

Sempre que a condi¢do de cavitagdo (285) for atingida, o estado de tensdo ¢ ‘forcado’ a
assumir as componentes

= cy = GZ = _PV (290)

o>
=y}
o>
]
>y

%
/I

(&}

pd

sendo o estado de tensdio remanescente incluido no vector de forgas residuais,
procedendo-se a sua eliminagdo por via iterativa, recorrendo aos procedimentos habituais.
Nas situagdes em que ndo seja verificada a condigdo de cavitagdo o comportamento do
liquido ndo necessita de nenhum tratamento especial, relativamente ao que € usual num
solido degenerado em estado elastico.

Apesar da facilidade conceptual de modelagdo da cavitagdo, na realidade a simulagao
deste fendmeno pode conduzir a importantes problemas numéricos. Estes estdo
directamente relacionados com a ocorréncia de oscilagdes espurias de alta frequéncia, cuja
responsabilidade pode ser atribuida a recuperagdo de rigidez que acompanha a transposig¢ao
do patamar da Figura 36, durante a retoma do comportamento linear e elastico subsequente
ao abandono de um estado de cavitagdo. Entre as solugdes preconizadas para controlo
deste problema é frequentemente sugerida a adopgio de uma matriz de amortecimento'', do
tipo C = b K.

5.4, MODELACAO APROXIMADA ATRAVES DE MASSAS ADICIONAIS

5.4.1 Hipétese de incompressibilidade da agua

A complexidade inerente a modelagdo da albufeira e a resolugdo do problema da
interacg@o solido-liquido € drasticamente reduzida se a hipotese de incompressibilidade da

agua (I& =o0) for introduzida. Nesta situagdo a velocidade de propagagdo da onda acustica
no fluido torna-se infinita, pelo que da analise das expressdes (227a,b) ressalta que
M = C = 0. Fazendo intervir este resultado em (233), o seguinte sistema de equagdes €
obtido:

Mi, + Ca, + k(a,) - H p, = f, (291a)
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poHi, + Kp, =0 (291b)
Da segunda equagdo conclui-se que
po=~p K Hi, (292)

resultado que ao ser substituido em (291a) permite obter um sistema de equagdes que
envolve exclusivamente as variaveis correspondentes ao dominio s6lido:

[M + p, H K H]i, + Ca, + k(a,) = f, (293)

Conforme pode ser constatado, na hipétese de incompressibilidade a contribui¢do do
liquido pode ser traduzida mediante a consideragdo de uma matriz de massa, que ao ser
adicionada a matriz de massa estrutural permite assimilar o efeito do reservatorio ao de um
conjunto de massas virtuais aderentes ao paramento de montante. Assim, na modelago de
uma albufeira incompressivel ¢ suficiente proceder, no inicio de cada calculo, a
constitui¢do da matriz de massa adicional

M,=p,H K'H (294)

que em seguida é somada a matriz de massa M, tornando-se evidente a notavel diminui¢fo
quer da complexidade quer da dimensdo do problema dindmico inicial, expresso no
sistema de equagdes (233).

5.4.2 Limitacdes decorrentes da hipétese de incompressibilidade

De um ponto de vista fisico, € no contexto da analise do comportamento sismico de
barragens e correspondentes albufeiras, a hipdtese de incompressibilidade da 4gua
raramente se verifica, como o atestam os trabalhos de investiga¢do referenciados em
(6,23,24,28).

A Figura 37 pretende sintetizar algumas das conclusdes apresentadas naqueles
trabalhos, reportando-se a uma barragem de betdo do tipo gravidade, idealizada com uma
seccdo transversal triangular, e ligada a um reservatério de extensdo infinita, contemplando
amortecimento por radiagdo e absor¢@o. Na figura encontra-se representada a evolugéo do
moédulo da componente horizontal da aceleragdo do coroamento com a frequéncia de
excitagdo ® de uma ac¢do sismica sinusoidal, considerada com direc¢do horizontal
(Figura 37a) ou vertical (Figura 37b). A aceleragio do coroamento foi retirada a
componente pseudo-estatica correspondente ao movimento de transporte da fundagio, e
nos eixos das abcissas foi representada a varidvel adimensional o/w,, sendo ®y a
frequéncia da barragem com a albufeira vazia.

Conforme pode ser observado, para um movimento sismico horizontal a
considerag@o da hipdtese de incompressibilidade deu origem a frequéncias e aceleragdes
que se situam entre as correspondentes a um liquido compressivel ou a hipdtese de
albufeira vazia (Figura 37a). Igualmente se constata que, relativamente a solu¢do mais
realista (fluido compressivel), a hipotese de incompressibilidade do liquido faz recear nio
se situarem as correspondentes solugdes do lado da seguranga, particularmente na presenga
de movimentos sismicos com significativa componente vertical (ver Figura 37b).

Uma outra consequéncia decorrente da substituicdo de um liquido compressivel por
um incompressivel ¢ o aumento da largura da banda de frequéncias correspondente a
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amplificagdo dindmica na vizinhanga da ressonéncia, facto que indicia a consideragio de
um amortecimento efectivo superior ao real.
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a) Sismo horizontal b) Sismo vertical

Figura 37 - Influéncia do tipo de reservatério: 1 - sem 4gua; 2 - 4gua incompressivel;
3 - 4gua compressivel (da referéncia (29)).

Apesar dos erros induzidos pela consideragdo da hipétese de incompressibilidade, a
necessidade de enquadrar o esforgo computacional dentro de limites praticaveis obriga, por
vezes, a recorréncia a este tipo de simplificagdes, particularmente quando o objectivo das
andlises compreende a realizagdo de célculos intensivos, e se pretende representar
unicamente um efeito global e aproximado da albufeira®'°.

5.4.3 Modelos de massas adicionais em problemas planos

5.4.3.1 Barragem gravidade infinitamente rigida com paramento de montante
plano e vertical

Apesar da assinaldvel simplificagdo que o estabelecimento da hipdtese de
incompressibilidade da 4gua introduz no sistema de equagdes de equilibrio dindmico do
conjunto solido-liquido, geralmente a matriz de massa adicional M 4 hdo € determinada
com base na expressdo (294), dada a elevada largura de banda que lhe estd associada.
Assim € usual recorrer a defini¢des aproximadas para aquela matriz, dotando-a de um
perfil com caracteristicas similares ao das matrizes envolvidas na discretiza¢do do dominio
so6lido.

Um modelo de massas adicionais bastante cldssico decorre da consideragdo do
problema bidimensional esquematizado na Figura 38, na qual uma barragem infinitamente
rigida, com paramento de montante plano e vertical, se desloca horizontalmente contra um
reservatorio de profundidade H e extensdio infinita, de acordo com um movimento
sinusoidal i, de frequéncia o.

Considerando um fluido compressivel ndo-viscoso e desprezando a contribuiggo das
ondas de superficie o problema em andlise obedece a equagéo de campo (214)
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2 2

af+af:%P (295)
ox oy ¢

tendo sido resolvido analiticamente por Westergaard®>. A distribuigio da pressdo

hidrodindmica no paramento de montante da barragem tem a seguinte definigao”’

= |2p, H Z ( l)n cos (%ﬂug (296)
com
= (2n-1)n/2 by = \a? - (o0 H/E) (297)
y
H
2 x

Figura 38 - Problema de Westergaard.

Pode observar-se que so respeitando a condi¢do
oH/¢ <a = T2 (298)
se podem assegurar valores reais para P. Para o valor mais usualmente considerado para a

velocidade de propagac@o das ondas acusticas, isto ¢ ¢ = 1438 m/s, verifica-se ser entdo o
seguinte o intervalo de aplicabilidade da expresséo (296):

< H/T < 360 m/s (299)

(T é o periodo de vibrag@o correspondente a frequéncia ).

Uma expressao mais simplificada mas que aproxima bem (296) é a conhecida férmula
de Westergaard™:

P= E o H (H- y)} i, (300)

O facto de as expressdes contidas no interior dos paréntesis [-] que surgem em (296)
e (300) aparecerem a multiplicar por #, sugere o artificio de o efeito da pressdo

hidrodinamica poder ser traduzido através de uma massa virtual distribuida, 72,, aderente
ao paramento de montante da barragem.
A introdugdo em (295) da hipotese de incompressibilidade do liquido conduz a
equagdo de Laplace
P 9P
7 T A2
ox oy

=0 (301)
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Para as mesmas condigdes de fronteira do problema anterior a esta situagéo
corresponderia a solugdo?®’

R 0 (_l)n+1 a,y )
P = 2pOHnZ_; - cos | == | iig (302)

na qual se constata ser a expressdo da massa virtual completamente independente do
movimento do solo (a semelhanga do que sucede com a expressdo (300)), particularidade
de evidente comodidade pratica, e que ndo se verificava na expressdo (296), em que a
frequéncia de excitagdo o intervinha na definigdo de 5, .

A Figura 39 permite comparar as

distribui¢des de massas virtuais 7, a !

que se € conduzido mediante a utiliza-
¢do das expressdes (300) ou (302). o8t
Conforme pode ser verificado, nas
zonas média e alta da barragem as dis- os | /
tribuigdes sdo similares, embora junto & =

base a expressdo (300), que aproxima a
solu¢do de Westergaard, conduza a
valores superiores ao da solugdo que

aquo compressivel
aguo incompressivel

y/

admite a incompressibilidade. oz
Dadas as aproximagdes inerentes
a utilizagdo de modelos de massas %3 ; m T oa 02
adicionais, as diferengas encontradas AT
nas distribuigdes da Figura 39 ndo tém
grande significado, o que faz com que Figura 39 - Distribuigdes de massas adicionais.

seja relativamente indiferente a opgdo

por qualquer delas. Em todo o caso a

utilizagdo de massas aderentes € usualmente associada a hipotese de incompressibilidade do
liquido, uma vez que desta forma se pode tirar partido da independéncia das respectivas
matrizes de massas adicionais relativamente a frequéncia da acgao.

5.4.3.2 Generalizagiio a outras situacdes

A forma particular de que se reveste a lei de campo da pressdo hidrodindmica num
fluido incompressivel — expressdo (301) — tem clara semelhanga com as equagdes de
Laplace que sdo conhecidas noutros dominios cientificos. Aproveitando o facto de o regime
estacionario de um fluxo eléctrico ser uma destas situagdes, Zangar” estabeleceu uma
analogia entre os problemas respeitantes a determinagio da distribuicdo das pressdes
hidrodindmicas num reservatorio e a determinagdo do potencial eléctrico num dispositivo
experimental (contendo um electrélito), este wltimo constituido por forma a assemelhar-se
geometricamente ao reservatorio que se pretende analisar. Introduzindo no referido
dispositivo diversas condigdes de fronteira, criteriosamente seleccionadas por forma a
equivalerem as prevalecentes na albufeira (atendendo a correspondéncia entre os problemas
hidrodinamico e eléctrico), uma rede de fluxo foi entdio estabelecida para cada caso, na base
da qual foi possivel especificar a massa adicional no paramento de montante da barragem de
acordo com a expressio



108 Capitulo 5

My, = Cpy H (303)

Na Figura 40 pode observar-se a variagdo do coeficiente C para diversas situagdes de
interesse pratico, que envolvem albufeiras de comprimento infinito e barragens
infinitamente rigidas, dotadas de paramentos de formas varias. Da andlise desta figura
ressalta que a situagéo correspondente a um paramento plano e vertical (caso 5) conduz a
uma distribuigdo de pressdes que se pode considerar envolvente das demais situagdes,
envolvendo paramentos inclinados ou com declives duplos.

I4H

37°" —
S s oo 72 66

2 3 4 5

Figura 40 - Coeficiente C para diversos tipos de paramentos (da referéncia (29)).

Uma referéncia especial deve ainda ser feita relativamente aos trabalhos de
Kotsubo®®, no 4mbito dos quais foi analisada a influéncia na distribuigdo de massas
adicionais da forma da secgdo transversal do reservatério (ver Figura 41). Pode constatar-se
que a hipétese correspondente a um vale de secgéo transversal rectangular é envolvente das
demais situagdes.

De um ponto de vista informativo os resultados decorrentes dos trabalhos de Zangar
e Kotsubo t€m obviamente interesse, mas em termos praticos as solugdes correspondentes
ndo respondem com generalidade aos problemas reais que se deparam na anélise da
interac¢io solido-fluido. E exemplo desta situagdo o facto de ser limitativa a hipotese
segundo a qual a barragem deve ser encarada como uma estrutura infinitamente rigida.

Assim o procedimento habitual consiste em estender o dominio de aplicabilidade dos
modelos de massas adicionais aos casos de barragens flexiveis, admitindo como valida a
hipétese de as pressdes hidrodindmicas que se desenvolvem em cada ponto do paramento
de montante poderem ser calculadas a partir do produto das massas virtuais
correspondentes pela aceleragéo total nesse ponto (em geral supondo como vertical aquele
paramento). Note-se que esta generalizagdo ndo tem um verdadeiro suporte tedrico,
constituindo um tipico ‘artificio de engenheiro’, que corresponde a substituir lig PO i, +ii

nas expressdes (296), (300) ou (302), sendo ii a componente relativa da acelerago,
relacionada com a deformagéo da barragem.
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Figura 41 - Coeficiente C para diversas formas da secgfo transversal do reservatério
(da referéncia (29)).

A consideragdo de paramentos com configuragdes quaisquer e de movimentos
sismicos sem a restrigéo de terem de ser perpendiculares a face de montante da barragem &
efectuada pressupondo que a massa aderente em cada ponto reage apenas & componente
normal da correspondente acelerac@o total. Designando por —n o versor da normal exterior
ao paramento (ver Figura 25), e por ii, e ii as entidades correspondentes a representagéo

vectorial do movimento do solo e da aceleragdo relativa no ponto em andlise, esta hipdtese
pode ser traduzida através da expressdo

P = — s, (ii, +ii) - (304)

5.4.4 Utilizag¢io dos modelos de massas adicionais em problemas tridimensionais

Em problemas 3D a modelagdo da albufeira com recurso ao artificio das massas
adicionais ndo tem subjacente nenhum verdadeiro modelo teérico, correspondendo 2
generalizagdo da expressdo (304). Em todo o caso o tratamento numérico que ird ser
apresentado tem a virtude de possibilitar a consideragdo de paramentos com geometria
qualquer, permitindo ndo s6 incorporar o efeito da flexibilidade da barragem, como ainda
contemplar acgdes sismicas sem orientagdo pré-definida.

Assim, atendendo a que a pressdo hidrodindmica P se exerce na barragem segundo o
versor n da normal a fronteira I',; da Figura 25, o seu efeito pode ser traduzido através da
acg¢do distribuida:

q=—m, (n®n)-(iig+ii) (305)

Procedendo a interpolagdo de i, +ii para um elemento finito genérico em contacto
com a fronteira I', 5, o vector de for¢as nodais estaticamente equivalentes a esta acgfo g &
entdo

[ N"qar = -1, (i, +a,) (306)

uBg
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em que

M, = jrd #, N' nn®' N dr (307)

Da transferéncia para o primeiro membro de (30) do efeito das pressoes
hidrodinamicas considerado em (306) resulta a seguinte equagdo de equilibrio dindmico
para o conjunto solido-liquido

[M+MA](1'ig+iit) +Ca, + k(a) = f, (308)

Nesta expressdo a matriz de massa adicional M, decorre do agrupamento das
contribui¢des M, provenientes de elementos finitos em contacto com Iz, tornando-se
evidente que a modelagio do efeito do reservatério se resume a constitui¢do de uma matriz
de massa, que no inicio de cada célculo ¢ somada a matriz de massa M do sélido.

Em barragens abobada a utilizagdo de (307) obriga ainda a adaptagdo da expressdo
relativa a 71,, uma vez que esta massa distribuida foi deduzida para problemas planos, e

por isso pressupde a consideragdo de uma profundidade H constante. Neste tipo de
barragens (e noutras situagdes tipicamente tridimensionais) esta hipétese ndo se verifica,
conforme se encontra ilustrado na Figura 42 (o plano Oxy coincide com a superficie livre da
agua).

0 g\}’) X

i

H(x)

Reservatorio ficticio
de Westergaard

N \‘\\f\'“"\ t

Figura 42 - Generalizagdo do conceito de massa adicional de Westergaard.

Na presente monografia 72, ¢é calculada em cada ponto de Gauss G através da
expressao

My = %f)o JVH (x) z(x) (309)

que decorre da distribuigdo de massa adicional de Westergaard definida em (300) e da
consideragdo dos seguintes raciocinios:

(i) Em cada ponto de Gauss G definido pela coordenada x admite-se que o efeito do
reservatorio real pode ser substituido por um reservatério ficticio de Westergaard,
com profundidade igual a profundidade corrente, isto é H (x). Esta ¢ avaliada a
partir da distincia a superficie livre do ponto F situado no contacto
barragem-fundag@o, e na mesma vertical de G .
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(i) O termo H -y da expressdo (300) ¢ substituido pela cota z(x), correspondente a
distancia de G a superficie livre.

A matriz de massa adicional M 4 envolvida na expresséo (307), do tipo consistente,

corresponde ao melhoramento de uma estratégia idéntica descrita por Faria'’, e foi
deduzida com base num conjunto de artificios proposto na referéncia (29).
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