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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es obtener una formulacion constitutiva general que permita
representar el comportamiento —crecimiento y decrecimiento natural / patologico, remo-
delacion de absorcion y de regeneracion- de los tejidos bioldgicos blandos.

Entiéndase por tejidos bioldgicos blandos a aquellos que conforman la piel y érganos
del cuerpo humano y que pueden estas sometidos a acciones externas e internas de origen
mecanico y metabodlico. Estas acciones pueden producir grandes deformaciones transito-
rias y permanentes.

1 INTRODUCCION

Los materiales bioldgicos estan constituidos por distintos componentes y conforman
una estructura jerarquica con propiedades dependientes de sus componentes y su mi-
croestructura.

En general los tejidos vivos pueden representarse como un material de estructura
compuesta por una matriz de proteinas que conforma la parte blanda y organica del tejido
y un refuerzo de fibras cortas minerales que da rigidez y resistencia a la estructura com-
puesta (Ji, and Gao, 2004). Este mismo autor sintetiza el comportamiento de éste com-
puesto (ver Figura 1) a partir de suponer un comportamiento a traccion de las fibras y un
comportamiento a cortante de la matriz.
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Figura 1 — Representacion esquematica de un biocompuesto. (a) Esquema de constitu-
cion, en donde la matriz de proteinas contiene la inclusion de fibras minerales. (b) Es-
quema simplificado de comportamiento en cadena de traccion—cortante. (¢) Diagrama del
cuerpo libre de un cristal mineral (Ji, and Gao, 2004).

1



Al nivel jerarquico mas basico —nanoescala—, las fibras minerales embebidas en una
matriz de proteinas establecen una estructura resistente muy eficiente. El tamafio, la dis-
tribucion y la geometria de estos componentes juegan un papel fundamental en el com-
portamiento de los biomateriales.

Las proteinas, como componentes organicos del biomaterial, juegan un papel esencial
en el comportamiento y en la tenacidad del compuesto. Cualitativamente, las proteinas se
comportan como una envoltura blanda que recubre las fibras minerales y suavizan los
picos de tensiones provocados por las cargas externas a través de una distribuciéon homo-
génea de tensiones dentro del compuesto. Esta cualidad de las proteinas se consigue lue-
go de desarrollar un fuerte comportamiento visco eldstico con una gran capacidad de di-
sipacion de energia durante un proceso de fractura dindmica. Asi, resulta un desafio la
modelizacion constitutiva del compuesto biologico, principalmente por la participacion
del singular comportamiento de las proteinas.

Comportamientos termodinamicos no-hidrostatico predicen que el crecimiento de los
cristales se desarrolla paralelo a la direccion principal de la tension. Es de aqui que resul-
ta la idea basica que en los tejidos bioldgicos el crecimiento y la orientacion de las fibras
minerales esta influenciada por las cargas y su orientacion. Estudios experimentales de-
muestran que el ordenamiento de los cristales es crucial para la resistencia y tenacidad de
los tejidos bioldgicos. Por ejemplo, una enfermedad como la osteogénesis imperfecta,
estd causada por un mal ordenamiento de las fibras minerales dentro de la matriz de pro-
teinas.

De lo anteriormente dicho se deduce claramente que la orientacion preferencial de los
minerales confiere al compuesto una marcada cualidad intrinseca de anisotropia. Hay te-
jidos biologicos, como los huesos, que alcanzan relaciones de anisotropia eléstica del or-
dende 1.7<E™ /E™ <2.1.

Como puede verse, este comportamiento se asemeja considerablemente al que tiene un
material compuesto de matriz reforzada con fibras cortas (Car, Oller and Oiate, 1999) y
dada su constitucion/estructura interna, este material compuesto desarrolla un comporta-
miento que ofrece una gran energia de fractura para disipar. Ademas, aunque la fase de
proteinas es tres ordenes de magnitud mas blanda que la fase mineral, la rigidez del mate-
rial biocompuesto no se ve significativamente reducida por la presencia de la proteina.

Este comportamiento de los materiales compuestos ha animado a ciertos autores a
plantear su simulacién numédrica como un problema en dos escalas via la técnica de
homogeneizacion (Ji, and Gao, 2004). A esta estrategia se les suele denominar nano-
modelos, fundamentalmente porque enfoca el problema de homogeneizacion a partir de
una escala microscopica donde resulta clara y evidente la estructura y el comportamiento
de cada parte del material compuesto. Asi pues, a este nivel de sub-escala se puede asig-
nar un cierto comportamiento a cada componente y precisar con mayor detalle la interre-
lacion que existe entre ellos (Oller, Miquel, Zalamea, 2005).



2 DESCRIPCION BASICA DEL COMPORTAMIENTO DE LOS TE-
JIDOS BLANDOS — Modelos Fenomenologicos vs. Micromodelos.

Desde la formulacion del primer modelo de crecimiento continuo, denominado “teoria
de la elasticidad adaptativa”, que se presentd hace mas de un cuarto de siglo por Cowin
and Hegedus (1976), el modelado y la simulaciéon de procesos biomecanicos ha experi-
mentado un enorme interés, cada vez mas creciente. En contraste con los materiales tra-
dicionales (pasivos), los biomateriales (activos), tanto los tejidos duros como blandos,
muestran la capacidad no sélo adaptar su forma externa sino también su microestructura
interior a los cambios del entorno que le rodea. La adaptacion funcional de los tejidos du-
ros a los cambios producidos por las cargas mecénicas es conocido desde hace mas de un
siglo y lleva el nombre de ley de Wolff de remodelacion de huesos (ver Kuhl E., Menzel
A., Steinmann P. 2003).

Dentro de la teoria de elasticidad adaptativa (Cowin and Hegedus 1976), se considera
la estructura bioldgica como un sistema abierto qué se permite constantemente intercam-
biar masa, impulso, la energia y entropia con el medio ambiente que le rodea. Ademas de
¢éste modelo, hay otros como el de Epstein and Maugin (2000) que permite realizar inter-
cambio en términos de flujos de masa. Estos flujos son tipicamente atribuidos a la migra-
ci6n de células como consecuencia de una fuente de masa resultante del crecimiento, con-
traccion, muerte, division o agrandamiento de la célula.

Los primeros modelos para simular el crecimiento y remodelacion en tejidos biologi-
cos duros (huesos) sufrian fuertes inestabilidades numéricas que se han solucionado de
diversas formas (ver Kuhl E., Menzel A., Steinmann P. 2003). Luego, el paso hacia los
tejidos blandos ha sido considerablemente mas grande, pues en contraste con los tejidos
duros, que estan sometidos a fuertes tensiones y pequenas deformaciones, el modelado de
tejidos blandos requiere una descripcion geométrica basada en una cinematica no lineal
para tratar los problemas de grandes deformaciones (Rodriguez et al. 1994, Cowin 1996,
Holzapfel et al. 2003, Gasser and Holzapfel 2002 y Lubarda 'y Hoger 2002.

De la revision de distintas referencias, resulta claro que una via deseable para simulara
el comportamiento de los materiales activos como los tejidos blandos se basa en una
combinacion adecuada de un modelo fenomenologico y otro microestructural.

Completando la idea de los tejidos blandos mencionada en el apartado anterior, puede
afirmarse que son materiales compuestos por fibras eldsticas de colageno, sustancias
amorfas, distintos fluidos, etc. Especificamente, se podria suponer que algunos tejidos
blandos pueden ser idealizados como compuestos de matriz homogénea reforzada por
diversas familias de fibras (Humphrey and Yin, 1987), que pueden asumir grandes de-
formaciones. Basicamente, los modelos constitutivos apropiados para representar el
comportamiento de tejidos bioldgicos blandos deben ser anisétropos, no-lineales en cuan-
to al comportamiento del material y capaces de asumir grandes deformaciones.

De ensayos de laboratorio se deduce que muchos tejidos bioldgicos blandos son in-
compresibles o casi incompresibles cuando son sometidos a grandes deformaciones y la
no linealidad del material exhibe un fuerte comportamiento viscoso (Fung, 1996). Ade-
mas, estos tejidos no son verdaderos materiales hiperelésticos, y en algunos casos podrian
tratarse como pseudos-elasticos. Para describir su comportamiento, algunos modelos sue-
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len utilizar una funcion de pseudo-energia de deformacion, con parametros determinados
en forma separada para carga y descarga (Fung, 1981).

Los diversos modelos constitutivos formulados para representar el comportamiento
mecanico de los biomateriales, se basan en las siguientes familias de formulaciones.

a)

b)

Modelos Fenomenolégicos, basados en formular el comportamiento consti-
tutivo, mediante relaciones independientes de la estructura fisica del material,
pero razonablemente coincidentes con los resultados experimentales. Este
procedimiento “fenomenolégico” se utiliza comunmente para representar el
comportamiento de los materiales, pero resultan complejos y en algunos ca-
sos tienen dificultades para representar a los tejidos blandos. Estos modelos
deberian ser independientes de la estructura del material, tensorialmente co-
rrectos y representar cada uno de los aspectos experimentales observados.
Modelos Microestructurales (homogeneizacion/nano formulacion), cons-
tituyen una alternativa buena y mas ajustada a la realidad. Basicamente des-
criben la microestructura del material y luego, mediante técnicas de homoge-
neizacion en multiples escalas, se obtiene la formulacion constitutiva para el
material compuesto.

Modelos basados en la Teoria de Mezclas, proponen una solucion interme-
dia entre los dos procedimientos enunciados previamente. Se basan en des-
componer el material en componentes mas simples, tratando de representar lo
mejor posible la estructura de cada uno de ellos, sin la necesidad de alcanzar
detalles de la compleja microestructura. Para cada uno de estos componentes
pueden a su vez utilizarse modelos fenomenologicos o nuevamente teoria de
mezclas o modelos microestructurales (Humphrey and Yin, 1987).

Un modelo basado en la teoria de mezclas ha sido propuesto por Humphrey and Yin
(1989) para tratar el comportamiento de los tejidos bioldgicos blandos (Humphrey J. D.,
Rajagopal K. R. 2002, Humphrey, J. D and Yin, F. C. P. 1987, Skalak R., Zargaryan S.,
Jain R. K., Netti P. A., Hoger A. 1996). Este autor define su modelo como un compromi-
so entre lo estructuralmente correcto y lo matematicamente simple. Se basa en admitir un
material homogéneo, pseudo-eldstico y basado en hipdtesis de la mecéanica de medios
continuos. Como contraste a este procedimiento, muchos otros modelos han sido tratados
fenomenologicamente (Doblaré M., Garcia J. M. 2002, Epstein M., Maugin G. A. 2000,
Himpel G., Kuhl E., Menzel A., Steinmann P. 2003, Kuhl E., Menzel A., Steinmann P.
2005, Jacobs C. R. et alt. 1997, Kuhl E., Steinmann P. 2003, Lubarda V.A., Hoger A.
2002, Rodriguez E., Hoger A. and McCulloch A.D. 1994)



3 MODELO CONSTITUTIVO FENOMENOLOGICO, BASADO EN
LA TEORIA DE MEZCLAS.

3.1 Definiciones basicas.

En este apartado se formulan los conceptos generales de un modelo constitutivo para
tejidos bioldgicos blandos. Este modelo se fundamenta en el supuesto que los tejidos bio-
logicos son materiales compuestos “activos” y por ello la composicion de elementos ba-
sicos sigue las directrices generales que establece la teoria de mezclas para un material
anisotropo (Car, Oller and Onate, 2000, 2001), mas una formulacion establecida en otro
campo no-mecanico.

En esta memoria se sintetiza el comportamiento general de los componentes, supo-
niendo que son materiales isotropos, ya que la anisotropia se tendra en cuenta a partir de
la teoria de mapeo de espacios (Oller, Car and Lubliner 2003) en una etapa previa a la
formulacion que aqui se describird. También el modelo responderd a un material confor-
mado por una matriz viscoeldstica -con dafio en grandes deformaciones- constituida de
proteinas y unas fibras minerales y/o colagenos que también trabaja en grandes deforma-
ciones con dafio, crecimiento, remodelacion y plasticidad. La plasticidad se introduce es-
pecificamente para tratar el fenomeno de desgarramiento/deslizamiento fibra-matriz y los
otros comportamientos (crecimiento y remodelacion) para tratar el comportamiento vivo
del tejido, que a la vez serd tratado junto al crecimiento mecanico/metabdlico.

Antes de proseguir, es necesario definir algunos conceptos fisicos que ocurren en la
evolucion de los tejidos biologicos (Humphrey, J. D., 2002).

a) Adaptacion: Cualquier cambio agudo o cronico en el estado bioldgico de un
tejido, en sus propiedades, masa o estructura interna; mediante alteraciones
celulares que ocurren en respuesta a cambios en el medioambiente que le ro-
dea.

b) Desarrollo: Proceso de “adaptacion”, genéticamente programado, mediante el
cual un huevo fertilizado se convierte en un organismo maduro.

¢) Mantenimiento: Proceso normal programado de “adaptacion”, consistente en
una produccion equilibrada de células y de matriz extracelular sin cambio en
la masa neta, en la estructura o en las propiedades fisicas.

d) Envejecimiento: Proceso de “adaptacion”, con cambio gradual en la masa o
la estructura del tejido, luego de superar la etapa de la madurez. Estos cambios
no son debidos a enfermedades o lesiones, pero conducen a un continuo in-
cremento de probabilidad de muerte natural.

e) Sanado: Proceso de “adaptacion” con cambios en la masa o estructura del te-
jido en respuesta a una enfermedad o una lesion, y permite restaurar las fun-
ciones normales tanto como sea posible o disminuir la magnitud de dafio.

f) Crecimiento: Proceso natural de “adaptacion” con incremento de la masa y
volumen, que normalmente mantienen la densidad constante, y que se logra
via el aumento de la cantidad de células (proliferacion o migracion) o tamafio
de las mismas (hipertrofia), mediante la sintesis de la matriz extracelular que
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no degradada. El fenémeno de crecimiento puede o no cambiar la densidad de
masa. El crecimiento volumétrico suele denominarse “acrecion”. Esta defini-
cion excluye los crecimientos patologicos como los casos de anormales for-
maciones (tumores, etc.).

g) Atrofia: Es el fendmeno de crecimiento “negativo”, con Disminucion de masa
y volumen via la muerte de la célula (necrosis) o migracion y/o degradacion
de la matriz extracelular. Puede pensarse como crecimiento negativo.

h) Remodelacion: Cambio en la estructura interna, lograda mediante la reorga-
nizacion de los constituyentes existentes o mediante el sintetizando de nuevos
constituyentes cuya organizacion es diferente a los existentes (cambio en las
propiedades y especialmente la densidad del material). Este fenémeno se de-
sarrolla bajo estados de tension y/o microfisuras y somete al tejido a un cam-
bio continuo que impide que la fatiga acttie sobre los tejido

En muchos casos, el crecimiento y la remodelacion de algunos componentes del tejido
vivo ocurren juntos y es particularmente el caso que se trata en esta memoria.

Ninguno de los comportamientos bioldgicos anteriormente citados se desarrolla moti-
vado por un simple estimulo mecanico, sino que necesita ademas de condiciones bioldgi-
cas apropiadas.

3.2 Introduccion a las caracteristicas del modelo.

Este apartado tiene por objetivo describir las caracteristicas cualitativas de un modelo
constitutivo para simular el “comportamiento mecéanico” y “adaptacion bioldgica” de un
tejido biologico blando sometido a “crecimiento”, “remodelacion” y “plasticidad”.

La simulacién numérica del crecimiento y remodelacion se caracteriza basicamente
por la utilizacion de dos ecuaciones fundamentales: el balance de masa y el balance de
impulso. Mientras el tratamiento numérico del balance de impulso, es decir el problema
de la deformacion, es bastante normal en el tratamiento de los elementos finitos, la solu-
cion numérica del balance de masa, es decir el problema de cambio de masa, es menos
tratada y puede llevarse a cabo de varias maneras diferentes. Conceptualmente, la evolu-

cion de la densidad del material tiene que ser calculado en funcidon de unas “fuerzas con-
ductoras”, que se llamara “estimulo biologico” §,,. Hay diferente formas mecénicas de

considerar este estimulo bioldgico inducido, ej., basado en la deformacion actual Cowin
and Hegedus 1976, el estado de tension real (Carter D. R, Orr T., E, Fhyrie D. P 1989),
en la energia disipada en la forma de dafio, o bien en la densidad de energia libre, que
normalmente es la forma mas utilizada (Kuhl E., Menzel A., Steinmann P. 2003). Sin
embargo, la simple utilizacion de la energia libre conduce a inestabilidades durante el
proceso de regeneracion positivo durante el remodelando. La solucion a esto ha sido pre-
sentada de diversas formas por diversos investigadores, sin embargo, el procedimiento
mas estable y seguro es el obtenido por Harrigan y Hamilton 1992, 1993, 1993b, que re-
sulta de un analisis riguroso de estabilidad y singularidad y que se basa en una funcion

que depende de la densidad de energia interna S,, = f(W).
De la experimentacion y estado actual del conocimiento (ver Referencias al final de
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este trabajo), se considera con cierto grado de aproximacion, que el modelo constitutivo
para la simulacion numérica de los tejidos vivos debe ser viscoelastico con dafio y creci-
miento incompatible via la plasticidad en grandes deformaciones (Humphrey J. D., Raja-
gopal K. R. 2002, Humphrey, J. D and Yin, F. C. P. 1987, Skalak R., Zargaryan S., Jain
R. K., Netti P. A., Hoger A. 1996. Doblaré¢ M., Garcia J. M. 2002, Epstein M., Maugin G.
A. 2000, Himpel G., Kuhl E., Menzel A., Steinmann P. 2005, Jacobs C. R. et alt. 1997,
Kuhl E., Steinmann P. 2003, Lubarda V.A., Hoger A. 2002, Rodriguez E., Hoger A. and
McCulloch A.D. 1994. Simo, 1987. Lubliner 1990, G.A. Holzapfel and R.W. Orden,
2003), anisotropo (Oller, Car and Lubliner, 2003, Lubarda V.A., Hoger A. 2002) y basa-
do en la teoria de interaccion de sustancias (Car, Oller and Ofiate, 2000. Humphrey and
Yin, 1987, Humphrey J. D., Rajagopal K. R. 2002). El daiio debe complementar (sin ser
esencial en los tejidos blandos) la representacion de cualquier fendémeno de adaptacion
(desarrollo, mantenimiento, envejecimiento, sanado, crecimiento, atrofia, remodelacion),
por lo tanto su variable interna (escalar o tensorial) deberia permitir degradar-regradar
con y sin aumento de masa y/o cambio de volumen (Doblaré and Garcia, 2002). No obs-
tante esto, en este primer trabajo no se considerara este fenomeno.

Junto a los fenémenos de comportamiento anteriormente mencionada hay que anadir

una deformacion incompatible, representada mediante su gradiente de deformacion F¢
controlada por el desequilibrio tensional en el tejido. Este desequilibrio activa el creci-
miento en forma y tamafio (Rodriguez, Hoger and McCulloch, 1994), que junto al dafio
antes mencionado, completa la formulacion para controlar el crecimiento/remodelacion
(fenémenos con o sin cambio de densidad y masa). En este crecimiento debe estar tam-
bién incluido el que ocurre naturalmente por el metabolismo mismo de las células vivas
(desarrollo, mantenimiento, crecimiento)’, que dara lugar a un incremento de deforma-
cion incompatible controlada por una variable de transporte de energia y crecimiento
metabolico 6. El control de esta variable serd realizado a través de una ecuacion de con-
duccion-difusion con cambio de fase, que afectara también al tensor constitutivo C, se-
gun haya habido o no conformado —cambio de fase (fluido-s6lido)— (Celentano, Onate
and Oller, 1994. Celentano, Oller and Ofiate, 1996). Junto a estos fendmenos biologicos,
también es necesario controlar el efecto de desgarro y/o el deslizamiento entre las fibras y

matriz, y para ello se introducira también dentro de F® una deformacion incompatible
plastica. Para ello, la cinematica en grandes deformaciones se expresard en su forma mas
simple (Lubliner, J. 1990), como:

F=F" F* (1)
Siendo F =0x(X,1)/0X — J=detF >0 el gradiente de deformacion, que se

descompone multiplicativamente en dos partes, una elasto-viscosa F¢ =0dx(X,t)/0x

!'S6lo puede haber crecimiento mecanico y remodelacion, si el metabolismo de las células proporvionan
las condiciones para que ocurra, situacion que sera controlada por la variable de crecimiento metabdlico.
Una alternativa a este procedimiento se basa en distribuir “sensores” de crecimiento —puntos arbitrariamen-
te distribuidos en la masa del tejido— que se activan frente a un estimulo mecanico y promueven el creci-
miento celular en dichas zonas en forma de remodelacion. Estos sensores suelen denominarse “osteocitos”
en los tejidos 6seos (Baiotto and Zidi 2004).



— J% =detF” >0 y otra incompatible F¢ =0x/0X — J¢=detF®>0 que in-
cluye los fendmenos de “crecimiento/atrofia”, “remodelacion”, “crecimiento metabdli-
co”, “dafo/porosidad” y “roturas o movimientos incompatibles” (este ultimo fenémeno
esta representado por la plasticidad clasica en grandes deformaciones). El cambio total de
volumen se escribe entonces dv = JdV = (J-J®)dV (ver Lubliner, J. 1990).

La cinematica previamente descrita viene ademas acompafiada del siguiente cambio
de masa,

dmzpi)“idV+[j.Rodt}dV = pdv:pgliqu{jROdt}dV =po=pg +[Redt  (2)
t t t

Donde p;' y p, representa las densidades en la configuracion de referencia, al inicio
del proceso y en cualquier instante del mismo, p es la densidad en la configuracién ac-
tualizada, dm y dv el diferencial de masa y volumen en la configuracion actualizada y
R, la fuente de masa en la configuracion de referencia.

0

La derivada temporal de la ecuacion (2), conduce a la expresion clasica para establecer
la evolucion de la densidad en la configuracion material e intermedia,

F"o =R0

. X . 3)
Bo+potrls =I5 R,

Este cambio de masa puede ocurrir de tres maneras distintas segun el fendémeno que se
esté desarrollando,

- Cambio de masa a densidad constante, situacion que obliga a cam-
biar el volumen. Este fendmeno se conoce como “crecimiento” (au-
mento de volumen con densidad constante) o “atrofia” (disminucion
de volumen con densidad constante). En ambos casos hay cambio de
masa para preservar constante la densidad. La insercion de este con-
cepto en la ecuacion (3) conduce a un nuevo balance de masa y de
aqui a la siguiente definicion de la fuente de masa,

Ry =po ttLf = J % pg" el = J % pg” tr(Fg .Fgl) 4)

De esta forma, el gradiente de deformacion de crecimiento F¢ y su

evolucion temporal F# son conocidos y por lo tanto la fuente de
masa resultara también inmediatamente conocida.

- Cambio de masa a volumen constante, situacion que obliga a cam-
biar la densidad. Este fendmeno recibe el nombre de “remodelacién”
y en el que se cumple la siguiente relacion de volimenes,



dV =dV =dv=cte = JE%=1 (5)

- Cambio de masa con cambio de volumen y densidad. Esta es la si-
tuacion general que permite tratar las dos anteriores con la misma
formulacion, es decir que permite simulara el “crecimiento/artrofia” y
la “remodelacion” del tejido biologico.

El comportamiento de las fibras cortas, con o sin su mecanismo de contraccion’
(Humphrey, J. D., 2002), deben ser anadidas a través de la teoria de interaccion de sus-
tancias como un componente mas cuyas caracteristicas podran coincidir en todo o en par-
te con el modelo fenomenologico previamente descrito (Cap 4. — Oller, 2003.).

En el caso que el tejido biologico contenga fibras largas orientadas distintas direccio-
nes, se utilizard la nueva teoria de interaccion de sustancias (Rastellini 2006) para consi-
derar su participacion y ademas su orientacion se tratara mediante una formulacion gene-
ral implicita para el tratamiento de la anisotropia (Oller, Car and Lubliner 2003).

3.3 Definicion del potencial para el tratamiento mecanico de un teji-
do biologico.

Es importante mencionar que todo lo que a continuacion se describa esta basado en
una formulacion isotropa, pues la anisotropia natural sera tratada mediante un mapeo de
espacio previo a esta formulacion (Oller, Car and Lubliner 2003). Por otro lado, las bases
para sumar potenciales que se utiliza en este trabajo estan detalladas en la teoria de inter-
accion de sustancias basicas, donde también se menciona la compatibilidad-
incompatibilidad de deformaciones entre componentes del compuesto bioldgico (Car,
Oller and Onate 2000, 2001, Rastellini 2006).

El modelo constitutivo de cada sustancia componente tendrd un comportamiento no li-
neal en direcciones preferenciales producido por el fenémeno de localizacion de defor-
maciones (anisotropia inducida), que se acoplara naturalmente a la anisotropia natural
inicial mediante la técnica ya mencionada del mapeo de espacio.

La definicion del potencial y toda la formulacion elastica, se hard a continuacion en la
configuracion intermedia por comodidad y claridad en la formulacion. Dada una funcion

potencial W(po,é) ,con C = F® .F®=F¢ .C.F¢ , y haciendo su variacion tempo-

ral, se obtiene

% La contraccion o expansion de una fibra debe ser controlada mediante una deformacion impuesta que
responde a un dado estimulo.
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Vi’(Po,CA',l"V,OLg)Z[Fg_1 -anf-Fg_T}:C—[ZCA‘-a—WA/-Fg_T}:Fg +
oC oC ©)
S W W

opg or’ oo’

Donde TV y a® representan las variables internas viscosas y de crecimiento respec-
tivamente.

Luego de sustituir la ecuacion (6) en la disipacion local, resulta el siguiente estado ten-
sional

1A oa . Ay
Pod:ES:C_poW(pO,C,r ,a¥)=0p,m, =0
. (7)
) Vo8 ,
L sapyrs WEuET ) o

aC

A partir de ésta Ultima, resultan las siguientes formas de tension: § en la configura-

cion de referencia, § en la configuracion intermedia y ¢ en la configuracion actualiza-
da,

W (py,C,T, )
aC (8)
S=F¢ .§.F¢ = G=F.S-F'

§:290

Teniendo en cuenta esta definicion de tension, puede reescribirse la disipacion en fun-
cion del tensor de Mandel £=C-§=JF® .-F" (Lubliner, J. 1990), conjugado del

gradiente de velocidades de crecimiento o gradiente de velocidades de distorsion I, y
generalmente no simétrico. Esto es,

& p ow ow .. ow
E=X:L% - R, + r'+ af -6 >0 9
Po Po[apo 0T oY Py } Po Mo )
Donde la funcidén potencial tiene la siguiente forma,
WPy, CTa8) =W (pg,J )+ ¥ (py, C,T" ) (10)

Tal que el potencial se descompone en una parte volumétrica W (p,,J") en funcion

. ) . % ) — - e
del jacobiano J¢ = (I)"* = [det(C)]| y otra desviadora W (p,,C,I"",a®). Esta tltima
es funcion de las variables internas viscosas I'' y de crecimiento a® y de la parte des-
viadora del tensor derecho de Cauchy-Green, definido en la configuracion intermedia,

A

C=F" .F*=F¢ .C-F¢ , en donde la parte desviadora del gradiente de deforma-
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) — B -1/2 . 3
ciones se expresa como F< =Fo -F* = (J”) -F, siendo Fo = ( ev)l 1.

A su vez, la parte desviadora del potencial (ecuacion (10)), resulta de la aportacion de
cada componente del tejido bioldgico (fibra mineral, matriz de proteinas). Asi, siguiendo
las reglas de la teoria de mezclas, luego de cumplir con la condicion de compatibilidad
cinematica entre la deformacion de la matriz “m” y las fibras “f*, F = F™ = F', resulta
el siguiente potencial para el compuesto,

W (90 CT,0%) = k[ (9, ) 4 T (g, €Y 4 7 (p, C ) |+

- - (11)
+kf[Weg(p0,C,ag)

La teoria de mezclas aqui utilizada, establece que todas las sustancias (fibras / protei-
nas) contribuyen al comportamiento del compuesto de una cierta manera, acorde a su pro-
pia ley constitutiva y en proporcion al volumen relativo que ocupa. Esta participacion se
define como k. =dV,/dV, , donde V, es el volumen de la fase ¢ y ¥, el volumen total

del compuesto en la configuracion de referencia. Teniendo en cuenta que la ley de con-
servacion de la masa establece J =det F = dv/dV =p,/p,siendo v y V los respectivos
volumenes en las configuraciones de referencia y actualizada, se puede extender la vali-
dez de la misma a cada uno de los componentes que participan en la mezcla
J=detF =dv,/dV, . Asi, teniendo en cuenta esta Gltima se obtiene la siguiente partici-

pacion volumétrica en la configuracion actualizada,

kc:ch dv, :ldwc:dvc = Sk =1
dv, dV, JdV, dv, . (12)

Observando el comportamiento visco elastico desviador en grandes deformaciones de
la matriz de proteinas, se establece un potencial del tipo,

W (pgs T ) =W (pg i hgs hg) + W ¥ (pg, C,TY) (13)

Siendo W(po,é y=w* (Po ,il,iz ,Z) y ii el estiramiento principal en la direccion
x;, que resulta de los valores propios del tensor desviador de estiramiento derecho
U = C"?. En la misma ecuacion (13) se tiene que # * representa el potencial elastico de
las proteinas y W " el potencial viscoso de las mismas.

Asi también, las fibras tendran un comportamiento elastoplastico para representar los
mismos fendmenos de crecimiento/artrofia, remodelacion y ademas movimientos relati-
vos respecto de la matriz y su potencial dependera del nimero de fibras y de la orienta-
cion con que participan en el compuesto. Esto es,

w8 ,CL,ocg =Nk [wee ,aocgl
(Po ) Zl: ‘/l (Po )| (14)
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Sustituyendo las ecuaciones (13) y (14) en (11), se obtiene la siguiente expresion para
el potencial del compuesto bioldgico,

W(po’é’rv,ag)=
=km[W(po,J”)+W*<poi,~)+WV<pof,F“)+W%of,ag) +

R (15)
+ Zl:k} [Weg(po,aag)]_

Sustituyendo esta ultima en la ecuacion (10) y luego en la ecuacion (8), resulta la si-
guiente expresion para la tension.

. TV af
S=2p, aW(pO’aCér & ):

cvol | are  av |8 i |&ee 6
:km[S +8*+ 8 ] +Zkf [s g]

(16)
c:F-[Fg’l -S‘-F{T]-FT

:F-{Fgl -{km[ﬁv"‘ L8 +§V]g + >k [feg]g}-FgT}-FT

3.4 Simulacion del comportamiento elastico de la matriz de protei-
nas.

Dado que el potencial ha sido definido componiendo comportamientos mediante una
formulacion basada en la interaccion de sustancias basicas (teoria de mezclas), aqui se
hace un desarrollo de la formulacion so6lo ajustado a la parte elastica incompresible del
comportamiento del tejido (Salomoén, Oller, Barbat, 1999). Para ello se admitira una simi-
litud con el comportamiento del caucho en grandes deformaciones y en desarrollos poste-
riores se estudiara la correspondiente parametrizacion de esta formulacion. La parte de
deformacion incompatible desarrollada por el crecimiento mecanico y metabolico, serd
introducida mas adelante. En tal caso este apartado s6lo permitira calcular la tension pre-
dictora que debera afectarse por la influencia de los efectos no lineales de crecimiento.

3.4.1 Formulacion basica.

La tension que resulta del comportamiento elastico en grandes deformaciones del teji-
do se expresara como,

12



G{W (Po»J )+ Wx(pOaxi)_

(Swvol + §ke): 2p0

oC
ev [ A = = (17)
“2p oW (pg,J) 8T +2p 23: L(SW (P> 1) OA;
O ac ‘Sl e, oc

Donde $*' y $™ son las tensiones en la configuracién intermedia que resultan de la

parte volumétrica y desviadora del comportamiento elastico del tejido. Tal que desarro-
llando mas esta expresion, resulta

W (p,d®) 1 8l =1/2) py
oJ Po aJ Po
aJA _JevC 1
aC
" =
aW (p()ﬁ}\‘l) ZLL 2 B
o Po (18)
_
O =N,®N,
oC

Iy

. 2 A <
= (SVO1 +S7”e)= (Jev PoC-I)"'_ZBi(;‘;zNi ®N;
i=1
M.

1

A

A; es el estiramiento principal en la direccion x;, que resulta de los valores propios

. . 2 = e
del tensor desviador de estiramiento derecho U =C"? =(F* -F® )"? que en forma

polar se escribe U = Z; (XiN i ®N ,-) y N={N, N, N,} representa los correspon-
dientes vectores propios unitarios. La tension desviadora en direcciones principales se
expresa como Bi = poi? (81/70x (po,ii)/ﬁii).

Derivando nuevamente la ecuacion (18), resulta el tensor constitutivo en la configura-
ci6n intermedia,

C= [@V‘)‘H@} - [(Jevzw"(po,J€V)é—‘ ®é‘“j+ ew' uneteet -1, ))] ¥

303 35~ oM (19)
+ Z(ZYABMA ®MBJ+22BA 4
4=1\ B=1 A=1 oC

13



>b

8% 6%

Para extender la formulacién a la configuracion actualizada y para mayores detalles y
por completitud de estas formulaciones bésicas, consultar (Salomon, Oller, Barbat, 1999).

£ 0 GWK o
Con vy 5 =V45 =Mp ycon I ., como identidad de 4to orden

3.4.2 Potencial de Ogden.

Admitiendo como valido el potencial de Ogden (Ogden 1984, Holzapfel and Ogden
2003), se podrd simular la parte elastica del comportamiento de los tejidos biologicos
sometidos a grandes deformaciones.

El potencial se expresa en funcion de los estiramientos principales en la configuracion
intermedia y descompuesta en sus partes volumétricas y desviadoras de la siguiente for-
ma,

1 N “p Lo s
W (po,}\/l)— z }\411) +}\42p +}\43p _3
pOp lo'p
W (Pgs i) =W (pgsJ )+ W (pg. ky) = (20)
N A A
:[Lf((‘]ev ) } 1 z“p (X?p +X‘;p +T;” _3)
2p Po p=1C,

Con a,(p=12,---,N) siendo N un entero positivo, tal que se cumpla

ZZZI (1, o, )=2p, siendo este Gltimo el modulo de cortante del material en la configu-

racion intermedia. Ogden a determinado los pardmetros para N =3, para N =2 se recu-
pera la formulacion de Money-Rivlin y con N =1 se tiene un Neo-Hooke

Introduciendo este potencial en la ecuacion (18) resulta la siguiente expresion para la
tension,

R 2 A 3\
(SV°1+SM)= (Jev poC-1)+ZBiMi 2D
i=1

Siguiendo la definicidon expresada en la ecuacion (18), se obtiene la tension desviadora
en direcciones principales,

A 8W (p0’7\’l) }’l 1 3 U
o Lol z —-= 22
Bi =poti a, ,;loc,, 3 Zzl (22)

Derivando nuevamente la ecuacion (22), resulta el tensor constitutivo en la configura-
cién intermedia,
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C=C"+TC=
_ {(J@VZW”(pO,J”) e é—lj oW g umE @E -1, ))} ;

(23)
3 3 3 . oM
+{Z|:ZYABMA®MB:|+Z2 4 AA}
4=1] B=1 A=1 oC
Con,
14
_ Q[0 —1y ) VY A=B
-~ 0 2~ aW}\ P=1 P 3T 9C:1 ¢
Yap =Yap = Mg 8i Ay 8i N A . 3. 24)
s\ Oy Za{—%"—%’wgzw} v A B

3.5 Simulacion del comportamiento viscoelastico de la matriz de pro-
teinas.

Continuando con la definicion de cada uno de los comportamientos incluidos en la
composicion de sustancias basicas (teoria de mezclas), aqui se hace un desarrollo de la
formulacion correspondiente a la parte viscoeldstica. Para ello se definird el potencial vis-

coelastico W (py,J<")+W **(p,, al"v) =W (po, C)+ WV(pO,CL,FV) , descompuesto en
una parte viscosa W"(po,al"v) contenido en la ecuacion (13) y (11), y en una parte

elastica para tiempo infinito W™ (p,, ) =W (Po,J )+ W (po,il,ﬁz,iﬂ. Este ultimo

potencial ya ha sido tenido en cuenta en el apartado anterior.

Para introducir el comportamiento viscoso dentro del marco de la formulacion que se
propone, se utilizara un modelo reologico basado en el trabajo Simé (Simo, 1987. Salo-
mon, Oller, Barbat, 1999, G.A. Holzapfel, R.W. Ogden 2003), cuyo esquema se represen-
ta en la configuracion intermedia en siguiente figura,

15



Modelo de Ogden
W(pOaJev) + Wx(pmxl’xbx?’)

— AN

W (pg.CTY) —

AN —>0

WV(pOaE’FV) |

-AAAMAH

Figura 1 — Representacion simplificada del modelo reoldgico viscoelastico adoptado
(Simo, 1987).

Luego de formular el Segundo Principio de la Termodindmica y aplicar la deduccion
racional de Colleman (Lubliner 1990), la ecuacion de la tension y la disipacion queda,

PR | (YW B T A B A eA )
(s“’l+S“+SV]=2p0 -

aC
2y W0V S]] OW " (pg. i) OA w20 faW (P, G|
owr e Eln, @, oc| H oC (25)
o O (pg.CT)|
:(J” poC” )+ZBiMi+2poz _ i
i=1 i=1 oC

o (py, C,T)

V= - LTV >0
pOiZ:;‘ al_,v i

(1]
|

Pudiéndose escribir la parte viscosa de la tension y la disipacion en la siguiente forma,
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. 7 (pg, C,T) )
A\ :2 _ i — .
Polz, oC ;Q

oW (p ,C,T)

Y

(26)

[1]

Vo S i:l;‘l.V:mAi:l;‘f’ZO

Po; o EQ

Por analogia con el modelo reologico 1-D definido por Simo (Simo, 1987, Salomon,
Oller, Barbat, 1999), se propone la siguiente ecuacion de evolucion de las tensiones vis-
cosas y luego la correspondiente convolucion,

A oW ¥ (C,TY)

0. d .

AL | 27
0 T, dt oC @7

Donde W " (p,, aFV)

es la funcion de potencial que corresponde al tiempo de retar-

do t,. La  repuesta  instantdnea  para t=0, viene dada  por

1

Qi” = 2(81/7"(%,5 ) ' /6C j Una solucion de la ecuacion (27), se obtiene a partir de

la siguiente convolucion,

0, =5y lalow (py.€?) 106 )|+ jy?e[—(’—””i] % bW (py.€") /€ |as

0

(28)

Donde se ha supuesto la relacion Wv(po,é )

=v7 W (py,C?), siendo

v €(0,00) factores asociados con el tiempo de retardo ;. Sustituyendo la ecuacion (28)
en la (26), se obtiene la expresion analitica para la parte desviadora de la tension viscosa,

5 =30, = stoloifowou.” 12¢ a9 L oy fow=on, €yr0cks @9
i= 0

m
Donde g(t) =1+ Zy;’oe[_”t"] es una funcion normalizada de relajacion.
i=1
En la integracion discreta en el tiempo, la integral de convolucion de la ecuacion (28),
puede realizarse mediante la siguiente integral recursiva,

H, = ie[—“‘”/“%[2p0(aWw(p0,é”)/aé)]ds (30)
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De las ecuaciones (30) y (29), y luego de quitar la tensién para tiempo infinito (ya
considerada por la ecuacion (21)), resulta la siguiente expresion para la tension viscosa,

L()V:iQAi:iY?OHi (31

Sustituyendo esta ultima en la ecuacion (25), se obtiene el estado de tension para un
material viscoelastico en grandes deformaciones,

W O (py, C,T)

~ P e - 3 R .
(Svol +S7»e +Sv): (Jev pOC'1)+ZBiMl- +2p()z aé' L
i=1 i=l

R (32)
= (Jev pOC-I)*' D.BM,;+> v H,
i=1 i=1

Esta tension, introducida en al (16) completa la definicion del comportamiento efecti-
vo (sin dafio) de la matriz de proteinas y sin la influencia del crecimiento.

3.6 Simulacion del crecimiento/artrofia, remodelacion, desgarro y
desarrollo metabolico de la matriz de proteinas/fibras minerales
y colageno.

En este apartado se realiza un tratamiento simplificado para introducir el comporta-
miento no lineal producido por el crecimiento y remodelacion de los tejidos biologicos.
Basicamente este tipo de comportamiento, al igual que la plasticidad, introduce una de-
formacion incompatible dentro de la deformacion total (ver ecuacion (1)), situacion que
obliga a un cambio en la tension predictora definida en los apartados anteriores.

3.6.1 Conceptos generales.

El crecimiento y remodelacion constituye un proceso mecanico importante para el de-
sarrollo normal de los tejidos blandos, pero hay situaciones en que también se producen
bajo ciertas condiciones patologicas. Un ejemplo de esto ultimo es la hipertrofia vascular
y cardiaca que se manifiestan por un incremento de tension en las paredes de los tejidos
(Humphrey, 2002).

Actualmente estd bien establecido a través de trabajos de investigacion previos (Ska-
lak, Zargaryan, Jain , Netti, Hoger, 1996; Rodriguez, Hoger, McCulloch 1994), que el
crecimiento y la remodelacion producen deformaciones incompatibles. Por ejemplo, si el
crecimiento de algunas células comprime otras, se desarrollan tensiones eldsticas que
tienden a eliminar vacios y evitan la superposicion entre ellas. Por esta razon, Fung
(1981) propuso que tanto la hipertrofia cardiaca asi como el normal crecimiento se des-
arrollan en respuesta al incremento de carga hemodinamica y ambas terminan alterando
las tensiones sistolicas y diastolicas en las paredes del corazon. Esto mismo ocurre en los
tejidos dseos cuando los osteocitos motivan el desarrollo celular como consecuencia de
su sensibilidad a las tensiones aplicadas (Baiotto and Zidi 2004).
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Hay diversas leyes propuestas para el crecimiento de huesos, pero fue Fung (1990),
quien propuso que el crecimiento de los tejidos estd en funcion de la tension que actia
sobre los mismos. En esta formulacion, el crecimiento/reabsorcion de algunas partes del
tejido ocurre para que las tensiones alcancen un estado de equilibrio:

- Si las tensiones crecen por encima de los estados equilibrio, entonces el creci-
miento ocurre para reducir dicha tension,

- Si la tension crece por debajo del actual estado de equilibrio, ocurre una reab-
sorcidn o artrofia hasta conseguir nuevamente el equilibrio.

Sin embargo, si la tension es muy alta o muy baja, s6lo uno de los estados anteriores
gobierna el crecimiento. Este es el caso en que las tensiones pueden conducir a un proce-
so de reabsorcion.

3.6.2 Formulacion del crecimiento/artrofia incompatibles.

La formulacion aqui presentada representan una reinterpretacion basada en trabajos de
Rodriguez et alt. 1994, Lubarda and Hoger 2002 y Himpel, Kuhl, Menzel and Steinmann
2005.

En general, el cambio de forma que ocurre durante el crecimiento/decrecimiento de un
tejido descargado es debido a dos procesos:

- Material afadido o removido, que cambia su estado de referencia libre de ten-
siones,

- Un deformacion elastica que consigue relajar/incrementar las tensiones para
acomodar un cambio de forma y hacer compatible el crecimiento.

De esta forma puede decirse que apareceran tensiones residuales, que serdn controla-
das por la parte elastica del proceso, al igual que ocurre en la plasticidad. Con base en
esto, la descripcidon cinematica del crecimiento tendra dos partes: 1) Cambios en el tejido
bajo estados libres de tension y 2) Cambios en las deformaciones elasticas.

Asi, para considerar el crecimiento se define un cambio volumétrico en ausencia de
cargas externas sin cambios en el campo de tensiones. De esta, en ausencia de otros fe-
noémenos, el cambio de densidad queda expresado,

po=Jp=J%p (33)

Siguiendo los trabajos de Lubarda and Hoger 2002, se define el “gradiente isétropo de
deformacién de crecimiento” a través de la siguiente regla de evolucion,

F¢=9.-1T (34)

Siendo S el estiramiento is6tropo producido por el crecimiento de masa. Consecuen-

temente el correspondiente jacobiano resulta J¢ = 9° y de aqui, la evolucion de la den-
sidad toma la siguiente forma,

pp=J4p=9"p (35)
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Ademas, el gradiente de velocidad de crecimiento se puede escribir como,

fe—fe.pe! :% (36)

Este concepto mismo se ajustara a continuacion al fendmeno de crecimiento y luego al
de remodelacion.

3.6.3 Fenomeno de crecimiento — Densidad constante.
Observando la expresion (33) para definir la densidad y teniendo en cuenta que en un

proceso de crecimiento la misma se preserva a lo largo del proceso p, = 9°p = 9° p™ se
define la fuente de incremento de masa (ecuacion (4)) como,
> A 1ni 2o ni 2 6
RO = Jép:)m '[I‘L‘g = 3 p})m 8 8‘ (37)

1

Tal que la regla de evolucion para el estiramiento de crecimiento suele definirse de
dos formas distintas para evitar el crecimiento ilimitado,

9= f5(8.6, tr) = kg(9,0) tr> Himpelet al. (2005)

. R R 38
9= £4(9,0,t18) =k4(9,0)trS  Lubarda et al.(2002) %)

Siendo £=C-S el tensor de Mandel previamente definido y el coeficiente ky suele
expresarse segun las siguientes funciones umbrales,

mo ~ - m A
Tension : kq(9,0)= kg 99+—81 -£(6,07) V >0
) _ (39)
. 19 -9 |7 " -
Compression : kq(9,0)= k4 W -f(0,06) V uX<0

Los parametros 3" >1 y 9~ <1 definen los valores limites de los estiramientos por
crecimiento positivo o negativo (artrofia). Los parametros kg, mg y kg, mg son magni-

tudes que se mantienen constantes, pero en ciertos casos evolucionan durante la evolu-
cion de los tejidos, normalmente durante la madurez (para crecimientos anormales es ne-

.o . , * ., . .
cesario introducir otros pardmetros. /(0,0 ) es una funcion normalizada a la unidad que

depende de la variable de crecimiento metabolico 0 y 0" su valor de equilibrio (creci-
miento metabolico nulo). Esta funcion activa o no el crecimiento siempre que el metabo-
lismo celular lo permita. Mas adelante se definira la forma de esta funcion.

3.6.4 Fenomeno de remodelacion — Volumen constante.
En este caso ocurre un cambio de densidad producido por la evolucion de la masa a
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volumen constante dV =dV , con J¢ =1 y asi el gradiente de deformacion resulta,
F¢=1 y F“=F (40)

La configuracion intermedia es prescindible en este caso particular en el cual se supo-
ne cambio de masa a volumen constante. Se da un fenomeno eléstico con cambio de ma-
sa. Siguiendo los trabajos de Harrigan and Hamilton (1992-b), se define la fuente de masa
como y su correspondiente cambio de densidad aparente, de la siguiente manera,

ini

p=R, = {p_o} S, — S (41)
Po

Donde S, =/(W)-f (0,07) es el nivel de estimulo mecanico y S;ff es el nivel de

estimulo mecanico de referencia cuando no hay cambio de densidad (Beaupré, Orr and
Carter 1990, Baiotto S. and Zidi M. 2004, Kuhl E., Menzel A., Steinmann P. 2003), m
un parametro del material. Por otro lado, se suele definir la densidad de energia que parti-
cipa en el estimulo mecéanico, dependiendo de su parte elastica. Por generalidad se segui-
rda manteniendo la informacion de las variables en la configuracion intermedia, no obstan-
te coincida con la referencial. Esto es

W (po,C) = { p;;} WE(py,C) = {”—0} piWE(é) (42)
0

Po Po

Asi, la tension resulta,

S :{p—o} (S‘V‘)l L5 +§V):

ini

Po
:—&—m (Jevp é_l)+iBM+2iaW (pOaC)r )i _
P 0 pr R oC (43)

— -m

~ 3 . m .
= B (J”POC'I)JFZ&MWZY?HI‘}
L Po | L i=1 i=1

Y tanto la disipacion reducida como la entropia para este proceso termodindmico, to-
man la siguiente forma,
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r —m

po Z = [1-m]W(py, )| | BL | S, —S= |~Bpym, =0

Po
. = 9-m . (44)
Mo S_[1"’”]1/1/'(130’6') % S, ——Sn'
6 | Po | Po

3.6.5 Formulacion de movimientos plasticos incompatibles — Desgarros
y roturas del tejido.

En este apartado se supone la situacion de movimientos incompatibles producidos por
el s6lo efecto mecanico tensional (ej.: plasticidad). Este fenémeno es resultado de roturas,
desgarros, etc. y puede tratarse mediante la teoria de la plasticidad que sera introducida a
través de una funcion umbral basada en una relacién de tensiones y una variable interna

de deformacion plastica D® que motivara un cambio en el gradiente de deformacion

plastica F¢ expresado en la ecuacion (34).

Este fendémeno de plasticidad clésica se produce a masa constante y con cambio de vo-
lumen, razon que lleva a una evolucion de densidad que estard contenida en la ecuacioén
(33) (fenomeno inverso a la remodelacion).

La ley de evolucion de la deformacion plastica en el espacio isotropo de las distintas
configuraciones, esta dada por las siguientes reglas de normalidad

_ . . 3G5(S,®)
- Conf. Referencial : E¢ = X—gas
) (45)
: . 0G,(,9) T -1
- Conf. Actualizada : D¢ =L (e’ )=A—=——=F% -E®-F*®

ot

O bien puede ser definida en el espacio de tensiones de Mandel @;(ﬁ‘., g)=cte de la
siguiente manera’,
_; 06:C.9)
oz

donde A es el factor de consistencia platica y mantiene el mismo significado que en la
plasticidad clasica, t es la tension de Kirchhoff en la configuracion actualizada y

It ; DE={ [f P ={ pr.pe P (46)

? Recordar que no hay definicion tnica para la velocidad de deformacion de plastica D . Se suele utili-

N | |sim
zar D% =D-D* =\F* -Lf-F¢ } cuando estd situado en la configuracion actualizada, y
A, s . —1 pim Ao i . -1 A fpim
D? = {Lg }Slm = {Fg -Fé& \f y Df = {C 5 }Slm = {Fg -C-F?¥ —C} cuando se establece la de-
finicién en la configuracion intermedia isoclina.
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G, (t,g) la funcién potencial que permite orientar el flujo pléstico en la misma configu-

racion. Por otra parte, £=C-S es la tension de Mandel, generalmente no simétrica, y
@;(2, g) es la funcion potencial plastica en el espacio A partir de esta Gltima se ob-
tiene el gradiente de deformaciones F¢ que se debe afadir al que produce crecimiento
en la ecuacion (34).

La definicion del gradiente de deformacioén de crecimiento F€, resulta a partir del
tensor derecho de crecimiento de Cauchy-Green C,

F¢=Re.U%=R:.-C"? 47)

Pero en este caso de isotropia4 RE =1 y entonces F& = c'?.

Para completar la formulacion, se introduce ahora el umbral de crecimiento’ definido
en el campo de tensiones, a partir del cual se activa el mecanismo plastico. Este meca-
nismo se manifiesta como una deformaciéon incompatible, cuya tension debera sera com-
pensada por un cambio en el campo elastico.

Las funciones umbral de crecimiento y potencial pueden definirse en el espacio de ten-
siones de Kirchhoff (configuracion actualizada) o en la configuracion referencial de igual
forma que en plasticidad,

Funcion pléstica : Fg(t,9,a%)=0 ,F(S,G,a%)=0 ,F, (X,G,af)=0
. (48)
Funcio potencial: Gg(t,g)=cte ; Gg(S,G) =cte ; Gé (X,G)=cte

donde Fg(t,9,a%)=0;G,(t,9)=cte y F;(S,G,ag,fgs) =0 ;Gg(S,G) =cte, re-
presentan las funciones de umbral plastico y potencial en las configuraciones actualizada
y referencial, respectivamente y Ing (ﬁ‘.,G,ag) =0; G? (ﬁ‘.,G) =cte en el espacio de ten-
siones de Mandel. 1 ; S son los tensores de tensione de Kirchhoff y Piola Kirchhoff, res-
pectivamente y T el ya mencionado tensor de Mandel, que difiere del tensor de Kirc-
choff en la magnitud [ v -1 ] Los tensor métricos en la configuracion espacial y refe-

rencial estan representados por g ; G y el grupo de variables internas plasticas por o® .

La disipaciéon mecanica de este proceso plastico se reduce a la siguiente expresion y
que debe afiadirse a la disipacion correspondiente a los procesos mecanicos disipativos
previamente presentados,

* Recordar que la anisotropia se introduce a través de una transformacién previa de espacio. Ver Apén-
dice
* Funcién anéloga a la que se utiliza como uveral de discontinuidad plastico o de dafio
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oY, a0 ol I .
0E=| —pq aW(pO,CiF ,0 ): oC FE p, aWR0+ ow Y4 ow 68 | =
oC OF¢ 0Py or' oaf
< . (49)
=X:L% —p, a—WRO+6W :I‘V+8—W,:dg >0
9Py or' oo.®

3.7 Crecimiento metabdlico de la matriz de proteinas/fibras minera-
les y colageno.

Se basa en el concepto de anadir o remover materia, motivado por el s6lo metabolismo
celular. Puede decirse que es el fenomeno que hace propicio el crecimien-
to/remodelacion. De esta manera también se desarrollan deformaciones incompatibles

que seran contenidas en el mismo gradiente de deformacion F€ a través de las ecuacio-
nes (39), siempre que exista un estimulo mecanico. Este concepto funcionara como ley de
activacion, permitiendo desarrollar o no el crecimiento siempre que el normal metabolis-
mo de las células lo permita. Para ello, se introduce la “variable de crecimiento” 6 acti-
vadora del cambio de masa (nutriente, enzimas, etc.), cuya unidad de medicion es equiva-
lente a la temperatura. Esta variable de crecimiento llega a las células a través de unos
mecanismos de conduccion/difusion (una via alternativa es establecida por Baiotto and
Zidi 2004, a partir del concepto de “sensores” distribuidos espacialmente). Por otro lado,
es necesario que ocurra este fendmeno para que se active el crecimiento por tension defi-
nido previamente.

A diferencia del apartado anterior, se produce ahora un crecimiento/remodelaciéon mo-
tivado por un cambio en la variable de crecimiento 6 que conduce a un desequilibrio en
la célula.

10,0 = sgnlK®-(0-0)] (50)

Siendo K¥® el coeficiente de transporte (equivalente a un factor de conduc-

cion/difusion y cuyas unidades son también equivalentes) de la variable 6. Esta expre-
sion define el crecimiento metabdlico en equilibrio (nulo), a partir del umbral de creci-

miento nulo 6" .

El factor de crecimiento 6 permitira establecer un mecanismo de conformado (cambio
de fase), que dara lugar a la formacidn/regeneracion de tejidos, libre de acciones exterio-
res. El control de este proceso de conformado (paso de un estado liquido a uno pastoso y
luego so6lido) estara garantizado en la medida que la variable de crecimiento 6 altere el
equilibrio de crecimiento en la célula.

El cambio de fase que conduce al conformado del tejido se materializara mediante el
acoplamiento conseguido por el siguiente tensor constitutivo escrito en la configuracion
intermedia,
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C=C""+£,(0)C (51)

Este crecimiento mecanico-bioldgico (conformado) estara controlado en el campo no-
mecanico por la conduccidon-difusion de la variable 0, cuya mision es hacer llegar el cre-
cimiento a todas las células. En este sentido, se escribe a continuacion el problema de
cambio de fase aplicado a este fendmeno biologico.

Por el momento y hasta que no se profundice el estudio de esta analogia, se comenzara
esta formulacion adoptando la ecuacion de conduccion de Fourier para establece el trans-
porte de los nutrientes por conduccion (calorias),

¢ =-K*-v(©0-0") (52)
y de aqui se obtiene la siguiente ecuacion de energia®,
pocO=V g% 4 p,r=p,c0-V [ K2 .V(©-0) |+ p,r=0 (53)

Donde ¢%° representa el flujo de crecimiento, 7 un término fuente de crecimiento en

funcion de la energia disponible que tienen las células para crecer y ¢ el potencial de
crecimiento especifico.
La disipacion o consumo de energia para el crecimiento resulta,

1
=80 = que VO (54)

La ecuacion (53) puede generalizarse para problemas de conformado con cambio de
fase, de la siguiente manera

po—é—V~qge +pyr=p,cH-V- [—ng -V(e—e*)]+ por=0 (55)

Tal que la densidad de energia interna ® se representa de la siguiente forma en el pro-
blema con cambio de fase,

-1 V0<6
o=[cdd+ L1, (0) ; f,(0)=5 0 VO0=0 (56)
0 1 vo>6'

En el caso que f.(6) =1 ocurre una incorporacion de energia al tejido a través de

afiadir “crecimiento latente” I%° y se desarrolla un proceso de conformado. En el caso
contrario, cuando f, (8) =1 se produce una disminucion en la energia del sistema a par-

tir de la extraccion de “crecimiento latente” y por lo tanto se desarrolla un proceso de
destruccion de tejido con disipacion de energia.

® Todas las unidades en que se miden las magnitudes de esta ecuacion, son las mismas que para el pro-
blema térmico.
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En cuanto a las condiciones de contorno, se observaran las siguientes posibles,
0=0" ;en T,
g0 __( imp conv) .
q° -n=—\q q ;en I, 57
qCOI’lV — _hCOﬂV (e _ eenv )

Las magnitudes intervinientes en las ecuaciones anteriores no estan atn definidas y
deberan ser tratadas por el camino de la analogia con el problema de difusién-conduccion
térmico.

3.8 Implementacion numérica del Crecimiento.

Puesto que previamente se plantea un problema en dos campos (problema mecanico y
problema de conduccion), se resolverd mediante una técnica de “staggered”, es decir
congelando un campo cuando se resuelve el otro. Por esta razon la evolucion de las va-
riables temporales de un campo no afectara al otro. Asi, a continuacion se presenta la de-
terminacion del modulo tangente del campo mecénico sin la influencia de la evolucioén
temporal de la variable de crecimiento 0.

Teniendo en cuenta que S = 2p0(6W(po,é,FV,ag)/6é) y C=F .F® , se ob-
tiene el modulo tangente de crecimiento elastico a través de la siguiente derivacion,
dS a8 oS 09 _aS _ 88 o€ _ 2,

Cee =222 =224222®=" |, con: === =-ZC:C (58)
dC oC 08 oC o8 oC 09 9

03 . o ., .
Para obtener — es necesario conocer el estiramiento iso6tropo producido por el cre-

cimiento de masa 9 a partir de la integracion de su evolucién temporal (9 = kg (9,0) tr2

= A3=9Ar = 8—91 ), esto es,
oC

. . . —1 .
99 _| 9 9809 (12D ] | B A (59)
oC |oC 0%aC 09 oC

Donde,
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8k9 m\(;r + * al
—=—"—ky - (6,0 vV trX>0
o9 g —g 0 /O '
o9 kg o o(tX) |okg — mg _ ) A
—=—trX+k = kg - (0,0 vV trX<0
oo oo TR Tay ap g g0 /OO Y 0
(%) :—l[2tr)i+é:Ce @]
09 9
Finalmente, se puede escribir:
a—%At:k\g@:ks{S#lé:Ce} (61)
oC 0% 2

Y a partir de estas derivadas obtenidas previamente, se puede calcular el médulo tan-
gente de crecimiento en la configuracion intermedia (58),

N
s =02 [1-2y, ksm[@:é]ca[mla:q
9 09 2
. . (62)
e~ o2 |- Ko g g, 20D |y, kgm[@;é]ca{mlé:@}
9 09 09 2
Siendo la siguiente la parte eldstica del tensor constitutivo,
C=C" +é = {(JEVZW”(POaJEV)CA'_I ® 6_1) + (Jeva(pOaJev)(é_l ®C" —I ))} +
T . om, (63)
+ Z|:ZYAB M, ®MBj|+22BA x
A=1B=1 A=1 oC

A continuacién se desarrolla la implementacion numérica del estiramiento isdtropo
producido por el crecimiento de masa 9. Se supone que la densidad actual p, depende

de 9, situacion que permite hacer crecer la masa y el volumen a densidad constante.
Consecuentemente el estiramiento de crecimiento debe ser tratado como una variable in-
terna con la siguiente ley de evolucion y con la siguiente ecuacion de residuo,

AS=8A1 = Ry =—A9+]y(9,0)tr3 Ar =0 (64)

La solucion se alcanza para residuo nulo, luego de una resoluciéon por Newton-
Raphson,

RET =R —A9 +%A8At =0 (65)
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Resolviendo esta ecuacion se obtiene,

. -1
A9 = (1—%&} Ry = 91 =95+ A9 (66)

3.9 Algoritmo para resolver el problema de comportamiento elasto
plastico y crecimiento de tejidos blandos.

Este proceso se inicia con la informacion historica de las variables de estiramiento por
crecimiento 3, y de la variable de crecimiento 6 proveniente de otro campo no-

mecanico.

A continuacién se describe el algoritmo correspondiente al crecimiento y plasticidad
en el campo puramente mecanico, en tanto el algoritmo en el campo de la conduccion
difusion sera tratado aparte
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1. Inicializa los valores de las variables con el paso anterior
-1 A T
F®" =F -F¢® = C=FY -F% Po =Po, 9=39,

n

~ " ~ 3 ~ m ~ ~ ~ ~
S = {p—o} [(J pOC'1)+ > B.M,; +Zy§°H11 = X=C-§
Po i=1 i=1

2. Controla la condicién de carga en el crecimiento/artrofia. (0 = cte, puesto que proviene de otro
campo que se resuelve por la técnica de “staggered”)

if tr£>0 then (traccioén)

Fa . ok 4 (9,0)
ky(9,0)= kg S f(0,07) ; —1—= = A9
5(3,0) ire=y £(6,07) 5 |
elseif trX<0 then (compresion)
o —¢- ™ o 0ky(9,0)
ky(9,0)=k - f(6,07) ; ——>— = A9
5(8,6) e f£(6,6") % |

Else

C*% =C — GoTo 4

3. lteraciones locales de Newton-Raphson . Problema de Crecimiento/Artrofia/Remodelacion

3.a. Calcula el residuo del crecimiento
Ry = —AS + |k, (9,0) tr s

3.b. Controla la tolerancia
if [Rg|< Tol GoTo4

3.c. Calcula el incremento de estiramiento por crecimiento y la densidad
. -1
o8 -
A9 = (1—£Azj Ry = 9 =9"+ A = p, =9°p"™
3.d. Calcula la deformacion y tensién por crecimiento / remodelacion

1/2 - N
; Fg=8-l+[2Eg +I] —~ FO-F.F¢'| =~ ¢=fFe pe

n

Eg

n

Sm=f<W>-f<e,e*>:»p=Ro:[§2i} S-S5 py=po, : 9=9,
0

ini é
1=

~ " ~ 3 A m A S A A
Sz{p.()} [(J”pOC'I)+ZBiM,.+Zy;’°H,} = X=C-§
0 i=1 1
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4. Controla la condicion de carga en la plasticidad. (0 = cte, puesto que proviene de otro campo
que se resuelve por la técnica de “staggered”). Inicia las iteraciones locales de Newton-
Raphson. Problema de Plasticidad

4.a. Calcula la condicién de plasticidad en el estado actual

S=F¢ .§.F¢'
if IF; (S,G,a¥)<0  no hay plasticidad : GoTo5.
4.b. Calcula la velocidad de deformacion plastica
S
pe :XaGg(S,G) . pe :Fg_T Y ‘Fg—l
oS

4.c. Integra la velocidad de deformacién para obtener el correspondiente Gradiente de Defor-
maciones y el Tensor Derecho de Cauchy-Green en la configuracién intermedia

E<=[E¢|dt i Fe=9-1+[E*+1]"

F*=F.F¢ ; C=F" .F
4.d. Calcula la tension

s:[%}m{(Jevpo eSS } o -8

Po
GoTo 4.a.
5. Calculo de los médulos tangentes
g~ - 2[1- D, kSAt[@:é]®{§+lé:@}
9 09 2
Gex— 2| 1- %trﬁ‘.+k98(tr2) At kSAt[(C C]@{ é:@}
9 09 09 2
Con:

C=C"+C-= {(JWZW"(pO,J”)é—‘ ® é—1j+ e oo e @ -1, ))} +

373 5. M,
+ Z{ZVABMA ®MB}'22|3A ~
A=1] B=1 A=1 oC

6. Calculo del nuevo incremento de masa,
> ~ini 2 ini 2 6
R, =J%py" trfg =3p," 9° 9

EXIT
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