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Resumen

En este art��culo se propone una formulaci�on basada en el m�etodo de los elementos de contorno para el
an�alisis de esfuerzos en medios el�asticos con da~no. El da~no es caracterizado empleando una clase particular
de modelos no locales: los modelos de da~no por cuadr��cula (grid-damage models). Se propone un algoritmo
para la resoluci�on num�erica del problema de frontera planteado. La formulaci�on y el algoritmo fueron
veri�cados mediante la resoluci�on num�erica de varios problemas bidimensionales. La metodolog��a propuesta
se caracteriza por su extrema simplicidad y su gran e�cacia en la resoluci�on del problema, proporcionando
informaci�on con�able sobre los esfuerzos y deformaciones en modelos de ablandamiento por da~no.

STRESS ANALYSIS IN TWO-DIMENSIONAL DOMAINS USING A NON-LOCAL DAMAGE

MODEL AND THE BOUNDARY ELEMENT METHOD

Summary

In this paper a formulation for the stress analysis in elasticity coupled to damage based on the boundary
element method is proposed. Damage evolution is represented through a particular class of non-local damage
model: the grid-damage model. An algorithm for the numerical resolution of the problem is also proposed.
Both, formulation and algorithm, were veri�ed by the numerical resolution of several two-dimensional
problems. The methodology proposed in the paper has proven to be very simple and eÆcient, providing
reliable information on the strains and stresses in damage-softening models.
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INTRODUCCI�ON

La teor��a del da~no continuo es una de las ramas de la mec�anica que mayor atenci�on ha
recibido en los �ultimos a~nos. Desde su inicio, marcado por el art��culo de Kachanov en 19581,
la teor��a del da~no continuo ha pasado por dos etapas bien de�nidas. En un principio la casi
totalidad de los trabajos se refer��a a la generalizaci�on de la idea inicial (caso tridimensional,
elastoplasticidad acoplada al da~no, da~no por fatiga, da~no en materiales fr�agiles, teor��as de
da~no anis�otropo, etc.). A partir de �nales de los a~nos ochenta, la naturaleza de muchos de
los art��culos en el �area cambi�o como consecuencia del fracaso de los an�alisis por elementos
�nitos empleando la teor��a del da~no continuo. La prioridad pas�o a ser la interpretaci�on de
los problemas num�ericos asociados a la teor��a del da~no continuo y sus posibles soluciones.
\Localizaci�on" pas�o a se el t�ermino clave en los trabajos en el tema. Este concepto, el
cual proviene de la elastoplasticidad con ablandamiento por deformaci�on2, se utiliza para
designar la aparici�on de discontinuidades en los campos de deformaci�on a partir de un cierto
estado cr��tico. Matem�aticamente, este fen�omeno est�a asociado a la posible aparici�on de un
n�umero in�nito de soluciones al problema en velocidades. Num�ericamente, y cuando se
emplea el m�etodo de los elementos �nitos, la localizaci�on est�a asociada a la dependencia
de la soluci�on con respecto a la malla empleada. Con el objetivo de controlar o evitar la
localizaci�on, un n�umero signi�cativo de t�ecnicas de regularizaci�on ha sido propuesto3�8. Una
de las primeras, y probablemente la m�as utilizada, consiste en el empleo de los denominados
\modelos no locales".

Este art��culo propone una formulaci�on para la resoluci�on num�erica de un tipo particular
de modelos no locales: los modelos de da~no par cuadr��cula9 (grid-damage models), basada
en el m�etodo de frontera.

El m�etodo de los elementos �nitos ha sido usado con �exito en la resoluci�on de problemas de
estructuras que obedecen a esta clase de leyes de comportamiento10. Sin embargo, los an�alisis
por elementos �nitos empleando modelos de da~no no locales requieren de modi�caciones
mayores de los programas convencionales. Adicionalmente, los algoritmos existentes hasta
ahora no son muy e�cientes y son particularmente costosos en t�erminos de memoria del
ordenador. Se demostrar�a que por el contrario, los programas basados en el m�etodo de
frontera pueden ser adaptados con gran facilidad a este tipo de modelos y que la formulaci�on
resultante es simple y e�caz.

En el presente art��culo se combinan los resultados presentados en las dos �ultimas referen-
cias mencionadas9;10 con los algoritmos propuestos en un trabajo previo realizado por dos
de los autores de este art��culo11. En este �ultimo se desarroll�o un m�etodo de frontera para
modelos de da~no locales y no se consider�o el caso no local. Los resultados propuestos en
este art��culo han sido tambi�en descritos en un art��culo en lengua inglesa12.

El presente trabajo est�a organizado de esta manera: en la siguiente secci�on del art��culo se
incluye una breve descripci�on de la teor��a del da~no continuo que no contiene material original.
Este resumen est�a destinado a aquellos lectores interesados en el m�etodo de los elementos
de frontera, pero que no son especialistas en teor��a del da~no continuo. A continuaci�on se
propone la formulaci�on de elementos de frontera para modelos de da~no por cuadr��cula. Esta
formulaci�on es ilustrada mediante algunos ejemplos bidimensionales que se presentan en la
�ultima secci�on del art��culo.

TEOR�IA DEL DA~NO CONTINUO

Modelos locales

La teor��a del da~no continuo se basa en la introducci�on de una nueva variable interna: el
da~no, la cual caracteriza da densidad de microdefectos en un elemento de volumen. El da~no
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se de�ne de la manera siguiente: sea A el �area total de una de las caras del elemento
orientada seg�un su normal ~n y sea A

d
el �area efectiva de todos sus microdefectos. El da~no

D
n
en este elemento de volumen se de�ne de la manera siguiente

D
n
=

A
d

A
(1)

Puede observarse que esta variable toma valores entre cero (elemento intacto) y uno (ele-
mento completamente da~nado). La hip�otesis de da~no is�otropo consiste en suponer que la
densidad de micro�suras es la misma para cualquier orientaci�on de la normal. En ese caso,
el estado de da~no puede ser caracterizado mediante un escalar D

n

�= D 8 ~n.
El acoplamiento entre el da~no y el comportamiento el�astico del material puede ser

realizado mediante el concepto del \esfuerzo efectivo" y la hip�otesis de equivalencia en
deformaci�on13. El primero es similar al esfuerzo efectivo utilizado en la mec�anica de medios
porosos, el segundo consiste en suponer que el comportamiento de un material da~nado puede
obtenerse al sustituir en la ley de comportamiento del material intacto el esfuerzo de Cauchy
convencional por el esfuerzo efectivo. Se obtiene de esta manera la siguiente ley de estado
para un material el�astico da~nado

�
ij
= (1�D)H

ijkl
"
kl

(2)

Donde H
ijkkl

es el tensor el�astico convencional.
Para materiales fr�agiles, la ley de evoluci�on del da~no puede expresarse de la manera

siguiente

D = g(Z) donde Z = max("
eq
) (3)

donde g es una funci�on monot�onica creciente de la variable Z y esta �ultima es igual al
m�aximo valor, durante toda la historia de carga del elemento, de cierto invariante del tensor
de deformaciones denominado \deformaci�on equivalente" "

eq
. La elecci�on del invariante

determina por completo el modelo escogido.
Otra manera, completamente equivalente, de de�nir modelos do comportamiento de da~no

fr�agil consiste en utilizar funciones de da~no similares a las funciones de 
uencia pl�astica
con endurecimiento is�otropo y leyes de evoluci�on como las empleadas en la teor��a de la
plasticidad14;15 .

Puede observarse que en estos modelos, el da~no depende �unicamente de la historia de
deformaciones del elemento de volumen en cuesti�on. Es por ello que estos modelos son
denominados \modelos de da~no locales".

Localizaci�on en el caso unidimensional

Tal y como se mencion�o en la introducci�on, los modelos de da~no locales e independientes
del tiempo conducen a soluciones que dependen de la malla al emplear el m�etodo de los
elementos �nitos. En esta secci�on, esta dependencia se ilustra utilizando un ejemplo uniaxial
elemental.

Consid�erese un medio continuo uniaxial que ocupa el intervalo [0,L] y que est�a sometido
a las siguientes condiciones de contorno: U(0; t) = 0 y U(L; t) = U d(t), donde U d(t) es una
funci�on conocida positiva y monot�onica del tiempo. Las fuerzas de volumen son iguales
a cero. El material de esta estructura obedece la ley de comportamiento descrita en la
secci�on precedente con "

eq
= j"j y g(Z) = nZ, donde n es una constante positiva. El s�olido

se discretiza utilizando dos elementos �nitos con desplazamientos lineales y deformaciones
constantes (Figura 1). Puede constatarse que en el caso considerado la soluci�on de elementos
�nitos coincide con la soluci�on exacta.
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Figura 1. Medio continuo unidimensional y discretizaci�on por elementos �nitos

Las ecuaciones de equilibrio establecen que el esfuerzo debe ser constante en el medio
continuo considerado, y por lo tanto igual en ambos elementos. Esta ecuaci�on de equilibrio
puede ser representada gr�a�camente mediante una recta horizontal en una �gura en la que
las leyes de comportamiento de ambos elementos se representan simult�aneamente tal y como
se muestra en la Figura 2.

Figura 2. Leyes de comportamiento y ecuaci�on de equilibrio en el problema con dos elemen-
tos �nitos

Consid�erese un incremento del desplazamiento impuesto sobre el medio, de tal manera
que la deformaci�on unitaria del primer elemento corresponde a un punto de las gr�a�cas
esfuerzo-deformaci�on de la Figura 2 que no ha alcanzado todav��a el m�aximo de la curva.
Puede constatarse entonces que s�olo existe una soluci�on que veri�ca simult�aneamente la
condici�on de equilibrio y las leyes de comportamiento de ambos elementos y que esta soluci�on
impone una deformaci�on en el segundo elemento igual a la del primer elemento. En otras
palabras, la �unica soluci�on posible corresponde a un estado de deformaci�on constante en el
medio considerado.

Consid�erese ahora un incremento del desplazamiento impuesto tal que el punto repre-
sentativo del estado del elemento 1 est�a justo despu�es del m�aximo de la curva esfuerzo-
deformaci�on. Puede ahora comprobarse que existen dos soluciones que veri�can la condici�on
de equilibrio y las leyes de comportamiento. En la primer de ellas, las deformaciones en
ambos elementos se mantienen iguales. En la segunda soluci�on se produce una descarga
el�astica en el segundo elemento y una concentraci�on del da~no en el primero (el da~no
permanece constante en el segundo elemento). En la segunda soluci�on aparece por lo tanto
una discontinuidad en los campos de deformaciones y de da~no. Esta soluci�on es llamada
\soluci�on con localizaci�on". Esta discontinuidad no debe ser confundida con las que aparecen
en los an�alisis por elementos �nitos. Estas �ultimas son debidas a los errores cometidos al
aproximar un problema continuo por otro discreto y tienden a desaparecer al re�nar la malla.
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Recu�erdese que en este problema elemental, las soluciones del problema con dos elementos
�nitos corresponden a soluciones exactas.

La gr�a�ca fuerza contra desplazamiento correspondiente a cada una de las soluciones se
muestra en la Figura 3. Puede constatarse que el colapso del s�olido (da~no igual a uno en al
menos un elemento) ocurre para un desplazamiento igual a L=n para la soluci�on homog�enea
y L1=n para la soluci�on con localizaci�on. Esta �ultima es la soluci�on m�as estable16, y por lo
tanto la m�as signi�cativa f��sicamente. Sin embargo, la longitud L1 es una propiedad de la
malla de elementos �nitos. Se dice por lo tanto que la soluci�on depende de la malla. Tambi�en
puede observarse que la longitud del primer elemento puede ser escogida arbitrariamente
dentro del intervalo (0; L). Existe por lo tanto un n�umero in�nito de soluciones posibles. Se
dice en ese caso que el problema est�a \mal planteado".

Figura 3. Fuerza en funci�on del desplazamiento para el modelo de la Figura 1

El mismo tipo de dependencia de la soluci�on con respecto a la malla de elementos �ni-
tos ha sido observado en problemas bidimensionals con modelos de da~no locales10;17. En el
caso unidimensional la localizaci�on es posible cuando la deformaci�on corresponde al m�aximo
de la curva esfuerzo-deformaci�on. En el caso general, \el m�aximo" puede ser de�nido de
innumerables maneras y debe por lo tanto escogerse aquel que corresponde a la aparici�on
de discontinuidades. El \m�aximo" correcto se denomina en la literatura \criterio de lo-
calizaci�on" y se obtiene al plantear el problema en velocidades. Este problema puede ser
aproximado a un problema lineal que en un principio es el��ptico. Al aumentar las defor-
maciones y el da~no, se alcanza un punto cr��tico en el que el problema pierde localmente su
elipticidad18. Puede entonces demostrarse, empleando resultados de la teor��a de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales19;20 , que a) la soluci�on pierde regularidad, es decir son
posibles soluciones con campos de velocidad de deformaci�on discontinuos (soluciones con lo-
calizaci�on como las ilustradas en la secci�on precedente), b) el problema puede presentar un
n�umero in�nito de soluciones linealmente independientes (el problema est�a mal planteado).
En otras palabras, la p�erdida de elipticidad del problema en velocidades lineal equivalente
es el criterio de localizaci�on en el caso general. Puede observarse, en base a las observaciones
anteriores, que los casos bi y tridimensionales son similares al ejemplo uniaxial de la secci�on
precedente aunque t�ecnicamente m�as complicados.

Modelos no locales

Es evidente que la dependencia con respecto a la malla observada en los problemas con
modelos locales es inaceptable. Es por lo tanto necesario emplear alg�un tipo de proce-
dimiento de regularizaci�on. En esta secci�on se describe brevemente una de las alternativas
propuestas en la literatura: los modelos de da~no no locales.
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Estos modelos consisten en hacer depender el da~no, no s�olo de la historia de deformaciones
en el punto considerado, sino tambi�en del estado de deformaciones en la zona alrededor del
mismo. La versi�on no local del modelo descrito anteriormente puede ahora expresarse de la
manera siguiente21;22

�
ij
= (1�D)H

ijkl
"
kl

D = g( �Z) �Z = max(�"
eq
)

(4)

donde �"
eq

representa un promedio de la deformaci�on equivalente en los alrededores del
punto considerado. La forma, como este promedio es calculado, de�ne diferentes procesos
de regularizaci�on. Por ejemplo, una posible expresi�on para este promedio es21

�"
eq
=

1

V
r
(~x)

Z Z Z
V

�(~s� ~x)"
eq
(~x)dv(~s) V

r
(~x)

Z Z Z
V

�(~s� ~x)dv(~s) (5)

donde � es una funci�on de peso emp��rica, ~x el vector posici�on del elemento de volumen
considerado, ~s el vector posici�on de un punto en los alrededores del elemento de volumen y
V el volumen del s�olido completo.

Puede constatarse que s�olo la manera como es calculada la variable Z diferencia a
este modelo de la versi�on local. Con esta clase de modelos cualquier concentraci�on de la
deformaci�on en un elemento de volumen tendr�a una transferencia hacia los alrededores del
punto considerado que impedir�an la localizaci�on21. Este tipo de modelos10 parece conducir
a campos de da~no continuos para determinadas clases de la funci�on �.

Modelos de da~no por cuadr��cula

Esta clase de modelos puede ser considerada como una variaci�on, o tal vez como una clase
particular, de los modelos no locales descritos en la secci�on precedente. Este procedimiento
de regularizaci�on se inspira en la observaci�on experimental de que en muchos materiales
existe un volumen caracter��stico en el cual el da~no es aproximadamente constante9.

En este modelo9;10, el s�olido es dividido en celdas de tama~no constante cuyas dimensiones
son iguales a un cierto par�ametro caracter��stico del material � (Figura 4). El valor de � no
var��a en el s�olido y es obtenido experimentalmente9 .

En este art��culo, este conjunto de celdas ser�a denominado \cuadr��cula". Se admite que
en cada celda el valor del da~no es constante y depende del promedio de la deformaci�on
equivalente del material en la celda. Matem�aticamente el modelo puede expresarse de la
manera siguiente

�
ij
= (1�D)H

ijkl
"
kl

(6a)

d(~x) = Dk si ~x 2 V k (6b)

Dk = g( �Zk) �Zk = max(�"k
eq
) (6c)

donde V k indica el dominio de la k-�esima celda de la cuadr��cula sobre el s�olido en conside-
raci�on, ~x es de nuevo el vector posici�on del punto considerado, Dk el da~no en la celda y �"k

eq

su deformaci�on equivalente que se calcula a partir de la siguiente expresi�on

�"
eq

k =
1

V
k

Z Z Z
V
k

"
eq
(~s)dv(~s) (7)

Es importante subrayar que la distribuci�on de celdas en el s�olido, es decir la cuadr��cula, es
completamente independiente de la malla de elementos �nitos, si este es el m�etodo num�erico
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empleado para la resoluci�on del problema (Figura 4). La convergencia e independencia de
la soluci�on con respecto a la malla empleada al utilizar el m�etodo de los elementos �nitos
has sido demostrada10.

Los modelos de da~no por cuadr��cula son extremadamente simples y pueden constituir un
instrumento efectivo para la resoluci�on de problema de ingenier��a.

Figura 4. S�olido dividido en celdas (cuadr��cula) y malla de elementos �nitos

M�ETODO DE LOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA MODELOS DE
DA~NO POR CUADR�ICULA

Formulaci�on

Consid�erese un s�olido de volumen V y contorno S. La normal exterior a esta super�cie
ser�a llamada n

i
. El contorno es dividido en dos zonas S

u
y S

p
. En la primera se imponen los

desplazamientos conocidos ud
i
y en la segunda se conocen las tracciones pd

i
. Las fuerzas de

volumen ser�an representadas por b
i
. Todas estas acciones externas dependen del tiempo t.

El material del s�olido obedece a alguno de los modelos de da~no descritos en la secci�on
precedente. El problema, que ser�a llamado \real", consiste en el c�alculo de los campos de
desplazamientos, deformaciones, esfuerzos y da~nos para cada instante t. En el caso est�atico,
las ecuaciones de equilibrio son

�
ij;j

+ b
i
= 0 en V (8)

siguiendo el procedimiento tradicional del m�etodo de los elementos de contorno23;24;25 , la
ecuaci�on de equilibrio se transforma en la siguiente expresi�on variacional

Z Z Z
V

(�
ij;j

+ b
i
)u�

i
dV = 0 (9)

donde u�
i
corresponde a un campo de desplazamientos virtuales. El primer t�ermino de (9)

puede ser integrado por partes y se obtiene

�

Z Z Z
V

�
ij
"�
ij
dV +

Z Z
S

p
i
u�
i
dS +

Z Z Z
V

b
i
u�
i
dV = 0 (10)
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donde p
i
representa las tracciones sobre la super�cie S del problema real. Ahora, a diferencia

del procedimiento tradicional, se toma un campo virtual que est�a relacionado con los
esfuerzos virtuales por la ley de estado

��
ij
= (1�D)H

ijkl
"�
kl

(11)

donde D es el campo de da~nos del problema real. En otras palabras, el campo virtual es
la soluci�on de un problema el�astico en el que el tensor de elasticidad H es modi�cado por
el campo de da~nos del problema real. Las leyes de estado del problema real y virtual se
introducen en (10) obteni�endose

�

Z Z Z
V

"
kl
��
kl
dV +

Z Z
S

p
i
u�
i
dS +

Z Z Z
V

b
i
u�
i
dV = 0 (12)

Siguiendo de nuevo el procedimiento convencional del m�etodo de los elementos de con-
torno, se integra por partes una segunda vez el primer t�ermino de (12).Z Z Z

V

��
kl;l

u
k
dV �

Z Z
S

p�
k
u
k
dS +

Z Z
S

p
i
u�
i
dS +

Z Z Z
V

b
i
u�
i
dV = 0 (13)

donde p�
k
representa las tracciones sobre la super�cie S del campo virtual. Sustituyendo la

ecuaci�on de equilibrio del problema virtual (��
ij;j

= �b�
i
, donde b�

i
son las fuerzas de volumen

del problema virtual) en (13), se obtieneZ Z Z
V

b�
i
u
i
dV =

Z Z
S

(p
i
u�
i
� p�

k
u
k
)dS +

Z Z Z
V

b
i
u�
i
dV (14)

Se toma ahora un campo virtual que corresponde a la soluci�on fundamental del problema,
por lo que la primera integral de (14) puede ser escrita comoZ Z Z

V

b�
i
u
i
dV = c(~x)

ij
u
j
(~x)e

j
(15)

donde ~x representa la part��cula del s�olido donde se aplica la fuerza concentrada unitaria en
la direcci�on del vector e

j
. Los campos de desplazamiento, tracciones y esfuerzos virtuales

pueden ser escritos ahora de la siguiente manera

u�
i
(~y) = U

ij
(~x; ~y;D)e

j
; p�

i
(~y) = P

ij
(~x; ~y;D)e

j
; ��

ik
(~y) = �

ikj
(~x; ~y;D)e

j
(16)

donde U
ij
(~x; ~y;D), P

ij
(~x; ~y;D) y �

ikj
(~x; ~y;D) representan los desplazamientos, tracciones

y esfuerzos de una part��cula ~y debidos a la fuerza concentrada unitaria aplicada sobre la
part��cula ~x en la direcci�on j. Todas estas funciones dependen del campo de da~nos del
problema real debido a su uso en la ecuaci�on (11). La ecuaci�on (14) puede ser ahora escrita
como

c(~x)
ij
u
j
(~x) =

Z Z
S

(p
j
(~y)U �

ij
(~x; ~y;D)� P �

ik
(~x; ~y;D)u

k
(~y))dS(~y)+

+

Z Z Z
V

b
j
(~y)U �

ij
(~x; ~y;D)dV (~y)

(17)

Soluciones fundamentales para modelos de da~no por cuadr��cula

La soluci�on fundamental no es conocida en el caso general, cuando el campo de da~nos D
puede variar de manera arbitraria. Sin embargo, para los modelos de da~no por cuadr��cula
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y para una celda en particular, la soluci�on fundamental tiene la misma forma general de
las ecuaciones de Kelvin tradicionales, puesto que las propiedades el�asticas y el da~no son
constantes en el interior de la celda. Basta por lo tanto con sustituir en �estas el m�odulo
de elasticidad E por (1 � Dk)E. Por ejemplo, en el caso particular de un problema en
deformaciones planas y elasticidad is�otropa, las funciones empleadas en (16) tienen la
siguiente expresi�on
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donde ~r = ~y � ~x y r es el m�odulo de este vector.
La formulaci�on de elementos de contorno descrita en la secci�on precedente debe ser usada

como se indica a continuaci�on. El s�olido se divide en subregiones que coinciden con las celdas
introducidas en la ley de comportamiento (Figura 5). La ecuaci�on (17), cuando se aplica a
la celda k, conduce a la siguiente expresi�on
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(19)

para ~x 2 V k, donde V k es el dominio de la celda k y Sk su contorno. Las condiciones de
contorno de cada celda o subregi�on se escriben de la manera siguiente. Sean V k y V l dos
celdas adyacentes de contornos Sk y Sl, entonces

uk
i
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\ Sl

uk
i
(~y) = ud

i
si ~y 2 Sk

\ S
u

pk
i
(~y) = pd

i
si ~y 2 Sk

\ S
�

(20)

La primera expresi�on de las ecuaciones (20) establece la continuidad de los desplazamien-
tos y las tracciones entre las celdas. Las dos �ultimas ecuaciones corresponden a condiciones
de contorno convencionales de la mec�anica de medios continuos.

El conjunto compuesto por las ecuaciones (19) y (20) y las leyes de evoluci�on del da~no
(6c) y (7) para cada una de las subregiones o celdas del s�olido constituyen una formulaci�on
de elementos de contorno para modelos de da~no por cuadr��cula.

Aproximaci�on num�erica

Para la implementaci�on num�erica de la formulaci�on propuesta en el apartado precedente
debe procederse primero a la discretizaci�on espacial y temporal del problema planteado:

a) Discretizaci�on temporal de la ley de evoluci�on de da~no

El intervalo de tiempo [0; T ], durante el cual se desea analizar la estructura, se discretiza
en n instantes (0; �1; : : : ; �p; : : : ; T ). Se emplea ahora un procedimiento paso a paso
convencional en el cual el m�aximo valor de la historia de deformaciones equivalentes hasta
un cierto instante �

p
no se busca durante el intervalo continuo [0; �

p
], sino �unicamente

entre los valores de la deformaci�on equivalente en el conjunto discreto de instantes



174 M. Cerrolaza, R. Garc��a y J. Fl�orez L�opez

(0; �1; : : : �p). Es decir, la ley de evoluci�on del da~no (6c) y (7) se aproxima de la manera
siguiente

Dk(�
p
) = g( �Zk(�

p
))

�Zk(�
p
) = max(�"k

eq
) �= max((�"k

eq
(0); �"k

eq
(�1); : : : ; �"

k

eq
(�

p
))

(21)

b) Discretizaci�on espacial del contorno de las celdas de la cuadr��cula

El contorno de todas y cada una de las celdas se discretiza empleando elementos de
frontera (Figura 5).

Figura 5. Malla de elementos de frontera

Se tiene por tanto para cada instante �
p
y para cada celda k la siguiente ecuaci�on matricial

[Ak(Dk(�
p
))]fak(�

p
)g = [Bk(Dk(�

p
))]fbk(�

p
)g (22)

Las ecuaciones de compatibilidad y de equilibrio entre celdas (20) pueden ser tomadas
en cuenta mediante un adecuado ensamblaje de las matrices [Ak] y [Bk] de cada celda en
las matrices globales [A] y [B] empleando los algoritmos convencionales24 . Esto es posible
ya que el problema en nada se diferencia al de un medio el�astico estrati�cado, salvo que el
tensor de elasticidad efectivo (el t�ermino (1�Dk)H

ijkl
) de cada celda no es a priori conocido.

Se obtiene por lo tanto la siguiente ecuaci�on matricial para cada instante �
p

[A(D(�
p
))]fa(�

p
)g = [B(D(�

p
))]fb(�

p
)g (23)

donde D(�
p
) representa el campo de da~no de todo el s�olido en el instante �

p
y las matrices

fa(�
p
)g y fb(�

p
)g contienen las variables nodales de la cuadr��cula en el mismo instante.

El sistema de ecuaciones no lineal compuesto por las ecuaciones (23), (6c) y (7) de�nen
la aproximaci�on num�erica de la formulaci�on propuesta en este art��culo.

Algoritmo de resoluci�on

El sistema de ecuaciones de�nido en el apartado anterior puede ser resuelto por cualquiera
de los m�etodos convencionales. En las simulaciones num�ericas que se presentan en la siguien-
te secci�on, y con el objetivo de modi�car lo menos posible los programas convencionales
empleados en las resoluci�on de problemas el�asticos, el problema con da~no fue resuelto
utilizando el algoritmo de iteraci�on directa que se describe a continuaci�on.



An�alisis esfuerzos en dominios bidimensionales 175

Sup�ongase conocido el estado del s�olido en toda la historia previa al instante �
p
. El

problema consiste en determinar el campo de desplazamientos ~U(~x; �
p
) y de da~no D(~x; �

p
)

en ese instante. Para ello se procede de la siguiente manera:

a) En el campo D0(~x; �p) (da~no en la iteraci�on cero y el instante �
p
) se toma igual al da~no

del paso anterior D0(~x; �p) = D(~x; �
p�1).

b) El campo de desplazamientos ~U
q
(~x; �

p
) (desplazamientos en la iteraci�on q y el instante

�
p
) se calcula mediante la resoluci�on de la ecuaci�on (23) usando como campo de da~no el

obtenido en la iteraci�on q � 1.
c) El campo D

q
(~x; �

p
) (da~no en la iteraci�on q y el instante �

p
) se calcula empleando la

ecuaci�on (6c) y como campo de deformaciones equivalentes en el instante �
p
, el obtenido

a partir de ~U
q
(~x; �

p
) empleando la relaci�on (7).

d) Se veri�ca la convergencia del proceso iterativo estableciendo por ejemplo diferencias
m�aximas admisibles entre dos campos de desplazamientos y de da~no consecutivos. Si el
proceso no ha convergido todav��a, se procede a una nueva iteraci�on comenzando por el
paso b).

EJEMPLOS NUM�ERICOS

De�nici�on de la funci�on de da~no

Esta secci�on presenta y discute dos ejemplos num�ericos que muestran la potencia y
versatilidad del procedimiento propuesto en este trabajo. Se desarroll�o un programa de
ordenador basado en el algoritmo descrito en la secci�on precedente. El modelo propuesto
por Mazars26 fue adoptado y acoplado al esquema de celdas descrito anteriormente para ser
utilizado por el programa. Se emplearon las siguientes expresiones para la ley de evoluci�on
del da~no
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son constantes del material.

Las propiedades del material (concreto) usando en la simulaci�on son las siguientes:

G
i

- m�odulo de corte inicial = 13174,5 MPa
�
i

- coe�ciente de Poisson inicial = 0,215
A

t
- par�ametro para la ley de evoluci�on de tracciones = 0, 7858

B
t

- par�ametro para la ley de evoluci�on del da~no en tracci�on = 8857,39
A

c
- par�ametro para la ley de evoluci�on del da~no en compresi�on = 1,0267

B
c

- par�ametro para la ley de evoluci�on del da~no en compresi�on = 230,71
"d0 - umbral de deformaci�on inicial del da~no = 0,0001129
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Placa cuadrada sometida a desplazamientos verticales

El primer ejemplo discutido aqu�� es una placa cuadrada sometida a desplazamientos
verticales en su lado derecho, mientras que el lado izquierdo se considera �jo. Los bordes
superior e inferior est�an libres de tensiones. Una cuadr��cula de 25 celdas fue de�nida de
manera de calcular las deformaciones equivalentes en los 4 puntos internos de cada celda, es
decir, la deformaci�on equivalente fue calculada en 100 puntos internos de la placa. El usuario
puede de�nir tantos puntos internos como se desee de manera de re�nar los resultados. Cada
celda fue discretizada en 4 elementos de contorno con interpolaci�on lineal (2 nodos por
elemento), proporcionando as�� un total de 60 elementos de contorno y 36 puntos nodales.
La Figura 6 muestra la geometr��a y las condiciones de contorno de la placa, as�� como la
posici�on de los puntos internos.

Figura 6. Placa cuadrada sometida a desplazamientos verticales: geometr��a, condiciones de
contorno y puntos internos (4 elementos de contorno por celda)

El desplazamiento vertical impuesto en el lado derecho es igual a d = �0; 015 cm, el cual
se incrementa progresivamente con aumentos del 10 % hasta alcanzar su valor total.

Como es bien conocido, esta clase de problemas conduce a la formaci�on de una banda
diagonal de tracciones, la cual se desarrolla desde la esquina superior izquierda hasta la
esquina inferior derecha y causa la degradaci�on del material en consideraci�on. As�� los valores
m�aximos del da~no se esperan en estas dos esquinas. La Figura 7 ilustra la distribuci�on de los
valores del da~no para un valor del 70 % del desplazamiento total, mientras que la Figura 8
muestra un mapa de deformaciones equivalentes obtenido por interpolaci�on entre las celdas.

N�otese que los valores m�aximos del da~no est�an localizados alrededor de las esquinas de
la diagonal de tracci�on, tal y como se esperaba. La Figura 9 muestra los valores de da~no
obtenidos cuando el valor total del desplazamiento (100 %) es aplicado a la placa. Valores
de da~no hasta 0,7 fueron obtenidos antes de la falla del material.
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Figura 7. Distribuci�on del da~no en placa cuadrada (4 elementos de contorno por celda):
70 % del desplazamiento total

Figura 8. Deformaciones equivalentes en placa cuadrada: 70 % del desplazamiento total (los
valores est�an multiplicados por 1,0E5)

Figura 9. Distribuci�on del da~no en placa cuadrada (4 elementos de contorno por celda):
100 % del desplazamiento
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Este simple ejemplo muestra que el m�etodo aqu�� propuesto es capaz de determinar las
zonas cr��ticas del dominio en estudio, basado en un modelo simple y e�ciente de da~no no
local, como fue previamente discutido.

Varios n�umeros de puntos internos tambi�en usados de manera de evaluar como este
n�umero puede afectar los resultados. El an�alisis de los resultados num�ericos indica que
los valores del da~no son esencialmente los mismos cuando se utilizan n�umeros mayores de
puntos internos (9 �o 16 en cada celda).

Tambi�en se realizaron an�alisis de sensibilidad de manera de asegurar la estabilidad
del m�etodo, as�� como su independencia del n�umero de elementos de contorno usado para
discretizar el dominio. El mismo ejemplo anterior es ahora discretizado con dos mallas m�as
re�nadas de elementos de contorno. Estas mallas fueron de�nidas utilizando ahora 8 y 12
elementos de contorno lineales respectivamente para cada celda. Asimismo, fueron utilizados
4 puntos internos por celda, como se ilustra en la Figura 10.

Las Figuras 11 y 12 muestran los valores del da~no obtenidos con la malla re�nada de 8
elementos de contorno, al 70 % y al 100 % del desplazamiento impuesto, respectivamente.
N�otese que los resultados son pr�acticamente los mismos que se obtuvieron con la malla de
4 elementos de contorno por celda, con�rmando as�� que el algoritmo num�erico es estable e
independiente del grado de re�namiento de la malla de elementos de contorno.

Placa en L

Este ejemplo estudia el comportamiento de una placa en forma de \L" sometida a des-
plazamientos horizontales en su lado izquierdo, mientras que el lado derecho se considera
�jo. Ahora, las 12 celdas se discretizaron con 4 elementos de contorno para cada una, siendo
necesario de�nir 32 elementos de contorno y 21 puntos nodales, como muestra la Figura 13.

Figura 10. Placa cuadrada: geometr��a, condiciones de contorno y puntos internos (8 ele-
mentos de contorno por celda)
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Figura 11. Distribuci�on del da~no en placa cuadrada (8 elementos de contorno por celda):
70 % del desplazamiento total

Figura 12. Distribuci�on del da~no en placa cuadrada (8 elementos de contorno por celda):
100 % del desplazamiento

Figura 13. Placa en L sometida a desplazamientos horizontales: geometr��a, condiciones de
contorno y puntos internos
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En este ejemplo se utilizaron 9 puntos internos en aquellas celdas cercanas al punto
singular (esquina interna de la placa), ya que se espera que los valores m�aximos del da~no
se desarrollen en esa zona. En el resto de las celdas s�olo se utilizaron 4 puntos internos. La
Figura 14 muestra la distribuci�on del da~no obtenida bajo un 60 % del desplazamiento total,
mostrando una clara concentraci�on de altos valores de da~no en zonas adyacentes al punto
singular de la placa (punto de concentraci�on de tensiones). La Figura 15 ilustra de nuevo
el mapa de deformaciones equivalentes, obtenido por interpolaci�on entre las celdas.

Figura 14. Distribuci�on del da~no en placa L: 60 % del desplazamiento total

Figura 15. Deformaciones equivalentes en placa en L: 60 % del desplazamiento total (los
valores est�an multiplicados por 1,0E5)

La Figura 16 contiene la distribuci�on del da~no en la placa en L, pero ahora bajo un 100 %
del desplazamiento total. N�otese que los valores de da~no obtenidos alcanzan el valor 0,8.
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Figura 16. Distribuci�on del da~no en placa en L: 100 % del desplazamiento total

De nuevo, debe ser resaltado aqu�� que tambi�en fueron realizados an�alisis de sensibilidad,
de manera de garantizar que los resultados son independientes del grado de re�namiento de
la malla de elementos de contorno. Los valores de da~no obtenidos con mallas m�as re�nadas
fueron b�asicamente los mismos al ser comparados con los obtenidos con la malla mostrada
en la Figura 13. Las diferencias fueron menores del 5 %.

CONCLUSIONES

La necesidad del uso de procedimientos de regularizaci�on para la resoluci�on de proble-
mas empleando la teor��a del da~no continuo ha sido ampliamente demostrada en la lite-
ratura. Es por lo tanto claro que la implementaci�on num�erica de estos procedimientos
en programas comerciales de an�alisis estructural es una prioridad si se quieren desarrollar
aplicaciones industriales usando los conceptos de la teor��a del da~no continuo. Los modelos
no locales constituyen uno de los procedimientos de regularizaci�on m�as importantes. Sin
embargo, la implementaci�on num�erica de esta clase de modelos en programas de elementos
�nitos requiere modi�caciones extensivas de los c�odigos existentes y el almacenamiento de
una cantidad considerablemente mayor de datos con respecto a los modelos locales. Es
importante subrayar que en el caso considerado es necesaria la de�nici�on de dos mallas
independientes, una para la cuadr��cula de�nida por la ley de comportamiento y otra para
los elementos �nitos. Hasta la fecha no se conoce ning�un programa comercial de elementos
�nitos que haya incluido modelos no locales en su librer��a de materiales. No hay tampoco
programas comerciales de elementos �nitos que consideren la manipulaci�on de dos mallas
simult�aneamente.

Por otra parte, a diferencia del caso de los elementos �nitos, todos los programas co-
merciales de elementos de contorno consideran la posibilidad de medios estrati�cados con
diferentes propiedades el�asticas. La cuadr��cula introducida por el modelo de da~no puede ser
considerada como un caso particular de este tipo de problemas. La implementaci�on de este
tipo de modelos en programas comerciales es por lo tanto mucho m�as simple.

Puede argumentarse que al ser necesario de�nir una cuadr��cula se pierde la ventaja
principal del m�etodo de contorno, la no discretizaci�on del dominio del s�olido. Ello es
inevitable, puesto que la cuadr��cula no es una exigencia del m�etodo num�erico, sino que es
introducida para representar la naturaleza f��sica del problema. En cualquier caso, cuando se
usa el m�etodo de los elementos �nitos es necesario manejar simult�aneamente dos mallas



182 M. Cerrolaza, R. Garc��a y J. Fl�orez L�opez

independientes, mientras que con el m�etodo de los elementos de contorno s�olo una es
necesaria.

En resumen, es evidente que para el caso particular considerado el m�etodo de los elemen-
tos de frontera presenta ventajas obvias sobre cualquier otro m�etodo num�erico conocido.
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