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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 INTRODUCCION

Debido a la necesidad de métodos de evaluacion del grado de seguridad de
sistemas estructurales en ingenieria, en las tltimas déeadas se ha producido
un creciente interés por cuestiones experimentales, tedricas y computacionales
agsociadas al comportamiento de diversos materiales bajo accidén de cargas
extremas, especialmente en lo que se refiere a los mecanismos de degradacidn
que pueden producir el colapso estruetural.

El colapso de muchos materiales se produce frecuentemente como consecuencia de
la formacidn de bandas de localizacién de deformaciones de ancho muy pequeno
en comparacidn con las dimensiones estructurales del problema.  Desde un
punto de vista fenomenoldgico, la formacion de dichas bandas de localizacion
puede interpretarse como la concentracidn de defectos micro-estructurales, tales
como descohesion, interconexion de micro-fisuras o micro-poros, deslizamientos
de granos, ete., dependiendo del tipo del material. En materiales granulares,
tales como arenas y otros Lipos de suclos, las deformaciones se concentran en
bandas de cizalladura (shear bands) cuyo ancho pnede vaviar entre 10 a 20 veces
la dimension del grano. Las bandas de deslizamiento que se observan en los
metales ductiles son del orden de micrones y las macro-fisuras originadas a partir
de la conjugacion de micro-fisuras en materiales tales como hormigones, rocas o
cerdmicas, corresponden priacticamente a superficies de fallo,

Dada la complejidad intrinseca de los problemas de localizacion de deformaciones,
s6lo es posible realizar un estudio detallado de tales problemas mediante andlisis
numérico, A pesar de la gran cantidad de trabajos publicados en este tema en los
altimos anos vy de las importantes contribuciones obtenidas en el ambito de los
modelos tedricos ¥y numéricos para ln simulacion del comportamiento de diversos
materiales, log avances conseguidos en ¢l tema de localizacion son limitados en
el momento presente. I8 presente trabajo se centra en el mencionado drea de
conocimiento, que constituye todavia un desafio en el contexto de la mecdniea
computacional,
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1.2 ANTECEDENTES HISTORICOS

1.2.1 Teoria de la localizacion basada en la mecdniea del continuo

La teorin ¢ldsiea de la mecdnica del continuo asocin el fendmeno de localizacian
a la concentracidn de deformaciones ineldsticas en bandas delimitadas por dos
superficies paralelas a lo largo de las cuales se produce una discontinuidad en e
campo de deformaciones (Rudnicki v Rice 1975; Rice 1976; Vardoulakis ef ol
1978; Vardoulakis 1981). La formacion de dichas superficies de discontimiidad,
que ge denominardn a lo largo de este trabajo superficies de discontinuidad
débil, se debe a la pérdida de elipticidad local de las ecuaciones de equilibrio
incrementales (bifurcacion discontinua), cavacterizada por la singularidad del
tensor de localizacidn, Fn el dmbito de la elasto-plasticidad cldsica, local e
independiente de la velocidad (rate independent), la singularidad del tensor
de localizacion puede producirse al considerar régimen de ablandamiento de
tensiones y/o reglag de Auencia no asociadas (Hill 1958; Rudnicki v Rice 1975;
Hueckel y Maier 1977; Bigoni y Hueckel 1991, Ottosen y Runesson 1991),

Debido a gque la teorfa clisica de la mecdnica del continuo no establece un
limite para el valor del ancho de la banda de localizacién, salvo que exista
alguna restriceidn cinemdtica adicional, la forma mds estable de localizacidn
corresponde a la formacién de bandas de ancho nulo (st,m:i'. 197G; Ottosen
1986). Dentro del contexto de las aproximaciones numéricas por elementos finitos,
las interpolaciones usuales de las variables del problema iniplican deformaciones
continuag en el dominio del elemento. Dicha restriccidon cinemdtica impone que
la superficie de discontinuidad débil s6lo puede desarrollarse en lag interfaces
entre elementos y, por congiguiente, el dominio de un elemento corresponde a la
minima dimension que el ancho de banda puede tener. Esta limitacion impuesta
por el modelo numérico (malla de elementos finitos) es la responsable de la fuerte
dependencia respecto al tamano y orientacion de Jos elementos de la malla que
se obtiene en predicciones numéricas de problemas de localizacion (Steinmann
y Willam 1994). Con objeto de minimizar dichos efectos de dependencia, se
han desarrollado algunas téenicas que buscan capturar la banda de localizacion
mediante procesos de remallado adaptable (Ortiz y Quigley 1991; Zienkiewicz,
Huang y Pastor 1995) o mediante enriquecimiento de las funciones interpoladoras
elementales (Dl‘i.iz et al. 1987; Steinmann y Willam 1991).

Otro método muy empleado para obtener objetividad de lo respuesta con respecto
a la malla consiste en reqularizar el medio continuo, La principal caracteristica
de dichos medios regularizados es la existencia de una longitud intrinseca que
establece un limite para el valor del ancho de banda de localizacion (de Borst
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et al. 1993). Una de las estrategias comiinmente empleadas con esta finalidad
consiste en considerar el medio continuo no local, en el cual el comportamiento
no lineal del material en un punto depende no sélo de la evolucion de las
deformaciones en dicho punto, sino también de la evolucion de las deformaciones
en los puntos vecinos. La formulacion no local basiea consiste on sustitnir la
relacion local entre tensidn y deformacion por otra que relaciona la tension en un
punto con la deformacion media dentro de un volumen de tamaiio finito alrededor
de dicho punto (Bazant, Belytschko y Chang 1984).  Alternativamente, se
puede considerar como variables no locales las variables internag irreversilles qiie
gobiernan el comportamiento no lineal del material, tales como las deformaciones
meldsticas o las variables de dafio (Bazant v Lin 1988: Pijaudier-Cabot y Bazant
1987). Los modelos continuos de ovden superior (Higher-arder continuum m videls)
consideran que el comportamiento de un punto viene gobernado por el tensor de
deformaciones (o variables internag) en el punto y por sus sucesivos gradientes
(Aifantis 1984; de Borst v Mahlhaus 1992; Pamin 1994), pudiendo considerarse
como una aproximacion de los modelos no locales. En el easo de mediog slasto-
plasticos de orden superior (de Borst y Mithlhans 1992), la condicion de Huencia en
¢l espacio de tensiones viene definida en funcién del pardmetro de endurecimiento
@ y también de su Laplaciano ( ¢(o,a, Vi) = 0). En este easo, I formulacion
de clementos finitos se abtiene a partir de las formas débilex de lag condiciones
de equilibrio y consistencia plastica, interpolando tanto el multiplicador pldstico
como los desplazamientos mediante la misma discretizacion del dominio por
elementos finitos.  La regularizacion que se obtiene considerando el medio
continuo micropolar de Cosserat (Cosserat 1909; Mithlhaus v Vadoulakis 1987: de
Borst 1991, 1993; Steinmann y Willam 1991) puede interpretarse como un caso
particular de regulazizacion mediante el modelo continuo de orden superior. La
introduceion de la dependencia de la velocidad en el comportamiento no lineal
del material también ha sido un recurso frecuentemente utilizado para regularizar
el continuo (visco-plasticidad, Needleman 1988; Loret y Prevost 1990; Shiys v de
Borst 1992).

Dichos métodes de regularizacion del continuo garantizan la convergencia de
la respuesta con el refinamiento de la malla; sin embargo, presentan un alto
coste computacional, dada la necesidad de emplear elementos de tamafio inferior
al ancho de banda para capturar adecuadamente los elevados gradientes de
deformaciones en la zona de localizacion, que en problemas pricticos, corresponde
4 una regién de dimensiones muy pequefias respecto a las dimensiones del
problema.  Con objeto de soslayar dicho inconveniente numérico, Belytschko
et al.  (1990) y Fish y Belytschko (1990) han propuesto una interpolacidn
espectral basada en subdominios superpuestos a la mally de elementos finitos
para reproducir los elevados gradientes de deformaciones dentro del dominio de los
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elementos que contienen las regiones donde se produce la localizacién en medios
visco-plasticos.

1.2.2 Maodelo tedrico discreto de localizacion

El modelo tedrico disereto, muy empleado en ol contexto de la meecanica de
fractura no lineal, aborda el problema de localizacién de modo distinto, Desicde
un punto de vista macroscdpico, la zona de localizacion se considera ¢omo s
superficie de discontinuidad del campo de desplazamientos, que se denominara a
lo large de este trabajo superficie de discontinuidad Juerte. El comportamiiento
no lineal de la zona cercana al frente de formacién de la fisura se simula mediante
el modelo de fisura discreta cohesiva (Hillerborg et al. 1976; Hillerborg 1985:
Planas y Elices 1992), en ¢l cual se emplean relaciones constitutivas discretas
entre tensiones y desplazamientos relativos entre los labios de la discontinuidad,
Se considera en general que el comportamiento de In parte continua del sélido
es eldstico lineal y se utiliza un criterio de resistencia para detectar el inicio
de la fisuracion. En el caso de modo de apertura pura (Modo 1), se establece
un lfmite para la tension principal maxima (eriterio de Rankine) y la relacion
constitutiva disereta corresponde a una ley de reduccion de la componente normal
de la tensién en funcién de la apertura normal de la fisura. Dicha ley de reduceion
(o ablandamiento) se considera como una propiedad del material y se relaciona
directamente con el concepto de energle de fractura (Hillerborg 1976; Planas y
Elices 1992), Este hecho permite la simulacion del lamado efecto tamario (size
effect, Bazant 1993) que se caracteriza por la disminucion de la tensién nominal
de rotura y de la ductilidad de la respuesta estructural en el régimen posi-critico,
a medida que anmenta el tamaiio de la muestra experimental.

Un modo de aproximar numéricamente los modelog diseretos en el Ambito del
Método de los Elementos Finitos (MUE.F.) consiste en considerar los labios
de la discontinuidad como contornos adicionales del medio contino,  Puesto
que en general la trayectoria de la discontinuidad no se conoce a priory, dicha
aproximacion exige sofisticadas téenicas de yemallado con objeto de representar
la discontinuidad que se forma a lo largo del anslisis (Ingraffea y Saouma
1984; Bocea, Carpinteri y Valente 1990, 1991).  Larsson y Runesson ( 1995)
degarrollaron elementos de interfaz para analizar la propagacion de la linea de
discontinuidad. Se han propuesto también formulaciones de elementos finitos en
las que se incorporan funciones de interpolacion discontinuas capaces de describir
la cinemdtica nsociada a una discontinnidad en ol interior del elemento, con
objeto de evitar el elevado coste computacional asociado al proceso de remallado
(Dvorkin et al. 1990; Dyorkin y Assanelli 1991; Lotfi y Shing 1994; Klisinski ef
al. 1991 y Ohlsson y Olofsson 1997),
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1.2.3 Correlacion entre las teorias continuas y discretas

La teorfa de bandas de fisuracién cohesiva (crack band theory), presentada
por Bazant y Oh (1983), probablemente ha establecido por primera vez unn
correlacion entre lag teorfas discreta y continua,  En esta teorfa se propone
la utilizaciéon de una relacidn constituliva de continuo (entre tensiones y
deformaciones) para describir la degradacién del material dentro de la zona donde
se procesa la fisuracion (fracture process zone). El ancho de banda de localizacion
so considera una propiedad del material que, junto con el concepto de energfa de
fractura, definen la ley de ablandamiento de tensiones de la relacion constitutiva
del medio continuo. La ley de ablandamiento definida de este modo garantiza que
ln energfn consumida en el proceso disipativo dentro de la banda es finita ¢ igual
a la energfa que se consumirfa utilizando el modelo teérico disereto. La conexion
con este dltimo modelo tedrico queda aparente si se considera ol caso limite en
¢l cual ¢l ancho de banda tiende a cero. En el contexto de M.E.F., se pueden
incluir dentro de la teorfa de bandas de fisuracidn las llamadas aproximaciones
de Asuracian distribuida o difusa (mru:m‘rfrf. crack u.ppmanh.) utilizadas por Willam
et al. (1984), Cervera el al. (1987), Oliver el al. (1990), Oller (1988) y otros, en
las que el ancho de banda, que define la ley de ablandamiento, se relaciona con el
tamainio del elemento. En Oliver (1989) se deduce una expresion general para la
definicion de la llamada longitud coracteristica del elemento, con objeto de estimar
el ancho de la banda de localizacidn en mallag irregulares, Dichas aproximaciones
reducen substancialmente la dependencia del tamano de los elementos utilizacdos
en la malla, aungue, sin embargo, no son capaces de evitar la dependencia de la
orientacion o alineamiento de la malla (Oliver et al. 1990).

Con objeto de representar bandas de localizacion de ancho inferior al tamano del
elemento finito, una de las primeras aportaciones se debe a Pietruszcak y Mroz
(1981), donde se considera que el comportamiento del material dentro de la banda
de localizacion (de ancho constante) es rigido-plastico, mientras gue el material
fuera de Ia banda es eldstico lineal, Las deformaciones pldsticas que se desarrollan
dentro de la banda se promedian en el dominio del elemento y, posteriormente,
so anaden al campo de deformaciones eldstiens. En Belytschko ef al. (1088) se
anade un campo de deformaciones discontinuo al campo de deformaciones del
elemento para representar una banda de cizalladura de ancho constante y menor
que el tamano del elemento. El criterio de loealizacion y la orientacion de la
banda se establecen mediante el andlisis de bifurcacion,
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1.2.4 Simulacién de discontinuidad fuerte en el Ambito de la mecdnica
del continuo

En el trabajo pionero de Simd, Oliver v Armero (1993) se demostrd que, bajo
ciertas hipatesis, el modelo tedrico disereto puede interpretarse como ¢l caso Himite
del maodelo tedrico continuo, enando la banda de localizacién corresponde a un
dominio de medida nula (superficie de discontinuidad fuerte), En dicha situacién
limite, las deformaciones en la banda adquieren nun cardeter distribucional (delta
de Dirac) y, para que las ecunciones del continuo elasto-plastico independiente
dal tiempo tengan sentido fisico y matemdtico, las deformaciones pldsticas, nsf
como ¢l inverso del madule de ablandamiento, deben tener cardcter distribucional,
Para el caso unidimensional se demuestra que en la situacion limite, la relacion
constitutiva del continuo elasto-pldstico (entre tensidn y deformaeidn) da lugar a
una relacién discreta (entre tensién y salto) semejante a la que se emplea en los
modelos discretos. Para la simulacién numérica por elementos finitos, se indica
el método de deformaciones mejoradas (enhanced strain method), propuesto por
Simd ¥ Rifai (19!7]0) ¥ Simo y Armero (lﬂf)ﬁ)l como 1a herramienta adecuada para
representar ¢l eampo de deformaciones singulares en el dominio del elemento,
En Simé y Oliver (1994) y Oliver (1996b) se presenta la formulacion del método
de elementos finitos para la representacién de la discontinuidad fuerte en dos
dimensiones.  IEn Armero v Garikipati (1.95(13) se presenta la extension de |a
lormulacién para considerar deformaciones finitas en medios elasto-plasticos.
Una de las principales ventajas de esta nueva clase de aproximacién es que,
incluso permaneciendo dentro del Ambito de la teorfa continua, interpreta la
localizacidn como la concentracidn de deformaciones ineldsticas en una zona
de dimensién nula, sin que esto implique disipacion mula. Como consecucnaii,
un tnico modelo constitutivo sirve tanto para describir el comportamiento de
Ja parte continua del proceso de deformacién como de la discontinua,  Es
importante resaltar que los modelos de fisuracidon cohesiva carecen de esta
conexion entre log comportamientos en los regimenes continuo v discontinue.
Otro aspecto a resaltar en dicha clase de aproximacidn es que las formulaciones de
elementos finitos desarrolladas permiten obtener importantes avances referentes
a la independencia respecto de la malla utilizada, evidencidandose en los diversos
trabajos desarrollados posteriormente tratando diferentes tépicos (Oliver 19954,
1995b; Armero y Garikipati 1995; Oliver, Cervera y Manzoli 1997, 1998a, 1998h;
Armero 1997; Larsson, Runesson y Akesson 1995; Larsson, Runesson y Sture
1896; Oliver y Pulido (1998) y otros).

Un resultado importante obtenido por Simé, Oliver y Armero (1993) es que la
condicidn para la formacién de la discontinuidad fuerte se asocia a la singularidad
del tensor de localizacion correspondiente al madulo de ablandamiento nulo. sto
implica que la discontinuidad fuerte s6lo es consistente con régimen de plasticidacd
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perfecta, Dicho resultacdo se ha obtenido también para medios con dt-:gn-u'lm:i(ﬁn
eldstica esealar (Oliver 1996a), Por tanto, se puede coneluir que dicha elase de
aproximacion, tal como ha sido concebida originalmente, no aporta soluciones a
sibunciones mas germru]m an que la bifurcacion pundt: prmiut.'il'm en réghnen de
ablandamiento o, incluso, de endurecimiento (Ottosen y Runesson 1991),

1.3 OBJETIVOS

El objetivo principal del presente trabajo se puede resumir en extender la clase de
aproximacion de discontinuidad fuerte, originalmente propuesta por Simé, Oliver
y Armero (1993), con objeto de contemplar la posibilidad del empleo de leyes de
endurecimiento cualesquiera para representar el comportamiento del material,
Ademss, se busca establecer el vinculo definitivo entre los modelos teéricos
continuos, que consideran que la localizacion se asocia a la formacion de superficies
de discontinurdad débil, v 1a teorfa discontinua, que asocia la localizacidn con la
formacién de superficies de discontinuidad fuerte.

Para conseguir dichos objetivos, se supone que el proceso de loealizacion
comprende dos modos, continuo y discontimmo, pudiendo cada modo dominar en
una determinada fase del proceso de colapso. Por ello, se introduce el concepto
de anche de banda variable para establecer la transicion entre los modos de
localizacion continuoe y discontinuo. En lineas generales, ¢l modelo de localizacian
que se proponé se hasa en las siguientes hipotesis bisicas:

e Bl comportamiento del material se describe mediante las  ecuaciones
constitutivas cldsicas de medios continuos independientes de la velocidad de
cargi.

e El proceso de localizacion tiene lugar en un punto cuando se detecta la
condicién de localizacion, caracterizada por la singularidad del tensor de
localizacion.

o [ general el proceso de localizacion comienza en modo continuo, mediante
la formacién de una banda de localizacién de ancho finito comprendida entre
dos superficies de discontinuidad débil, A partir del instante de localizacidn, el
proceso disipativo se limita al material del interior de la banda, mientras que
los puntos de la vecindad, externos a la banda, experimentan descarga.

¢ A medida que crecen las deformaciones ineldsticas en el interior de la banda,
el ancho de banda disminuye gradualmente hasta colapsar en un dominio de
medida nula (superficie de disconbinuidad Juerte). El mecanismo de variacion
de la banda viene gobernado por principios energéticos, garantizando que la
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energin consumida en la formacién de la discontinuidad no sea nula.

h

/o

(©) (d)

Figura 1.1 Modelo idealizado de formacidn de la discontinuidad fuerie: n) formacidn de la
discontinuidad débil en el instante de bilureacion. b) v ¢) evelueidn del ancho de handa, o)
diseontinuidad fuerta,

La figura 1.1 ilustra el mecanismo de formacién de la discontinuidad idealizado en
un problema hipotético plano sometido & traccidon simple. En este cuso el proceso
de localizacidn se inicia mediante la formacién de una banda de cizalladura
(figura 1.1.8) que de modo gradual colapsa en una linea de discontinuidad fuerte
(figura 1,1.d). Se han utilizado diferentes tonalidades para indicar los niveles de
degradacion del material durante el proceso de carga con objeto de ilustrar que
el proceso disipativo sdlo se produce en el interior de la banda que, en una fase
avanzada del proceso de carga, corresponde a una linea de discontinuidacd,

Para concretar el objetivo expuesto, se plantean los sipuientes objetivos bisicos
parciales:

e Definicidn de la cinemdftica apropiada para representar la variacion del ancho
de banda de la localizacion,

e Anilisis de bifurcacién para los modelos constitutivos que se consideran en
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el presente trabajo, con el propdsito de detectar el instante do inicio de
localizacidn,

¢ Anilisis de discontinuidad fuerte para establecer las condiciones consistentes
con el régimen de discontinnidad fuerte y obtener informacion referida a la
relacion constitutiva discreta que emerge de la continua.

e Definicion de un modelo de ancho de banda variable,

o Andlisis termodindimico con objeto de establecer una correlacion con los
principios de la mecdnica de fractura no lineal,

e Desamrollo del método de elementos fnitos basado en el inctodo de las
deformaciones mejoradas, eapaz de vepresentar numéricamente ol proceso de
formacion de la discontinuidad fuerte,

s Validacidn numérica de la aproximacion propuesta.

La investigacién desarrollada se ha centrado en deformaciones mfinitesimnles e
medios elnsto-plisticos y en medios con degradacién eldstica escalar.

1.4 CONTENIDO DEL PRESENTE TRABAJO

Para la materializacion de los objetivos anteriormente mencionados, el presente
trabajo se estructura en 8 eapitulos,

El capitulo 2 introduce los aspectos bdsicos que intervienen en el problema
de localizacion, utilizando la situacion mis sencilla correspondiente a medios
unidimensionales elasto-pldsticos independientes de la velocidad de carea. Se
presentan, de forma resumida, las diferentes teorfas de localizacion. se identifica
la falta de unicidad de la solucién localizada como responsable de las dificultades
nuiméricas coninmente encontradas, presentdndose algunas técnicas cmplendas
corrientemente con el propésito de soslayar dichas dificultades, Luego se detalla
la cinemdtica que se propone para la descripeion del modelo de formacidn de la
discontinuidad fuerte, procediéndose al andlisis de bifurcacion y de discontinmidad
fuerte, del que se obtiene la correlacion con la teorin disereta, Se detniestrn
que en régimen de discontinuidad fuerte la solucion localizada es tnica v que Ia
localizacion siempre se produce en régimen de discontinuidad fuerte v, por tanto,
para problemas elasto-plisticos en una dimension, se puede prescindiv del madelo
de variacion de banda.

En el capitulo 3 se presenta la formulacién del método de los elementos finitos
para problemas unidimensionales basado en el método de las deformacionis
mejoradas, exponiendo un ejemplo numérico donde se demuestra la capacidid
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de la formulacién para representar exactamente el comportamiento predicho por
la teorfa deserita en el capitulo 2, asf como la completa independencia de la
discretizacion del dominio espacial mediante elementos finitos.

En el capftulo 4 se extiende la teorfa desarrollada en el capftulo 2 para casos
bidimensionales en medios elasto-pldsticos y con degradacidn eldstica escalar,
Mediante los andlisis de bifurcacién y de discontinuidad fuerte se demuestra que
ol modelo de varlacion de banda es lindamental en casos multidimensionales.
Por ello, se propone un modelo de varincién de banda en funcién de una variable
interna tipo tensidn. Se demuestra que en régimen de discontinuidad fuerte la
relacion constitutiva continua (entre tensiones y deformaciones) se transforma en
una relacion constitutiva del tipo discreta (entre tensiones y saltos) y se deducen
las expresiones de las relaciones constitutivas diseretas intrinsecas de algunos
modelos constitutivos elasto-plasticos corrientes. Del andlisis termodindamico de
la energia consumida en la formacion de la linea de discontinuidad, se obtiene 1a
correlacién con los principios de la meednica de fractura no lineal,

En el capitulo 5 se generaliza la formulacién de elementos finitos presentada en
el capitulo 3 para contemplar la simulacion de la formacién de la discontinuidad
fuerte en dos dimensiones, de acuerdo con la teorfa propuesta en el capitulo 4.

En los capftulos 6 y 7 se presenta la validacion del modelo tedrico y de
la aproximacién numérica propuesta para simular el mecanismo de colapso
de sistemas estructurales. El capftulo 6 se dediea a medios elasto-pldsticos,
centrando los estudios en la simulacion de mecanismos de colapso en problemas
geotécnicos. El capitulo 7 se centra en medios elisticos degradables, aplicandose,
fundamentalmente, a problemas de fractura en hormigones,

Finalmente, en ¢l capitulo 8 se presentan las conclusiones del estudio, se destacan
las aportaciones originales y se sugieren futuras lineas de investigacidn,
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DISCONTINUIDADES FUERTES EN
PROBLEMAS UNIDIMENSIONALES

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presentan log aspectos fundamentales involucrados en ln
formulacion y aproximacion numérica de la discontinuidad fuerte para problemas
unidimensionales. Ll objetivo es, partiendo de la situacion mag sencilla, como es
el caso unidimensional, introducir algunas consideraciones v conceptos bisicos,
asf como plantear cuestiones que serdn adtiles para el entendimiento de la
aproximacion propuesta en el presente frabajo para contextos mis penerales,
A pesar de que solamente se considera ¢l modelo constitutivo elasto-plastico
unidimensional, los aspectos tedricos presentados aqui son los misnios prosentes
en otros modelos locales & independientes de 1a velocidad (rate independent ).

En los apartados 2.2 y 2.3 se describen las ecuaciones de gobierno v las ecunciones
constitutivas de medios elasto-pldsticos unidimensionales. En ol apartado 2.4,
a través del andlisis de bifurcacidn discontinua, se obtienen las condiciones
necesaring para la apavicion de Ia localizacién de deformaciones. En el apartaco
2.5, mediante un gjemplo unidimensional ilustrativo, se muestra 1o falta de
unicidad de la solucion del problema de contorne en ol régimen post-bifurewcion
y se asocia dicha falta de unicidad con la dependencia del tamano de la malla
de elementos finitos que se utiliza en la solncién munérica del problema.  Eu
el apartado 2.6 se describen las cinemiticas de la discontinuidsad débil v Tuerte
¥ se propone una cinemdtica alternativa y iinica para representar ambos tipos
de discontinuidad.  Posteriormente, a través del andlisis de discontinnidad
Juerte, se obtienen las condiciones necesarias para que el problema siga teniendo
sentido ffsico y matemdtico en régimen de discontinnidad fmerte, v también se
detnuestra la conexion existente entre la aproximacion de discontinuidad fuerte
con las lamadas aprowimaciones diseretas, Bajo las condiciones consistentos
con el régimen de discontinnidad fuerte, en el apartado 2.7. se propouet
dos aproximaciones diferentes para deseribir la discontinuidad fuerte:  via
relacién constitutiva de continio o via relacion constitntiva diserela, Aclennids,
se demuestra la unicidad de la solucion localizada dal problema ilustrativo
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unidimensional.  En el anexo A, se describen de forma resumida algunas
estrategins alternativas cominmente empleadas en la mecdnica computacional
para evitar la dependencia del tamatio de la malla de elementos finitos.

2.2 ECUACIONES DE GORBRIERNO

Ein este apartado se presentan las ecuaciones que gobiernan el comportamiento
de los solidos bajo estados de carga estatica o cuasi-estatica (Malvern 1969).

Considérese el dominio wnidimensional © € IR constituido por un material
homogéneo y sea u(z,1) el desplazamiento en un punto z € Q en el instante
de tiempo ¢. El campo de deformaciones se escribe como

_ Gufx,t)

£z t) pp

(2.1)

La formulacion se vestringe al caso cuasi-estdtico, donde los efectos inerciales se
desprecian. En este caso, las tensiones deben satisfacer la ecuacion de aquilibrio
local

da(z,1)

2,1) =0 ;
B + f(z,1) en £ (2.2)

donde o(z,t) representa el campo de tensiones y [z, t) representa lag fuerzas
volumétricas, Las condiciones de contorno del problema se especifican como

A
enl',
en I,

th i
o =

(2:3)

®

donde I', N0, =0y I UL, = [, y I' representa el contorno compuesto por los
dog extremos del dominio (2.

Si se considera que la tension es funcién del campo de deformaciones & Yo por
consiguiente, de acuerdo con (2.1) es funeién del campo de desplazamientos «,
entonces la ecuacion diferencial (2.2) juntamente con las condiciones de contorno
(2.3) definen el problema de valores de contorno, cuya tinica incognita es el campo
de desplazamientos u(z, 1),

En el préximo apartado se particulariza el problema, definiendo la tensicn
localmente en funcién de la deformacion, a través del modelo constitutivo elasto-
pldatico.
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2.3 ECUACIONES CONSTITUTIVAS DE ELASTO-PLASTICIDAD UNIDI-
MENSIONAL
Se deseriben a continuacién lag ccuaciones constitutivas de la elasto-plasticicdacd
clagica local ¢ independiente de la velocidad (rate independent) para problemas
unidimensionales (Simé y Hughes).

2.3.1 Definiciones bdsicas

La relacién incremental entre tension y deformacion puede eseribirse de la forma

o= E(é - &) = [2° (2.4)

donde £° y #P representan, respectivamente, la parte eldstica y plastica de la
deformacion e y E representa el médulo de elasticidad. El operador (o) indica la

derivada de () con respecto al tiempo, es decir, (s)= %}1 L. La parte plastica de
la tasa de deformaciones, #7, se define mediante la regla de flujo

&' =y7h (2.5)

donde /i indica el sentido del flujo pldstico, mientras que el multiplicador plastico,
v = 0, establece su magnitud.

El dominie eldstico, donde no hay evolucion de deformaciones plasticas, viene
delimitado en el espacio de lag tensiones por

ple.q) =0 (2.6)

donde q representa el conjunto de variables internas que gobiernan la evolucion
del dominio elastico, delimitado por la superficie de fluencia que estd formada
por los puntos que cumplen ln condicion ¢ = 0. Para el caso de endurecimient.o
is6tropo, se define el eriterio de fluencia de la forma

Plog)=lo|=o,4+q<0 (2.7)

U B onson de problomes gue uo dapondan dol tinipo, a vavisbls ¢ indie un pinlg-tampa el

proceso dd cargs cunkioatition. B eato o, so consldoen qie s decbvmilng dooan dotermiinmdo Callipo TeRpeto
i L vepresantin bisis de varineidn de dicho enmpo n'lo lnvgo del proceso da v,
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donde o, es la tension de fluencia y q < ay representa la wvariable de
endurecimiento/ablandamiento, cuya evolucién viene dada por

q=—H(qg) e (2.8)
donde ¢ es la deformacidn plistica equivalente, definida por
@ =74 (2.9)

y H es el modulo de endurecimiento/ablandamiento.

En general, se supone que /i y # se obtienen de la funcion de potencial plistico,
¢ (o, q), haciendo

i (o, q)
b

d¢ (o, q)
q

=

§F =

In egte capitulo se considera el caso particular de plasticidad asociada que se
caracteriza por ¢ = ¢. Por tanto, a partir de la definicién (2.7), se obtiene

R [ Hl osie=0
M= e sign (o) { o1 e (2.10)
Y
§=1 (2.11)
donde se concluye que
e?' = vysign(o) (2.12)
y
(= (2.13)

Se clasifica el tipo de comportamiento elasto-plastico del material de acuerde con
el signo de H, o sea '

H =0 : endurecimiento
H =10 : plasticidad perfecta
H <=0 : ablandamiento
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2.3.2 Condiciones de carga y descarga

El comportamiento del material puede dejar de ser eldstico cuando la trayectoria
de tension alcanza la superficie de fluencia. A partir de entonees, un eventual
proceso de carga elasto-pldstico se caracteriza por la evolucion de la componente
plastica de la deformacidn, que, segiin (2.5), implica v = 0, A su vez,
¢l comportamiento eldstico o neutro se caracteriza por la no evolucion de la
deformacion plastica, esto es, v = 0.

Los comportamientos eldstico v elasto-pldstico, asf eomo la naturaleza irveversible
del flujo plistico, quedan completamente caracterizados por las condiciones de
carga-descarga de Kuhn-"Tucker

v=0 ¢lo,g) <0 yd(o,g)=0 (2.14)

conjuntamente con la condicidn de persistencia
v (e, q) =0 (2.15)

Dichas condiciones establecen que:

=0 =t 4=0=+0=F¢ (eldstico)
h=0 = y=0=d=E: (descarga eldstica)
¢=10 Y - { Y=0 = o= E¢ (carga neutra)
' ¥=0 =% &= FEE—£") (carga plastica)

(2.16)
2.3.3 Relacién constitutiva incremental. Operador elasto-plistico
tangente

En caso de carga plastica o neutra, la condicion de pewsistencia, ¢ = 0, impuesta
a (2.7) resulta

sign(o)é = g =~H (2.17)

sustituyendo ahora la expresion del multiplicador plastico obtenido a través de
(2.12) en la ecuacién anterior, se tiene

(2.18)
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e H=0
Oy |- *.‘:.': ........ =H=0
D
P }‘, H<0
A E
’
)

Figura 2.1 Curva tensidn-desplazamiento ipica del modeolo constitutivo elasto-plistico 10

Finalmente, reemplazando (2.18) en (2.4) se obtiene la relacién en tasa entre
tensiones v deformaciones para la situacion de carga plistiea,

EH
E+H

&= E= D¢ (2.19)

siendo 12 = £ H/(E + H) el operador elasto-plistico tangente.

Fn la figura 2.1 se muestra la curva de tensién versus deformacion de un punto
material, tipica del modelo constitutivo presentado anteriormente, Nétese que en
descarga desde cualquier punto el material se comporta eldsticamente, siguiendo
la relacién constitutiva

g=[

2.4 CONDICION DE LOCALIZACION. ANALISIS DE BIFURCACION DIS-
CONTINUA

En este apartado se obtienen las condiciones para la aparicién de la bifurcacion
discontinua, en la que ¢l campo de deformaciones deja de ser continuo, mientras
el eampo de desplazamiento permanece continue, Este tipo de discontinuidad es
comiinmente referido como discontinuidad débil. Dicha forma de mestabilidad,
presente on descripciones constitutivas continuas o macroscopicas (tension versus
deformacién) de la deformacidn no eldstica del material, ha sido utilizada como
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Figura 2.2 Ejomplo de loolizneidn unidimensional

hipdtesis para explicar y caracterizar los camblos repentinos en el campo de
deformacién con la formacion de bandas de deformacion intensa, observados en
diversos materiales (Nadai 1931; Hill 1958; Rudinicki y Rice 1975; Rice 1976:
Ottosen y Runesson 1991; Otlosen; Runesson y Peric 1991).

Como se verd en log proximos capftulos, el andlisis realizado en este
apartado, a pesar de estar centrado en ¢l modelo elasto-plastico unidimensional,
es esencialmente ¢l mismo que se aplica en modelos de elasto-plasticidad
multidimensional o en modelos de dafio continuo.

2.4.1 Cinemdtica y estditica del problema

Considérese una barra cuyo eje s¢ representa a través de un  dominio
unidimensional {2 homogéneo sometido a una carga mondtona y proporcional. Se
husca en qué momento del proceso de carga puede ocurrir bifurcacion discontinua,
tal que la tasa de deformacién subsiguiente es discontinua a través de dos secciones
transversales que confinan una banda de localizacion de deformacion 2" (ver
figura 2.2). En esta situacion, la tasa de deformacion en el interior de la banda

de localizacion, £ s B€ expresa de la. forma

En = &+ (2.20)

donde # es la tasa de deformacion en el exterior de la banda vy A e4 el modo
bifurcado de la tasa de deformacion. Para que el cuerpo siga en equilibrio, la tasa
de la tension debe ser continua a través de los bordes de 1a banda de loealizacion,
es deeir

i [

Un\n" = o

=0 (2.21)

doncle & aan ¥ Ty, representan las tasas de tensiones dentro y fuera de la banda,
respectivamente,
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2.4.2 Anilisis de bifurcaciéon

Considérese que antes de la bifureacion la barra Auye pldsticamente de manera
uniforme con tensiones y deformaciones también uniformes. Suponiendo gue
el comportamiento constitutivo del material no depende de la velocidad, en la
inminencia de la localizacion las tasas de las tensiones dentro v fuera de la banda
se deseriben de la forma

T o =I%ﬂ(é+ﬁ) y =D B (2.22)

iy ih AR h

donde DD, y Dn\n’* son los operadores constitutivos tangente dentro v fuera de la
banda, respectivamente. La condicion de equilibrio (2.21) impone entonces que

(P = D) E+D, B=0 (2.23)

ah Pk

Suponiendo que el mismo operador tangente I gobierna el comportamiento del
material dentro y fuera de la banda (coincidiendo con el concepto de sélide lineal
de comparacién de Hill 1958), la expresion anterior se transforma en

D=0 (2,24)

En el contexto de la teorfa de plasticidad esta suposicion corresponde n la
bifurcacidn con carga plastica dentro y fuera de la banda. Sustituyendo la
expresion del operador elasto-pléstico tangente de la ecuacion (2.19) en la
ecuacién (2.24), se obtiene
EH o

W] f=0 (2.25)
lo que quiere decir que la condicién necesaria para la bifurcacion del tipo
plistico/plastico (7 # 0 en (2.25)) es H = 0. En el anejo B (capftulo 4) se
demuestra que valores negativos del médulo [ hacen con que la bifurcacion
ocurra con descarga eldstica fuera y carga plistica dentro de la banda (véase
también Runesson ef al. 1991). Por tanto, la condicion necesaria para que se
produzca la bifurcacién con aparicién de discontinuidad en el campo de (la taga
de) deformaciones es

T (2.26)

En el caso de ablandamiento, la bifureacion solamente puede ocurrir con descarga
elastica fuera do la banda, Para el caso de plasticidad perfecta, la bifurcacion
puede ocurrir con carga pldstica o comportamiento neutro fuera de la banda,
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Figura 2.3 Ejemplo ilustrativo de localizacidn unidimensional

Observacién 2.1 En ningiin momento se ha especificado el anchio de la
posible banda de localizacidn y, en principio, éste puede tener cualguier
valor. Por tanto, se puede concluir que dicho modelo constitutivo
no introduce ninguna longitud intrinseca asociada a la dimensién del
ancho de la banda, BEste hecho es tipico de log medios continnos
clasicos loeales ¢ independientes de la velocidad (rate independent)
(De Borst et al. 1993) y, como se verd en el préximo apartado, es
el responsable de la falta de unicidad de la solucién del problema de
COT t.(}l'l'.l{} A

2.6 EJEMPLO ILUSTRATIVO DE LOCALIZACION UNIDIMENSIONAL

2.5.1 Deseripeién del problema

Considérese el ejemplo hipotético de la figura 2.3, donde una barra cuyo ejo se
representa por el dominio unimensional §2 = [0, {] se somete a un desplazamiento
creciente en su extremo &(¢). Suponiendo que la seceion transversal es constante
y que no hay fuerzas volumétricas, la condicidn de equilibrio (2.2) establece que
el campo de tensiones o(z, ) es homogéneo en {1, Considérese también que ol
comportamiento del material se describe por el modelo constitutivo elasto-plistico
con ablandamiento, o sea |, con H < (.

Naturalmente, después de excederse la tension de fluencin o, o material deja de
presentar comportamiento eldstico y una posible solucién es que todos los puntos
fluyan plasticamente de forma idéntica, manteniendo el campo de deformacion.
e(z,t), homogéneo en {2. Como se vio en el apartado anterior, para el caso de
ablandamiento, esta solucion es inestable y cualquier perturbacidn puede dar
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lugar a una solucidn localizada, donde solamente una parte del dominio Huye
plasticamente, mientras las demds partes descargan elisticamente. En problemas
reales, donde log campos de tengiones y deformaciones son raramente uniformes,
Ia localizacion es inducida justamente por la falta de homogeneidad de dichos
CAMPOs,

Para excluir la posibilidad de solucidn homogénea, considérese una reduceion
infinitesimal de la tensién de fluencia en una parte del dominio £ ¢ € de la
fignra 2.3, Considerando que el campo de deformacién en O sigue homogéneo
en todo el proceso de carga, la tnica solucidn posible se caracteriza por carga
plastica en §2" y descarga eldstica en Q\(":

{ £ = -ﬁr (campo primario en descarga eldstica)

£ D1g = (4 + )@ (campo bifurcado en carga plastica)

wh =
valido para £ = 5, donde {54 es el instante de bifurcacién, que, en este caso,

coinecide con el inicio del comportamiento elasto-plistico, y & = & =]

gl igh

La tasa del alargamiento total viene entonces dado por

. . . o h
=(l—h) i ThEy =0 (E + ﬁ) para t = tg

Obsérvese que en el desarrollo anterior se ha supuesto que ¢l campo de
deformaciones en " es homogéneo, incluso durante carga pléstica.

Para instantes anteriores a la bifurcacion, el comportamiento del material es
eldstico y el eampo de (la taga de) deformaciones e homogéneo en ). Por tanto,
I tasa del alargamiento viene dado por

. g
d=él==I parat <iy
L

Denotando por F' la reaccién en la extremidad donde se impone el desplazamiento
y por A el drea de la seccidn transversal, se puede coneluir que

g F=A 5]— b para | < Ly
F=0A= . o i 2.27
{ F=Ay ?+’J’.i.'h 6 paral>tp )
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La figura 2.4.a muestra la multiplicidad de soluciones posibles generadas por
(2.27), dependiendo de la relacion n = [ / b, entre la longitud del dominio Q y el
ancho de la banda de localizacién.

2.5.2 Dependencia de la solucién con la malla de elementos finitos

En el contexto de M.EF., la parte del dominio £, para la cual se considera
un campo de delormacidn homogéneo, corresponderia al dominio de uno de
los elementos finitos utilizados en la discretizacion de 2, puesto que las
interpolaciones estdndar del campo de desplazamientos establecen un campo
deformacién continuo en el dominio de cada elemento, aungue posiblemente
discontinuo en las interfaces entre elementos. Asf, se puede coneluir que el tamano
tipico de la discretizacion utilizada en la aproximacién numérica esténdar por el
MLIE.F. establece la longitud minima de la banda de loealizacion, Considerandose
una subdivision del dominio £2 en elementos finitos de longitud h, n = [/h
indicarfa el ntimero de elementos utilizados en la diseretizacion y, por tanto,
la figura 2.4.a pone de manifiesto la dependencia de la respuesta con la malla de
elementos finitos adoptada.

En los iltimos tiempos se han propuesto diversas estrategiag con el objetivo de
evitar la dependencia del tamanio de la malla. Una de ellas, muy empleada
en las llamadas aproximaciones de fisura distribuida (smeared crack approach),
consiste en adoptar el madulo de ablandamiento proporcionalmente al tamano
del elemento, de manera de garantizar la correcta energia disipada (Bazant
y Oh 1983, Willam et al. 1984; Cervera et al. 1987; Oliver ef al.  1990;
Oller 1988). Por otro lado, en los lamados modelos de interfuz o discretos,
utilizados en la representacién de la propagacion de fracturas en liormigones o
rocas (Hillerborg ef al. 1976; Planas y Elices 1992), se interpreta la banda como
una interfaz discontimia cuyo comportamiento se representa a través de relaciones
constitutivas diseretas entre tensiones y desplazamientos relativos entre sus labios,
En el anexo A de este capftulo se presentan anibas aproximaciones de manera mis
detallada, y se las aplica al problema ilustrativo unidimensional estudiado en este
apartado.

Obsérvese que los modelos diseretos son consistentes con el planteamiento que
considera que, después de la bifurcacidn, la forma de loculizacién mis estable y
mds aceptable fisicamente corresponde a la formacion de bandas de localizacion
de ancho nulo (h — 0) (Bazant 197G y Ottosen 198G), es decir, superficies
de discontinuidades en el campo de desplazamientos (discontimuidades Jueries).
Natese que en el ejemplo anterior se supuso que el campo de desplazamiento en
la banda de localizacion (2" es homogéneo, sin embargo dicha restriccion earece
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i) FA
=l
Ao, |- It i
1 =¥ca
n=1
n=10 n=4 n=2
-—
o
b) :
FA
A“.\l =
|
EH
we HI+E
KA
—.!T

Figura 2.4 Solucién del ejemplo de traccidn uniaxial 1D:a) Dependeneia de la anehurs do In
banda, b} Solueidn dnica de la discontinnidad fuerte,

de sentido fisico. En realidad lag soluciones obtenidas para enalquier valor da
dimension de £ diferente de cero no es estable, puesto que la parte (4, que
fluye plasticamente con ablandamiento, a su vez es susceptible de hifurcacion.
Este hecho demuestra la tendencia natural de que la localizacion tenga lugar en
un espacio de medida nala, El modelo numérico del problema por el M.E.F.
estindar aproxima dicha solucidn, puesto que las deformaciones se concentran

en ¢l dominio de un elemento, que es la mmima dimension establecida por la
discretizacidn.

Naturalmente, la localizacion en banda de dimensién nula genera deformaciones
no acotadas, que, para casos de materinles olasto-plisticos con ablandamiento,
dan lugar a la formacién de superficies de discontinuidades sin disipacién pldatica
(véase el caso de n — oo en la figura 2.4.a), lo que no refleja el comportamiento
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lisico de los materiales (Bazant y Belytschko 1985). En los modelos discretos
este inconveniente no existe ya que el concepto de deformacion se abandona en la
interfaz, donde el comportamiento del material pasa a representarse por relaciones
constitutivas discretas (tension versus desplazamiento) con ablandamiento de
tensiones.

En el proximo apartado, a través del andlisis de discontinudad fuerte (Simo,
Oliver v Armerol993), se obtendrin las condiciones necesariag para que el
comportamiento del materinl en el interior de una banda de localizacién
de dimensién nula, al contrario de los modelos discretos, también puedan
representarse a través de relaciones coustitutivas continuas (tension versus
deformacién), manteniendo el gentido {igico y matemdtico del problema de
contorno.

2,6 ANALISIS DE DISCONTINUIDAD FUERTE

2.6.1 Cinemdltica

Congidérese nuevamente la barra de seccion transversal A cuyo eje pertenece al
dominio unidimensional 2 C IR formacdo por los puntos materiales 2. Considérese
también una superficie material § | correspondiente a la seccién transversal
situada en el punto z, € €2, que divide el dominio {2 en dos partes QO v -
(véase la figura 2.5)

Se describen a continuacion las cinemdticas de los posibles tipos de discontinuicdad
en los campos de desplazamientos y deformaciones (Oliver, Cervera y Manzoli
1998a, 1998h).

Cinemidtica de la discontinuidad débil

La discontinuidad débil se caracteriza por la presencia de discontinuidad en el
campo de deformaciones mientras que el campo de desplazamientos es continuo,
Claramente, dicha cinemdtica es consistente con la presencia do bandas de
localizacion de longitud finita, como muestra la figura 2.5.4.

El campo de la tasa de desplazamientos localizado para este caso puede
descomponerse de la forma (véase fipura 2.5.0)

i, t) =i (2, 1) + [a] () M, () (2.28)
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donde % es la parte regular del campo de desplazamientos, [u] es un campo de
desplazamientos considerado uniforme en Q y M o @8 la funcidn rampa, tal que
Hy =0Ve € Q7 M, = 1VYe € Q y varfa linealmente entre 0 y 1 en la
banda 2", como muestra la figura 2.5.a. Nétese que en este caso [u] representa
la diferencia entre los desplazamientos en la superficies St y & que delimitan la
banda 2",

El campo de la tasa de deformaciones compatible con (2.28) viene dado por

iz, t) . , 1
&(z,1) = o =B (x) + [] () 7 o (x) (2.29)
donde & = Au/0x representa la parte primaria o reqular del campo de

deformaciones y e, = OH_, /O es la funcidn de colocacién puesta en
(o =1Vz €y =0 Yo € Q\Q),

Cinemdtica de la discontinuidad fuerte

En el caso de discontinuidad fuerte, se considera que el campo de desplazamientos
es discontinuo en la superficie 8. Dicha cinemstica se obtiene haciendo el ancho
de la banda h tender a cero en la cinemdtica de discontinuidaces débiles, deserita
anteriormente, Asf, la banda 2" colapsa en la superficie 8 . denominada ahora
superficie de discontinuidad (véase figura 2.5.b), ¥ la cinemdtica correspondiente
viene dada por

(@, b) =1 (z,t) + [a](t) H,(z) (2.30)
Y
£, 1) = ‘)”él ) od (a,) + [ (t) 6, (x) (2.31)

donde ahora M, = limy, H; , representa la funcidn escalon en 8 tal que H, =0
Vee( yH, =1Vre Q' dv(mae figura 2.5.b) y &, = limy o pueu /b vepresenta
la. distribucion de Dirac situada en 8, que se caracteriza por

8, =0 en(\S

5§ — oo end (2.32)

siendo que

[sdr=0pl,., Voec=(@ (2.43)
it
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Figura 2.5 Cinemdtica: a) Discontimiidad débil. b) Discontinuidad fuerte. ) Cinemdtica
regularizada de la discontinuidad fuerte.
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Nétese que en este cago [u] representa el salto del campo de desplazamiento en
S (vease la figura 2.5.h).

Observacion 2.2 La presencia de la distribucién de Dirac en (2.31)
pone de manifiesto el cardeter distribucional y no acotado del campo de
deformaciones compatible con el campo de desplazamiento discontinuo
(2.30).

Cinemdlica representativa de la discontinuidad débil y fuerte

A efectos de la formulacion del modelo numérico que se hard mds adelante,
considérese la deseripeion cinemédtica alternativa deserita por

(e, t) = (x,t) + [a](t) M, (2) (2.34)

Ea, 1) =# (2, 0) + [ (1) ht) () (2.35)

donde £= @ 4 /9, p, es la funcion de colocacion en S (g =1en 8y p, =10
en {1\S) ¥ k' es el ancho ficticie de la banda de localizac icjn, que en principio,
puede variar a lo largo del tempo.

Como puede verificarse (véase la figura 2.5.¢), dicha descripcion cinemditica
se aproxima a la correspondiente a la discontinuidad débil cuando b es
suficientemente pequeno comparado con el tamano tipico de §2. En este caso,
W' es una aproximacién de h. Ademads, se puede congiderar que dicha einemdticn
representa la forma regularizada de la correspondiente a la discontinuidad fuerte,
puesto que, cuando /' — 0, el mmpm de Ia tasa de deformaciones (2.35) degenera
en (2.31) (véase la figuras 2.5.a, 25.b y 2.5.¢).

Observacion 2.8 Salvo cuando &' = 0, el campo de deformacion (2.35)
no es compatible con el campo de desplazamiento descrito en (2.34),
es decir, en general & £ Ou/dr.

Observacion 2.4 Aunque el campo de desplazamientos presenta una
discontinuidad, en general el campo de deformaciones es acotada (salvo
cuando b’ — 0).
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Dada la versatilidad de esta descripeion cinemdtics, en los signientes apartados
se la utilizard en la representacion de la discontinuidad débil v fuerte, donde ésta
iltima se obtiene haciendo tender i a cero.

2.6.2 Anilisis de soluciones exhibiendo discontinuidad fuerte

Primeramente se obtendrin las condiciones necesariag para la bifurcacion con la
aparicion de la discontinuidad ([i] # 0), considerando ¢l campo de la tasa de
deformaciones descrito por (2.35) para un problema unidimensional general, ne
necesariamente homogéneo antes de la bifureacidn. Centrando el estudio en la
vecindad de la superficie de discontinuidad S, el campo de deformacion (2.35)
establece que

{ Eiu =E  enO\S

&y =44 enS (2.36)

donde £, v €, representan las tasas de deformacion en la vecindad de 8§ y en

S, respectivamente; £ es la parte regular del campo de deformaciones en el punto
. : 21 p

w=ux;y = [u] /K.

La condicién de equilibrio establece que

[6] = e —dg =0 en§  para te (0,5 (2.37)
siendo o, . ¥y 7, las tensiones en la vecindad de S y en 8, respectivamente.
Comparando (2.36) y (2.37) con (2.20) y (2.21), puede verificarse quie las
condiciones para la aparicion de la discontinuidad se obtienen de forma similar a

la utilizada en el andlisis de bifurcacion del apartado 2.4, con lo cual se concluye
que la condicién necesaria para que [i] # 0 es

Heg (2.38)

siendo G el conjunto definido por?

G={HER | H =0} (2.39)

2 A pesi o g se pundde erorible disectiomonto H < 0, ol conjunto & hs sido conntrlde i initeodueir ol

L e st gne se ubiliingd an ool eatidio dis proflomd nltidinnsionnles del capiinlo 6
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independientemente del valor de la variable /. Como se mencioné én el apartado
24, H = 0 conduce a bifurcacién con descarga eldstica en (\S y carga plastica
m S,

Considerando el modelo constitutivo elasto-plastico del apartade 2.3, la tasa de
la deformacién puede descomponerse de la forma

E= 4 = :T’, + 4 sign(o) (2.40)

De la identidad entre (2.40) y (2.35) resulta la siguiente ecuacidn de evolucian de
las deformaciones:

E_ B + ysign(e) (2.41)
acitido ——— e

o neotido auotndo

; : 3
E= B +|[?..‘.I]7;;—[L_E=

donde se indican los términos que son acotados en § y los que no lo son on
ln situacion limite correspondiente a la discontinuidad fuerte, cuando A/ — y
[ii] # 0. Obsérvese que la parte regular de la tasa de deformacion, &, es siempre
acotada por definicién y que la tasa de la tension, &, debe también permanecer
acotado para que el problema siga teniendo sentido fisico.

Por tanto, en el régimen de discontinnidad fuerte, la ceuacién (2.41) sélo tiene
sentido fisico y matemdtico si el término no acotado se corresponde con algin otro
término no acotado de la ecuacién. La tinica posibilidad es que el multiplicador
pldstico 7 no sea acotado en 8, cuando A’ — 0. Una de las apciones posibles es
suponer

_J T=0 Vre\S r
T - W fog 7 => { y = 'ﬁl?'? Vi e 8 (3:}2)

que establece que en O\& veurre descarga eldstica o carga neutra mientras que en
S el material fluye plisticamente (véase la ecuacion(2.16)), Teniendo en cuenta la
expresion (2.8), se verifica que (2.42) conlleva a la siguionte estructura del madulo
de endurecimiento en S :

| : :
H=emg=¥W —a__-')-—h‘ 0 Yzes 2.43
(e e

Observacion 2.6 La ecuacion (2,43) establece que cuando i tiende
a cero el médulo H también tiende a cero; lo que indica que ol
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régimen de discontinmidad fuerte sdlo es consistente con el mdadulo
de ablandamiento nulo,

Observacién 2.6 Puesto que H = 0 pertenece al conjunto G, definido
en (2.39). la bifurcacidén siempre puede tener lugar bajo régimen de
discontinuidad fuerte. Como se verd posteriormente, en general no
ocurre lo mismo en casos multidimensionales. En situaciones en las
que & no contiene el valor nulo, la bifurcacion se da bajo el régimen de
digcontinuidad débil con 4 # 0, v el régimen de discontinuidad fuerte
(W' = 0) s6lo se aleanza en instantes posteriores a la bifurcacion,
estableciendo asi un intervalo de transicion entre la bifureacion y el
inicio del régimen de discontinuidad fuerte (véase los capitulos 4 y 5).

Considerando las ecuaciones (2.42) y (2.43), la ecuacién (2.41) se puede eseribir
de manera ¢ue la evolucion de la deformacion en S sea dada por

oo b wlie G Ll

bg=_E_ +[i] == =& == ¢sign(o,) Vres % 44

’ nm} I[ I"'h" ‘__%“_, MH } b ( .‘i) ( )
niotndo

En régimen de discontinuidad fuerte (cuando h — 0), los términos no acotados
de la ecuacién anterior deben igualarse, imponiendo que

li] = —% g sign(er,) (2.45)

Teniendo en cuenta (2.17), se puede eseribir la relacion anterior de la siguiente
forma mds sencilla

ﬂﬂ=%h (2.46)

Observacién 2.7 La ecuacion (2.46) relaciona (la tasa de) el salto en
¢l campo de desplazamiento con la (tasa de) la tension, a través de
la variable H, que por esto se denominars mdadulo de ablandamiento
intrinseco o disereto (Sim6 et al. 1993, Oliver 1996a) v serd
considerada una propiedad del material. Obsérvese, por tanto, la
conexion existente entre la aproximacion de discontinuidades fuertes
y los modelos de fractura discreta (Hillerborg 1976, Planas y Elices
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1992), donde el punto de arrangue es la relacién constitutiva discreta
similar a la deserita en (2.46).

Observacién 2.8 La relacion constitutiva discreta (tension versus
salto) (2.46) se deduce de la relacion constitutiva de continno estdncdar
(tension versus deformacién) de elasto-plasticidad 11, al imponerse Ia
cinemdtica correspondiente al réghmen de discontinuidad fuerte. De
eata manera, queda establecido el vinculo existente entre las relaciones
constibutivas discretas y las continuas. Ademds, se demuestra que
la discontimiidad fuerte es compatible con el modelo constitutivo
continuo estdindar independiente de la velocidad (rate independent),
donde ¢l concepto de deformacion, annque de cardcter distribucional
(delta de Dirac), sigue siendo vilido para la deseripeién einemation de
la discontinuidad.

Resumiendo, el problema de contorno tiene sentido fisico y matemsdtico en
régimen de discontinuidad fuerte si las deformaciones plasticas tienen cardeter
distribucional (delta de Dirac) y se concentran en la discontinuidad, Como
consecuencia, el inverso del médulo de ablandamiento también debe tener caracter
distribucional y la intensidad del salto se define en términos de la tension y del
modulo de ablandamiento intrinseco, a través de la relacién constitutiva digereta
(2.46), que se deduce de la relacién continua de elasto-plasticidad.

El andlisis de discontinudad fuerte desarrollada anteriormente, as{ como sus
resultados, ha sido presentado primeramente en Simé, Oliver y Armero (1993) y
explorado posteriormente en diversos otros trabajos (Simé y Oliver 1994: Oliver
1995; Oliver 1996a, 1996b; Armero y Garikipati 1996; Oliver, Cervera y Manzoli
1998a, 1998b).

2.6.3 Interpretacion fisica del médulo

De acuerdo con el teorema de las fuerzas vivas, para problemas cuasi-estiticos.
donde la energia cinética puede ser despreciada, la potencia introducida al sistema
por las fuerzas externas, P, debe ser igual al la potencia tensional de todo el
solido, P (Malvern 1969). Sea 2 ¢ IR el dominio que representa el eje de la
barra cuyo drea de la seccién transversal en z € Q os A(x), el teorema de las
fuerza vivas se expresa como
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rpr.rf - ;pim - / o é. Adn (2.47)
il

Considerandao la descripeion cinemética de discontinnidades fuertes dada en (2.31)
y teniendo en cuenta la propiedad de la distribucion de Dirac dada por (2.33), 1a
expresion anterior puede escribirse de la forma

Pt = [ (o e rolils,) Ado
In

= / o & AdU+ o, [i] A, (2,48)
Jins _—
'pgll
Pona

siendo A, y o, el drea de la seccidn transversal y la tension, respectivamente, en
&, El ltimo término de (2.48) puede interpretarse como la parte de la potencia
oxterna consurnida en la formacién del salto [i] en la discontinuidad &, Por
tanto, la energfa total consumida en la formacion de la discontinuidad & durante
el proceso de carga viene dada por

Ws = [ PMdt= A, / o [ie] dt
J0 0

donde se puede identificar la energfa consumida en la formacién de la unidad de
drea fisurada, o sea, la energia de fractura & 1, como

&y = / o, [l di (2.49)
i

Jomo en régimen de discontinuidad fuerte la relacion discreta (2.46) debe
cumplirse, la expresion anterior se convierte en

L
() =/ —da, o, dt 2.50
I o & Ou ( )

Para el caso en que se considera A constante, la integracion de la exprosion
anterior para el intervalo de tiempo comprendido entre el inicio del régimen de
discontinnidad fuerte (cuando o, = g,) y ¢l instante en que el material en S
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pierde completamente su capacidad resistente (o, = 0), resulta

.}
o3
/ g, do, ==L
Ty 2H
donde se concluye que
2
o
H= -1 & 2.51
2G; (2.51)

o sea, ¢l madulo de ablandamiento intrinseco se relaciona directamente con la
tension de fluencia y la energla de fractura, que, por definicién, son propiedades
fsicas del material. Esta interpretacion de H es exactamente la misma que

se considera en los modelos discretos utilizados en la mecdnica de fracturas
(Hillerborg 1976).

2.7 RELACION CONSTITUTIVA DISCRETA VERSUS CONTINUA EN LA
APROXIMACION DE LA DISCONTINUIDAD FUERTE

2.7.1 Aproximacién de la discontinuidad fuerte via relacién
constitutiva disereta

Una posible opeién para la aproximacion de discontinuidad fuerte consiste e,
una vez detectada la condicion de bifureacién, emplear la relacion constitutiva
disereta (tensién versus salto) (2.46) para deseribir el comportamiento de la
discontinuidad, de manera similar a los modelos diseretos referidos anterionmente
(Armero y Garikipati 1995-1996; Armero 1997).  Con respecto a  esta
aproximacién, caben lns siguientes observaciones:

Observacién 2.9 Como se¢ verd en el capitulo 4, obtener la forma
explicita de la relacion constitutiva discreta, que se desprende de la
continua a través del andlisis de discontinuidad fuerte, puede resultar
una tarea muy diffeil para algunos madelos constitutivos.

Observacion 2,10 Como s¢ menciond anteriormente, el régimen de
discontinuidad fuerte, para el cual la relacion discreta es vélida, puede
no darse en el momento de la bifurcacién, lo que exigirfa una fase de
transicidn en régimen de discontinuidad débil hasta la discontinuidad
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fuerte, Hste tema se estudiard con detalle en el capitulo 4.

2.7.2 Aproximacién de discontinuidad fuerte via relacién constitutiva
de continuo

La otra alternativa (presente en Oliver 1994; Simé v Oliver 1994 v Oliver,
Cervera y Manzoli 1998a, 1998b) es utilizar siempre la relacién constitutiva de
continuo estdandar (tension versus deformacién) para describir el comportamiento
del material en todo el dominio. Al mismo tiempo, para representar ol
comportamiento post-bifurcacion del sélido se debe considerar:

e la descripeion cinemdtica definida por (2.34) v (2.35);

o ¢l médulo de ablandamiento con la estructura supuesta en (2.43),

Naturalmente, no se hace necesario obtener la expresion explicita de la relacion
disereta, puesto que, cuando A’ ge hage muy pequedio comparado con el tamaiio
tipico del dominio en andlisis, la relacién constitutiva discreta se impone, como
minimo, de forma aproximada (véase el apartado anterior). 5in embargo, como se
verd a continuacion, para el easo unidimensional estudiado, dicha aproximacion
resulta en el cumplimiento de la relacion discreta (2.46) para cualquier valor de 1/
siempre que el médulo de ablandamiento sea consistente con el valor supuesto de
W, de acuerdo con (2.43). Cabe destacar que dicha aproximacién también es capaz
de representar la transicién del régimen de discontinuidad débil a discontinuiclac
fuerte cuando se haga necesario.

Considerando el campo de deformaciones deserito por (2.35), el estado de

tensiones consistente con la estructura del multiplicador plastico supuesto en
(2.42), corresponde a

|
[xy
o
=
mi

- en \S  (eldstico o neutro)
s =B (&, =) = B i)k - E"'T;) en S (elasto-pldstico)

(2.52)
donde se consideraran las ecuaciones (2.18) y (2.43) en la definicién de la
componente plastica de la doformacién &2,

Imponiendo la condicién de continuldad de las tensiones en & resulta

[6] = 0 — 0, =02 Ju] = — o, (2.53)
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donde se concluye que, al imponerse la continuidad de tensiones on § , la relacién
disereta se cumple independientemente del valor que se tome para Ji,

Observacidn 2.11  Es importante destacar que el resultade anterior
no es generalizable a casos multidimensionales. Como se vers o
los capitulos 4 y 5, el valor 1/4 en general se interpreta como una
variable de penalizacion, que impone el cutiplimiento de la relacién
constitutiva discreta en la descripeion del comportamiento del material
de la discontinuidad, a medida que A’ se hace pequeno comparado con
el dominio analizado.

2.7.3 Unicidad de la solucién obtenida a través de la aproximacidn de
discontinuidad fuerte.

Finalmente, se obtiene la respuesta para el problema ilustrativo del apartado
anterior, considerando la aproximacion de discontinuidaed fuerte.

Teniendo en enenta que la parte continua NS os siempre eldstica y que la
condicién de equilibrio establece que Toe = Tz = F/A, la ecuacion de
compatibilidad considerando la superficie de discontinuidad S puesta en cualguier
punto del dominio £} resulta

' 1k parat < lp
b=légys+ [u] = . (2.54)
G+ }%) ~ 5}-}‘ para b > p

Lia solueién anterior puede eseribirse de la forma

1,‘.*:_,4!'3‘ b para t <ty
(2.55)

W= A}-}l}:%_. (5 + fff‘) para t =ty

Nétese que la solueién (2.55) solamente depende de las constantes fisicas (&, H
Y @y) ¥ geométricas (A y 1) del problema ¥ por tanto, una vez definidas dichas
constantes, la solucién del problema es tinica, como se indica en la figura 4.b,
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ALGUNOS TRATAMIENTOS
ALTERNATIVOS A LA DEPENDENCIA DE
LA SOLUCION CON LA MALLA

En este anexo se describe de forma resumida las estrategins corminmente
empleadas en la meednica computacional con el objeto de evitar la dependencia de
la discretizacién en soluciones localizadas. También se lag utiliza en el problema
unidimensional ilustrativo del apartado 2.5,

A.l1 MODELOS BASADOS EN LA ENERGIA CONSUMIDA. MODELOS DE
FISURA DISTRIBUIDA

Una de las formas de evitar la dependencia de la malla, es hacer el madulo de
ablandamiento dependiente del tamafio del elemento, como prapuesto por primera
vez en Pletruszezak y Mréz (1981). Considerando que H = [ h, donde H es
considerado una propiedad mds del material, la solucidn (2.27) pasa a no incluir
la dimension A, y se puede escribir de la forma

Fe=AES para t < 1p
{ =4 .'_;;_r%‘:‘ para t > tp )

La figura 2.4.b muestra la curva de cargn versus desplazamiento obtenica por la
solucion (A.1). En los modelos de fisura distribuida (Bazant v Oh 1983, Willam
et al. 1984, Cervera el al. 1987, Oliver et al. 1990, Oller 1988), se interpreta la
banda de localizacién como la zona donde se conlina el proceso de formacion de
la fisura, Fl pardmetro H se relaciona entonces con la energia de fractura G,
definida como la cantidad de energfa consumida en la formacion de la unidad
de drea fisurada. En el gjemplo que se estudia, la energla total consumida en ol
proceso de carga, con pérdida completa de la capacidad resistente de la pieza,
corresponde a toda la energla mecdnica introducida al sistema por las fuerzas
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externas, W, cuantificada por el drea bajo la eurva fuerza versus desplazamiento
de la figura 2.4.b, es decir,
f.T?'
s . G A
2 H

donde se abiiene

2

- a

H = =il .
ng (A""l)

Fis importante destacar que dichos modelos son capaces de eliminar la
dependencia de la respuesta con respecto a las dimensiones de los elementos
finitos, lo que es suficiente para problemas unidimensionales. Sin embargo, en
easos multidimensionales, el alineamiento de la malla es otro factor que en muchos
casos interviene directamente én la respuesta, Por un lado, en la situacion en
gue la direccidn de la banda de localizacién no coincide con la de los lados de
los elementos, la longitud del elemento que caracteriza el ancho de la banda
no queda claramente definida ; en Oliver (1989) se propone una técnica para
la identificacion de la longitud caracterfstica de los elementos, en situaciones
generales. Por otro lado, puesto que algunos elementos finitos presentan modos
de deformaciones preferenciales, el ancho de ln banda dependerd crucialmente de
su orientacion con respecto a los elementos finitos. Si los modos de deformacion
de la respuesta localizada no coinciden con log modos preferenciales de los
olementos, la respuesta puede exhibir bloqueo de deformaciones, haciendo que
la banda se extienda sobre varios elementos o incluso induciendo localizacion
segtin direcciones errdneas, sugeridas por el alineamiento de la malla (Stetmmann
y Willam 1991). Para tratar el problema, los trabajos de Ortiz et al (1987) y
Nacar ef al. (1989) proponen un enriquecimiento de la cinematiea del elemento a
través de la introduccion de modos de deformaciones incompatibles, construidos
a partir del andlisis de bifureacién discontinua, Otra linea también explorada con
la misma finalidad propone procesos de refinamiento adaptable de la malla tipo h,
donde se busca captar la distribucién de deformacion localizada concentrando los
elementos finitos en la zona de localizacion (Ortiz y Quigley 1990 y Zienkiewicz
el al. 1995).

A.2 MODELOS DISCRETOS

En la suposicion de que el campo de deformaciéon no es homogéneo en 027,
la solucidn (2.27) (o (A.1)) no es estable, puesto que la parte Q" que fluye
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plasticamente con ablandamiento, es susceptible de bifurcacién. Esate hecho
abre espacio al planteamiento que considera que la solucidon mas estable v
fisicamente mds aceptable deberfa ser la mis localizada posible, que tedricamente
corresponderfa a la situacién lmite en que el ancho de la banda tiende a cero.
como se sugiere en Bazant (1976) y Ottosen (1986), Dicha situacion conlleva
la presencia de deformaciones infinitas en un espacio de dimension nula desde
el punto de vista macroscdpico, asociadas a discontinuidad en el campo de
desplazamientos, o sea, discontinuidad fuerte.

El modelo de fisura disereta cohesiva, propucsto primeramente por Hillerborg ef
al. (1976) para representar la formacion de fractura en hormigén, es consistente
con este tipo de comportamiento. En dicho modelo se considers que, en un
proceso de cargn mondtono, una vez alcanzado el lfmite eldstico, empicza a
desarrollarse el proceso de formacién de fractura en una banda de dimension nula
(superficie de fractura o de discontinuidad). Para describir el comportamiento
no lineal del material en dicha zona, se abandona el coneepto de deformacion
y se utiliza una relacidn constitutiva diseretn, eserita en términos de tensiones
y desplazamientos relativos en log labios de la superficie de discontinuidad. En
otras palabras, se abandona la mecdnica de medios continuos (macroscopica),
sustituyéndola por los efectos en la escala macroseépicn del comportamiento
microscopico en el interior de la zona de localizacion, que se ve como una superficic
de discontinuidad. Para el caso unidimensional, e comportamiento en la zona de
loealizacidn, desde un punto macroseépico, se resume en

a5 = o+ K ([u]) [«] (A.3)

donde oy es la tension en la superficie de discontinuidad & (o seccién transversal
de discontinuidad para el caso 1D), o, es la tensién correspondiente al limite
elastico del material, [u] representa el desplazamiento relativo (salto) en S y
ff{[ll’l&ﬂ) < 0 define ol comportamiento de ablandamiento de la tensién y @
normalmente relacionado con la energfa de fractura Gy, a través de

Gy = /(:r;,- dfu] (A.)

que establece que la energfa de fractura Gy es el drea bajo la curva tension versns
salto, tal como muestra la figura 2.6.

Para el caso de ablandamiento lineal, o sea , para K constante en (A3), la
ecuacion (A.4) establece que

K= (A.5)
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Figura 2.6 Ralacién constitutiva discrota

En el ejemplo unidimensional del apartado anterior, teniendo en cuenta que la
parte continua Q\S es siempre eldstica v que la condicién de equilibrio establece
que agvs = g = F/A, la ecuacién de compatibilidad considerando la superficie
de discontinuidad & puesta en cualquier punto del dominio § resulta

o para t <

b=1 Ema [[H-ﬂ = (A.6)
Ll +3) -2 parat >4

donde ahora ¢; corresponde al instante en que la tension alcanza el limite o, La
expresion anterior puede escribirse de la forma

F=A%% para t < f,

| (A7)
Fr=ABE (642) pamt>t,

Nétese que, permutando K por [ y @y por ay, la solucién anterior es exactamente
la misma que se obtuve utilizando el modelo de fisura distribuida, representada
en la fgura 2.4.5h.
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La formulacion numérica de dichos modelos a través del MLE.F. normalmente se
hace introduciendo la relacién constitutiva discreta (A.3) en las interfaces entre
los elementos finitos (Hillerborg et al. 1976; Ingraffea y Saouma 1985, Larsson y
Runesson 1993, 1995). Naturalmente, la gran dificultad de dichas formulaciones,
agravada en los casos multidimensionales, reside en la necesidad de gne lag
interfaces entre los elementos coincidan con la superficie de disecontinuidad, que
en pgeneral es desconocida en el inicio del andlisis. Este hecho impone la necesidad
de téenicas de remallado especiales para ajustar las interfaces entre elementos a
la discontinuidad que se forma a lo largo del andlisis. La otra forma de resolver
este inconveniente sin recurrir al costoso procedimiento de remallado, se hace a
traviés do la incorporacién de la discontinuidad en la formulacion del elemento
finito, mediante la utilizacion de funciones interpoladoras discontinuas para la
representacion del campo de desplazamientos, permitiendo asi que ¢l elemento
sea capaz de reproducir los saltos de la eventual superficie de discontinuidad que
atraviese su dominio. En este contexto se pueden mencionar los trabajos de
Dvorkin et al. (1990), Dvorkin y Assanelli (1991), Lotfi y Shing (1994), Klisinski
et al. (1991) y Ohlsson y Olofsson (1997).
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SIMULACION NUMERICA DE
DISCONTINUIDADES FUERTES EN UNA
DIMENSION

3.1 INTRODUCCION

Fn el eapitulo anterior se demostrd que las relaciones constitutivasz locales o
independientes de la veloeidad (rate independent) son susceptibles de hilurcacion
discontinua. Dicha forma de inestabilidad material se manifiesia a través de la
localizacidn de deformaciones no acotadas en un espacio de dimension nula, o sea,
superficies de discontinuidades del campo de desplazamientos, La formulacion
del método de elementos finitos estandar, al utilizar funciones interpoladoras
continuas (polindmicas, en general), no es capaz de representar dicha cinemgdtica
singular y solamente genera aproximaciones de la solucién digcontinua, donde las
deformaciones se localizan de forma difusa en el dominio del un elemento finito.
Comno consecuencia, se obtiene soliciones numéricas dependientes del tamano de
los elementos que se adoptan para la discretizacion del modelo numérico.

Unas de las estrategins mas utilizadas para evitar la dependencia de la malla
en la respuesta estructural del problema consiste en ajustar el madulo de
ablandamiento del modelo constitutivo, asegurando que la energfa consumida
en la evolucidn de lag deformaciones neldsticas (difundidas en el interior del
clemento) sea la misma que se consumiria en la formacién de una superficie
de discontinuidad en el interior del elemento (Bazant y Oh 1983, Willam el al
1984). Dicha estrategia funciona para problemas unidimensionales, sin embargo,
para problemas multidimensionales la orientacion de la malla es otro factor que
interviene en la respuesta. Salvo euando los lados de los elementos tienen la misima
diveccidn de la superficie de discontinuidad, la localizacién puede dispersarse en
una gran drea, que puede corresponder a la dimension de dos o mds elementos,
dependiendo de la Lipnlugfa. y de la orientacidn del elemento finito que se utiliza
(Steinmann y Willam 1991, Oliver ef al. 1990).

Otra posibilidad es representar la superficie de discontinuidad como contornos
adicionales del problema, donde las condiciones de borde vienen dadas por la
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relacién constitutiva discreta entre tension y desplagamiento relativo entre los
labios de la discontinuidad, que, en este caso, coinciden con las interfaces de
los elementos adyacentes a la discontinuidad (Ingraffea y Sacuma 1985, Larsson
y Runesson 1992, 1995). Este procedimiento presenta el gran inconveniente de
necesitar que la posicion de la discontinuidad coincida con las interfaces entre
elementos.

En este capftulo se presenta una formulacién de elementos finitos para
casos unidimensionales capaz de representar la cinemdtica singular sin los
inconvenientes descritos anteriormente, La idea de la formulacidn es afadir al
campo de deformaciones "regulares” (continuas y compatibles) del elemento una
componente mejorada (incompatible), que capture correctamente la cinematica
correspondienite al régimen pos-bifurcacidn.  Dicha formulacién pertenece al
contexto de los mélodos de deformaciones mejoradas, propuesto primeramente
por Simé y Rifai (1990). Una versién de dicha formulacién para la representacion
numérica de la discontimiidad fuerte en casos unidimensionales se presentd por
primera vez en Simd, Oliver y Armero (1993) y fue posteriormente extendida para
casos multidimensionales en Oliver y Simé (1994). Su éxito en la representacion
de la discontinuidad fuerte ha sido comprobado en otros trabajos posteriores
(Oliver 1994; Oliver 1996b; Oliver, Cervera y Manzoli 1998a, 1998h),

La formulacién que se presenta aqui incluye en una misma estructura las dos
manerag posibles de simular el comportamiento del material en régimen de
discontinuidad fuerte:

s La primera se hace utilizando la relacidn consbilutiva disereta (tension versus
desplazamiento) para deseribir el comportamiento de la discontinuidad. Dicha
relacion discreta se puede deduciv de la relacidn constututiva de continuo,
mediante el andlisis de discontinuidades fuertes (ver apartado 2.6). Se puede
incluir en este contexto los trabajos de Armero y Garikipati (1995, 1996),

La otra posibilidad es considerar la relacién discreta como otro dato del
material, como se se hace en los modelos de fisura disereta cohesiva (Hillerborg
1976; Planas y Elices 1992). En este contexto, merece la pena mencionar
las formulaciones de elementos finitos en la cuales se incorporan lineas de
discontinuidad mediante Ja utilizacién de funciones interpoladoras discontinuas
para el campo de desplazamientos (Dvorkin el al. 1990, Dvorkin y Assanelli
1991, Loth y Shing 1994, Klisinski et al. 1991 y Ohlsson y Olofsson 1997).

e La otra opcién utiliza la misma ecuacion constitutiva de continuo (tension
versus deformacion) para deseribir el comportamiento de todo el dominio
del problema, incluyendo la region de discontinuidad. La formulacion que
se presenta aqui contiene los ingredientes necesarios para la representacion
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numérica de la discontinuidad débil o fuerte y, por consiguiente, esta opeion
tiene la ventaja de posibilitar la representacion del comportamiento del
material en régimen pos-bifurcacién, incluso cuando existe una fase de
transicidn entre la discontinuidad débil y fuerte, Este hecho, a pesar de no traer
ninguno beneficio en problemas unidimensionales (ver apartado 2.7), tiene
gran importancia en casos multidimensionales, como se verd en los proximos
capitulos.

En el apartado 3.2 la cinemitica representativa de discontinuidad débil y fuerte,
definida en el capitulo anterior, se¢ descompone de manera adecunda para la
aproximacion numérica, En el apartado 3.3 se presentan las ecuaciones de
goblerno que rigen el problema de valores de contorno de medios discontinuos,
haciendo distincidn entre las aproximaciones que utilizan relaciones constitutivas
discretas y las que utilizan relaciones constitutivas continuas para representar ol
comportamicnto de la interface de discontinuidad, En el apartado 3.4 se presents
la formulacién débil de las ecuaciones de gobierno dentro del contexto de los
métodos de deformaciones mejoradas (Simé y Rifai 1990). Posteriormente, en
el apartado 3.5 se aproximan dichas ecuaciones débiles a través de método de
los elementos finitos-M.E.F., definiendo la forma adecuada de lag deformaciones
mejoradas y del espacio de su variaciones admisibles. Ademds, se presentan
algunos aspectos importantes para el algoritmo de solucién del sistema no lineal de
ecuaciones resultante. Finalmente, en el apartado 3.8 se presenta la simulacion
numérica de un ejemplo representativo unidimensional, donde se demuestys 1a
completa independencia de la digeretizacion utilizada para el modelo numérico.
Ademis, se observa que el campo de desplazamiento resultante reproduce la
respuesta discontinua exacta, independientemente de la discretizacién que se
adopte,

3.2 REDEFINICION DE LA DESCRIPCION CINEMATICA

Como se mostrd en el apartado 2.6, para la descripeidn cinemstica de medios que
presentan discontinuidades fuertes o débiles se adoptan las expresiones

w(, t) = (x, ) + [ (1) Hs(x) (3.1)

E(x, b} =& (z,t) + [u] F%t—);.zs(:::) (3.2)
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Figura 3.1 Descompaosicion del eampo de desplasamiento discontinuo,

El campo de desplazamientos puede obtenerse directamente de la eenncién (F1);
resultando

w(z, t) = iz, t) + [u](t) Helx) (3.3)

Como puede verificarse, la condicién de contorno esencial (1 = u* en I',) no se
puede imponer directamente a ninguna de las partes i o [ulHs que componen el
campo de desplazamiento « (ver figura 3.1). Ademds, a efectos de la aproximacion
numérica, es interesante contar con una descripeion cinemdtica en que la parte no
"regular” (que contiene [u]) del desplazamiento se limite a una regicn del dominio
alrededor de la diseontinuidad S, de manera que se pueda utilizar la descripeion
cinemdtica estdndar para el dominio restante (inclusive los bordes), cosa que no
ocurre en la cinematica descrita anteriormente.

Para evitar dichos inconvenientes, considérese la region definida por el subdeminio
¢ C Q alrededor de S (S © 027), delimitada por los contornos arbitrarios '}
COYy I, € Q, donde QF y £ son las dos partes en que & divide el dominio
(82 = QY V), como se muestra en la figura 3.2, Obsérvese que, como §2¢
< 9, el borde Iy, donde se impone la condicién de contorno esencial, es exterior
a la region ¥ (I', N Q% € {0,112 }). Sea o(x) una funcién continua en € tal
que

Az

w(
o

) =0 VezeQ~\Q,
) =1

) =1 Voenhal (84)

donde QF = Q- NQ, y O = QY N Q, (ver figura 3.2). La componente i del
campo de desplazamiento puede entonces descomponerse conveniontemente de la
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{ 2o T"m_ S lj;' = [,
= Q@ -l ot var—
—
% o ¢
. = :

Figura 3.2 Definicion del dominio (¢
forma
U, t) = alw, t) — [ul () @lz) (3.5)

para la cual se considera 4 continna en (2,

Reemplazando (3.5) en (3.3), ¢l campo de desplazamiento queda deserito por

u(a,t) = iz, £) + [u)(t) Ms(z) (3.6)

COn

Mg(z) = Hs(z) — p(z) (3.7)

La figura 3.3 muestra la forma fnal de la funcién Ms(z), gue se obtiene
comhinando Hs(x) con @(z), y en la figura 3.4 se representan el campo de
desplazamiento y cada una de las partes que le componen.

A su vez, la componente # se escribe como

¢ T T
E= = =z (1) ~ [ (t) -5—‘:;;5;-)- (3.8)

siendo
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Figura 3.3 Construccidn de ln funcion Mg (x)

Reemplazando la expresion (3.8) en (3.2), se obtiene la expresion del campo tasa
de deformaciones de la forma

E(a,b) =€ (1) + [@](t) Gs(z, ) (3.10)
donde
I gl
Gs(z.t) = e pg(w) — —%-i'-]- (3.11)

Obsérvese que el soporte de las funciones Mg v Gs es %, es decir, Mg = Ge =0
Yo € Q\27. De esta manera, se concluye gue

ula,t) = 4z, 1) Va e Q\Q¥ (3.12)

e(a,t) = 2z, 1) Yo € Q\Q¥ (3.13)
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Figura 3.4 Composicidn del campo de desplazamisntos discontinuo.

Como puede verificarse (ver figura 3.4), la condicién de contorno esencial puede
imponerse directamente al campo de desplazamientos “regulm™ @2, puesto qne
u =@ en [, € O\QP. Ademss, fuera de la region 2%, la descripeion cinemitica
es estdndar, sin la presencia de términos involuerando [u]. Como se verd a

continuacion, esta caracteristica adquiere relevancia en la aproximacion numérica
de medios dlm: ontinuos.

Observacion 3.1  Las expresiones (3.6) y (3.10) son equivalentes a las
(3.1) y (3.2), respectivamente. Por tanto, todos los estudios llevados a
cabo en los apartados anteriores son vilidos para la cinemdtica deserita
por (3.6) y (3.10),

3.3 ECUACIONES DE GOBIERNO

Considerando la deseripeién cinemdtica propuesta en el apartado anterior, las
ecuaciones de gobierno y las condiciones de contorno que definen el problema en
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la parte continua son:

Oer

= +f=0 en $0\&  (ecnacién de equilibrio)

H A
=l = L

{ ::: : ::.._ 3 s:: }:"‘ (condiciones de contorno)
- - o

(3.14)
du I Op on O\S (relacion deformacion-

=0 bz 4] desplazamiento)
o=X(g) en O\S  (relacion constitutiva
(:t,mt.hnu,l.)

donde 2°(.) representa la funcidn constitutiva de continuo local, que puede
depender de la historia de la deformacion 2(¢) a lo largo del proceso de carga
(VL."'I' apartuado '2.3)3. La EXPresion (3.14)3 se obtuvo a parfir do ln descripeidn del
campo tasa de deformaciones (3.10) particularizado para 2\S.

A las ecuaciones de gobierno y condiciones de contorno presentadas anteriormente
se anaden lag siguientes condiciones que establecen el equilibrio en la
discontinuidad :

a, =a_ en &

(3.15)
g, =a, (d,=0) eS8

donde o, es la tension en 8 y o, y o_ s refieren al campo de tensiones en 1% v
{17, respectivamente,

Observacién 3.2 En la ausencia de discontinuidad (cuando [u] = 0)
las ecuaciones anteriores son lag mismas que gobiernan el problema en
el contexto de la Meednica de Medios Conlinuos Clasica,

Observacién 3.3 Las ecuaciones de gobierno (3.14) sumadas a la
ecuacion (3.15); constituyen las ecuaciones cldsicas que definen el
problema que exhibe discontinuidad (Malvern 1969). La ecuacién
adicional (3.15); impone la compatibilidad estdtica de las tensiones en
la mterface &, donde se desarrolla la discontinuidad, con lns tengiones
de su vecindad.

¥ Buponlendo que oxiste b funcion de snargis scumlthds W(s), m tiene o = 5(e) = 0W(e) /0



Capitulo 3 3-9

Para que el problema quede completamente definido falta eseribir las tensiones
en & en términos del salto o de la deformacién, de acuerdo con ¢l tipo
de aproximacion que se elija para representar el comportamiento de la
discontinuidad.  Los dos tipos posibles de aproximacion se describen a
continuacion:

e Aproxzimacion vie relacidn constituliva discrela.

En el easo de que se eligiese representar el comportamiento de la discontinuidad
via relacién constitutiva discreta, se define la tension directamente en términos
del salto haciendo

05 = S([u) (3.16)

donde £%(.) denota la funcién constitutiva discreta.

Dicha relacién se puede considerar como otro dato del material, como se
hace en los modelos de fractura discreta (Hillerborg 1976), o se puede
obtener de la relacién constitutiva de continuo, %%e), a través del andlisis
de discontinuidades fuertes, como se vio en el apartado 2.6. En este caso, Ia
relacion disereta que se desprende de la continua elasto-pldstica es

a, = H i

Observacion 3.4 Las ecuaciones (3.14), (3.15) v (3.16) definen
completamente el problema de valores de contorno, que se puede poner
en términos de las incdgnitas it y Ju]. Obsérvese que la deseripeion
cinemdtica en la discontinuidad no se hace necesaria en este tipo de
aproximacion.

e Aprozumacion via relacidn constituliva de continuo.

La otra opeidn es seguir utilizando la relacién constitutiva de continuo también
para describir el comportamiento en S, ey decir

o, =Ee;,) ens (3.17)

De acuerdo con (3.10), la tasa de deformacidn en la discontinuidad se describe
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COIMO
iR 1 dp\,. w
ot (;;: - a—) i )

Observacidn 3.5 En este tipo de aproximacién, son necesarias las
ceuaciones (3,14), (3,15), (3.17) Y (3.18) para definir el problema.
También aquf las incdgnitas del problema pueden reducirse al campo
"regular” de desplazamientos @ y el salto [u].

Observacién 8.6 Iste tipo de aproximacion tiene la ventaja de ineluir
en la misma estructura la aproximaciéon de discontinuidad débil y
fuerte, dependiendo del valor de la variable /.

3.4 FORMULACION DEBIL. METODO DE LAS DEFORMACIONES MEJO-
RADAS

De la deseripeion del campo de la tasa de deformaciones (3.10) se concliye que
ol campo de deformaciones se divide de la siguiente manera’

i

E= —=— + £ 3.19
% b (3.19)
S mnjoradi
gk ille

donde £ se puede interpretar como la parte mejorada del campo de deformaciones,
que se anade a la deformacion estandar compatible para representar los modos de
deformaciones de la discontinuidad, Dentro del contexto del M.E.F.. dicha parte
puede ser discontinua entre los elementos finitos y, ademds, puede que se derive
de un campao de desplazamientos incompatible (modo incompatible).

Basindose en (3.19), se supone que la variacién de deformacion admisible tiene
la forma

i
(453
e wieernilis

aonn it Ll

1 Pian ol enso an qua A' ie condiaibe, ol v o dalovinaeiones i e obilein ntegeande (4, L) o ex poesn
pot & = L8 G ], 0w, 2 = G, ul
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donde 7) y 5 denotan las variaciones del desplazamiento y de la deformacion
mejorada, respectivamente, mientras que V y £, son sus correspondientes espacios
admisibles, Tl espacio de variaciones cinematicamente admisible de la parte
"regular” del desplazamiento se define como

Vi={hec* | #l =0} (3.21)

fin este contexto, el Método de Elementos Finitos que se propone sé basa e |as
siguientes ecuaciones débiles (ver Simé y Oliver 1994):

/ o1 rMh/I SndQ+ ot il Vije V

L7 ﬁ"’"
(3.22)

/ ayd =0 V5 e &,
Y ¥

Como puede verificarse, la ecuacion débil (3.22), es la misma que se obtiene del
principio de los trabajos virtuales clisico, mientras que la ecuacion (3.22)y se
justifica por la presencia adicional del modo de deformacion mejorada.

Antes de proceder a la diseretizacidn de domninio por elementos finitos, se obtendra
la forma fuerte de la ecuacion (3.22),.

Integrando por partes el primer miembro de (3.22), y teniendo en cuenta la
definicidn (3.21) se obtiene

t‘?ﬁl Can
1§ = 3
o 5 df) /n\s oo d0 (3.23)
o :
= - ”» d—n d2t (o, = o) Gl + (o0

Reemplazando la ceuacidn (3.23) en (3.22),, resulta

i f i YR
[I\S (a_l" f) \f}‘rf.“ T (ai- =&, ) T;'l"q'; - I(‘ﬂ' - (T )'fj]lr" =) (3.24)
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donde; se concluye que el principio variacional (3.22), representa la forma débil
de las siguientes ecuaciones;

o

== — n NS =N u -

==+ f=0 enf\

od=og" en [, (3.25)
o, = en S

Obsérvese que, si la condicién de contorno esencial (u = w* en I'y), las
relaciones constitutivas (ecuaciones (3.14)4, (3.16) o (3.17)), v la compatibilidacd
do deformacion (ecuaciones (3.14)3 y (3.18)) se satisfacen o priori, solamente
falta imponer la igualdad de las tensiones dentro y fuera de la discontinuidad
(ecuacion (3.15);) para que el problema quede completamente definido. Por tanto,
la ecuacion (3.22), debe corresponder a la forma débil de la ecuacion (3.15),, lo
que se consigue mediante la eleccidn apropiada del espacio E.T (ver apartado 3.6).

Observacién 3.7 En la ecuacion (3.23) se sustituyd el dominio de
integracion 2 por \S. Esto se debe a que § tiene dimension nula
y, ademds, el micleo de la integral sobre 2 no contiene términos no
acotados en &, ya que el campo de tensién o y el la variacion admisible
del desplazamiento "regnlar” %’j son acotados por definicion.

3.5 APROXIMACION POR ELEMENTOS FINITOS

Considérese la discretizacién del dominio 2 en 1., elementos finitos, tal que
02 = |72 4, donde €, representa el dominio de cada elemento. Utilizando la
notacidn vectorial, el campo de desplazamiento *regular” se aproxima de la forma
(Zienkiewicz y Taylor 1994):

i, t) = a2, t) = fl?}.;',‘(m.r) Ay(z) = i N.(z)a,(f) A, (x) (3.26)
o= =1

donde N.(z) es el vector de las funciones de forma estandar del elemento, a,(¢) es
el vector formado por los desplazamientos nodales del elemento y X () representa
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la funcién caracteristica o de colocacion en £, definida come

v | 1 paraze ), Y
Aelz) = { 0 paraz¢Q, (3:27)

Mediante (3.26), la aproximacion del campo de deformaciones "regular” de un
elemento se aproxima a través de

Aalnm Wi, LENY P
o) = et = 3 e ) =SB @) a0 )| (329
ewl - =]
ah

g

con By(z) = ON,(z)/0x.

Considérese ahora que la aproximacion de la parte mejorada de la deformacion
es discontinua entre elementos y tiene la forma

Tatnm

Ma,t) = 3 B, t) X(2) (3.20)

=]

Sea V" la aproximacién por elementos finitos del espacio V de variaciones
admisibles de los desplazamientos (V" € V) y £! la aproximacién por elementos
finitos del espacio £, de lag variaciones admisibles de las deformaciones mejoracas,
La formulacién variacional (3.22) para el problema discretizacdo por elementos
finitos se convierte en ¢l siguiente sistema de ecuaciones

i i
/‘ ; al %&— df) = foee(ph if' e ph
< NG " 5
| (3.30)
/ oA =0 7 e &l
con
= [ ritdeatity, (3.31)

Obsérvese que, segin el razonamiento presente en la observacion 3.7, la ecuacion
(3.30)1 se pudo limitar al dominio Q\S. Sin embargo, no se puede hacer lo
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mismo para la ecuacion (3.30)z, puesto que la variacion 4" puede, en principio,
Lener componentes no acotadas en S,

Sea Eﬂ: la aproximacién por elementos finitos del espacio de lng variaciones de
deformaciones "regulares”, definido pur

= . ant :
B {P =TI P (3:32)

Se garantiza que el sistema de ecuaciones (3.30) s no singular si se cumple la
condicion de estabilidad (Simd y Rifai 1990)

Ehnéh =0 (3.38)

que garantiza que ﬂﬁ"ﬁ?m # 4" en ol sistema de ccuaciones (3.30).

suponiendo que la variacién admisible de la deformacién mejorada también puede
ser discontinua entre elementos y tiene la forma

Plat) =S Tl t) Xale) (3.34)
o]

el sistema de ecuaciones (3.30) se transforma en

i

a-h . . X
f s ot L Q) = fert (i e Y
; (3.35)

 } g
/ ) oh 50 dy =0 Ve €&y (=12, hiem)
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3.6 CONSTRUCCION DEL CAMPO DE DEFORMACION MEJORADA Y
DEL ESPACIO DE SU VARIACION

3.6.1 Campo de deformaciéon mejorada

La aproximacién por elementos finitos del campo de la tasa de deformaciones, £,
debe reflejar la descripeion cinematica (3.10). Asi, se define

) b Golm,t) [l (e) =& B, t)4 & M(a,t) (3.36)

donde Gio(z,t) es la funcion Gs(z,4) limitada al dominio del elemento fnito
(Gelz,t) = Gsla, t) X(2)) ¥ [ul® s la aproximacion del eampo [a] en 0.

Dado el cardcter arbitrario de la funcion Gsla, 1), ésta se puede constrnir
convenientemente de forma que su soporte, £2,, coincida con el dominio del
elemento que contiene la discontinuidad S , 85 deciy,

531;_. = Q;v Hi 5 C ne (:La?}
De esta manera, se tiene

Gln) i, =0,
wlz) =< 0 sl (2, € 0\ (3.38)
| 5i 0, € Q1\QF

siendo i, (x) una funcion continua definida en ©,, que obedezea

Palpz =0 :
{ w:li: i (3.39)

donde ahora I'f y I' coinciden con las extremidades del elemenio que contiene
la discontinuidad (ver figura 3.5). De esta forma, mediante la definicion (3.11)
se obtiene

T dplz) _ [ Gulzt) &5 8c, ;
Gelmi) = m’”ﬂ(m) 0 { 0 en caso contrario (3.40)
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2\, Q, w6, Q\a;
i
Q
diplx
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I
.\'r
“i%w "i';):;l! —
AW Ls a1
X
ol
A () o
b
X
)
Gy =ity = e =

Figura 3.5 Definicidn de las funciones elementalos @, y G,

CO1l

1 Ly - ()
e = "

i

Gl t) = (3.41)

Por tanto, teniendo en cuenta la interpolacién de la parte "regular” de la (asa
de deformacion de la ecuacion (3.28) y la definicién (3.40) en (3.36), las partes
“regular” y mejorada del campo de la tasa de deformacion quedan

E iz, 1) = By(x) A1) (parte "regular”)
(3.42)

Bl t) = Gu(z, 1) & (t)  (parte mejorada)

donde el pardmetro a,(t) representa el salto en la discontinuidad del elemento ¢,

"u]]h
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@, =N +L,N;+IhN,

nodo | nodo 2 nado 3

i |
| Hi [

Figura 3.6 Posible construceion de ln funcion i, a partir de lag funeiones de forma estandar
del elemento finito.

Observacidn 3.8 La parte mejorada (3.42)2 se considera en todos los
elementos de £, Esto quiere decir que en los elementos que no
contienen discontinuidad el valor del pardametro &, debe ser nulo,
recayéndose en la formulacion estindar del elemento finito.

Observaciéon 3.9 Una forma sencilla de construir la funcién ¢, consiste
en adoptar las propias funciones de forma del elemento como base, o
sea,

plz) = Ny(x)b,

e, () _ ON.(x)
dx O

- Ec (:].-‘ ) h{e

donde N, es el vector de las funciones de forma estdndar del elemento
y b, es el vector formado por los valores predefinidos, de manera que se
cumpla la condicion (3.39). Para el elemento con interpolacion linear
del desplazamiento "regular”, la tnica opeién posible es adoptarse
@.(®) = Ny, donde N, es la funcion de forma estandar, asociada a
uno de los nodos del elemento. Para elementos con il'ltﬁl']'iﬂlﬂ(!im]ﬁ!ﬂ de
orden superior, una posible opcion es elegir las componentes de b, de
manera de obtener un variacion lineal para ¢, (2) (ver figura 3.6).
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3.6.2 Espacio de las varlaclones admisibles de la deformacion
mejorada (funciones de prueba)

Para llevar a cabo la construccion del espacio Ef; de las variaciones admisibles de
deformaciones mejoradas 4", se deben tener en cuenta los siguientes requisitos:

(a) La cenacién débil (3.35)s debe establecer 1a igualdad de las tensiones dentro y
fuera de la discontinuidad & (o, = 7 );

(b) La variacion de la deformacidn en £ debe respetar las condiciones de
consistencia y estabilidad de los métodos de deformaciones mejoradas (Simé y
Rifal 1990), esto es

/ A d) = 0 para todo e Ef,‘ (consistencia) .
4 fla (34.3]

Ehnéh =0 (estabilidae )

Basindose en la expresion de la deformacién mejorada (3.42),, se propone que la
variacin de la deformacién mejorada tenga la siguiente estructura

=) de d.€R (3.44)

Reemplazando (3.44) en (3.35), se obtiene

/ o5 dY, = &, / o"Gifa)d =0 Va, R (345)
"_ J 1l

que, por razones obvias, impone

/ ot G () d2, = 0

Se estudian ahora dos posibles definiciones alternativas para la funcion G} (x):
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e Alternatiwa 1 {Oliver 1996.h):

Gila) = s, — (1 - He )5 (3.46)

donde L. = m(£2,)(= Jao, #82) representa la longitud del elemento, g o8 la
funcidén de colocacion en S, y bs, es la distribucion de Dirac sutuada en la
discontinuidad S, del dominio €, | tal que Jo, 0" 65 dYs, = . Obsérvese
que (3.46) satisface las condiciones de estabilidad y convergencia de la ecuacion
(3.43). Reemplazando (3.46) en (3.35), se obticne

I 7 - '
/ ah G dQ), = a::_ - — al d, =0 (3.47)
d8 : ‘8 “r\sr

donde el dltimo término es el valar medio de las Lensiones en 2\ 8,

Se verifica, por tanto, que (3.46) impone, de forma promediada, la condicién
de continuidad de tensiones (3.15);. Para el caso de elemento con interpolacion
lineal de desplazamientos " regilares” | los campos de deformacién y de tensidn
son uniformes en Q2.\S, y, por consiguiente, la ecuacién (3.46) impone la
condicién de continuidad de tensiones de forma exacta, independientemente
de la posicidn de 8, en (.

e Alternativa 2 :

Gelw) = és, = b4, (3.48)

donde 8, vepresenta la distribucidn de Dirac puesta en ol punto vecino de &,
perfeneciente al dominio €11, tal que Ja, ahd,, dQs, = r:":'. Procediéndose
de forma andloga a la alternativa 1. se concluye que la ecuacion débil (3.35),,
impone

/ "G Y, =gt gt =
‘”. ¥ &a ba

es decir, se establece la continuidad de lag tensiones  puntuashnente,
independientemente del tipo de interpolacion que se elija para ¢l elemento,
Ademds, se verifica que la ecuacién (3.48) satisface las condiciones de
estabilidad y convergencia de la ecuacion (3.43).

Observacion 3.10 Para el caso de elomentos con interpolacién lineal
del campo de desplazamientos, las dos alternativas propuestas son
equivalentes.
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Observacion 3.11 Ll espacio de deformaciones mejoradas, £ " en
general no coincide con el espacio de sus variaciones admiribles, ff;,
estableciendo asf una situacion similar a la encontrada en las lamadas
formulaciones del tipo Petrov-Galerkin (Mikhlin 1964, Zienkiewicz y
Taylor 1994),

3.7 ECUACIONES DEL M.E.F. BASADO EN DESPLAZAMIENTOS, FORMA
LINEALIZADA

Suponiendo que la variacion del desplazamiento "regular”, )", pertenece al
mismo espacio formado por el conjunto de lag interpolaciones del desplazamiento
"regular”, ", es decir,

Rajam

V= {ﬁ*‘* | #"=> N.A,X : V3, e R™,y 5. =u}

i ]

y que las variaciones admisibles 4 son de la forma propuesta en la ecuacion
(3.44), las ecuaciones débiles (3.35) se transforman en el siguiente sistema de
ecuaciones no lineales

Finr. i ?eml — 0 {340)

siendo

P <47 () e () (3.:50)

el =]

donde A () denota el operador de ensamblaje y
s int " ]
5 ={ afu } fert = { 5 } (3.51)

(= Joe, BE O a1,

£on

he = [, Gaa®dS, (3.52)

% = oo NF Sl (NT o)




C'fl]?ﬂ'-trlu b 3-21

Para la solucion del sistema de ecuaciones (3.49) nsando el método de Newton
Raphson, es interesante obtener la forma en tasa de las ecuaciones (3.52); v
(3.52)3, es decir,

fi = / BT 5" dq, (3.53)
oS {1\ g

he = & do, (3.54)
L

Obsérvese que la ecuacion (3.53) solamente involuera tensiones en la parte exterior
de la discontinuidad, Por tanto, las tensiones en (3.53) pueden expresarse a través
de (ver ecuacion (3.14))

a" =" en Q\S,
cuya forma en tasa es

&' = D" en (\S. (3.55)
siendo D)% el operador constitutive langente continuo (D¢ = E&(ﬂ) Mediante lag

ecuaciones (3.42) y (3.41), la tasa de deformaciones en Q,\S, se eseribe como

; () |
M) = Bola) au(t) = LﬁT(ﬁ au(t) en 2\S, (3.56)

Reemplazando (3.56) en (3.55) y ésta en (3.53), se concluye que

i.::m = fn % [ 'B;r B, —B;r [ %.? ] dsa, { :;: } (3.57)

Como la ecuacion (3.54) involucra las tensiones en todo el dominio, su
desarrollo dependera del tipo de aproximacion que se elija pura representar
el comportamiento en la digcontinuidad 8. Segnidamente se analizan las dos
aproximaciones posibles:

o Aprommacion via relacion constitutiva de continuo
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IEn este caso se adopta para todo el dominio la relacidn constitutiva de continuo,
tal que (ver ecuacion (3.55))

" =DE"  enq, (3.58)

Ademds, se considera que la tasa del desplazamionto se describe mediante la
ecuacion (3.42), esto es

Eh(a,t) = Bu(2) Ault) + Gl t) ai(t)  en O, (3.59)

Reemplazando (3.59) en (3.58) y ésta en (3.54), se obtiene

b= [ (6B Goe a1 o)
J e =

o Aprommacidn via relacidn constitutiva discreta

En este caso, las tasa de la tension dentro y fuera de la discontinuidad vienen
dadas por

alt = pe é‘h' en nﬂ\gﬂ
(3.61)
gt = D]t = DYad en S,

donde DU representa el operador constitutive tamgente disereto (D7 =
XY [u])/2[u]).

Teniendo en cuenta que

éh(.'l.'lf,') = BE(."L) L\c(t) _ ;)“.G::(:H ;ft‘-(t) cjli.SBﬂ\SE

dz (3.62)

la ecuacion (3.54) se transforma finalmente en

hy = [ / Gy 1 B, dSl, Dt —/ G D %rls'ln ] { 5« }
ﬂn\Sr “ﬂ \5“ " f}_‘j’_‘ o,
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3.7.1 Solucidén del sistema de ecuaciones no lineal

Matriz tangente elemental

Es interesante reunir las ccuaciones linealizadas (3.57), (3.60) (o (3.63)) en una
imica de la forma

g ) _[ B B & :
FIEEE)] o
'u_.._.._ur - ;i "“-'—-..,-—-"

i.i"' ¥ [

donde K, representa la matriz tangente elemental.  Las expresiones de las
submatrices en las que gélo intervienen valores en (2,\S, son

RE =1 Jy g, B D B0

i s ; ] a"ﬁ#
Kﬂ = - f‘uh\.s- BE ]:’ Hdﬂr

(3.65)

Como se vio anteriormente, las expresiones de las otras submatrices dependen del
tipo de aproximacion que se elige para el comportamiento de la discontinuicac
S, 0 8ea

Aproximacién via K" = J"l.. G: DEB, dfl,
relacién const, continua K= fﬁ" G DR G L,

(3.66)
o AL iy L
Aproximacion via K" = Jo,s, G0 D°B, rjﬂ,:ﬂ
W i : Taser g e T [P
relacion const. discreta Ko [ - .ﬁt.\ﬁ, G D# B_:' €1,

Se puede escribir la forma linealizada del vector de fuerzas internas generalizado
Como

Hfnt P T
Za A= K a (3.67)

donde a representa el vector formado por las variables independientes del
problema,o sea, desplazamientos nodales y los parimetros incompatibles o, de los

?m! o
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elementos, y K es la matriz de rigidez global, construida a través del ensamblaje

K="1"(K,) (3.68)

fldm

Integracidn de la deformacidn en el ”tiemprj M

Como el campo de deformaciones no ha sido definido, su determinacion debe
resultar de la integracién de su tasa de variacion, definido por (ver eeuacion
(3.59))

a“’*'{x)] s (3.69)

1
S Y o : o/ () = Fav")
g, 1) = Be(z) ds + [h;(t);.ss.(m) e
La variacion de la deformacion en el intervalo de tiempo At se obtiene integrando
la expresién anterior, tal que

b+l
Aght = / gt
W

AL
= B.(z)Aa, ~ 6(‘:‘.“ 'T)Aa, + pig, () / -—r-]'—-rfr.ﬂ dt  (3.70)
O s hi(t)

donde A(e) representa la variacion de la variable (o) en el intervalo de "tiempo”
At, es decir, A(e) = (o)A — (). La integral del segundo miembro de la
ecuacion anterior, por presentar el término h_lit) que, en principio, varfa con
el tiempo, no se puede caleular exactamente ;', por esto, se recurre aqui a la
aproximacion mediante la regla generalizada del punto medio, de 1a cual se obtiene

ik o 1
/: mc’::,,dt=w&cx,_ (3.71)
COn
WY =k =M+h"™3 con 0<p<1 (3.72)

Si 3 = 0 se obtiene el mhlgc:nrit:mge de integracién de Euler hacia delante, que,
por no involucrar la variable h."™", es explicito, Sin embargo, como es sabido,

b Cabi fooorday qua ol thrming tempo aguf Faprisanita un paoidu-tiempo, gque se asodin ol proceso de TITgA,
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dicho algoritmo converge muy lentamente a la solucidn exacta a medida que se
disminuye A7, y ademds, puede ser inestable para valores largos de Ar. FEl
valor 3 = 1 corresponde al algoritmo de Euler hacia atids (implicito). En este
trabajo se adoptard el valor = 0.5, que resulta en un algoritmo ¢que, a pesar de
ser implicito, es incondicionalmente estable y converge cuadriticamente, lo que
permite obfener buenas respuestas con pasos de Liempo grandes.

De esta manera, la deformacidn correspondiente al final de un intervalo de tlempao,
resulta,

MR S L A N LB Ry b e — O] A
R ge
= &" + B, Aa, + G Aa, (3.73)

Integracion espacial vie cuadratura modificada

Para minimizar los cambios que se deben efectuar en la formulacién estandar
de elementos finitos para ineluir los efectos de lus discontinnidad, se propone
utilizarse el procedimiento numérico de integracion estdndar sobre el dominio del
elemento, pero con la introduccion de cambios en la regla de cuadratura.

En la formulacion estandar de elementos finitos, la integracién de un campo
genérico F'(z) sobre el dominio §, puede eseribirse

Mynt

P d0e = 3 FE) w

i=1

donde & representa la coordenada espacial local y £, wy, corresponden a las
coordenadas de los puntos y los pesos de integracién, respectivamente, para una
determinada regla de cuadratura (el jacobiano de la transformacion entre as
coordenadas « y £ se considera inclhiido en wy).

Suponiendo que la posicion de la discontinuidad en ol elemento es conocida o
priory, se introduce un punto de integracién adicional en dicha posicidn para
representar el valor del campo F(x) en la discontinuidad Se. Asf, los puntos de
integracion regulares quedan asociados al valor del campo en {2,\S, y, recordando
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que la discontinuidad & tiene dimensién nula, puede eseribirse

[ Fla)de = 35 F(&,) w, (3.74)
7 e \Ss

=]

Se concluye, por tanto, que las integraciones sobre el dominio 0.\S, que
intervienen en las ecuaciones (3.52), (3.65) y (3.66) se efectian de manera
estdndar, utilizando los puntos de integracion regulares,

Queda por definir la regla integracion que se utilizard en las integrales sobre 2,
que, como puede verificarse, son del tipo

Jo, (8 F(z)df), (alternativa 1)
G (z) Fla)df2, = (3.75)
/8 Jo, (65, = &4,) F(x)dS2  (alternativa 2)

El problema adicional, por tanto, corresponde a la integracian de la distribucién
delta de Dirac sobre 1., que, por definicion, debe complir

8z, F(2)d2y = Flz,) VY. € S (3.76)

s

Sean £ . la coordenada local de un punto de integraciéon X localizado en 2, € (2,
y w, su correspondiente peso de integracion. En el procedimiento mumérico
de integracion, de considera que la distribucién delta de Dirac y la funcién de
colocacion en X adquieren los signientes valores en un punto de integracion i;

— i=X ] i=X
_AP .
beclb) =87 =q " o) =i = (3.77)
0 i4X 0 i#X

Obsérvese que la ecuacion (3.76) se cumple para la forma de la distribucion
supuesta en la ecuacidn (3.77), es decir,

‘/“ by (x) F(x) d2, = Zc’)f F(&) wi = F(£,) = F(x.)

im]
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Considerando que el punto de integracion adicional, &, corresponde a la
discontinuidad S, y que wy representa su respectivo peso de integracion, se puede
escribir

¥

 Gife) F(2) o, = z Gae) F(E) (3.78)

donde la definicion de &7 dependerd de la alternativa que se adopte para la
funecién 7 (x):

e Allernativa 1: G%(z) = bs, — (1 — MSn)bl,

En este caso ge debe tener

Ga(e) = 8~ (1~ i) (3.79)

Obsérvese que sustituyendo (3.79) en (3.78), se obtiene

Hini

a 1 ”
G2 () Fla) d), = - ; F(E) w; (3.80)

/. Figo)

viilor il B oni S,

T s, Fla)ds2y

o Alternativa 2: Gl(z) =bg, ~ 8,
Aqui, se hace

Gie) = 8 - o (3.81)

donde X, representa el punto de integracion del dominio Q8. que se elige
para representar la vecindad ﬂ.:’ de &,. Obstrvese que Hl,mtit;uy{:ndu (.'1_{,31) o
(3.78), resulta

I Gi(z) F(2)dQ, =  F(&) - F(‘f.x., ) (3.82)

ador o Foon 8
A valore dle F oo ﬂ,."

Observacién 3.12 En los puntos de integracién regulares (i =
1, 2.71,) se debe utilizar la descripeidn cinemitica v la relacion
constitutiva correspondiente a la parte exterior 9,\8, del dominio
del elemento. Para el punto de integracién adicional (i = 0) se



3-28 Capibulo 3

debe utilizar la deseripeion cinemdtica y la relacién constitutiva que
corresponde a la discontinnidad S,,

Observacién 3.13  La posicion del punto de integracién adicional en
(2. puede escogerse convenientemente, de manera que coincida con
la posicion de uno de los puntos de integracion regular. En este
punto de integracion "doble” se contrasta las distintas deseripeiones
cinemdticas y comportamientos constitutivos, referentes a la parte
exterior e interior de la discontinuidad.

3.8 BIEMPLO NUMERICO REPRESENTATIVO

Como ejemplo representativo de la aplicacién de la aproximacién numérica
descrita anteriormente, se comsidera aqui la simulacién numérica la bara
de la figura 3.7, sometida a un desplazamiento § creciente en una de las
extremidades. Puesto que el problema es homogéneo, la posicion de la superficies
de discontinuidad § no estd definida y, a efectos de la simulacién numérica,
s¢ la considera localizada en la seccién media de la barra,  Se supone que el
material sigue la ley constitutiva de elasto-plasticidad con ablandamiento lineal
y se utiliza la aprozimacion via relacion constitutiva de continuo para describir el
comportamiento en S. El modelo numérico se obtiene a través de 1a discretizacian
del dominio de la barra en elementos finitos de igual tamafio con interpolacién
lineal de los desplazamientos "regulares” @. Para la integracion espacial en el
dominio de cada elemento se ha utilizado nn punto de integracién para describir
las variables de Q\S y otro para las variables de 8. A fin de excitar el modo
incompatible (salto) del elemento que contiene la discontinuidad S, se ha SUPUeSsto
la tensién de fluencia, o, del punto de integracién correspondiente a NS del
elemento ligeramente superior a la del punto de integracién correspondiente
a S, 5e ha adoptado la funcién de forma estandar nsociada a uno de loy
nodos del elemento para representar la funcién @,. Para el elemento finito eon
interpolacién lineal de 4 adoptado, las dos alternativas propuestas para la funcién
Gy (ecuaciones 3.46 y 3.48) coinciden.

Los pardmetros que definen el problema son:

[=10.0, A=10, E= 1000, 0, =10y H =25 (3.83)

La fignra 3.8.a muestra la curva de fuerza I versus desplazamiento 6 de In
extremidad de la barra, utilizando 1, 5 y 45 elementos finitos. En dicha figura se
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Figura 3.7 Ejemplo de traccidn uniaxinl 1D

puede comprobar la absoluta independencia de la discretizacion . Es importante
remarcar también que la misma respuesta se obtiene para cualquier valor de
la variable B (ver apartado 2.7). La curva de la figura 3.8b se refiere o la
relacién discreta entre el salto [u] y la tensién o, que se obltiene para las
tres discretizacones.  Dicha relacion resulta de la aproximacién via relacion
constitutiva de continuo y refleja exactamente la relacién discreta a o= [ H,
que se deduce del andlisis de discontinuidad fuerte (ver apartado 2.6),

En la figura 3.9 se presentan los valores del desplazamiento, «, y de su parte
"regular”, 4, a lo largo de la barra (discretizada en 5 clementos) para algunos
instantes del proceso de carga entre el inicio de fluencia (§ = 0.10) v el
relajamiento completo de las tensiones (§ = 0.40). Es importante observar que,
aunque el campo "regular” 4 varfa de acuerdo con la diseretizacion, el campo
de desplazamiento u que se obtiene para este caso reproduce la respuesta exacta
discontinua, independientemente del mimero de elementos del modelo mumérico.

Finalmente, en la figura 3,10 se representan los valores de i a lo largo de la barra
en ¢l instante correspondiente al relajamiento total de las tensiones (6 = 0.40)
para las distintas discretizaciones. En ella se observa que la parte "regular”
 tiende a igualarse al propio campo de desplazamiento discontinuo u con el
refinamiento de la discretizacion,
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Figura 3.8 Solucidn numérica para diferentes  discretizaciones.
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Figura 3.9 Desplazamientos # y 4 en algunos instantes del proceso de carga, obtenidos
utilizande cinco elementos finitos.
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Capitulo 4

DISCONTINUIDADES FUERTES EN MEDIOS
BIDIMENSIONALES

4.1 INTRODUCCION

En el eapitulo 2 se ha demostrado que en problemas unidimensionales la
discontinuidad fuerte (saltos en el campo del desplazamiento) es consistente
con el régimen de ablandamiento en medios dotados de ecuaciones constitutivas
inelasticas de Lipo local ¢ imlm.n‘:uclim'wus de 1o velocidad (mtﬁv'ﬁndﬂ?,ﬂ;?’}.d(jﬂ.ﬂ),
La discontinuidad fuerte se ha interpretado como la situacion limite de la
discontinuidad débil (salto en el campo de deformacién) cuando el ancho de la
banda de localizacion tiende a cero. Como consecuencia, la deformacién en la
banda adquiere un cardcter distribucional (delta de Dirac) y, para que el problema
tenga sentido flsico y matemdtico, el inverso del mddule de ablandamienio
también debe tener cardcter distribucional. Ademas, s¢ ha demostrado que en
régimen de discontinuidad fuerte [a relacién constitutiva de continuo (tension
versus deformacion) se transforma de forma natural en una relacion constitutiva
discreta intrfnseca entre tensidn y salto del desplazamiento en la discontinuidad,
estableciendo asf la conexion con los modelos de fiswra discrela cohesiva (Hilleborg
el al. 1976). Iste hecho s el factor responsable de la inicidad de la solucion del
correspondiente problema de contorno. (Oliver, Cervera y Manzoli (1997)).

De una manera mds general que en el andlisis de discontinuidades fueries
presentado por primera vez en Simd, Oliver y Armero (1993), a partir de la
mterpretacion de la discontinuidad fuerte como un caso limite de la débil, ha
sido posible establecer la conexion que debe existir entre las condiciones para la
formacién de discontinuidad fuerte y las condiciones de localizacion (bifurencion
discontinua), asociadas a la formacién de la discontinuidad débil (Nadai 1931;
Hill 1958; Rudinicki y Rice 1975; Rice 1976; Ottosen y Runesson 1991; Ottosen
el al. 1991, entre otros). Para problemas unidimensionales se ha demostrado
que las dos condiciones coinciden y, por tanto, la localizacion siempre puede
tener lugar en régimen de discontinuidad fuerte. A posar de esto, con el objeto
de facilitar el entendimiento de la formulacion general, en el capitulo 2 se han
introducido los ingredientes necesarios para contemplar un posible mecanisme
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de transicidn (modelo de ancho de banda variable) entre la bifurcacién y ol
régimen de discontinuidad fuerte. Como se verd a continuacion, dicho mecanismo
de transicién es indispensable para la formacién de la discontinuidad fuerte
en problemas multidimensionales, donde en general la bifurcacién en forma de
discontinuidad débil es precursora de la discontinuidad fuerfe.

‘n este capftulo se extiende la formulacién presentada en el eapftulo 2 para
la representacion de discontinuidades fuertes en problemas bidimensionales. Los
estudios se centran en las familias de modelos constitutivos elasto-plasticos (Sima
y Hughes) y de degradacion eldstica escalar (Simé y Ju 1987; Oliver ef al. 1990),
locales e independientes de la velocidad.

En el apartado 4.2 se presentan las descripciones de los campos (tasas)
de desplazamientos y deformaciones de medios bidimensionales discontinuos,
distinguiendo las dos posibles formas de discontinuidades (débil v fuerte). Se
propone también una cinematica alternatlva para representar los dos tipos de
discontinuidades en una estructura iinica, dependiendo de la variable h, que se
asocia al ancho de banda de localizacion, En el apartado 5.3 se definen las
ecuaciones que gobiernan el problema de medios discontinuos, considerando la
cinemdtica representativa propuesta. En el apartado 4.4 se especializa el andlisis
de discontinuidades en medios elasto-plasticos. En oste andlisis se obtienen las
condiciones para la bifurcacidn y para la formacion de la discontinuidad fuerte,
Ademis, a partir del andlisis de discontinuidad fuerte, se demuestra que bajo
este régimen, la relacion constitutiva de continuo (tensidn versus deformacion)
da lugar antomaticamente a wna relacion constitutiva discreta entre el vector
traccién y el salto en la discontinuidad, recuperando el concepto de fisura disereta
cohesiva (Hilleborg et al. 1976). Considerando algunas condiciones especiales,
se deducen las relaciones constitutivas discretas para algunos criterios de fluencia
corrientes. Debido a que en general las condiciones de discontinuidad fuerte no se
cumplen en el momento de la bifurcacidn, se pone en evidencia la necesidad de una
fase de transicién entre la bifureacion, que ocurre en régimen de discontinuidad
débil (h # 0). y el inicio del régimen de discontinuidad fuerte (h — 0). Por
ello se propone un modelo de variacion del ancho de banda en funcién de
la variable interna tipo tensién, ¢, que es acotada a lo largo de proceso de
carga. Finalmente, se demuestra la relacidn que existe entre el pardmetro de
ablandamiento intrinseco, que gobierna el comportamiento no lineal del material
en régimen de discontinuidad fuerte, y la energia de fractura, Gy, El concepto
de energfa de fractura como propiedad del material proviene de la Mecdnica de
Fractura no Lineal (Hilleborg et al. 1976; Bazant y Oh 1983), y ha sido utilizado
por varios autores para la obtencion de soluciones independientes del tamano de
la malla de elementos finitos en el contexto de los llamados modelog de fiswra
distriburda (Willan et al. 1984, Cervera et al. 1987, Oliver et al. 1990, Oller
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1988). Por iltimo, en el apartado 4.5 se extiende la formulacion a medios con
degradacidn eldstica escalar. En el anejo B se presenta una revisién de la teorfa
general de localizacion de lag deformaciones y, de manera diferente a la presentada
en Ottosen, Runesson y Peric (1991), se introduce un procedimiento alternativo
para la obtencion de la condicidn de bifurcacion discontinua, sin recurrir al andlisis
de valores propios del tensor constitutivo tangente,

4.2 CINEMATICA DE MEDIOS DISCONTINUOS

Considérese el dominio bidimensional 2 € IR? formado por los puntos materiales
X, y una linea material & en €, con normal n (ver figura 4.1.a), denominada
linea de discontinuidad. Sea un sistema de coordenadas ortogonal curvilineo £ v
1), tal que & corresponde a la linea coordenada 5 (8 == {x(£,n) e 2 £ = 0}).
Sea {6, e} la base fisica (ortogonal) asociada a dicho sistema de coordenadas y
re(&m) ¥ ry(€, ) los factores de escala correspondientes, tales que dsg = 1y d€ v
dsy = 1y di, donde dsg y ds,, son, respectivamente, los diferenciales de longitud de
arco a lo largo de las lmeas coordenadas £ y 1. Considérense también las lineas S
¥ &7 coincidentes con las lineas de coordenadas £ = £% y £ = £ respectivamente,
delimitando la banda de discontinuidad, " = {x(&,n); £ € [£7,£4}. El
ancho representativo de Q) denominado ancho de banda, se considera como
h(n) = re(0,n)(EY = £7). Por diltimo, se definen los dominios 2% v 0~ como
las regiones de 2\0" a las que apuntan log vectores n y —n, respectivamente, de
manera que £ = O UQ UM (ver figura 4.1.a).

4.2.1 Cinemdtica de discontinuidad débil
Considérese la descripeion del campo tasa de desplazamientos en € de la forma
ﬁ(xrt) = ﬁ(x'ﬂ +Hﬂh(l€,~i§) [[flﬂ(‘fh t) (*‘1'.)

donde t(x, t) y [4](n, t) son campos de continuidad C% en . La funcion Hn (£,1)
representa la funcidn rampa, también continua en §2, definida de la forma

0 xEN (E<E)
Han = 1 xEQ'(£=z¢) (4.2)
E‘H— xEW (£ <£<ét)

La funcion Mg presenta un salto unitario entre S* ¥y & sobre una misma
Imea coordenada & ([Hgn] = Han (€', 1) = Han(€7,n) = 1 ¥y). A partir de
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la definicion de Hon en (4.2), su correspondiente gradiente se expresa de la forma

_ ]_ BHﬂh N .]_ a'th - i

VHg = re B—Eé‘ l T _ﬂ!} é N = Hon h{éE (13)
he(€m) = re(€m) (6" - &)
he(0m) = re(0,m) (€7 = €7) = h(n)

donde jign es la funcién de colocacion definida en @ (g = 1V x e Q' y Y = 0
v x € O\Q"). Teniendo en cuenta la ecuacion (4.3), la tasa de deformaciones
cinemdticamente compatibles con (4.1) viene dada por

¥ f o= . -I - n
€(x,1) =V =V"u + Mo V'] + ﬂuﬂrfﬁ“]’ ® &)’ (4.4)
E‘ A

F (rnl-:'l-immj o

-
[#] (discontino)

donede (')u indica la parte simétrica {[(‘.‘: (l). Il campo tasa de deformaciones ( .*.il.-'L)
se obtiene como la suma de la parte (x,1) y la parte discontinua [&](x.t), que
presenta saltos en 8% y 8§ (ver figurn 4.1.a).

Observacién 4.1 La cinemitica de discontinuidad débil, definida por
las ecuaciones (4.1) y (4.4), se caracteriza por presentar el campo
(tasa) de deformaciones discontinuo, pero acotado, mientras que el
campo (tasa) de desplazamientos es continue.

4.2.2 Cinematica de discontinuidad fuerte

La discontinnidad fuerte se considera el caso Ifmite de la discontinuidad débil,
cuando la banda 9" se colapsa en una linen de discontinuidad S (ver figura
4.1.b), es decir, enando S y 8~ tienden a § simultaneamente (con cierto abuso
de notacion, £¥ — 0, £ — 0, k() — 0y, por tanto 2F — 8, ver figura 4.1.a),
En este caso, la funeién rampa (4.2) se transforma en la funcion escalén Hs
(Ms(x) = 0Vx € Q" y He(x) = 1 Vx € 2%) y el campo tasa de desplazamientos
(4.1) se reescribe de la forma

n(x,t) = u(x,¢) + Hs [u](x, t) (4.5)
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El eampo tasa de deformaciones cineméticamente compatible viene ahora dado
por

&(x,1) = Vi = Vi + Hs V'[a] + b5 ([a] ® n)’ (4.6)
& l[nr':;u.rlr\:] I‘! “II'I :l'.rllur]n:l

donde s es la distribucion delta de Dirae de limea situada sobre S
(Jawlx) 65 dQ? = [op(x) dS ¥V @(x) € C%R)). Nétese que el campo
(tasa) de deformaciones puede descomponerse en €, que presenta, como maximo,
una discontinuidad acotada, y la parte no acotada dg ([1] @ n)*.

Observacidn 4.2 Al contrario que en el caso de la cinemadtica de
discontinuidad  débil, la cinematica de discontinuidad fuerte se
caracteriza por la presencia de deformaciones no acotadas en la linea
de discontinuidad S.

4.2.3 Cinemitica representativa de las discontinuidades débil v fuerte.

Finalmente, considérese la cinenvitica deserita por las siguientes expresiones e
lag tasns de desplazamientos y deformaciones:

i(x, ) = ulx,t) +Hg [u](x, 1) (4.7)
. 1
T . Al e LY . = 4 .
&(x,t) =V'u +'J::'.,. Vv [u] + Hsh.('r;)([[“]] osan)‘ (4.8)
£ {ropgnilag) !-:!
donde pg es la funcién de colocacién situada sobre 8 ( pe(x) = 1V x ¢

S, pe(x) =0V x e Q\8).

Observacién 4.3 5i fi(y) # 0, la cinemética definida por las ecuaciones
(4.7) y (4.8) puede considerarse como la cinematica representativa de
la discontinuidad débil, descrita por las ecuaciones (4.1) y (4.4) (ver
figura 4.1.¢), siemptre que:

® [ campo G en la ecuacion (4.8) presenta un salio de valor [a] en Ia discontinuidad 8,
mientras que, en la ecuacidn (4.4), el salto se prodice entre ambos lados §* y §— de I
banda 2%, §i ol ancho de la banea A(y) es poqueiio comparade con la dimension tipica
de £2, el primero es representativo del segundo,
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El términe & del campo fasn de deformaciones de ln ecuncidn (4,8) so reprosenta a traves
de la funcidn esealon Hes, mientras que en la ecnacion (4.4) la misma parte se representa o
través de | Funeidn rampa Hen. Por otro lado, Ja parte [£] de las dos scunaiones coincide
en los puntos de S (notese que he(0,1) = hin), ver councidn (4.3)5, ¥ que e:(0,y) =
u(n), ver fgura 4.Ln), Por tanto, s A(y) es relativamente pequeiio en comparacion
con el tamano tipico de £, ¢l campo tasa de deformaciones (4.8) es vapresantilive do L
descripeidn (4.4).

Observacion 4.4 Chando el ancho de banda A(y) tiende o coro, la
cinematica descrita por (4.7) v (-’-LB) tiende a la chengtica de
discontinuidad fuerte (4.5) v (4.6). Notese que cuando hin) — 0,
entonees jig/h(n) — bs.

Observacién 4.5 Salvo cuando h(y) = 0, el campo tasa e
deformaciones (4.8) no es cinemiticamente compatible con el campo
tasa e desplazamientos (4.7), es decir W' £ &, puesto que Vs =
bs @n # 5% 3 n.

4.3 ECUACIONES DE GOBIERNO

Considérese el contorno 9 del dominio §2 cuya normal hacia fuera se representa
por ¢ (ver figura 4.2), y sean I', ¢ 0Q y 'y, € 90 (I, UL, =90, I, N, = 0)
las partes del dominio en las cuales se prescriben las condiciones de contorno
esenciales y naturales, respectivamente. Las ecuaciones basieas de gobierno del
problema de valores de contorno en medios que presentan discontinnidades se
deseriben come:

Veat+f=0 enl\§ (ecnacion de equilibrio)

(4.9)

u=u’ en [’ m .
{ " (condiciones de contorno)

oo =t* en I,

donde f representa las fuerzas volumétricas v u® v t* son los vectores de
desplazamientos y tracciones prescritos en el contorno, respectivamente, Ademas,
se deben anadir a las ecuaciones anteriores las condiciones de equilibrio en la
discontinuidad, es decir
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Figura 4.2 Problema de contorno

o, n=g_n

(4.10)
on=a-n (¢,n=a_n)

donde &, es la tension en los puntos de S, y oy y o son las tensiones en los
puntos pertenecientes a las lineas §* y 8-, vecinas a0 S,

S = {x=2_i_1.% [xﬁf(_’n(xb.]] [ x;,—ES} (4.11)

Para que el problema quede completamente definido falta establecer [a relacion
entre deformaciones y desplazamientos y la relacion constitutiva entre tensién v
deformacion en todo el domino, incluso en la linea de discontinuidad S. Asf,
utilizando la cinemdtica representativa de discontinnidades débiles y fuertes
(ecuaciones (4.7) y (4.8)) y suponiendo que el comportamiento en todo el
dominio se describe a través de la misma relacién constitutiva de contimio local e
independiente de la velocidad (rate independent), lag tasas de tensiones se definen
COLTLO

T =C:d en O\S

Ty = T [.9_‘ + Jlf([lul ® ll)"] en S (‘112)

donde &€ = V' + He Ve[a] es la parte regnlar (acotada) de la tasa de
deformaciones y C representa el fensor constitutivo tangente que, en general,
depende del propio estado de tension o deformacién del punto y de las condiciones
de carga y desearga del modelo constitutivo que se elige para representar el
comportamiento del material,
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4.4 ANALISIS DE DISCONTINUIDADES EN MEDIOS ELASTO-PLASTIC:OS

4.4.1 Ecuaciones constitutivas de la elasto-plasticidad

El modelo constitutivo de elasto-plasticidad elisico local e independiente de la
velocidad se resume a (ravés de las siguientes ecuaciones (Simd y Hughes):
Relacidn constitutiva. Funecidn de energia libre

2] tensor de tensiones & en un punto se relaciona con el tensor de deformacionos
£ mediante la siguiente ecuacidn

L ou(e)
- Jet

(4.13)

donde & representa la parte elastica del tensor de deformaciones, que puede
descompanerse de la forma

g=g® 4P (4.14)

siendo & la parte pldstica del tensor de deformaciones. L funcién de energia
libre W viene expresada por la forma cuadritica

V{e®) = -QI-E*‘ A ol o (4.15)

donde C* es ¢l tensor constitulivo eldstico de cuarto orden, definido como

|C*=X1@1+2u] (4.16)

donde 1 es el tensor identidad de rango dos, I es tensor identidad simétrico de
rango cuatro, y A, g son las constantes de Lamé, Fl tensor C° os definida positivo
y presenta las simetrfas:

o = Oy = Chypp = i (4.17)

De las ecuaciones (4.13), (4.14) y (4.15) se obtiene la relacion constitutiva

o =C" &= C" (g — ") (4.18)
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cuya forma imcremental se escribe de la forma

¢=Ci(e-&) (4.19)

Domindo eldstico y eriterio de fluencia

El domanio eldstico, en euyo interior no hay evelueisn de deformaciones plisticas,
esta delimitado en el espacio de las tensiones por

¢leq)=0 (4.20)

donde ¢ es el conjunto de variables internas tipo tension que gobiernan la
evolucion del dominio eldstico, delimitado por la superficie de fluencia, ¢ = 0.
Para ol caso de endurecimiento isétropo, el eriterio de fluencia puede describirse
Como

-~

¢log)=dla)-a,+4<0 (4.21)

donde ¢ es una funcion escalar de las tensiones, 7y €8 la lension de flueneia
unierial, que se considera una propiedad del material, y ¢ representa el pardmelyo
de endurecimiento/ublandamiento isétropo. La funcién ¢ define la forma de la
superficie de fluencia en el espacio de tensiones mientras que g (¢ < a,) establece
su tamano.

Ley de endurecimiento/ablandamiento

La evolucién del pardmetro ¢, que define el tamaiio del dominio elistico, viene
expresado a través de la ley de endurecimiento /ablandamiento:

g=— H(q)d (4.22)

donde H vepresonta el médulo de endurecimiento /ablandamiento Yy @ e8 una
variable interna tipo deformacion, denominada deformacion plastica equivalente.
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Regla de flujo

El cardeter irreversible del flujo pléstico se refleja en la regla de flujo, que establece
la forma de la evolucién de las deformaciones €” y a, a través de

gl =~ (e, q) .
{ v =~v3(a,q) )

donde 4 = 0 es el multiplicador plistico, que define la magnitud de la tasa de
las deformaciones plasticas. El tensor m indica la direccion del flujo plastico
mientras que & = () es un factor de escala entre los valores & y v. Normalmento se
considera que m y & derivan de una funcidn de potencial plistico ¢, de tal forma
que

(e, q) = —dqs é: ¢)
" (4.24)
2 (erig)i= —"”W

El modelo elasto-pléstico se denomina asociado cuando la funcién de fluencia v
la funcién de potencial plistico coinciden, es decir, cuando

¢la,q) = lo,q) (4.25)

Condiciones de carga y descarga

Finalmente, el modelo queda completamente definido por las condiciones
complementarias de Kuhn-Tucker y la condicién de persistencia:

720, #le,q) =0, vdle,q) =0 (1.26)

yhla,q) =0 (4.27)
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Dichas condiciones establecen las condiciones de carga plastica, descarga eldstica
O carga neulra, gque se resmmen a continuacidn;

90 = y=0==C"& (eldstico)
P00 =+ 4=0=&=0C"¢ (descarga eldstica) 1
h=10 d=0 =1 7= 0 =+ 6=0%¢& (carga neutra)
R~ Y20 = &= C"i(é—£") (carga pldstica)
(4.28)

De acuerdo con (4.21) y (4.28), para el caso en que ¢ = 0, la condicién de
persistencin pldstica establece que

b=m:g+s4<0 (4.29)

donde s = d¢/8q y m = ¢ /0. El tensor m es normal a la superficie de fluencia
en el espacio de tensiones.

A partir de las cenaciones (4.19), (4.22) y (4.24), la expresion (4.29) resulta

p o= m:C:(E—8") —sHd

= m:6"™ -y m: C:m+sHY <0 (4.30)
con &l W a2
Admitiendo que
m:C'im+sHi=0 (4.31)

mediante la expresion (4.30), se puede concluir que, para ¢ = 0, las condiciones
de carga y descarga (4.28) pueden expresarse de manera equivalente conio

m: &l <= qS <0 y=0 (descarga eldstica)
¢=0=+¢ m: ™ =0= ¢p=0;7v=0  (carga neutra) (4.32)
m: &' s )= p=0:7=0 (carga pldstica)
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Relacion constituliva ineremental. Operador elasto-plistico langente

In easo de carga plistica, del cumplimiento de la condicion de persistencia, ¢ = 0,
en la eenacidn (4.30) resulta

m ;&
T=m:C“:ﬂ‘1+aH§

(4.33)

Sustituyendo el valor del multiplicador plistico dado por (4.33) en la relacién
imcremental (4.19), se obtiene el tensor elasto-plastico tangente C do la forma

Al il (4.34)
= (8- ym) 35
_ e _ Ct'mem: C* _ |
- (("_.‘ m:C :m+sHi) (4.16)
= C:HP:é (1‘37)

COn

Ct'm&m:C*
cnp Ge = - = _,\': = b1l i .::
- M Gt masHs © O (4.38)

En ¢ago de descarga eldstica o earga neutra (y = 0), la relacién incremental viene
dada por & = C": &,

De forma generalizada puede entonces escribirse
ag=C: & (4.39)
con

. { (8 (descarga eldstica) (4.40)

C  (carga plastica)

De la ecuacién (4.36) se puede verificar que, en caso de carga neutra, se tiene
m: C% & =0y, por tanto

Cré=0=6=C"é=C":¢ (4.41)
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4.4.2  Anilisis de bifurcacion discontinua. Condicién de localizacién

El andlisis de bifurcacion busca lag condiciones necesarias para la aparicion
de la discontinuidad en el campo (tasa) do deformaciones en medios elasto-
plésticos, Mediante la cinemdtica supuesta para la representacion de campos
discontinuos (ecuaciones (4,7) y (4.8)), el problema puede formularse del siguiente
modo: encontrar bajo qué condiciones los canpos de tensiones y deformaciones,
continuos en la vecindad de un punto P de § (& s =T 40 €, =€), bifurcan,
resultando un eampo tasa de deformaciones discontinue de la forma

Eas

E, = &+ (Ban) (4.42)
donde B =[ia]/h. El campo tasa de tensiones resultante debe cumplir Ja
restriceién impuesta por la condicién de continuidad del vector traccion de la
ecuacion (4.10)y, que, dado el cardeter material de S (1 = 0), se puede expresar
de la siguiente forma incremental

NG, =n-a,. (4.43)

donde se ha sustituido la notacién n - a (=n-6_)porn-é,,.

El problema asf planteado, con la restriccion cinemstica (rj_,-[z) v la condicion
de continuidad del vector traccion (4.43), es el clasico problems considerado on
el andlisis de bifurcacién discontinua, ampliamente estudiado en el contexto del
andlisis de estabilidad material de sélidos (Nadai, 1931; Hill, 1958; Rudinicki v
Rice, 1975; Rice, 1976; Ottosen y Runesson, 1991 Ottosen, Runesson y Perie,
1991, entre otros).

En el anexo B de este capftulo se presenta un resumen de la teorfa general
de localizacién, donde se asocia la bifurcacién discontinua con el inicio de
localizacién, ademss de obtener las condiciones necesarias para la bifurcacion
(B#£0 o [a] # 0) para medios elasto-plasticos.  De modo resumido, la
condicion de bifurcacién discontinua o localizacidn se corresponde con la pérdida
de elipticidad local de las ecuaciones de equilibrio incrementales, lo eual se
manifiesta mediante la singularidad del tensor de localizacion elasto-plastico,
Q7 =n C7.n, as decir

det (Q7) = () (4.44)

Para un determinado estado de tension {o, q}, es decir, para un estado dadeo de
las variables {m(e,q), mie,q), s{a.q), 8e,q)}, el tensor de localizacion elasto-
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plistico puede considerarse como una funcién de H v n (ver ecuacién (4.38))
QP(Hn)=n -C?(H) n (4.45)
y la condicidn de localizacion (4.44) se reeseribe de la forma

det [QP(H,m)] = 0 (4.46)

De acuerdo con los andlisis realizados en el ancjo B. el andlisis de bifurcacion
puede formularge de la siguiente manera : encoutrar ¢l maximo valor del madulo
H y el correspondiente valor de n, tal que el determinante de Q sea nulo, esto
o5

Hert = max [H € G| (4.47)

donde G es el conjunto constituido por los valores de H para los cuales la ecuacion
(4.46) tiene, por lo menos, una solucion para n

G={HelR | InecR™» ; |n| =1; det Q7 (4, nj| =0} (4.48)

donde 715, 5 la dimensién del problema,

Si el coujunto G es no vacio, las direcciones ngy, que cumplen (4.46) para H =
H it se corresponden con las posibles orientaciones de la banda de localizacion

Ror € {0 ER™™ ¢ [In]| = 1; det [Q(Hoiym)] = 0} (4.49)

La localizacién (bifurcacion) puede tener lugar en el instante de ln historia de
deformacion de un punto material en el enal el valor del médulo de endurecimiento
se iguala o Hey (en Ortiz et al. (1987) se propone un procedimiento numérico
para detectar Ia singularidad de Q% y obtener el valor de n correspondiente).

La expresién analftica del médulo H que conduce a la singularidad del tensor Q7
para una determinada direccion n viene dada por

1

&5

H,(n) =

[I-]. : (Q"')_l b=—=m:C" m] (4.50)

CoIl

a=m:C%n Q'=n-C":n b=m:C"n
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Rice (1976) obtuve dicha expresion por primera vez mediante obsgervacién ¥,
posteriormente, Ottosen v Runesson (1991) la dedujeran o través del anglisis
espectral de Q. En el anejo B se propone un procedimiento alternativo y
simplificado para llegar a la misma expresion, sin la necesidad de recurric al
aniilisis de los valores propios del tensor de localizacion.

El valor de Hu se obtiene resolviendo un problema de maximizacion de [ »(n),
bajo la restriceion [In|| = 1. Ottosen y Runesson (1991) obtuvieran soluciones
analiticas del problema de maximizacion para casos tridimensionales utilizande
multiplicadores de Lagrange. Para casos bidimensionales el problema se simplilica
mucho, transformdndose en la maximizacion de una Funcién esealar polinomial
de segundo grado, bajo determinadas suposiciones adicionales (véase anejo B).

Con el objeto de particularizar la expresion (4.50) para problemas planog, con
cierto abuso de notacién, considérese la base ortonormal {n.t.é} donde n y
t son vectores normal y tangencial a 8 en un punto P € S, respectivamente, y
@ = n @ t es ortogonormal al plano del problema. Sean m, i Yiny (4,7 € {n,t,3))
lag componentes de m y m segin dicha base. La expresion (4.50) se resseribe en
términos de dichas componentes de la forma (ver ancjo B)

"T‘h;:r ﬁ [ (e + v iigs) + 1y (2 my + mys)|  (deformacién plana)

—E 'E:'I'E TMhee iy (tension plana)
(4.51)

'n el anejo B se obtienen soluciones analfticas de Hpip ¥ D para problemas
planos, suponiendo que los tensores gradiente de la funcion de fluencia, m, y
gradiente de Ia funcién potencial, m, tienen las mismas direceiones principales,
con dos de estas direcciones pertenecientes al plano del problema’. 1n la tabla 4. ]
se presentan dichos regultados, donde m, v 11y (4 € {1,2,3}, my = my, iy = 1ny)
representan los valores principales de m y m, respectivamente, ¥ @eri 05 el dngulo
que Ny forma con la primera diveccién principal (caracterizada por ol mayor
valor propio). Obsérvese que en peneral la bifurcacion puede tener lugar para dog
valores del dngulo eritico,

T Bata vostriccidn ao vorificn pars ilastieldud wsosindi (m o= M) ¥ ou s soporficies de uoncin ¥ potuieinl

plititice conuments utilizadas e andlisis no linenl di sélidos
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—

$in* 0oy

= - S
Deformacion plans

ﬁ[ﬂ'll.

— =t L Iy (1 + v aiig) + g (11t + hs)]

=

Tensidn plmsa
————— N

s @iy = (-.‘]“m'e Lo = i) Ty [ — o)
2 (Mg = mmig) (g — 1i1y)
H, s
orel _E ::'3 Tt Tﬂu
=i . —— = ==
0 sia=0
Ea)=¢ | sia=>1

a siae (0, 1]

My = (M) — my) 8i0° By + Mg
My = (1 — 'ff‘bgj sin? Orit 4 i

4-17

Tabla 4.1 Resultados del andlisis de bifurcacion para medios elasto-pldsticos

bidimensionales.
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4.4.3 Andlisis de discontinuidad fuerte

Sustituyendo lag ecuaciones (4.8) y (4.23); en la relacién incremental (4.19) se
obtiene la siguiente ecuacién de evolucién de las deformaciones:

- Hg rps A=1 _ .
E= & +=2([u]@n)'= (€)' é tym(e) (4.52)
Il:;:::,;:p "h_'-h.r—"

icatndo
T neotado

El problema se centra ahora en determinar las condiciones para la cuales
la ecuacion (4.52) tiene consistencia fisica y matemdtica en presencia de
discontinuidades fuertes, es decir, cuando h — 0 y [a] £ 0.

Obsérvese que la parte regular de la deformacién, E, es acotada por definicién
y que la tasa de tensién & debe permanecer acotada para que el problema siga
teniendo sentido fisico. Con objeto de que [11] no se anule cuando h tiende a cero.
el término no acotado (g/h) (1] @ n)* debe corresponderse con otro término no
acotado de la ecuacién. De este modo, se concluye la necesidad de que el factor
Jis/h aparezca en el miembro derecho de la ecuacién (4.52). El modo mas sencillo
de considerar este factor es suponer que el multiplicador pldstico v tiene la forma

== b ¥=0 Vxefl\§ .
T = Mg h‘?ﬂ{'}'=%ﬂ’ Vxe& (4.93)

que establece que en Q\& el material se comporta eldsticamente o se encuentra
en estado de carga neutra (v = 0, ver ecuacién (4.28)) mientras que en 8§ se
produce carga pldstica. Sustituyendo (4.53) en la ecuacién (4.22) v teniendo en
cuenta la expresion (4.24),, se obtiene la siguiente estructura para el médulo de
endurecimiento

WO, WL SV (I ] .
= o h ( gﬁ) hH VYxe8 (4.54)
it
donde
5 q q
H=s——=_2 4.55
85 g s

se denominard mdédule de endurecumiento/ablandamiento intrinseco o disereto”
(Simé, Oliver y Armero 1993; Oliver 1996a), se considera una propiedad de]
madterial.

T En contraponiclén con el madulo do anduracimionto/ablandumionto " continue” 7
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Observacién 4.6 De acuerdo con la estructura supuesta para el
multiplicacor plastico (ecnacitn (4.53)), en régimen de discontinuidad
tuerte, s6lo seguirdn desartollando deformaciones pldsticas en un pULLo
X € &, mientras que en loy puntos x € O\8, de la vecindad, el
material se comporta eldsticamente o se encuentra bajo régimen de
carga nentra (y = 0).

Observacién 4.7 De la ecuacion (4.54) se puede concluir que el
régimen de discontinnidad fuerte s6lo es consistente con valores nulos
del mddulo de endurecimiento/ablundamiento continuo H (cnando
h = 0 entonces H — 0),

Congiderando las expresiones (4.53) y (4.64), la ecuacién (4.52) se reescribe,
particularizacda para los puntos x €8, de la forma

& ] a 8 __ I 1. l 1 f} ) .
“.::_;‘:{_";:'+H([[un®ﬂ) - M_HE ';:Ifl(ﬂl'_g) Vi e 8 (‘l-l}(})

[ITETTATE T

En régimen de discontinuidad fuerte, enando b — 0, log términos no acotados de
la ecuacién (4.56) deben corresponderse, es decir

; | q :
([a] @ n)* = _E % m(eos) (4.57)

0, simplemente
([u] @ n)* = % m (os) (4.58)

Observacién 4.8 La relacién (4.57) puede considerarse como nuna
restriceién adicional, que se impone a medida que el factor h se hace
pequeno comparado con la eseala del problema. Por tanto, desde este
punto de vista, el factor 1/h puede ser interpretado como un varinble
de penalizacién que impone el cumplimiento de la relacion (4.57).



4-20) Capitulo |

4.4.4 Condicién de discontinuidad Fuerte

La ecuacion (4.57), que ha sido denominada ecuacion de discontinuidad fuerte
(Oliver, Cervern y Manzoli 1998a), establece la evolucidn del salto [i] en régimen
de discontinuidad fuerte. A continuacidn se particulariza dicha ecuacién para los
problema bidimensionales.

‘onsiderando la base {n, t, &}, definida anteriormente, el salto de desplazamiento
se escribe como [u] =[uw,] n+[w] t, donde [u, ] y [1] son las componentes normal
y tangencial del salto. Considérense las dos situaciones posibles:

e Deformacion plana

La ecuacidn (4.57) se escribe de la forma

!‘!I‘lﬂll %Ilﬂ"-]l 0 1 g M Mg ()
o] ﬂ.ﬂ[,] 0 §] P e O ﬁhm ﬁ'{u” D (4.59)
0 0 0 H 4 0 0 g

De la ecuacién (4.59), se deduce que el régimen de discontinuidad Fuerte
solamente es consistente con

?ﬁrﬂ.ﬁ = “ H ﬁf*.‘llla = (} (=lh‘[1)

o Tension plona

En este caso, la ecuacién (4.57) se reescribe de la forma

H_'I‘.Ifj]] ‘.H]_'t‘ltl] ] - ._._L 2 Mypn My (4.61)
%‘“_'U-el[l Y H s Mt T 3 I

donde se concluye que en réghmen de discontinuidad fuerte debe cumplirse

iy = 0 (4.62)

Las condiciones consistentes con el régimen de discontinuidad fuerte (4.60) vy
(4.62), en general, no se verifican en la fase inicial de la fluencia plastica del
material, Pueden incluso no verificarse en el instante de bifurcacién.

Observaciéon 4.9 Para que el material pueda bifurear en régimen de
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discontinuidad fuerle debe cumplirse, por un lado, la condicion de
bifurcacion (4.44), que establece la condicidn para que [0 # 0 v,
por otro lado, la condicion de discontinuidad fuerte (4.60) o (4.62).
Obsérvese que, sustituyendo las condiciones (4.60) y (4.62) en la
expresion (4.51), se obtiene H, = 0. Por tanto, el inicio del régimen
de discontinuidad fuerte sélo coincide con la bifurcacion si en dicho
instante se tiene® A n = Hey = 0. 5l por otro lado, la bifurcacién
se produce con H, = Hyy # 0, el régimen de discontinuidad fuerte
golo puede aparecer posteriormente a la bifureacidn, exigiendo, asf,
un meecanismo de transicion entre el régimen de discontinuidad dabil,
intciado con la bifurcacidn (b # 0), y el régimen de discontinuicad
fuerte (A — 0), En este caso, la bifurcacién se interpreta como un
mecanigsmo precursor de la discontinuidad ferte,

4.4.5 Ecuacion constitutiva discreta o intrinseca

Para el caso de carga plastica, la condicion de persistencia (4,29) resulta en

p=mioti=0=G=—m:é& (4.63)
Sustituyendo (4.63) en (4.57), se obtiene

1

il ® n ] i
([ ® n) o

}1:; [mler,) (e, )] @iea,) (4.64)

x|

La ecuacién anterior, junto con la ecuncién de contimiidad del vector traceisn
(4.10),,

b=o,; n=a,:n {1.65)
constituyen, para un determinado punto x € &, un sistema de nneve

ecuaciones algebraicas no triviales, que establece, para ¢l problema general en
tres dimensiones, la dependencia implicita de las seis componentes de o, y las

B Ndtonn L concordaisin e ot resulindo gon b sstrieioras de B e i exprasiin (454}, o
onbibiluen qua ln discontiialdad Biete solaiienite op canmistonte oon < 0 (vor almervacion 47)
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tres componentes del salto [uf con el vector traceion t

o, =TF[t]

(4.66)

[u] = T[]

Observacidn 4.10 La ecuacion (4.66); define la relacidn constitutiva
disereta intrinseca (traccion versus salto) en la interfaz §. Obsérvese
que dicha relacién se deriva "naturalmente” de la relacidn constitutiva
de continuo (tension versus deformacion) de elasto-plasticidad al
imponerse la condicién de discontinuidad fuerte. Por tanto, no es
necesario obtener la forma explicita de dicha relacion discreta ni
utilizarla en el modelo numérico para simular discontinuidad fuerte.
En consecuencia, tanto el comportamiento de la parte continua del
solido como el de la interfaz de discontinuidad pueden describirse a
través de una tniea relacidn econstituliva de continue (tensién versus
deformacion).

Algunos ejemplos en clasto-plasticidad bidimensional

En el caso de pluﬁti(:idm] asaciada (l:'l'l =(',‘),q5 =mys= B"rf) = l), la ecuncion de
discontinuidad fuerte (4.64) se expresa en las componentes de la base {n, £, &}
de la forma

llﬂ'"]l %II'H’Y! 0 1 Tpn @ 0 Mg My 0
] "0 0] = — b G 0 | | my 0 0 &
0 0 0 H 0 0 oy | | 0O 0 0f
M Ty 0
() my; 000 (4.67)
0 0 0

&

donde se ha considerado la condicién de discontinuidad fuerte my = myy = 0
(véase ecuacion (4.60)). La condicién de continuidad del vector traccion respecto
a dicha base exige que

; ﬂ' Tnn T
t= T = Tt - Tyt (‘dﬁ&;)
0 0 0
& a\s
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de donde se concluye que

r}ﬂ'ﬂﬁ - 'a.'n"“\‘_ﬁ = i (4.(‘]9]
6.'"!.5‘ - &'F-tn\ﬁ = 7.' (4.7“)

Sustituyendo (4.69) y (4.70) en (4.67) se obtienen ficilmente las siguientes
relaciones en forma matricial:

[[“-':'-ﬂ]] - .]_ m !‘?m 2 My g ’
{ ﬂﬂ\‘_’ﬂ - H 2 Tt Mgy 4 n b:ﬁf 7 ( L.” )

e Ejemplo 1. Modelo elasto-plastico asociado de  Drucker-Prager  en
deformacién plana

Fste modelo se caracteriza por la siguientes expresiones para la superficie de
fluencia y el fujo plistico (Drucker y Prager 1952);

#(e,0) = \/1IS(@)] + ayp(@) = o 4 =0

Bda i,
m = m :-E-;.— ﬁmSlfl

donde 1 es ¢l tensor identidad de orden dos, p = %au = %T?'( ) representa la
tension media y S = a=p 1 es la parte desviadora de o, La tension de fluencia o,
se considera como una funcién de la medida de cohesién del material, %y SCENN
la expresion

(4.72)

oy =By (4.78)

Los valores de a, v /3 dependen del dngulo de rozamiento del material o

G sin(ep) A= 6 cos(p) (4.74)

“ 3 —sin(p) 3 —sin(ip)
Segrin la base {n, t,&,}, el Hujo plastico se deseribe de la forma
g1 |fme T O 4 [100
m=mh=\/Srqr| T S 0 |+5|0 10 (4.75)
0 0 S, S 1001
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Teniendo en cuenta las condiciones de discontinuidad fuerte,

31 £¥
my = e & e = ) 4.76
3 1 [
Trias - ——— '! = Of U 4.- 7
b 28] +3 (4.77)
¢l cardcter desviador de S
Tr(S) = Sim + S + 84 =0 (4.78)
tras algunos desarrollos algebraicos se obtiene
1'nrhl.l = ﬂ.\""\ﬂ = 'm:w- (4170)
Wi = = kg 4.80
nt = il 2 s 3 & ( " )

Sustituyendo (4.79) y (4.80) en (4.71) se llega, finalmente, a la siguiente relacién
disereta en forma matricial:
- 8 g
{ : } (4.81)

fe,] 1_1
{ [it:] H| ap/3—1a2 3—4al

donde se concluye que la evolucion de las componentes del salto cumple la relacién

. 2 : 3— 3,3
} 1 a, Aay/ 3 A

It B 0

[ie] q ’.% a?

e Ejemplo 2: Modelo elasto-plastico asociado de Von Mises en deformacion
plana,

(4.82)

Este modelo se obtiene particularizando el modelo de Drucker-Prager para un
dngulo de rozamiento nulo (p = 0), Asf, la relacién constitutiva discreta
correspondiente se obtiene directamente de (4.81) haciendo a, = 0 (ver ecuacion
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(4.74),):

{ iy (4.83)

s Ejemplo 3: Modelo elasto-pldstico asociado de Rankine.

La superficie de fluencia y el flujo pldstico se expresan del siguiente modo (Rankine
1857)

flag) =aile)—a,—¢=10
(4.84)
m = 1m :-?,-*j: P © Py

donde o representa la mixima tension principal en el plano del problema
(oy = a2) ¥ Py e el vector unitario en la correspondiente direccién principal,
que, a su vez, forma un dngulo @ con la direccion de n (py = cos@n + sin @ t).
Respecto a la base {n,t,&,}, el tensor de flujo plastico se reescribe de la forma

cos’®  sind cosf 0
m=m=p @p; = | sinf cosf gin’0 0 (4.85)
() 0 0

De la condicién de discontinidad fuerte (4.60) 6 (4.62) se obtiene
Mye = My = Biﬂ29 =0==8=10

es decir, la direccidn n coincide con la diveceién principal p;, de lo que se deduce
que la lnea de discontinuidad se desarvolla perpendicularmente a la tension
principal maxima. Sustituyendo @ = 0 en la ecuacidén (4.85) y ésta en (77 o
4.71), se obtiene

(7

donde se ha considerado la continuidad del vector traccion (o, = oy, = a).

Observacién 4.11  Lang ccuaciones (4.81), (4.83) y (4.86) constituyen
algunos casos particulares de la relacion discreta general (4.66)s.
Ohsérvese que la ecuacién (4.83) establece que, en régimen de
discontinuidad fuerte, el modelo elasto-plistico de Von Mises genera
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lineas de deslizamiento (ship hnes, Lubliner 1990), puesto que sélo la
componente tangencial [u,] del salto puede desarrollarse ([u,] = 0).
PPor otro lado, la ecuacién (4.86) establece que la superficie de Huencia
de Rankine sélo permite modelar discontinuidades fuertes en Modo
I (segin la terminologia de la Mecdnica de Fractura), ya que la
componente tangencial [u,] es nula para este easo. A su vez, el modelo
clasto-plastico de Drucker-Prager genera discontinuidades [uertes en
modo mixto ([u.] # 0y [w] # 0, ver ecnacién (4.81)), pudiendo
asociarse la componente normal del salto al efecto de dilatancia,

4.4.6 Modelo de formacion de discontimiidad fuerte en sélidos elasto-
plisticos. Modelo de ancho de banda variable

Como se detalld en el apartado 4.4.2, los modelos elasto-plasticos no asociados
(o asociados con ablandamiento) son susceptibles de experimentar bifurcacion
discontinua, estableciendo el inicio de la localizacidn de las delormaciones en
régimen de discontinuidad débil o fuerte, dependiendo del estado de tensiones en
el instante de la bifurcacion, El comportamiento post-bifurcacidn se madela a
través de la introduceion o activacion de una cinemdtica apropiada que describe
la formacion de la banda de localizacién, euyo ancho de banda puede variar a lo
largo del proceso de carga hasta aleanzar un valor muy pequeno, compatible con
el régimen de discontinuidad fuerte. El comportamiento del material se divide,
por tanto, en tres etapas diferenciadas durante el proceso de cargn: a) estado
eldstico inicial, b) estado elasto-pldstico anterior a la bifurcacién discontinua,
donde el sélido es continuo con deformaciones también continuas y ¢) estado
elasto-plastico bifurcado, con presencia de discontinuidad fuerte o débil. Una vez
definidas lag funciones correspondientes a la superficie de fluencia y al potencial
plastico, para modelar el comportamiento no lineal del material elasto-pldstico se
requiere;

s [hase pre-bifurcacidn:

- La ley de evolucién de la superficie de fluencia (y del potencial plastico)
del sélido elasto-plastico continuo con deformaciones también continnas;

= Bl procedimicento para detectar el instante de bifurcacién discontinua y la
correspondiente direccion de la banda de localizacién, que se manticne fija
después de la bifureaciém (superficie material).

o Fase post-bifurcacidn:
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Figura 4.3 Ley de endurecimiento. Fase pre-hifureacion

- El ancho de banda inicial, correspondiente al instante de la bifurcacion:

- La ley de variacién del ancho de banda, que establezea la transicidén entre
los regimenes de discontinuidad débil y fuerte, cuando sea necesario;

- La ley de evolucidn del mdadulo de endurecimiento /ablandamiento continuo
H de manera consistente con la variacién del ancho de banda (véase
relacion (4.54)).

Fase pre-bifurcacion. Deteceion de la bifurcacion discontinua

El comportamiento del sélido elasto-plastico continuo, con deformaciones también
continuas, se define a través de la ley de evolucién de la superficie de fluencia
¢ = oy —q(a), tal como se indica en la figura 4.3. Para la deteccién del punto de
bifurcacion discontinua, se compara el valor de H,,, (e (1)), evaluado mediante lag
expresiones analiticas de la tabla 4.1, con el valor del médulo de ablandamiento de
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Figura 4.4 Ley de endurecimiento aliernativa, Definicién de la superficie lmite de fullo,

la ley de endurecimiento elegida, H = 9¢/0a = —dq(w) /e, durante el proceso
de carga. La bifurcacién discontinua tiene lugar en ¢l instante del proceso de
carga (t =ty & = @) en el que se cumple la condicién H(a) = H (e (t)), tal
como indica la figura 4.3, La direccién de la banda de localizacion correspondiente
viene expresada por el valor n = n(er(l,)) que se obtiene de la tabla 4.1,

Por tanto, la ley de evolucion de la superficie de Huencia en la fase pre-bifurcacion
se define a través de:

e La tensién de fluencia o, , que establece la dimension inicial del dominia
elistico en el campo de tensiones, donde no hay evolucién de deformaciones
plasticas;

e La ley de evolucién de la variable 4 en hmecién de la deformacion
plastica equivalente o (o la ley de evolucion del mddulo de endurecimiento/
ablandamiento continuo H )
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Obsérvese que el punto de la curva Jﬁ versus o corresponciente al iniclo de
la loealizacién (punto de bifurcacion B) no estd definido a prior: (no es una
propiedad del material) y depende de la historia del valor de comparacion M.,
que, a su vez, depende de la historia del estado de tensiones durante el Proceso
de carga,

Para el caso de plasticidad asociada, se podifa considerar un comportamienito

hipotético alternativo, definiendo el valor limite de o = tr, para el cual se inicia

el proceso de localizacién. Del andlisis llevado a cabo en ¢l anejo B se coneluye

que en el caso de plasticidad asociada, la bifureacion discontima no puede tener

lugar en la rama de endurecimiento (H = 0) de la curva ¢ versus o, Por tanto, en

este caso, se puede forzar que la bifurcacion ocurra en el instante en que se alcanza

el pico de la referida curva (T, =, = fr;mm), imponiendo una lmy discontinua para
H(ex), tal que

I Hia) =0 PATA O < (i,

= (4.87)

Hy < Heieler) para a = opi

Naturalmente, la orientacion de la banda viene dada por n = (e (t,)),
calculada con el estado de tensiones del instante (, en que ol punto material
alcanza la deformacion pldstica equivalente o = oy, En este modelo, ademgy
de la dimensién inicial de la superficie de Auencia y de la ley de evolucidn de g
(con endurecimiento) de la fase pre-bifurcacion, se hace necesario la definicion del
valor limite oy, (0 Guiee), que establece la superficie limite de fallo, es decir, 1a
region del espacio de tensiones correspondiente al inicio del proceso de loealizacian
(véase figura 4.4). Este modelo alternativo de cierta forma recupera ¢l concepto
de superficie lfmite de fallo, empleado por Chen y Chen (1975, 1982) para modelar
fractura en hormigones. Cabe destacar que a diferencia del modelo que se propone
aquf, en el referido trabajo, una vez alcanzada la superficie lnmite de fallo, se
impone una cafda violenta de tensiones.

Fase post-bifurcacaon. Modelo de ancho de banda variable

Se supondra aqui que, después de la bifurcacion, la estructura del madulo
de endurecimiento/ablandamiento continuo H viene dada de acuerdo con la

expresion (4.54), es decir
IH = I h (4.88)

donde se considera que / < (0 es una propiedad del material, Ast, una vez definida
la ley de evolucién de una de Jas variables (H 6 h) la ley de variacion de la otra
queda automaticamente establecida, Es importante recordar que se ha llegado a
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Figura 4.5 Modelo de variacién de ancho de banda

dicha estructura del valor de H suponiendo que los puntos de la vecindad de la
banda, $1\&, no desarrollan deformaciones plisticas desputs de la bifurcacion, es
decir, estdn bajo carga neutra o descarga eldstica (véase observacién 4.6).

Como se menciond anteriormente (observacion 4.9), el régimen de discontinuidad
fuerte (h — 0) solamente puede tener ligar inmediatamente después de la
bifurcacién cuando H, = H., = 0, esto es, cuando la curva ¢ versus o de
la figura 4.3 tiene tangente horizontal en el punto de bifurcacién. En los casos
en que esto no ocurre, el ancho de banda h, debe tener un valor finito mayor
que cero en el instante de bifurcacion, lo que exige una fase de transicion entre la
bifurcacion, que ocurre en régimen de discontinuidad débil, y el inicio del régimen
de discontinuidad fuerte. Por ello, se define una ley de variacién de h, desde el
valor /i, # 0 hasta el valor h = k (k — 0). Puesto que, como se ha mencionado
anteriormente, el inverso de k desempeiia el papel de pardmetro de penalizacién,
que impone las restricciones consistentes con la ecuacién de discontinuidad fuerte
(4.57), a efectos fisicos basta con que k sea algunos ordenes de magnitud (2 -3
ordenes) inferior a la dimension tfpica del problema.

A continuacién se describe la propuesta de un modelo de ancho de banda variable
para la fase de transicion, que se utilizars a lo largo de este trabajo.

La ley de variacién de la banda h se describe a traves de una funeién continua
mondétona decreciente de la variable interna tipo tension g, partiendo del valor
h = h, en q = ¢, hasta alcanzar el valor h = k en 1 = Qpy (véase figura 4.5).
Después de este punto, el ancho de la banda permanece constante hasta el final
del proceso de carga. La eleccidn de ¢ como la variable que define el proceso
de variacién del ancho de banda és debida & que mantiene su cardcter acotado
durante todo el proceso de deformacién,
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Tomando como base la expresion (4.88), el valor inicial del ancho i, se considera
COma

H,

POTE - 3

H

donde H, es el valor del madulo de endurecimiento en el instante de la bifurcacion,

hy =

(4.89)

A partir de le ecuacién (4.88), la variacidn del médulo de endurecimiento puede
eseribirse como

H(e) = H(qla)) = H hig(a))

Teniendo en cuenta la ecuacidn (4.22), puede escribirse la sigulente ecuacion
diferencial:
Ogler)
dex

de la cual, para una expresién dada de h(g), puede obtenerse la ley de variacion
de ¢ en funcion de la variable a. De esta manera, incluso en la fase posi-
bifurcacion, la integracion de la relacion constitutiva de elasto-plasticidad se
realiza utilizando un algoritmo estandar, pero con una ley de evolucion de g{a)
(o de H{a) = —dq(ar)/Oa) apropiada.

Congidérese, a manera de gjemplo, la signiente variacion fineal del ancho de banda
hoen funcidn de g (véase figura 4.5):

= —Hh(gle)) con gla,)=q, (4.90)

[ (g=qp) B+ h, para q, =q=q,, (transicién) :
hg) = { k para qﬂ:- Ui (dise. fuerte) (4.91)
donde
p Ry (1.92)
L

Considerando /1 constante, resolviendo la ecuacion diferencial (4.90) se obtiene
la siguiente expresion de q(u'):

gy + EIL{L (_ﬁ'”ﬁ (o~ap) 1) para o, = o = a,, (transicidn)
gla) =< g, —kH(a—a,,) para v, < <o, (dise. fuerte)
a, para = oy, (dise. fuerte)
(4.93)

donde . ¥ &, son los valores de la deformacion plastica equivalente en los
puntos correspondientes al inicio del régimen de discontinuidad fuerte (DF) y al



=32 Cupitule 4

estado de relajacion completa de las tensiones (U) (¢ = 0), respectivamente:

1 9. f &
u = , ———In (—F)
i i R _n“ & fi B (4(},‘1)
w, B = ”h, L

A .1 n
%
\\\ .
o —dy 4 dbzcr_i—q(uj
9y =dpp-
DF —
i

-
s ~RKH{w-0o )
‘ \\‘glh(m) = hﬂ e 2]

QY

H i) = Hli(tx)

Figura 4.6 Evolucion de lag variables del problema en la fase post-bifurcacion,

h() = hig(a)) = h, e”™Me=0g) para @, <o < t,,  (Lransicion)
R L k para a =, (dise. fuerte)

(4.95)
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db(e)=0 ~¢ } (elastico)

Continuo
(elasto-plastico)

o Discontinuidad débil
elasto-plastico, h £ 0)

Discontinuidad fuerte
(elasto-plastico, h = 0)

Figurn 4.7 Modelo de propagacidn de la discontinuidad

La figura 4.6 muestra la evoluecidn tipica de las variables del problema en la fase
post-bifurcacidn,

Suponiendo que los campos de tensiones y deformaciones son continuos a lo
largo de S, el ancho de la banda también es continuo y. por consiguiente,
al modelo propuesto para la variacién del ancho de banda induce el signiente
esquema. idealizado de propagacion de la discontinuidad (véase figura 4.7): un
frente de discontinuidad débil se propaga a lo largo de S, manteniendo un
ancho comprendido entre h = A, en el punto material B (el punto donde el
estado de tension-deformacion bifurca), v h = 0, en el punto material DF (el
punto donde la discontinuidad débil ze colapsa en discontinuidad fuerte). Los
puntos materiales de S detrds de DF ya alcanzaron ¢l régimen de discontinuidad
fuerte y constituyen una linea de discontinuidad fuerte. En los puntos situados
detrds de U no existen tensiones superficiales de interaceidn entre los labios de la
dizcontinuidad, caracterizando la [ormacidn completa de la discontinuidad, Por
tanto, la region no lineal comprendida entre los puntos B v U representa la
zona donde se procesa la discontinuidad, que, en el contexto de la mecinica de
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fractura no lineal, corresponde a la llamada zona de proceso de fisura (fracture
process zone, Bazant y Oh 1983).

4.4.7 Energia consumida en régimen de discontinuidad fuerte.
Energia de fractura

Para problemas cuasi-estiticos, donde la energia cinética puede despreciarse,
segin ol leorema de las Juerzas vivas, la polencia introducida al sistemia por
las fuerzas externas, P, debe ser igual a la potencia tensional de todo el sélido,
P (Malvern 1969), esto es

PHH’!( - Pfrll " / o ed0 (.f},f}ﬁ)

1

donde £ representa el dominio del andlisis. Centrando el estudio para la situacién
correspondiente al régimen de discontinuidad fuerte (b — 0), el campo de la
tasa de deformaciones viene dado por (4.6) y, por tanto, la expresién anterior se
reescribe de la forma

S B gr——

- f g+ / o, : ([ @ n) d$ (4.97)
J s ls g ;
P:E;\T_g 1:!:;1!

donde se indican la parte volumétrica, P:l":;, y superficial, Fj_f”'. de la potencia

externa introducida. Se puede interpretar, por tanto, 'F’i"‘ como la parte le
la potencia externa consumida en la formacion del salto [a] en la superficie
de discontinuidad &. Asi, la energia total consumida en la formacion de la
discontinuidad fuerte durante el proceso de carga viene dada por

Ws = Pt (4.98)

donde ¢, indica el mstante del proceso de earga correspondiente al inicio del
régimen de discontinuidad fuerte en el punto material, Sustituyendo el valor de
([a] @ n)", que se obtiene de la ecuacion de discontinuidad fuerte (4.58), en la
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ecuacion (4.97), se llega a la siguiente expresion

pint o / o, ¢ ([a] 2 n)" dS = / b, : mdS (199)
J s /s
Teniendo en cuenta la continuidad del veetor traceion, , -n= o, n =t
expresion (4.99) se reeseribe como
el | / i b ds = | / . Lo, mdS (4.100)

Se particulariza ahora el estudio para el caso en que se considera:

(n) La funcidn ¢(e), que define la superficie de fluencia en la ecuacion (4.21), es
una funeidn homogénea de grado ung de las tensiones, i este caso, mediante
¢l teorema de Euler para funciones homogéneas, se tiene

8,d:a=d(e) (4.101)

(b) Plasticidad asociada (M =0, p=my i = dd=1)

En estas condiciones”, para procesos de carga plastica (v # 0), la ecuacion (1.26)
establece que ¢ = 0 y por tanto, de las ecuaciones (4.21), (4.101) se concluye que

Ty —q = ‘2’
a0 a (4.102)

= m:a

Sugtituyendo (4.102) en (4,100), se obtiene

?1";"‘ = _Lt ] ds = /" {7y = 1) ads (4. 10:3)

T Easton ll.l'qlllﬂll.ull fnl l.‘ltll||11t'|l| |k linei Puinietenves di Huenedi iwimnles, iles copio Vioge=N s, Rolie-Canloils,

Dunokoy Progor, ftanking, et
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Llevando ahora la expresién (4.103) a la ecuncién (4.98), se llegn a

WS =/ [-/ L '[;';1] d{] a8 = [ [-/ (I'\Ty - Q) (.'fr‘.i.'] S (’l”]"’l)
& J by T
“_.,.,.——_-'

: 4
i o

r

donde se identifican los micleos de las integrales como una parte de la energfa
consumida en la formacion de la unidad de drea de superficie de discontinuidad,
que, en el contexto de la mecdnica de fractura no lineal (Hillerborg ef al. 1076,
Planas y Elices 1992), se refiere a la energfa de fractura ;. Debe hacerse notar
que la energfa Gy debe incluir la parte de la energfs consumida en la fase de
transicion, Gy, entre la bifureacion y el inicio del tégimen de discontinuidad
fuerte (donde [u] # 0), que no ha sido considerada en la integracion (4.104). La
figura 4.8 ilustra las partes de la energfa ¢ ¢ consumidas en la fase de transicion
y en régimen de discontinuidad fuerte.

o o —
P o
"—-'-h-'ﬂ-H =
pre- {riisi- diseomtinudnd fuere

blfureacicn  cion

Figura 4.8 Energfa de fractura consumics en el proceso de formacién de la discontinuidacl.

El proceso de carga completo en régimen de discontinuidad fuerte s€ caracteriza
por la evolucién de la variable interna g desde su valor en el inicio del régimen
de discontinuidad fuerte, ¢ = ¢, (en t = tyr) hasta alcanzar el valor ¢ = a,
(t = 00), donde las tensiones estdn completamente relajadas (véase figura 4.5 o
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4.6). De esta manera, teniendo en cuenta que d= — [ (ver ecuacidn (4.55))
y considerando H constante a lo large del proceso de carga, la expresion de la
energfa de fractura viene dada por
y)
/ to [ et
by o

- / H (G ‘f)!_i{dq (4.105)

Ty
2

B

2H

i
C’ﬂl"

donde o, = a, — g,,. El valor de la variable 4pp en el instante de inicio
del régimen de discontinuidad fuerte depende en general de la historia de lus
deformaciones o tensiones (véase apartado 4.4.6).

En los easos en que la bifurcacién ([#] # 0) y el régimen de discontinuidad fuerte
tienen lugar en el pico de la curva. ¢ versus o (B=DFena = Opien), €l valor de
Gy representa la energfa total consumida en la formacion de la unidad de drea
de discontinuidad, es decir,

G =G, (4.106)

En estas condiciones, de la ecuacion (4.105) el médulo de endurecimiento
intrinseco, H, se escribe en funcion de las propiedades del material ay y Gy
de la forma

 ; ! . (4.107)

d!)ﬂt]ﬂ HP”.'IJ = E.fy — ‘}p"(-'“'

Observacién 4.12 Para los casos de plasticidac que cumplem las
condiciones a) y b), la expresion de la energia consumida por la
relacion discreta intrinseca t versus [u] (véase ecuacidn (4. 105)) se
puede caleular de forma cerrada, independientemente del proceso de
carga posterior al inicio del régimen de discontinuidacd fuerte; ademis,
para llegar a dicha expresion no es necesario utilizar la forma explicita
de la relacién discreta intrinseca.

Observacion 4.13  La existencia de la relacién directa entre el madulo
'y la energia de fractura G (ecuacion (4.107)) se limita a los casos
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que cumplen las condiciones a) y b) v, ademds, bifurcan en régimen
de discontinuidad fuerte (B = DF).

Observacion 4,14 51 la energfa consumida entre la bifureacion B y
la discontinuidad fuerte DF es pequena y despreciable, entonces
la energin consumida en la formacion de la discontinuidad puede
aproximarse a traves de la relacion (4.107) (ver figura 4.8). Notese
que la condicién B = DF ¢stablece gue la regidn donde se procesa la
fisura (fructure process zone) es pequetia comparada a la dimension
del problema (ver figura 4.7). Dicha condicion, por tanto, determina
un dominio o rango en el que la aproximacion de discontinuidades
fuertes presentada aquf coincide con la teorfa clisica de la mecdnica
de fractura no lineal cohesiva (Hillerborg et al. 1976; Planas y Elices
1992) y en el que deherfa esperarse obtener resultados muy semejantes
a log obtenidos con dichas teorins.,

Observacién 4.16 Se puede demostrar que en el modelo de plasticidad
asociada con criterio de Huencia de Rankine se tiene Hy = 0y, por
tanto, B = DF, independientemente del estado de tension en el
momento de la bifurcacién, Para los otros eriterios de fluencia, la
bifurcacion con Hy = 0 sdlo puede tener lugar para algunos estados
particulares de tension (Ottosen y Runesson, 1991).

4.5 ANALISIS DE DISCONTINUIDADES EN MEDIOS ELASTICOS DEGRA-
DABLES

4.5.1 Fomulacidn del modelo de dano continuo isétropo basado en
deformaciones

La formacién de macro-fisuras puede interpretarse como el resultado de la
iniciacion, crecimiento e inferconexion de micro-fisuras y micro-poros.  Los
mocdelos basados en la feorda de la mecdnica de dario continuo (Kachanov 1986;
Simd y Ju 1987; Lemaitre y Chaboche 1988) consideran que el desarrollo de
la degradacion fisica del material es un proceso ne lineal termodindmicamente
irreversible y utilizan un conjunto de variables internas para modelar el proceso
de degradacién fisica loeal. En este trabajo se considera la familia de modelos
de degradacion eldstica lineal isotropa (Oliver el al. 1990}, que utiliza sélo una
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variable de degradacion escalar para representar el comportamiento no lineal
del material. A continuacién se presenta de manera resumida la formulacidn
de dicha familia de modelos constitntivos en una estructura tedrica basada en
deformaciones (Simé y Ju 1987),

Relagion constitutiva secante. Funcidn de energia libre

Il proceso de degradacion escalar se caracteriza a través de la siguiente funcion
de energia libre

V(e d) = (1 —d) V(&) (D<d<1) (4.108)

donde d es la variable de degradacion esealar, que varia desde cero (material
virgen sin degradacién) hasta 1 (material completamente degradado). La funcion
P representa la energia eldstica almacenada del material no degradado:

10(e) = %E . C' e (4.109)

donde C° es el tensor constitutivo elastico.

La relacién entre tensién y deformacion viene dada por

M (e ,dd) . .
g == (1-d) C": e (4.110)

que se puede expresar de manera equivalente de la forma
o=(-d)e* (4.111)

donde
ot =C" e (4.112)

es la tension efectiva, cuyo concepto ha sido infroducido a través de la hipotesiz
de la deformacidn equivalente (Lemaitre y Chaboche 1988): “La deformacion
asociada a un estado degradado sometido a tensiones aplicadas es equivalente a
la deformacién asociada a un estado no degradado sometido a la tensién efectiva’

Obstrvese que, puesto que o depende unfvocamente de g, tanto & como &
pueden tomarse como variable independiente del problema.
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Evolucidn de la degradacién definida en el espacio de tensiones efectivas

De manera similar a los modelos de plasticidad, para caracterizar la evolucion de
la variable de degradacion d se establece un eriterio de degradacion que, en el
espacio de tensiones electivas, delimita la regidn en la que no hay evolucién de la
variable de degradacién d

Pl =) 7 <0 (w113

donde 7(s) representa una norma del tensor de tensiones que debe cumplir
log requisitos usuales: ser siempre positiva y resultar cero para el tensor nulo
(7(0) = 0). Obsérvese que, como o = C*: g, la norma de las tensiones efectivas
ge agocia directamente a una norma de lag deformaciones y, por tanto, se establece
en paralelo un criterio de degradacién en el espacio de deformaciones. El valor
de r* e8 el umbral de degradacion en el espacio de tensiones efectivas. Mientras
que la funcion 7(o") especifica la forma de la superficie limite de degradacicn
(f*(a® ") = 0), el umbral »* define su tamano en el espacio de las (ensiones
efectivas, Se considera que el umbral de degradacién inicial, v, para el material
intacto, antes de cunalquier aplicacidn de carga, es una propiedad del material,

La evolucidn de la variable de dano, d, se define a través de la siguiente relacion

3 —d
d = -%Ta_—cjl*( (4.114)

donde 7 es el pardmetro de consistencia del danio y 7 es la norma energética del
tensor de tensiones, tal que

Plaf) = Ve O et = 210 (4.115)

Obsérvese que la norma 7 utilizada para definir el criterio de degradacion
(ecnacion (4.113)) puede ser diferente de la norma energética 7.

Las condiciones de carga-descarga se definen de acuerdo con las relaciones de
Kuhn-Tucker:

Y20, Jo".r") <0, 7/ (a"r) =0 (4.116)

juntamente con la condicidn de persistencia:
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v [, %) = 0 (4.117)

Teniendo en cuenta que (1 — d) /7(e®) = 0 en la ecuacion (4.114), las relaciones
(4.116) y (4.117) establecen que

Jf<0 ‘ = 4=0 =>d=0 (no hay evolucion del dano)
o= = yo=() = d =0 (descarga)
fr=0 ft =) = { y=0 == d=0 (carga neutra)
: >0 = d >0 (carga)
(4.118)

En el easo de carga (v = 0), la condicion de persistencia (4.117) implica
Jf=0=4(0%) =i >0 (4.119)

Por tanto, el valor de »* en el ingtante de tiempo ¢ del proceso de carga viene
dado por (Simd y Ju 1987)

Ti = E {"'U*,E’f?fﬁ,q T-(“‘J} (4.120)

Obsérvese que, de acuerdo con (4.120), # depende unfvocamente de la historia
de las deformaciones a través de o',
Evolucion de la degradacion definida en el espacio de lensiones

’ ; i ; :
Suponiendo que la norma 7(s) es una funcién escalar homogénea de primer grado,
de acuerdo eon la relacion (4,111), se tiene

Ha') =7 (the) = v 7o) (A:220)

Sustituyendo (4.121) en (4.113), se obtiene ¢l eriterio de degradacién equivalento
en el espacio de las tensiones

fo(a,17) = #{o) =r® <0 (4.122)
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donde r" es el wmbral del dano en el espacio de tensiones, que viene dado por

r = (1—d)r (4.123)

Teniendo en cuenta que la funcién 7(er) es homogénea de primer grado, la
evolueion del dafio (4.115) puede escribitse de forma equivalente como

_(-ar s
d= f—{ﬂ;—)-—-’y (4.124)

Fn el espacio de tensiones, las condiciones de cargasdescarga pueden reeseribirse
de manera equivalente a través de las relaciones de Kuhn-Tucker

720, [fer") <0, v[(a.r) =0 (4,125)

y la condicién de persistencia

¥ (e, r?) =0 (4.126)

Regla de endurecimiento /ablandamiento

La evolucion de la variable de degradacion queda completamente definida por
la regla de endurecimiento/ablandamiento que establece la relacién entre los
umbrales 1 y 7%, Con este objetivo, se define el pardmetro de endurecimiento de
la forma

l[a=rf—r" =4 re | (4.127)

De manera similar a los modelos elasto-plasticos, la regla de endurecimiento, que
especifiea la evolucion de Ja superficie de dafio en el espacio de tensiones, se define

COTG
(4.128)

donde H es el mddulo de endurecimiento/ablandamiento. Sustituyendo la
expresion (4.127) en (4.128), se obtiene la relacion en tasa entre log umbrales
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de los distintos espacios, esto es

H
H 1

2L

Yf.l‘ = | Hf ;.'.F

4-43

(4.120)

A partic de las expresiones (4.123), (4.127) y (4.128) se obtiene la expresion de
la evolueién de la variable de degradacion

)

15}

(4.130)

O
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F'igu.m 4.9 E'\"b!ul:iﬁﬂ |!l'.‘ lﬂﬂ Uﬂ.l']ubli\ﬂ {11_\1 modali dl"t dﬂg]'ﬂdﬁ.ﬁi(,')]l g:h‘al‘,i_(:ﬂ: “) CUTVE [l(.u
endurecimiento/ablandamiento, b) curva tensidn-deformacion uniaxial.

La figura 4.9.8 muestra un esquema ilustrativo de la regla de endurecimiento y
en la figura 4.9.h se presenta la curva tension versus deformacion uniaxial tipica
del madelo eldstico degradable.
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Observacion 4.16  De la ecuacion (4.131]) ge concluye tjue la evolucian
de la variable de degradacion se relaciona direetamente con la
evolucion del umbral »* que, a su vez, depende de manera explicita de
la historia de las deformaciones (véase relacion (4.120)).

Observacion 4.17 51 se define la relacion del tipo »* = F(-r”). a partir
de la ecnacion (4.123) se concluye que la variable de degradacion se
eXpresa en terminos de 75 a traves de la sipuiente ecuacion:

Pr)

rh’

d=G{r") =1~ (4.131)

[En este caso, el médulo de endurecimiento se expresa como (véase
ecuacion (4.129))

H’ | OF(r)
A

(4.132)

Para que d € [0,1] y d = 0 la funcién G(r) debe satisfacer las
condiciones

0<Gr) <1

(r
dr

VreR* (4.133)

)

)

iy

=0

De las ecuaciones (4.128), (4.127) y (4.130) se puede obtener la signiente expresion
de la tasa de variacidn del pardmetro de endurechniento:

K
v o=

i [
m’m f£ ("‘t. 134)

Formaulacidn en ftasa.  Analogia con los ecuaciones conslitulivas de elusto-

plasticidad

Diferenciando la relacion constitutiva secante (4.110) se obtiene la relacion
constitutiva incremental:

¢ = (1-d)Cé-dChe
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= (1-d)C" (e-1se) (4.135)

La ecuiacion Ineremental (4.135) se puede eseribir eonvenientemente de la siguiente
manera (Carol el al, 1994):

G=Cl: (&~ &) (4.136)

con
Cl=(1-d)Cr
, (4.137)
B = m E
donde C7 es ¢l tensor constitutivo secante degradado y €7 es la parte degradada
de la tasa de las deformaciones.

Bl valor de &% de la ecuacion (4.137),, asf como la tasa del pardmetro de
endurecimiento, &, de la ecuacién (4.134), pueden expresarse como

gl=y m "
{ el (4.138)
con
&
T )
, i (4.130)
5 1 —d Te) L—d T{a)
l—d(H-+1)Fle®) 1-d(H+1) 7(a)

Obsérvese que sustituyendo las ecuaciones (4.139) y ol valor de v (ecuacion 4.114)
en (4.138) y teniendo en enenta que en caso de carga la condicion de consistencia
impone que F(e®) = 7, se oblicnen las expresiones de &7 y o de las ccuaciones
(4.137)2 ¥ (4.134), respectivamente.

Las ecuaciones (4.136) v (4.138), junto con el criterio de depradacion (4:122),
las condiciones de carga-descarga (4.125) y la ley de endurecimiento (4.128),
conatituyen un conjunto de ecunciones similar al grupo de ecuaciones que definen
el modelo constitutivo de elasto-plasticidad presentado en el apartado 4.4.1. En
la tabla 4.2 se establece la correspondencia entre los dos maodelos constitutivos,



4-46 Capitulo 4

Elasto-pldstico | Degradacién eldstica
Gll
er &'
&y = i
(o) [ (er)
) (o) 7 (a)
(o) t (o)

Tabla 4.2 Correspondencia entre las variables del modelo elasto-pldstico v del
modelo de degradacién eldstica.
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Una de las implicaciones de dicho resultado eg la posibilidad de aplicar el conceplo
de asociatividad. Nétese que el valor de m de la expresion (4.139), se obtiene

1 o ' i -]
derivando la funcién de la norma energética, (&) = Ve : C7 1 &, esto es

07 (o) _c:'*‘:a=(1-cz)s_ £

ey Rl o) P oY)

(4.140)

de donde se deduce que 7(a) desempena el papel de funcién potencial de la que
s¢ deriva el tensor m.

Definiendo (véase ecuacién (4.122))

=i;'3f"(a',1‘") 37 (o)

A = =
(4.141)
0f(a")
=Ly
e

de manera andloga a los modelos elasto-plésticos, se considers que el modelo de
degradacion es asociado cuando m = = /7 ("), es decir, cuando se adopta

Ho)=1(e) = Vo:C o,

El tensor constitutivo tangente Cf se obtiene sustituyendo € por Cd =
(1= d) C° en la expresion del tensor tangente elasto-plastico (4.38), resultando

Cl:im@m: !
m:Clom+ Has

ad

Cl = Cil-

—(1-d) (c-'— £ mam e )

m;C“:rﬁ-f—Hﬁ

(4.142)
Obsérvese que el operador tangente es simétrico si el modelo es nsociado.

La relacién constitutiva incremental se expresa, por tanto, como
a=C:¢& (4.143)
con

d THREEY
¢ ={ Cy  (descarga) (4.144)

C!  (carga)
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Paosibles eriterios de degradocion

Como se ha mencionado anteriormente, el eriterio de degradacién se define a
través de la funcidn 7(e) que determina una norma de las tensiones,

En el presente trabajo ge utilizan las siguientes alternativas:

o Modelo con igual degradacion a traceidn y a compresion (modelo asociado)

En este modelo, la funcién 7 se define como la norma energética de las tensiones
(Simo y Ju 1987):

flo)=Ve:C o (4,145)

En el espacio de las tensiones efectivas se tiene
#He®) = Vet ¢ o (4.146)

Natese que, utilizando la expresion (4.112), dicha norma puede reescribirse en
términos de las deformaciones de la forma

7(e) = Ve Chie= V2 W(e) (4.147)

Como las funciones 7 y 7 coinciden, el modelo es asociado, es decir

= 1 (4.148)

¢ Moadelo con degradacién sélo a traccion (modelo no asociado)
En los casos en que la resistencin a traccion ex ol factor determinante del

comportamiento no lineal del material, se puede emplear un eriterio de
degradacion sélo a traccidn, expresado como (Oliver ef al. 1990)

o) = Vet C" gt (4.149)

o, en el espacio de las tensiones efectivas

Ho) = Ve G o (1.150)
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siendo

4

at = (o) =) (o) pi®p; (4.151)

f=1]

donde o, representa la tensién principal i, p; es el vector unitavie correspondiente
a la respectiva direccion principal v = o = o3 la fincion rainpa, fal que
< oy 2= (loi| +09)/2 (€ 0, == &, si ap =0y <o, == 040, <0). De
manera andloga se tiene

o' =(a*) = 3 (a}) pip, (4.152)

= [l modelo resultante es no asociado, expresandose el tensor normal a la
superficie de degradacién como

_O7(er)  Ot(a") —
oy = Do # 1 (4.153)

Notese que la norma energélica 7 coincide con 7 s6lo en ol cuadrante de los
cjes positivos del espacio de las tensiones principales, es decir, euando & = o
(0 & = ¢*'). En esta situacion, el modelo es idéntico al modelo asociado
descrito anteriormente,

4.5.2  Anilisis de bifurcacién discontinua, Condicién de loealizacidn

Dada la analogfa entre la formulacion en tasa del modelo de degradacion eldstica
y del elasto-plastico, los resultados del andlisis de bifureacion abtenidos en ol
apartado 4.4.2 también son vilidos aquf, De esta manera, segiin lag ecuaciones
(4.51), el valor del médulo de ablandamiento que conduce a la singularidad del
tensor de localizacion QY = n- C¢ . 1, para un determinado estado de tengiones
o deformaciones, es
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1 f N - deformacion
H, —1_2 o5 Imue (7 v 1ga) + g (2my + mag)] ( plaia)
(1 —=d)
—E = mu iy (tensidn plana)
(4.154)

donde my; y 1niy (1, ) = n,t.3) son las componentes de m y M respecto a la base
{n,t,8,}.

Sustituyendo las expresiones de 1, # y s de las ecuaciones (4.130) v (4.141),,
respectivamente, en (4.154) y teniendo en cuenta que para el estado de
deformacion plana fmgs = 93 = 0, se obtiene

1—d) A
H, = (—I——dl;}{fﬂ (4.155)
AT Gy
donde
- £
H” = —}—_'(?5 gy #ige (:[,15[5)
ot
1 =% (deformacién plana) _
Flpy= { 1 (tension plana) (4.157)

De acuerdo con la ecuacion (4.155), y teniendo en enenta que d e 0,1], se
puede concluir que, para un determinado estado de deformaciones (0 Lensiones),
el méximo valor de H, corresponde al méximo valor de /1 q De esta manera, ¢l
valor del médulo de endurecimiento crftico, Hy.y, se obtiene para la direceion n =
g que conduce al maximo valor de [, de la expresion (4.156), Suponiendo
que m y 1 tienen las mismas direcciones principales, con dos de estas direcciones
pertenccientes al plano del problema, se puede deducir que (ver anexo B)

F{crﬂ = _F(_f:j LTI ﬁ]‘l‘-f-m-u (4158)
donde
M, = (my —mg) sin® 0,4 + my
(4.159)

Mgty = (1t — 102) i0% Qopiy -+ 100
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: Lepit 510 < Qpir = 1
Sin“ .y = ¢ 1 8l ey = 1 (4,160)
0 8i it = 0

Loy (ridy = 10g) 4 g (my — mg)
Qepif = ==

2 (my = ma) (g — M)

(4.161)

donde my y m; (i = 1,2, my = s, my = thy) son los valores principales de log
tensores m y 1 en el plano del problema, respectivamente, y 0. es el dngulo
que el vector n.y forma con la r.!in-mckjn principal asociada a my o 7.

Finalmente, el valor del madulo de endurecimiento/ablandarmiento critico viene
dado por

(1-d) H,y
] = d -H Im't!

Hma -

(4.162)

Obsorvacién 4.18  Obsérvese que para el cago de un modelo asociado
(m = m) el valor de H,.y de la expresién (4.162) es menor o igual a
cero. Fsto s, el modelo asociado sélo puede bifurcar en régimen de
ablandamiento o de degradacién perfecta (H <0).

4.5.3 Anadlisis de discontinuidad fuerte

De manera andloga a la llevada a cabo en ¢l andlisis de discontinuidad fuerte para
modelos elasto-pldsticos (apartado 4.4.3), a partir de la deseripeion cinemdatica
(4.8), de la relacién constitutiva en tasa de la ecuacién (4.136) y de las relaciones
(4.138); y (4.137), se puede obtener la siguiente ccuacion de evolucion de las
deformaciones:

-1

&+ i:-;?-(ﬂu]] ®n)' = ](_j_ia Co i (a) (4.163)

Puesto que € es acotada y la tasa de las tensiones & también debe estar scotada,
el régimen de discontinuidad fuerte (cuando h — 0) sdlo puede tener lugar si la
variable 5 deja de ser acotada en la discontinuidad!®. Por ello, se sUpone que

9 So eonmilen ntid b sifuacian i i el 1/{[ - d} s anobado on il infelo da) riginmiet dis digcontinldivi

Tunrie,
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presenta la siguiente estructura

_ A [4=0 Vxems )
T—ﬁﬁs,!':*r‘{’y=ﬁ‘? VxES (4.1(')1-)

donde la variable 7 es acotada. Nétese que (4.164) establece que no hay evolucion
de la variable de degradacién en Q\S (v = d = 0). De la ecuacion (4.138)g, se
tiene que

=7 = &g (4.165)
Sustituyendo (4.165) en (4.128) se obtiene la misma estructura del médulo de

endurecimiento/ablandamiento que se considera en el modelo elasto-plistico, es
decir

et e .
M o= {: =h (-r-;) =h H Vxe s (4.166)
- 4
donde
" i
1 - :T = :—“ (4.167)

es el pardmetro de endurecirniento /ablandamiento intrinseco o discreto,

Debe hacerse notar que, de acuerdo con (4.166), el régimen de discontinuidacl
fuerte solo puede tener lugar cuando el valor del mddulo de ablandamiento
continuo H es nulo (h — 0 = H - 0).

Para que los términos no acotados de la ecnacion (4.163) se correspondan euando
el régimen de discontinuidad fuerte tiene lugar, el tensor th debe tener la misma
estructura del tensor ([a] @ n)*, lo que implica

igg = 0 (4.168)

donde m = g/7(a") (véase ecuacion (4.139),). Nétese que la condicion rigy =
£33 = 0, que s6lo interviene en deformacion plana, se cumple automaticamente,

Por tanto, la condicidn de discontinuadad fuerte en tension plana o en deformacion
plana s resume en

[ iy = £y = 0] (4.169)

Observacion 4.19  La bifurcacion solo puede tener lugar en régimen
de discontinuidad fuerte si la condicion (4.169) se cumple en este
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imstante. Nétese que, de acuerdo con la expresion (4.154), la condicion
de discontinuidad fuerte (4.169) implica Hy = H.; = 0, lo que quiere
decir que la bifurcacion con H = 0 es la condicién necesaria para que el
régimen de discontinuidad fuerte tenga lugar inmediatamente después
de la bifurcacidn. En los casos en que esto no ocurre, es necesario
establecer una fase de ransicion entre la bifureacion v el régimen de
discontinuidad fuerte.

4.5.4 Modelo de formacion de discontinuidad fuerte en sélido eldstico
degradable. Modelo de ancho de banda variable

Como se ha detallado anteriormente, las ecuaciones constitutivas en tasa de log
modelos elasto-plasticos y de degradacion eldstica escalar gon andlopas.  Eate
hecho perniite que tanto el procedimiento de deteccion de la bifurcacion en fase
pre-bifureacion, como el mecanismo de transicion entre la bifurcacion y el régimen
de discontinuidad fuerte (cuando es necesario) propuesto para los modelos eslasto-
plasticos (apartado 4.4.6) puedan emplearse también para modelos eldsticos
degradables,

En la figura 4.10.a se muestra la curva tipica de la variacion de la norma 77 en
funcién del pardmetro de endurecimiento/ablandamiento o , donde se indican las
diferentes fases del proceso de formacion de la discontinuidad, La curva 4.10.5
ilustra la variacién tipica del ancho de banda a lo largo de proceso de carga.

4.5.5 Energfa consumida en régimen de discontinuidad fuerte.
Energfa de fractura.

En el apartado 4.4.7 se ha deducido que la parte de la energla de fractura en un
punto x € & que se consume en régimen de discontinuidad fuerte viene dada por
(véase ecuacion (4.105))

Gys = / o, ([u]@n)" dt

t

[ T e (4.170)

BE

donde £,,,. es el instante de inicio del régimen de discontinuidad fuerte en x €8,
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Figura 4.10 Modelo de ancho de banda varinble,

Considérese el caso de degraduacidn asociada, esto es
Ha) =r(e) =Ve :C o (4.171)

De acuerdo con ¢l eriterio de degradacion (4.122) y la condicién de earga-descarga
(4.116), en caso de carga (v # 0) se tiene

r =%e)=Ve:C i o (4.172)

Teniendo en cuenta las ecnaciones (4.114), (4.139); y (4.110), tras alpunos
desarrollos algebraicos, la ecuacién de evolucidn de las deformaciones (4.163)
puede reeseribirse eomo

e+b(u]eny = LC T ettn (l-d)e
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= CTie i LCT e+ £ (1) O o (4073

Particularizando la ecuacién (4.173) para un punto x € S, multiplicando los dos
micrmbros de dicha ecuacién por o, y teniendo en cuenta las ecuaciones (4.172),
(4.127) y (4.121), se obtiene

¢ 4 . a 1
o8+ }"'ﬂ's : (H:u]] & l'l)# = pIpl 7 't’_.ﬁ (Tf—d T")
= 1797 L7 & (4.174)

Finalmente, sustituyendo la expresion (4.165) en (4.174), resulta

3 1 \ , L,
o5+ 205! ([a) @ n)*= 17977 4 ¢° 5 @ (4.175)

1." e F) i s

e fentade o neoindo

Como a,, & r”, ¥ y & son acotados, para que la ecuacién (4.175) tenga sentido
matemdtico en régimen de discontinnidad fuerte (cuando [a] # 0y h — 0), los
Lerminos no acotados de (4.175) deben corresponderse, esto es

o, : ([ ®n)* =17 & (4.176)

Reemplazando ahora la expresiéon (4.176) en (4.170) y teniendo en cuenta la
ecuacion (4.167), se obtiene la siguiente expresion

o0 o .
Gy = / t[adt = / 7 di
Upage t

oo g Pogel
= / Pt = / L dr” (4.177)
Jpp  H Y

donde v y 12, (= 0) representan los valores del umbral ¥ en el inicio del régimen
de discontinuidad fuerte y en el final del proceso de carga, respectivamente, La
figura 4.11 muestra las dos partes de la energla de fractura consumida en la
formacion de la discontinuidad, correspondientes a las fases de transicion v de
discontinuidad fuerte, como el drea sobre la curva 77 versus &.
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Figura 4.11 Energia de fractura consumida en el proceso de formacién do ln discontinuidad,

Para el engo en que H es constante, 1a axpresion (4.177) resulta

a0 r.v‘"’
£ .=/ o] di = —-2& 4.178
DFE f.,_”.,. II ]] EI‘} ( )

Para los casos en que la bifurcacion ([u] = 0y [i] # 0) tiene lugar en el pico de la
eurva 17 versus o de la figura 4.10.a (H = H, = 0), el régimen de discontinuidad
fuerte coincide con la bifurcacién en este instante y, por consigniente, la energla
consumida G, corresponde a la energfa total consumida en la formacién de la
discontinuidad, es decir

G, =G (4.179)

Im este caso, el mddulo de endurecimiento mirinseco se relacions divectaniente
con la energfa de fractura a través de la expresion

&l

r r i
H=- 2’:_;‘ (4.180)
i

Nétese la analogfa entre el resultado (4.180) con la ecuacion (4.107), obtenida
para el modelo elasto-pldstico asociado.
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ANALISIS DE BIFURCACION
DISCONTINUA. CONDICION DE
LOCALIZACION

B.1 INTRODUCCION

En este anexo se presenta una revision de la teorfa general de localizacion de las
deformaciones, en la que el fendmeno de localizacion se asocia a la pérdida de
estabilidad material de medios cuya deformacion ineldstica se describe a través
de relaciones constitutivas macroscépicas (Nadai, 1931; Hill, 1958; Rucdinicki y
Rice, 1975; Rice, 1976; Ottosen y Runesson, 1991; Ottosen, Runesson y Perie,
1991, entre otros). El estudio se centrard en la bifurcacion discontinua sepiin la
hipotesis presente en Rice (1976) y Rudinicki v Rice (1975) en la cual se considera
la formacion de una banda de localizacion entre dos superficies de discontinuidacd
en ¢l campo (tasa) de deformaciones, mientras el campo (tasa) de desplazamientos
permanece continuo (discontinuidad débil). Como la disontinuidad en el campo
(tasa) de desplazamientos (discontinuidad fuerte) se considera como el caso lnite
en que la banda de localizacidn tiende a cero, la bifureacion discontinun se
considera aquf como precursora de la discontinuidad fuerte.

En este anejo se propone un procedimiento alternativo y simplificado para |a
obteneldn de las condiciones de bifurcacion discontinua, en el eual, de manera
distinta a la propuesta por Ottosen y Runesson (1991) y Ottosen, Runesson vy
Peric (1991), no se hace necesirio el andlisis de los valores propios del fensor de
localizacidn.

El presente estudio se limita a casos de deformaciones infinitesimales y materiales
cuyo comportarmiento no depende de la velocidad (rate imdependent). Se obtienen
resultados analiticos de las condiciones de bifurcacién para medios elasto-plasticos
en problemas bidimensionales. Para medios con degradacidn elistica epealar se
demuestra que las ecuaciones constitutivas en forma de tasa (rate) se pueden
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Figura 4.12 Banda de loenlizacion en un dominio multidimensional,

escribir de forma simililar a las ccuaciones constitutivas de elasto-plasticidad v,
por consiguiente, los resultados del andlisis de bifureacion de las dos familias de
modelos constitutivos son completamente andlogos (véase apartado 4.5).

B.2 ANALISIS DE BIFURCACION DISCONTINUA

De manera similar al estudio llevado a cabo en ol Capftulo 1, donde se analizé
el problema de bifurcacion en casos unidimensionales, considérese un dominio
homogéneo 2 deformado de manera también uniforme. Se busca conocer bajo qué
condiciones la tasa del campo de deformaciones, &, puede resultar no uniforme,
variando con la posicion a través de una banda plana 02F € Q (delimitada por dos
planos paralelos, véase figura 4.12) y permaneciendo uniforme en el exterior de
dicha banda,

Congidérese una base ortonormal {n, t, p}, donde n es la normal al plano de la
banda, segiin la eual las coordenadas locales de un punto x € §2 son dadas por
X = {{En, @, &} Puesto que el campo @1 permanece continuo, las derivadas do
1 segiin las direcciones 2, y &y, paralelas al plano de la banda, deben permanecer
uniformes,  Por tanto, la no uniformidad del campo del gradiente de la tasa de
desplazamientos estd sometida a la siguiente restriceién cinematica

JA (aﬂi) - ﬁi(j“) :n‘.'.i (’J‘,,"}) = 112|3 (B.l}

d.’]:_f
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donde A(e) representa la diferencia entre el valor del campo (o) en un punto
de 9" con respecto al campo uniforme del exterior de la banda; 1 v n; son
las componentes de 11 y n, respectivamente, y #; son funciones de 7,. Como
resultado, la discontinuidad del campo de la tasa de deformaciones dobe cutmnplir

Alty) = a(fj-—J) = (Byny)"
= L(f;n;+ A n) (B.2)

dicha restriccion se conoce como condicion de compatibilidad cinemdticn de
Mazwell.

Por otra parte, la condicién de equilibrio en la inminencia de la bifurcacion
establece que el vector traccion debe sor continuo dentro y fuera de la banda,
es deciy

Afay)n; =0 (B.3)

La tasa de tensiones pnede expresarse en términos de la tasa de deformaciones, a
través de la relacion constitutiva que se elige. Asi, la localizacion de deformaciones
puede ocurrir en un punto cuando existe un vector B # 0, tal que las relaciones
(B.2) y (B.3) se cumplen. En notacién tensorial, por tanto, la bifurcacion
discontinua implica

{ Ag) = (B n) (restriccién cinemdtica) (13.4)
‘n o

Alg) n=10 (equilibrio)

Observacién 4.20 Sustituyendo 3 por ;i) en (B.4), se verifica que
la restriceion cinemdtica es la misma que se obtiene partiendo de ]a
cinemdtica representativa adoptada para representar la discontinuidae
débil o fuerte (ver ccuaciones (4.42) y (4.43)).

Suponiendo que el comportamiento del material uo depende de la velocidad, 1a
relacidn en tasa entre la tensidn ¥ la deformacion se deseribe de la forma

d=0C ¢ (B.5)
donde C representa el tensor constitutivo tangente de cuarto orden. 1] andlisis

de bifurcacion puede tener lugar en dos escenarios distintos, dependiendo del
comportamiento dentro y fuera de la banda. Suponiendo que el mismo tensoy
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tangente gobierna el comportamiento de los materiales de dentro v de fuera de
la banda - coincidiendo con el concepto de sélido de comparacion lineal de Hill
(1958) - mediante (B.4), y (B.5), la diferencia entre las tasas de tensiones dentro
y fuera de la banda viene dada por

Alg) = C:A(E)
= C:(B&n)" (B.6)

Sustituyendo (B.6) en la condicién de equilibrio (B.4); y teniendo en cuenta la
simetrfa de los tensores & y (8 & n)", se obticne

Alg) n=mn:C:n)-F=0 (B.7)

es decir

Q(n) /30 (B.8)

donde Q representa el tensor de localizacidn, definido como

Qn) =n-Cn (B.9)

Obsérvese que solamente existe solucion no trivial (3 # 0) del sistema (B.8) ¢ el
determinante del Q es nulo. Por tanto, la localizacion puede tener lugar i existe
solucién para la diveccion n de la normal al plano de la banda, tal que

det{Q(n)) =0 (B.10)

La singularidad del tensor Q corresponde a la pérdida de elipticidad local de
las ecuaciones de equilibrio incrementales (Rice 1976) v, por esto, la expresidn
det(Q) = 0 se conoce como condicidn de elipticidad. En la teorfa infinitesimal de
propagacién de ondas planas (Hadamard 1903; Thomas 1961; Hill 1962: Mandel
.mﬁﬁ), el tensor Q se conoce como lensor aciistico tangencial, n o5 la direceion
de propagacion y los valores propios de Q corresponden a las velocidades de
propagacion de las ondas. En este contexto, la condicién de singularidad (B.10)
implica la existencia de ondas estacionarias. Cabe detacar que la singularidad
del tensor de localizacién es una condicidn necesaria, pero no suficiente, para
la bifurcacidn, ya que las condiciones de borde pueden inhibir el proceso de
localizacion.
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El otro escenario posible en el cual la bifurcacién puede tener lugar corresponde
a comportamientos distintos dentro y fuera de la banda. Sea & el campo de In
tasa de deformaciones homogéneo de la parte exterior de la banda, la diferencia
entre las tasa de tensiones dentro y fuera de la banda viene dada por

Ald) = Gmu:ﬁw¢&wﬂ-—cmc:é (B.11)
Crat [z +(B® n)"*'] — Oyt & (B.12)

donde C,py y C,.p representan los tensores constitutivos tangentes del material
interno y externo de la banda, respectivamente. La condicién de equilibrio (B.4).
requiere entonces que se cumpla

A [dl) = (“ : Girll; l'l) ) ﬁ"’ (Gm[ - Gru.'f.) PE=0 (”.13)

es decir, la condicion de localizacion en este caso es

Qi fB=-AC): & (B.14)

donde Qe = n : G .

B.3 ANALISIS DE BIFURCACION DISCONTINUA EN MEDIOS ELASTO-
PLASTICOS

B.3.1 Resumen de las ecuaciones constitutivas

A continuacién se presenta un resumen de las ecuaciones constitutivas de elasto-
plasticidad, que serdn necesarins para el andlisis de bifircacian.

o [lelacion incremental:
De las ecuaciones (4,19) y (4.23), se obtiene

o = C:[z—e&f
= C%[e—ym| (B.15)

o Tensor constitutivo tangente:
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La relacién inoremental entre tension y deformacion se deseribe de la forma
(ver ecuaciones (4.40 y (4.38))

o=0C:é&
donde
o (descarga elastica)
€= { C?  (carga pldstica) (B.16)
con
cer Cr_Qr (HI?)
C%: m & el
o = mem:C (8.18)

m:C*:m+sH3
¢ Condiciones de carga y descargu:

Una forma de escribir las condiciones de carga y descarga es (ver ecuacion (4.32))

m: " s )= :;E‘J =0;7>0 (carga plastica)
¢p=0=¢ m: & =0=+¢=0;v=0 (carga neutra) (B.19)
m: & c0=¢p<0;7=0 (descarga eldstica)

donde

e Lo g (1.20)
® Condicidn de consistencia plastica:
De las ecuaciones (4.29), (4.22) y (4.23); se obtiene

¢ = m:é 4 sq
m:é—sHivy (B.21)

En caso de carga pldstica, de acuerdo con (B.19) y (B.21) se obtiene la sigulente
relacion

p=0=m:é=sHiy (B.22)
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B.3.2 Andlisis de bifurcacién

De acuerdo con (B.16), en medios elasto-plisticos ¢l tensor constitutive tangente
siempre admite dos valores posibles, dependiendo del estado de carga o descargs
del material.  Suponiendo que la bifureacion oeurre con carga plastica en ol
interior de la banda (C),,, = C) y descarpa eldstica o carga neutra en ol exterior
(Ceat = C"), la condicion de localizacion (13.14) para esta situacion se reeseribe
de la forma

Q™8

_(Cdp - Cw] : E

= CPf, 2 (B3.23)

Obsérvese que en caso de carga neutra el producto CF < & = () (vecindad de la
ecuacion (4.41)) y la condicién (B.23) ¢s la misma que se obtienen considerando
carga pldstica dentro y fuera de la banda, es decir,

Q" @ =10 (13.24)

En otras palabras, la carga neutra puede interpretarse como la frontera entre on rpi
plastica y descarga eldstica. Por consiguiente, of andlisis de bifureacion puede
electuarse de manera generalizada considerando comportamientos diferentes
dentro y fuera de lo banda. Las condiciones que levan a soluciones 1o trivialos
en (B.24), es decir, la singularidad del tensor de localizacion elasto-plastico, Q,
son las mismas que se obtienan de (B.23), considerando carga neutra fuera do
la banda. En este trabajo se hard uso de esta propiedad para introducir s
maners alternativa del andlisis de bifurcacion que, ademss de evitar ln necesidad
de recurrir al andlisis de los valores propios del tensor Q. como se propane
en Ottosen y Runesson (1991) y Runesson et al.(199 l.), expresa de forima e
las condiciones de bifurcacion en los distintos escenarios para las condiciones e
carga-desgarpa.

Si s considera que la bifurcacion ocurre con carga plistica en ol interior do I

banda (y # 0) y descarga eldstica o carga neutra (v = 0) en el exterior, de
acuerdo con (B.15) y (B.4),, lag tasas de tensiones se escriben de la foria

G =C% [E + (Ban) - lvﬁl | (elasto-plistico) B
) Al#) ar (13.25)

T = O & (elastico )
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De acuerdo con (B.19) y (B.25), la condicidn de descarga eldstica o carga nentra
an el exterior de la banda implica

m:C“E =m:é., <0 (B.26)
donde la igualdad corresponde a la condicién de earga neutra y la desigualdad
corregponde a la condicion de descarga eldstica,

Mediante (B.25), la diferencia de las tasas de las tensiones se expresa de la forma

A'(&) - l‘j':‘w! = &e:rl'-

= % [E +(B@n)" - ‘rﬂ'l] -C% € (B.27)
donde se concluye que
A(&) =C[(B@n) —yim] (B.28)
esto s
Fert = @i — C% (B @ n)" — 7 1in) (B.29)

Sustituyendo la expresion (B.28) en (B.4); y teniendo en cuenta la simetrias del
tensor C*, la condicién de equilibrio se resscribe de la forma

Qe-fj g i C%n =0 (HHU]

donde QF = n - C%n es ¢l tensor actstico eldstico que s definido positivo para
cualquier n, puesto que C° es definido positive (Bigoni y Hueckel 1991),

sustituyendo la expresion (B.29) en la condicion de descargs eldstica o carga

neutra (B.26), y teniendo en cuenta que &, :m =s H &+ (ver ccuacion (B.22)),
se obtiene

sHEy=C:[(B@n)" —ym|:m <0 (3.31)

De (B.30) se puede ficilmente llegar a la expresion de A de la forma

B=4(QY ' M:C" n (B.32)
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Slml:ii;l,lyendr.) esta expresion de 3 en (B.31), se obtiene finalimente la expresion de
la condicidn de loealizacion:

Hs—[a:(Q) " tb~th:Cm] (B.33)

con
a=m:Cn Q'=n-C"n b=m:C"'n (B.34)

Observacién 4.21  La igualdad en la expresion (B.33) corresponde a
la condicion de bifurcacion bajo carga neutra fuern de la banda,
que, como se demostrd anteriormente, coincide con la condicion
de singularidad del tensor acistico elasto-plastico (condicion de
bifurcacién bajo carga dentro ¥ fuera de la banda). Este resultado
ha sido obtenido primeramente por Rice (1976) por observacion y
posteriormente por Runesson et al (1991) imponiendo valor nulo para
el menor valor propio del tensor actistico elasto-plastico.

Observacién 4.22  La desigualdad en (B.33) corresponde a la situacién
de bifurcacién con descarga eldstica fuera de la banda. Por tanto, los
valores de H menores que el médulo correspondiente a la singularidad
del tensor acistico implican necesariamente descarga elistica fuera de
la banda,

Observacion 4.28 Es importante recordar que para la obtencién de
las condiciones de carga y descarga utilizadas en este anslisis se ha
supuesto que 1 = - (1/58) m: C" m (ver ecuacién (4.31)) v, por
tanto, la condicidn de localizacién se eseribe de forma mis completa
Como

l . L = :
- —m: 0" mciH:;ﬁ[u:(Q"') Lib—m: ¢4 mJ (13.35)

g8
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B.3.3 Angulo critico y mddulo de endurecimiento/ablandamiento
erftico de bifurcacién

sea M, el valor del modulo # que conduce a la singularidad del tensor de
localizacién, es decir, que cumple la condicién de igualdad en (B.33), Como
se puede verificar, el valor de H" es funcion del estado de tensiones {er,q}, a
través de las variables m(er,q), m(e,q), s(a ), 5(a.q) v de la orientacién n, via
las variables a, b y Q°. El problema que se plantea es encontrar el valor eritico
Hepit, definido como el mdximo valor de H, con respecto a la variaeion de n
para un determinado estado de fensiones. De esta manera, se puede asegurar que
para valores de /T superiores a H,.i, ¢l material sigue estable (no bifurca). La
localizacion puede ocurrir en el instante de la historia de deformaciones de un
punto en que H = Hy. Lo que hay que resolver, por tanto, ey el problema de
maximizacion de la forma

H.p = max |H, (n)] (B.36)
sujela a la restriceidn

neB={neR"™ | |n|=1} (B.37)

Los valores de las orientaciones compatibles con Heye vienen dadas por

Neie € {NEB | Hy(n) = Hout} (B.38)

Este problema de maximizacion con restriceion ha sido resuclto analiticamente
por Ottosen y Runesson (1991) para problemas tridimensionales usando
multiplicadores de Lagrange. En el presente trabajo se presentan soluciones
analiticas para problema bidimensionales para casos particulares que simplifican
mucho el problema de maximizacion.

B.3.4 Determinacién analftica de /,, y n,y para problemas
bidimensionales

Considérese la base ortonormal {n,t,p} definida anteriormente, donde los
vectores normal n y tangencial £ a la banda pertenecen al plano dui problema
mientras que p = n x t es ortogonal a este plano, Segin dicha base, se puiede
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eseribir
B, 1, 0
Alg)=(Ban)'=| 44 0 0 (13.39)
{) 0

dande #, y 3, representan las componentes del voctor 3 segiin lag direcciones n oy
t, respectivamente, Los diferentes modos de bifurcacion se asocian divectaimente
con los valores de dichas componentes. De manera andloga a la nomenclaturs
usual de la teorfa de la Mecinica de I"‘\'M!tu.r.‘a, la bifurcacion se puede clasificar

COTID,

e Modo I (4, # 0y /3 = 0): En este caso el material do |a bandy se estiva o
acorta segrin la diveceidn normal n (3 || n). En caso de estivamiento, este piodo
se interpreta como modo de colapso por separacion, comtnmente observado o
materiales fragiles,

® Modo Tl (3, = 0y 8, # 0): El material de la banda se deforma e estado de
cortante pura (B.1n), que se asocia & la formacion de bandas de cizalladura.
normalmente observados en metales,

e Modo mixto (3, # 0y B, # 0): Corresponde a situacién intermedia eritye
los dos extremos referidos anteriormente. En caso de geo-materiales, el modo
mixto se asocia a bandas de cizalladura con dilatancia.

Defarmacion plana

En deformacion plana, los demds tensores involucrados en la expresion (13.33) se
expresan segiin la base {n, t, p} de la forma

1 Ty Mgy ) Mgy Ty ()
n=4+< 0 me=| iy my 0 m= | ry, ¥y 0
0 () 0 g 0 0 iy,

(B.40)

Finalmente, el tensor eldstico tiene el mismo formato del tensor pava problemas
tridimensionales, es decir

C'=\N1ol+ul (B.A1)
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donde £ es el médulo de Young y v es ol cocficiente de Poisson.

Sustituyendo las expresiones (B.39), (B.40) y (B.41) en las relaciones (B.32) y
(B.33) se¢ obtiene:

By =7 |Tn + (T + 10,) '_'l_u_‘,
=k (B.12)
Jt?l = 2= Mint
¥
H<m, (B.43)
con
& 1 , : 5
H, = T 1-1lss [ (17 -+ v i) + Ty (v 110 4 11 )] B

El problema de maximizacion de H, se simplifica mucho si se supone que m
y 1 tienen las mismas direcciones principales y que dos de estas divecciones
pertenecen al plano del problema. Considérese la base ortonormal {@), 8, 84}
donde dos vectores &) y &, corresponden a las direcciones principales de m y m
en el plano del problema y é; = p corresponde a la direccion principal ortogonal
a dicho plano. Sean m; y iy (i € {1,2,3}) los valores principales de m y m . Log
vectores del plano de dicha base se numeran de manera que Ty = g ¥ 1y > g,
Sea 0 el dngulo de inclinacion de n con respecto a la direccién principal &y, tal que
n = cos 0@ +sin &, las componentes de los tensores m v 1 pueden CXpresarse
de la forma

my = (my = my) sin® @ + mg

My = ["ﬁ!a] — T'?I.g) !‘.iil]2 &+ 7?3,2

My = Mg

T'I"Lpp = Mg (H"lﬁ)

Sustituyendo las expresiones (B.45) en (B44), la expresion de H, resultante es
un polinomio de segunde grado en funcién de sin® #. Por tanto, el problems ahora
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es encontrar el maximo valor del polinomio bajo la resiriccion 0 < sin®f < 1.
Haciendo el cambio de variable a = sin® @, ge obtiene

OH, (a)

hehdut ] QY T

Oa

1my (Mg + vmg) +my (Mg = 200 — ving) + rmy (1 — i)

Get =g (my = 1my) (0 — 1ms)
(B.i"n)
)
92
%{ﬁ@ = =2 (my —ing) (1 —13) < 0 (B.A7)

Por tanto, los valores criticos del dngulo y del médulo de endurecimiento vienen
dados por

erit B 0w =1
Ei-i.'n:a gml-m= 1 5l (Lepit =1 (13.43)
0 Sl by = O
y
Herp = H, (s11* 0yt (B.49)

Los modos de bifurcacién asociados a .4 se obtienen directamente de las
expresiones (B.42),

Observacién 4.24 Para plasticidad asociada (m = m), y teniéndo en
cuenta que 0 = 1 = 0.5, de la expresion (1B.44) se puede demostrar que
H, = 0y, por tanto, Hyy = 0. BEs decir, en plasticidad asociada, s6lo
puede haber bifurcacién en régimen de ablandamiento o plasticidad
perfecta.  Sin embargo, en plasticidad no asociada, el material
es susceptible de bifurcacion incluso en régimen de endurecimiento
(Rudinick y Rice 1975; Maier and Hueckel 1979; Ottosen y Runesson
(1991)).
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Tensidn plana

En tension plana, las componentes de los tensores corvespondientes a la diveccion
fuera del plano no intervienen en el problema,  Asf, sepin la base {n, t}, los
tensores se describen por

’ Myn My MWy Tl
- m = I = 5
{ 0 Mgy Ty n ﬁ'!.f"' 'fi'.i'.“ ( [ .,\l{}]

El tensor eldstico viene dado por

., B
C*'= = V18 1+(1-u)]] (B.51)

Sustituyendo (H.3$,l), (B.50) y (B.51) en (13.32) y (B.33), se obticuen

Pa=1v (ﬁ"m# + vty ,
(B.52)
B = 291ty
y
& 1
H<H,=-E — M Mg (B.53)

Los valores criticos de la orientacion de la normal n y del pardmelro de
endurecimiento se obtienen bajo las mismas suposiciones v a través de nn
procedimiento andlogo al utilizado para el estado de deformacion plana.  Asi,
s8¢ tiene

1y (700 — 7ie) + iy (g = 'mz) : .
Bty = = R
2 (r1y = mna) (riy = riey) )
. Uerit s 0< tenit E 1
sin® =< 1 ST iy > 1 (B.55)
0 81 it <. ()

f"w‘-ivﬂ - Hn (:‘-"i”2 Hcriﬂ) (:r:'r.-ﬁﬁ}
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Los modos de bifurcacidn asociados a .. se obtienen directamente de las
expresiones (B.52),

Observacién 4.26  Da (3.53) se puede concluir también que en caso de
plasticidad asociada, me = iy, la bifureacién sdlo puede tener lugar
en régimen de ablandamiento o plasticidad perfecta (M., < 0).
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SIMULACION NUMERICA DE
DISCONTINUIDADES FUERTES EN DOS
DIMENSIONES

5.1 INTRODUCCION

En el presente capitilo se extiende la aproximacion por el método de los elementos
finitos presentacla en el capitulo 3 a problemas bidimensionales. La aproximacion
que se presenta, que podria incluirse en la familia de los métedos de deformaciones
mejoradas (Simd y Rifai 1990), consiste en anadiv al campo de deforinaciones
del elemento regular una componente mejorada para representm los efectos
proporcionados por una banda de localizacién de ancho muy inferior al famano
tipico del problema o, como situacién lhmite, una lnea de discontinuidad en ol
campo de desplazamientos (discontinurdad fuerie).

Se peneraliza la aproximacion de elementos Auitos presentada en Simé y
Oliver (1994) y Oliver (1996.b), originalmente propuesta para represeutar dis-
continuidades fuertes en elementos trinngulares lineales mejorados, incorporandao
las siguientes caracterfsticas a la aproximacion:

(a) capacidad de representar el mecanismo de fransicion eutre la discontinnidad
débil y fuerte, de acuerdo con el modelo de ancho de banda vaviable propucsto
en el eapitulo 4,

(h) posibilidad de utilizar cualquier tipo de elemento finito estiandar (-‘it'-‘H trisgular
o cuadrilateral) como elemento base de la aproximacién numdérica.

Mediante la cinemdtica propuesta en el capitulo 4, se pueden incluir en uua
finica estructura la aproximacion por elemento finitos del modelo de formacion
de la discontinuidad fuerte via relacion constitutiwa de conlinuo (tension versus
deformacidn), detallado en el capitulo 4, y los Hamados modelos de fisura disereto
cohesta, que utibzan divectamente una relocion constitutiva discreta (traceion
versus desplazamiento) para vepresentar el comportamiento de la interlaz de
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discontimudad (Hillerhorg 1976). Sin embargo, el elemento finito aqui presentado
estid basado en la aproximacidn correspondiente al primer caso.

In el apartado 5.2, mediante un gimple cambio do variables, se reeseribe la
cinemuitica repregsentativa de discontinuidades débiles y fuertes, propuesta en
el capftulo 4, de modo apropiado para la aproximacién munérica.  En ¢l
apartado 5.3 se presentan las ecuaciones de gobierno que rigen el problema de
solidos discontinuos para los dos tipos de aproximaciones posibles, de nenerdo
con la relacion constitutiva (confinun o discreta) que se utiliza para describiv
el comportamiento de la interfaz de discontinuidad.  En el apartade 5.4 se
expone la forma débil de las ecuaciones de equilibrio de zdlidos discontinmos,
propuesta por Simé y Oliver (1994), dentro del contexto de los métodos de
deformaciones mejoradas (Simd y Rifai 1990). En el apartado 5.5 se definen
las aproximaciones por elementos finitos de los campos de desplazamientos y de
deformaciones "regulares” y mejoradas, asi como de sus variaciones admisibles,
que desempenan el papel de funciones de prueba de las ecunciones débiles,
La construecion del término mejorado del campo de deformaciones tiene como
objetiva la representacidn correcta de la cinemitica propuesta, mientras que |y
construccion del campo de sus variaciones admisibles pretende obtener la forma
débil de la condicién de equilibrio en la interfaz de discontinuidad (continuidad del
vector traceion), En el apartado 5.6 se presentan las ecuaciones del MELF, e
se deducen de las ecuaciones débiles y de las aproximaciones de los eampos e lag
variables del problema, para los dos tipos posibles de aproximacion (via relacion
constibutiva discreta o continua). En el apartado 5.7 se propone un procedimiento
para la integracidn en el "ticmpo” del término del campo de deformaciones en el
cual interviene la variable h(t), que especifica el ancho de banda a lo larso del
tiempo ¢ del proceso de earga. En el apartado 5.8 se detalla el procedimiento
para la integracién espacial de las variables del problema, mediante un ERIETTH
de cuadratura especifica. Finalmente, se presenta el procedimiento que se utiliza
en este trabajo para detectar la posicidn de la lnea de discontimuidad que se
forma a lo largo del proceso de cargn.

5.2 REDEFINICION DE LA DESCRIPCION CINEMATICA

Sea {1 el dominio ocupado por los puntes materiales x del cuerpo y 992 ol
contorne de dicho dominio, que se descompone en las partes I, v ', (9 =
Pe UTy, Ty 1T, = 0) donde seé preseriben las tracciones y log desplazamientos,
respectivamente (figura 5.1). Sea § la lea de discontinuidad que divide el
dominio {1 en dos partes, Q% y 7, cuya normal n apunta a %, y sea ) v £
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un sistema de coorde um.l,m-a ortogonal eurvilineo, tal que & corresponde a la linea
coordenada £ = 0 (8= {x(£,n) € 0 ; £=0}).

aI.ld-[""U r“

Figura 5.1 Definicidn del dominio bidimensional digeontinuo.

En el capitulo 4 se ha propuesto la signiente cinemdtica para representar un
problema gue involucra discontinuidades débiles v fuertes:

u(x,t) = alx,t) + Hs(x) [a](x, t) (5.1)

E(x,t) =&+ pg(x) |uj|(x. ® n(x))" (5:2)

donde & = ¥* it + Mg V*[i].

Considérese ahora una funeién continua G (x, 1) definida como

i (x,t) =0 (x,1) + [a](x, 1) (x) (5.3)

donde (x) s una funcién continua en (2, que satisface las condiciones

o) =0 Vx e o\, i
px)=1 ¥YxeQ! \ﬂ‘ (5.

siendo £2, un subdominio arbitrario de 2 (2, < 1) que conticne la Imea de
t"mnnimmdad 8 (8 € £,), como se ilustra en la figura 5.2, Sustituyendo (5.3)
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Flp;u rin 5.2 Daefinicion del donminio S'Zw_

en las ecuaciones (5.1) y (5.2), la cinemdtica del problema se reeseribe de manera
eqiivalente como

f(x, 1) =i (x,1) + [0 (x,2) Ms(%) (5.5)
o
Ms(x) = Hs(x) — @(x) (5.6)
y
E(x, ) =& (x,0) + ([u](x.t) & Gs(x:t))" (5.7)
Ol
Gs(x,t) = Fl(-i‘—”;.a_g(x) n — V(%) (5.8)

donde Ia parte "regular” (siempre acotada) de la tasa de deformaciones se expresa
como & = V' i + Mg V'[1).

Dhmwucion 5.1 thc"dc que el soporte de las funciones Mg(x) y

Ms(x) =0 i
Gi(::) =6 } Vx €Q\Q, (5.9)
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lo que implica que la cinemédtica de los puntos externos al subdominio
£2, se representan solamente a través de las partes "regulares” de los
campos de desplazamientos v deformaciones, es decir

u= ﬂ .
el } Vx e\, (5.10)

Notese también que, suponiendo que el contorno ', es externo a £2,
(C'u N ﬂ.r., = @), la condicidn de contorno esencial puede imponerse
directamente sobre la componente "regular” @i del desplazamiento, es
decir

u=t=u" enl) (6:11)

lo que es de gran utilidad en la aproximacién numérica del problema.

5.3 ECUACIONES DE GORBRIERNO

Las ecuaciones de gobierno y las condiciones de contorno gue rigon el problema
se resumen del siguiente modo:

Viot+f=0 en $\S  (ecuacion de equilibrio)

u=u=nu" en [’ ;
{ ) (condiciones de contormao)

g =t en Iy
- S (5.12)
£ = Ty en O\S (relacidn <.1cftmlmac.ufm-
desplazamiento)
o =3" (E) on Q\S (m]m:ic‘m constitutiva
continua)

donde f representa las fuerzas volumétricas, » es el vector unitario normal (hacia
afuera) al contorno ' de 0 y la funcidn 3¢ representa, de manera generalizada,
el comportamiento constitutivo del material. Se considera que la funcion 3
depende localmente de las deformaciones £ y de la historia de las deformaciones
a lo largo del proceso de carga. Las ccuaciones de gobierno v condiciones de
contorno anteriores deben ser complementadas por las signientes condiciones de
equilibrio en la interfaz S;
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by =t
(5.13)

‘-',*.':t‘i (t:.':t-.]
donde £, = n-eo, y L. = n.o_ representan, respectivamente, los vectores

traccién ealeulados en los puntos materiales de la lineas 87 vy 87 vecinas de S,
g {x — ‘1;11':"11 [xs'¢n(xy)] | xs€ .5} (5.14)
y t, = n: o, representa el vector fraccién caleulado en los puntos materiales de

El comportamiento del material en la discontinuidad 8§ se puede simular sepin
dos tipos de aproximaciones:

s Aprozimacion via relacion constitutiva discreta.

in este caso el comportamiento de la discontinuidad se define a través de la
relacién constitutiva disereta, que relaciona el vector traccién directamente con
el salto

t, = 3([u]) (5.15)

donde B¢ representa, de modo generalizado, la funcién constitutiva discreta,
que puede depender de la historia de evolucidn de [u] a lo largo del proceso
de carga.

La prinecipal caracterfstica de dicha aproximacion es que el ancho de banda no
desermnpefia ningiin papel.

i los modelos que consideran el fendmeno de localizacién como wna
pérdida de estabilidad material de las ecuaciones constitutivas macroscépicas
(bifurcacion), la ccuacién disereta del tipo (5.15), que puede obtenerse del
andlisis de discontinuidad fuerte (ver apartado 4.4.5), sdlo es wvilida en
el referido régimen. Para estos modelos, la aproximacion via ecuacion
constitutiva discreta debe limitarse, por tanto, a las situaciones particulares
en las que se puede asegurar que el inicio del régimen de discontiniidad fuerte
coincide con la bifurcacién. En este contexto se incluyen las aproximaciones
presentadas por Armero y Garikipati (1995, 1996). En Armero (1997) se define
directamente una ley de evolucién de los modos de la discontinuidad a través
de una relacién constitutiva del tipo de la ecuacién (5.15).
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Por otro lado, en los maodelos de ﬁ.‘;ur'c.', discrete cohesiva, una ver detectado
la condicién de inicio de la Hsuracidn, el comportamiento constitutivo de la
interfaz se describe a través de una ley de evolucidén de |a fisura como la descrita
en la ecuncion (5.15) (Hillerborg 1976, Planas y Elices 1992) que, a diferencia
del caso anterior, es independiente de la ecuacion constitutiva utilizada para
describir la parte continua.

Las aproximaciones basadas en la mejora del campo de desplazamientos para
representar log efectos de la discontinuidad utilizan necesariamente la relacidn
constitutiva del tipo (5.15) (Dvorkin el al. 1990, Dvorkin y Assanelli 1991,
Lotfi y Shing 1994, Klisinski et al. 1991 y Ohlsson y Olofsson 1997).

Apromimacidn via relacidn constitutiva de continuo.

Este tipo de aproximacion, que se utilizard a lo largo de este trabajo, se
emplea en lag aproximaciones de log modelog que consideran el fendmeno de
localizacién coma consecuencia de la pérdida de estabilidad de las eeuaciones
constitutivas macroscépicas que deseriben el comportamiento no lineal del
material.

En este caso se utiliza la relacion constitutiva de continuo (tensién versus
deformacién ) también para describir ¢l comportamiento en 8, es decir

t;,=n-a,=n-Ee,) en8 (5.16)

En este contexto se incluyen tanto las aproximaciones que consideran solo la
situacion Ifimite de discontinuidad ferte (Simé e al. (1993), Simé y Oliver
(1994), Oliver (1996), Larsson y Runesson (1996), Larsson et al. (1996)), como
las aproximaciones que tienen en cuenta sélo la presencia de discontinuidad
débil, en las cuales el ancho de banda h # 0 se supone como una constante
adicional del problema (Belytachko et al, (1988)).

De acuerdo con (5.7), la evolucién de la deformacion en la discontinuidad se
expresa de la forma

& =&+ [[[ﬁ]l ® G—n - V{p)y (5.17)

Notese que este tipo de aproximacion permite representar el comportamiento
del material después de la bifurcacion tanto en régimen de discontinuidad débil
como fuerte, dependiendo del valor de la variable 4. Cabe recordar que la
relacion (5.16) degenera en una ecuacion discreta del tipo de la ecuacidn (5.15)
en régimen de discontinuidad fuerte ( cuando h — 0, ver apartado 4.4.5).
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5.4 FORMA DEBIL DE LAS ECUACIONES DE GOBIERNO

De acuerdo con la ecuacion (5.7), el campo de deformaciones se descompone de
la forma

- A = [
e= V4 + _E (5.18)
votpitible ejordn

donde el ltimo término de la ecuacidn puede interpretarse como la parte
mejorada (Simé y Rifai 1990) que se anade a la delormacion "regular”
(compatible), con el objeto de representar los efectos de la discontinuidad en
la cinematica del problema. La interpolacion a través de elementos finitos del
término mejorado no necesita ser continua entre elementos, pudiendo incluso
derivarse de un campo de desplazamiento incompatible (no conforme).

De manera andloga, el campo de las variaciones admisibles de las delormaciones
(funciones de prueba) se puede expresar como

v= V' + F , BeV y Fe& (5.19)
conpitihle niejonndiu

donde V' y £, representan los espacios de las variaciones admisibles de 7 v 7,
respectivamente,

Se utiliza las signientes ecuaciones en forma débil dentro del contexto del método
de los elementos finitos (Simdé y Oliver 1994; Oliver 1996.b):

/,;.-;V‘*ﬁm}: f-ﬁd$1+/ 6 hdl'  Viey
J g fl

Fa

/ o ydil=0 Ve T‘,
< 41

La ccuacidén (5.20); corresponde a la forma débil usual de lns ecuaciones de
equilibrio del sélido que, ademds de imponer (5.12);, también impone de forma
débil la condicién de equilibrio en la linea § (ecuacion (5.13),). Las funciones de
prueba ¥ deben construirse de manera tal que la ccuacion (5.20), corresponeda a
la forma débil de la condicién (5.13)s, que relaciona los vectores traccion en &



Clapitulo 5 58

con los de su vecindad §-. Fl resto de ecuaciones de gobierno (las condiciones
de contorno (5.12)s, ecuaciones geométricas (5.12); v las relaciones constitutivas
(6.12)4 y/o (5.15)) se consideran impuestas a prior.

5.5 APROXIMACION POR ELEMENTOS FINITOS

5.5.1 Aproximacién de la parte "regpular” del campo de desplaza-
mientos y de su variacién admisible

Considérese la discretizacidn del dominio € en ng., elementos finitos, tal que
Q= |, donde Q. representa el dominio de cada elemento. Utilizando |a
notacién vectorial, el campo de desplazamiento "regular” se aproxima de la forma
(Zienkiewicz y Taylor 1994):

i(x, 1) & 0'(x, ) = i: i (x, 1) X (x) (5.21)

am]

donde A, (x) representa la funcién caracteristica o de colocacién en 2,

3 1 paraxe(), .
AelR) = { 0 parax ¢, (5.22)
y
07 (x, 1) = No(x) a.(t) (5.23)

donde Ny (x) es la matriz de funciones de forma estandar (conformes) del elemento
¥ a, representa el vector de desplazamientos nodales, Utilizando el mismo espacio
tanto para la aproximacion de log desplazamientos coino para de sus variaciones
admisibles, se tiene

Molaimn

Ax) 2 Ax) = 3 #l(x) X(x) (5.24)

e |




5-10 Capitulo &

COT
A(x) = Ny(x) &, &, € {a R |fl(x)=0Vxel,} (5.25)

donde MWoiidon €8 ¢l nimero de nodos del elomento ¥ Thain representa la dimension

del problema.

De esta maners, en notacion vectorial, se tiene

Malpm

Vhax, t) = Vil (x, 1) = Z: B, (x) a,(t) &, (x) (5.26)
ol
i
Halnm
VUii(x) = Vi (x) = Z B, (x) & X, (x) (5.27)

donde B.(x) es la matriz de deformacion estandar (Zienkiewicz y Taylor 1994).

Antes de aproximar el campo de deformaciones mejoradas € de la ecuacion (5.18)
s necesario establecer la aproximacidn del campo de desplazamientos [u] y definir
la tipologia de la funcién ¢(x), de modo consistente con la discretizacion por
elementos finitos adoptada en el dominio,

En el presente trabajo, la aproximacién del campo de desplazamientos [u] se
considera constante en eada elemento (Oliver 1996.1), esto es

[l (.t) = [u](x,t) = ““fﬂuﬂ H(x,t) X, (5.28)
=]
con
[uli(xt) = e, (5.20)

donde e, representa las componentes del salto del campo de desplazamiento
correspondiente al elemento e,

La funcidn ¢(x) puede elegirse convenientemente mediante el algoritmo deserito
en el apartado 5.9, de manera que {2, esté constituido por log elementos que
contienen la linea de discontinuidad 5, eomo se indica en la figura 5.3, Dicha
funcién p(x) puede considerarse a su vez como la composicion de lag funciones
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Figura 5.3 Definicién de 7, en el dominio discretizado,

@,(x), definidas en el dominio de cada elemento;

Halwm

p(x) = D 0.(x)X(x) (5.30)

fi=

Las funciones elementales o, pueden construirse, por ejemplo, utilizando las
propias funciones de forma estdandar (conformes) del elemento, Ny =
Ly 12 ine )y haciendo

L
farifas

ee(X) = 3 Nix) b, (5.31)

=]

donde b; son constantes nodales, tales que

0 en 27\§2_ .
b ={ | wn n*tn\'f (5.32)

cumpliendo asi la condicion (5.4). Nétese que la funcién p(x) construida de
esta manera es continua entre elementos, Para elementos cuadriticos o de orden
superior puede tomarse cualquier valor de la constante b, para el nodo intermedio
cue eventualmente pertenezea al interior del dominio €2,



5-12 Cupitulo §

La aproximacién del campo de desplazamientos de un elemento, por tanto, viene
expresnda como

I.l.f:l — mﬁ T (HS, = '15'!.) v, — Nﬂgn e ﬂdSn o, (5‘33)

votnpitible

En la figura 54.b se presenta la funcién lineal ¢, (x) que se puede construir
para los elementos triangulares (lineales o de orden superior) y las fignras 5.4.c
¥ 5.4 muestran las funciones discontinuas He, (x) y Ms, (x) = He, (x) — ¢, (x)
que se obtienen cuando la linea de discontinuidad &8, dentro de cada elemento,
se aproxima por un segmento de recta, S,, que divide el elemento en los dos
subdominios F y € (ver figura 5.4.4).  La figura 5.5 muestra la funcién

Figura 54 Construecidn de la luneion M, (x) para lementos triangilares.

hilineal ¢, (x), que se puede construir para elementos enadrilaterales (bilineales o
de orden superior) y las respectivas funciones Hs, (x) y Ms, (x), considerando los
dos modos en los que la linea de discontinuidad &, pueda atravesar el elemento,
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Ms‘ (K) = H_-,'"_ (I:x) =P, (X)

Figura 6.5 Coustruccin do la funcion Ms, (x) para elementos cuacilateralos,
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9.5.2  Aproximacién del campo de deformaciones mejoradas

Tomando como base la expresion del campo de la tasa de las deformaciones (5.7),

BC propone una aproximacion discontinua entre elementos del término thejorado
A . r

de dicho campo que, en notacién vectorial (e = {Em.,.ﬁ'w\ "rm} )y tiene la forma;

Palam
€ () XEMx, 1) = Y Eh(x, ) Xe(x) (5.34)
=]
con
E 1%, t) = Gulx, 1) éra(t) (5.35)
donde
1
G.(x,1) = o s ) [n]. (x) = [V, (x) (5.36)
con
ne 0 % 0
[n]I! = 0 Tty [v{fg]ﬂ = O : i (5"37}
Ny Ny i Y
1 L

En las ecuaciones (5.37), las valores n, y 1y, representan las componentes del
vector n., normal a la limea S, (n, = {n,,n,}). Por definicién, dicho vector debe
orientarse hacia (1}

Nétese que en la ecuacidn (5.36) se ha considerado constante el ancho de
banda, h., en cada elemento. Para log elementos que no contienen In liea de
discontinuidad § se tiene s, =0y Vi, =0 (p, =00, = 1), lo que conduce
a Gy= 0y, por consiguiente, a &" = 0.

La aproximacidn de la tasa de deformaciones en un elemento se expresa entonces
Como

1 ; g i
é':: = B,a, + (h (t)#'&'n [“]a - [V(PLS) Q= Bt 2, + C‘I;: X, (538)

outi kil = g
tigj v
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5.6.3 Construccion del campo de variaciones admisibles de lasg
deformaciones mejoradas

Considérese la siguiente aproximacién de las variaciones admisibles del campo de
las deformaciones mejoradas, también discontinna entre elementos:

) & 5(x) = 3 30 X () (5.39)
Coll
(%) =g % = Gi(X)& & eR? 5.
Ve (%) —.;n(xibl{n]}.,(x) &, = G(x) & ER (5.40)

Sustituyendo las ecuaciones (5.39) y (5,40) en la expresion vectorial de la ecuacién
en forma débil (5.20); se obtiene

/ (Gid]" " d2=0 VY, € R (e=1,2, .. 700m) (5.41)
o ks
estableciendo que

-/- G: Tﬂ'h df) = / g: t-h dfl =0 (E = 1,y n-a,.'h’rrl) (5"‘12)
i o 42

T 3 ;
donde o = {oh ob 741" representa la aproximacién de las tensiones e
notacion vectorial y th = ], @" representa la correspondiente aproximacion
del vector traccion n, - o,

Como la ecuacion (5.42) debe corresponder a la forma debil de la condicion de
continuidad de traceiones (5.13),, pueden considerarse dos alternativasg para la
funcién g’ (x):

* Alternativa 1 (Oliver 1996.b);

. bs, !
0 (z) = Tf;_ = (1= ﬂs.)T (5.43)
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donde A, = m((2,) (= .f;h ds1,) representa el drea del elemento, (g, = m(S,) (=
f 3, dS,) representa la longitud de la lfinea de discontinuidad S, en ¢l elemento,
Mg, o8 la funcion de colocacion en S, (ug, = 1VYx € 8,y hs, = 0Vx € Q\S,)
¥ bs, e8 la distribucion de Dirae situada en la linea de discontinuidad S, del
dominio (%, tal que [, " 65, dS2 = [, " dS,. Reemplazando (5.43) en (5.42),
¢ obtiene

/ GV gt dg, = / ge® g e = - / s, - - [ thda, =0
Js. J o, bs, Js, Ae Jas,

(5.44)

donde los dos tltimos términos corresponden a los valoves medios de £ en
Se y en {2\S,, respectivamente, Por tanto, dicha ecuacion corresponde a la
forma promediada (una forma débil) de la condicién de continuidad del veetor
traccion de la ecuacién (5.13),.

o Alternafiva &

‘ bs, b ~
9o () = e _ Dt (5.45)
ls, s,

donde, con cierto abuso de notacién, 04, representa la distribucion de Dirac
situada en la linea S perteneciente al dominio £2) (vease ecuacion (5.14)), tal
que fo t" 6y dQ = [ th dSF. Reemplazando (5.45) en (5.42), se concluye
que

G gl df, = / gt et dQ = ;l ( f b diS, — / Lt r,iS;") =0
il fla &y S Sl.'l-

(5.46)
es decir, se establece la continuidad de t" de forma promediada sobre la lea
S,

Observacion 5.2 Para el caso del elemento triangular con inter
polacién lineal de desplazamientos "regulares”, los campos e
deformaciones y de tensiones son uniformes en Q\S: v, por
consiguiente, las dos alternativas son equivalentes.

Observacion 6.3 Las dos alternativas satisfacen los requisitos (que
garantizan la estabilidad y consistencia de los métodos de defor-
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maciones mejoradas (Simé y Rifai 1990):

Ja. a9, =0 v e E{; (consistencia)
el =0 (estabilidad)

donde &£ representa el espacio de variacién admisible de las
deformaciones "regulares” V' (con ) € V) y .E.:{; el de las
deformaciones mejoradas 5",

Observacién 5.4 En general G # G, es decir, el espacio generado
por las deformaciones mejoradas " y por su variacion admisible " son
distintos, constituyendo asf una formulacion del método de elementos
finitos del tipo Petrov-Galerkin (Mikhlin 1964, Zienkiewicz y Taylor
1994). Obsérvese que el equivalente a att = G, se obtiene s6lo en
lns ocasiones en las cuales (V| = [n] [./A.. Para los elementos
triangulares lineales, dicha igualdad corresponde a ln situacion en que
la Inea de discontinuidad es paralela a unos de los lados del elemento,

Observacion 5.5 Algunas aproximaciones por elementos finitos de
discontinuidades fuertes (Armero 1997; Larsson y Runesson 1996:
Larsson et al.  1996) utilizan formulaciones del tipo Galerkin
(simétricas) con G, = GIY = ,1::.':'“}'[:1||E para el enriquecimiento
del eampo de deformaciones del elemento friangular lineal (con
deformaciones constantes). En este caso puede demostrarse que
la aproximaciéon de elementos finitos resultante proviene de la
formulacién variacional de tres campos, en la cual el campo de
tensiones se desacopla del resto, a fravés de la imposicidn de
ortogonalidad entre los espacios formados por las aproximaciones por
elementos finitos de las tensiones y de las deformaciones mejoradas
(Simé y Rifai 1990). A pesar de las ventajas computacionales
que se pueden obtener de este tipo de aproximacion por el hecho
de penerar matrices de rigidez simétricas, en general el campo de
deformaciones mejorado gque se deduce no es capaz de representar de
manera aceptable los efectos de la discontinuidad en el interior del
clemento (Jirdsek 1998).
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5.6 BECUACIONES DEL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

De acuerdo con las aproximaciones presentadas en el apartade anterior, las
ecuaciones en forma débil (5.20) generan el siguiente conjunto de ecuaciones:

LEH

Tpfain B Fglgm X
'y / Bl o0, = " e
(1S, "=l

e (5.48)
G: ﬂ-h dun = ) (fl = 1. 2. inay ”r-h_rrrr.]
4 q,
donde A" representa ol operador de ensamblaje y
]
oo [ Nerano [ wrean, (549
H,.\S. = Irﬂ:l'

Puesto que las tensiones e estdn acotadas por definicion y las matrices estandar
N, y B, no contienen términos no acotados en la linea S, las integrales de
dominio de (5.20); pueden limitarse al dominio §,\8,, tal como se ha hecho en
(5.48),.

El sistema de ecuaciones discretas (5,48) ze expresa de forma més compacta como

-i-""irit = ‘ii"e:rl - 0 (5‘5[))

siendo

Fim _M0m (o Fept Telem fo .

f - ﬂf_"l‘ (f"' ) r B a;ill (F,\, ) (r)“:'l')
donde

Fin Fr{m ren ﬂ'-m‘

fzt:{ b } th={ﬂr } (5.52)
COTIl

‘ t * A l
fi = fons, BY 2" dl, ;
5.53)

by = [, G " dfl,

Para resolver el sistema de ecuaciones no lineales (5.50) mediante ol método
de Newton-Raphson es importante obtener la expresion en tasa de las fuerzas
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internag . Procediendo de modo andlogo al apartado 3.7, se obticne

i.“.l“." K::u K:fn é:

{ f:. }_[ ]{r_xu Kﬂ.ﬂ ] { C‘Uf, } (F).EFI)
L i ~ a .
it b i

donde K, es la contribucién elemental de la matriz tangente global, cuyas
COMPONENes §¢ eXPresan como

K = + Jg,\s, B D*B, di2,
Ky = = [o.\5, BY D" Ga dil,
Ke® =+ o, G DB, dS),

Ko =+ [y, Gi' DG, dQ,

siendo DY = A%(e) /de la matriz constitutiva tangente, tal que (ver (5.12),)

ag=D"¢ (5.56)

5.7 INTEGRACION TEMPORAL DE LAS DEFORMACIONES

En el proceso incremental e iterativo de resolucidn del sistema no lineal (5,5(:)'
han de obtenerse las deformaciones producidas por una variacion de las variables
nodales del problema. Sean Aa, = ﬂ:."'m —al vy Aa, = a8 ! las variaciones

s de i : =gy s yAa, = ol o, las variaciones
de los desplazamientos nodales y saltos de un elemento finito producidas entre
log instantes ¢ y t + At del proceso de carga. Utilizando la regla generalizada
del punto medio para integrar la componente del campo tasa de deformaciones
(5.38) en ln cual interviene h.(t), se obtiene

(-1 1
Eﬁ % Ei-.ﬂ + Bu'l Aﬂr + (AU'S,, h—ﬂ ll‘l]“ - lv‘f"’]e) '&D‘tr

= e +B,An, + Gl Aq, (5.57)

con

W =hi(1=B) +hSp 0<p< (5.58)
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donde h.f;“*‘ y h! representan los valores del ancho de banda del elemento ¢ en
los instantes ¢ + At y ¢, respectivamente. En el presente trabajo se adopta un
esquema de integracion implicito con # = 0.5.

5.8 INTEGRACION ESPACIAL VIA CUADRATURA MODIFICADA

Las integraciones espaciales que intervienen en la construecion de la matriz
tangente y de los vectores de fuerzas internas y externas (ecuaciones (5.49), (5.53),
(5.55)) se evaliian utilizando un procedimiento numérico especial, fornmlado
a partir de la introduccién de pequenios caumbios en la regla de cuadratura
correspondente al elemento estandar de partida.

El hecho de que la linea de discontinuidad S sea un dominio de medida
mila permite que las integraciones sobre los dominios Q\S, puedan caleularse
utilizando la regla de enadratura estandar usual:

/ F)d, = 3 F(E) w, (5.59)
4 [\ qoe |

donde &, representan las coordenadas locales de los puntos de integracion, w; sus
respectivos pesos de integracion y ng, el nimero de puntos de integracién.

Con el objeto de no introducir modificaciones sustanciales en el algoritmo
estdndar del método de los elementos finitos, las integraciones gobre la linea de
discontinuidad S, (o S.')se ealeulan empleando un vnico punto de integracion,
supuestamente  situado sobre &, (o &), independientemente del tipo de
interpolacién que se utilice para las variables del problema. De esta manera, para
representar la evolucién de las variables en la discontinuidad &, basta afiadir
un punto de integracion adicional a la regla de cuadratura estdndar. Asi, los
puntos de integracién regulares &, (7 = 1, 2, .44 ) corresponden al dominio £2,\8,,
mientras que el punto adicional &, corresponde a la llmea de discontinuidad S,.

Comeo la posicion de los puntos de integracidén se define al inicio del andlisis
numérico y, en general, la posicion de la linea S, no se conoce a priord, se introduce
el punto de integracion adicional en la misma posicion del punto de integracion
"regular” £, que corresponde al centro geométrico del elemento, En este punto
de integracion "doble” (£, = £;) se evaluaran lag vaviables correspondientes a
S e (L\S, y S, (véase figura 5.6).
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O Pumos regulies (€24 8)

g Pumoadicional  (8,)

Figura 5.6 Regla de integracion numérien modificadn.

De esta manera, la integral sobre el dominio completo del elemento se caleula
COMO

f F(x)do ='5% e w (5.60)

i)

Para evaluar lng integrales en lag cuales intervienen las distribuciones delta de
Dirac 4, y 4.y la funcién de colocacion jig_se utiliza el esquema de integracién
numérico (5,59) o (5.60), tomando los siguientes valores en cada punto de
integracion i

E.“L i ﬂ‘g' o
5(&) =6/ = b (8) =6, = (5.61)
0 iA0 0 i#1
| 1 i=0
ps, (&) = ) = (5.62)
0 140

5.9 ALGORITMO DE DETECCION NUMERICA DE LA LINEA DE DISCON-
TINUIDAD

En los desarrollos anteriores se ha supuesto que la posicidn de la linea de
discontinuidad era conocida al inicio del andlisis, sin embargo esto s6lo es clerto en
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casos muy particulares y, en general, su determinacion constituye otra inedgnita
del problema.

A efectos de la aproximacion numérica no es necesario detectar la posicién exacta
de la Iinea de discontinuidad, sino identificar cunles son log nodos pertenecientes
a los dominios 7\Q, y Q*\QL para la construceion de la funcion o(x) (ver
ecuaciones (5.30), (5.31) y (5.32)). Nétese que para esta finalidad no se exige la
posicion exacta de S en el dominio de los elemento que contienen la discontinuidad
(ver figura 5.7)

En el presente trabajo se propone un método para la deteceién de la lfnea
de discontinuidad que se forma a lo largo del proceso de carga, basado en las
siguientes consideraciones:

o La linea de discontinuidad & se compone de segmentos de discontinuidad S,
definidos en el dominio de cada elemento atravesado por S,

® Alo largo del proceso de carga la direccion normal a la discontinuidad de eada
elemento, n,, se evahia mediante la expresion del dngulo eritico, faqy, que se
obtiene del andlisis de bifurcacién, Para esta evaluacién se utiliza el estado de
Lension-deformacion del punto de integracion adicional (€ = ¢€,), asociado a S,
(ver apartada 5.8).

e Una vez alcanzada la condicién de bifurcacién en el punto de integracion
adicional del elemento, el segmento de la discontinnidad S, se considera
consolidado y la orientacién n, en dicho elemento se mantiene fija. En un
procedimiento incremental e iterativo, sélo se considera que la discontinuidad
esti consolidada si el estado de tension-deformacion convergido ha aleanzado
la condicién de bifurcacion,

* La posicién de 5, en el dominio de cada elemento debe mantener & continna
a través de los lados de elementos adyacentes.

A partir de estas consideraciones se propone el siguiente procedimiento para la
construecion de la lmea de discontinuidad S -

(i) En primer lugar se realiza un andlisis preliminar con ¢l objetivo de identificar
el primer elemento que "bifurca” durante el proceso de carga (elemento F),
en el cual se coloca la "semilla” de la linea de discontinuidad que se propagari
segin se indica en el paso (ii). Dicho elemento se caracteriza por ser el
primer elemento cuyo estado de tensiones-deformaciones convergido alcanza
la condicion [ = (H — H..) /|H| = (). La direccidn de la discontinuidad se
define en funcion del valor de 71,4, , que se obtiene del andlisis de bifureacion,



Clapdtulo § 5-23

Poligonal a

Poligonal b

Fignen 5.7 Algoritmo de propagacion de la linea de discontinuidnd S,

5i ¢l referido andlisis genera dos valores posibles de 1, ', 50 ol ige la diveccion
cuyos modos de bifurcacién se ajustan mis a las Imeas de iso-desplazamientos
en el instante de la bifureacion,

Una vez identificado el elemento £y, en los sucesivos pasos de "tiempo” del
andlisis, se procede a la propagacion y consolidacion de la Ifnea de discontinuicdad
COMmo siglie:

(ii) A partir del elemento B, y su correspondiente lnea de discontinuicdad 5, el
regto de la linea de discontinuidad S ge obtiene a través de la construccion de
dos poligonales a y b, como muestra la figura 5.7. Cada poligonal se construye

W Natenn quo i oxprosions de lu bl 41 pueden conduiie o dos vidoros posdblig do b diveceion et
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a partir de un /[er:ﬁdimir!utn secuencial, que consiste en determinar la posicidn

l"l sl i/ i quﬂp L i ) : 3

del vertice F| del segmento &' euya normal viene dada por la orlentacion
b ; B D Tl . .

n';'/ correspondiente al elemento £ / (¢ =2,3,...), como ilustra la fignra 5.7

El procedimiento comienza con el elemento 2/ y termina cuando se aleanza

el contorno del dominio. Si un elemento £ " prosenta dos valores posibles

para la direccidn eritica, se adopta la que se aproxima m#hs a la direccion del

I
elemento E’:fj; que le antecede,

Observacidn 5.6 El algoritmo de propagacion se realiza en cada
iteraciéon de cada paso de "tiempo” del andlisis. Sdlo se recaleula
la direceidn n, para los elementos que no han aleanzado la condicidn
de bifurcacién,
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EJEMPLOS NUMERICOS 1:
MEDIOS ELASTO-PLASTICOS

6.1 INTRODUCCION

Lin el presente capftulo se presenta el andlisis numérico de diversos problemas
de localizacion en medios elasto-pldsticos mediante la aproximacion de
discontinuidades fuertes, expuesta en los capitulos 4 y 5. El objetivo principal
es verificar la capacidad de dicha aproximacién para predecir la respuesta de
sistemas estructurales sometidos a situaciones de carga severas, en log cuales ol
fenémeno de localizacion es el factor responsable del colapso estructural. Se han
tratado fundamentalmente los aspectos relacionados con:

* La capacidad de la formulacién del método de elementos finitos, detallada en
el eapitulo 5, para reproducir el mecanismo de formacion de la discontinuidac
fuerte que se ha propuesto en el capftulo 4.

¢ La independencia de los resultados respecto de la malla de elementos finitos
que se adopta para discretizar el problema.

¢ La capacidad de la aproximacion para predecir el mecanismo de colapso en
problemas que presentan campos de tensiones y de deformaciones no uniformes.

6.2 TRACCION Y/O COMPRESION BIAXIAL

Se ha adoptado el ensayo de traceicn Jeompresion biaxial para ilustrar la
capacidad de la aproximacion numérica propuesta (capftulo 5) para reproducir ol
comportamiento predicho por la teorfa de discontinuidades fuertes, expuesta en
el capftulo 4.

En estos ejemplos se analiza el comportamiento de una probeta retangular
sometida a restricciones correspondientes a los estados de tensién plana v de
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deformacién plana, bajo diferentes estados de carga y considerando también
diversos eriterios de Huencia en log modelos constitutivos,

6.2.1 Descripeion de problemsa

La figura 6.la ilustra las caracteristicas geométricas, cargas y algunas
propiedades del material del }n‘tﬂ’rluum analizada. En la fgura 6.1.b. se muestran
las componentes positivas del salto segiin los gjes de referencia locales, orientados
de acuerdo con la linea de discontinuidad S,

i) i
fv=F1ff(?
B i1 2 5 |
“fi-muu

| fu

fn=Full |ijl . 220

o

H,
—L =50
ui’

_-__._--_____________-_'

@illllllmlﬁlllllml

Rz
En

[ sttt

-

Figuia 6.1 Ensayo de iraccion /compresion binxial,

Debido a que los campos de deformaciones y de tensiones son uniformes (problema
homogéneo), la posicion de la discontinuidad no estd definida vy, por esto, se
selecciona el punto situado en la zona inferior de la izquierda de la probeta como
punto de partida de la linea de discontinuidad (véase figura 6.1.a).

Con el objeto de mantener la proporeion entre las cargas impuestas fy/fy a
lo largo del proceso de carga, ha sido necesario utilizar el método de control
de desplazamientos propuesto por Crisfield (1981), controlando la componente
vertical del desplazamiento, 4, del punto superior derecho de la probeta (ver
figura 6.1.h).
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ol JL s
e 1 im (B a q
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dp App =4y +PO,

Figura 6.2 Regla de endurecimiento y lay de variacion del ancho de banda,

En el andlisis numérico de todos los casos se ha utilizado una malla 140
estructurada de elementos finitos triangulares de 6 nodos mejorados con un moda
discontinuo interno.

6.2.2 Regla de endurecimiento/ablandamiento

5S¢ hi empleado una ley de ablandamiento lineal para describir el comportamiento
del material en el régimen pre-bifurcacidn, como se indica en la figura 6.2.a.
La regla de endurecimiento/ablandamiento en la fase post-hifurencion  viene
establecida por el modelo de variacién del ancho de banda, que se ilustra en
la figura 6.2.h (véase apartado 4.4.6). De acuerdo con dichas definiciones, la ley
de variacién de la variable ¢ en términos de la deformacion plastica equivalente
o puede expresarse como

~H, n: para 0 <a<a, (pre-bifurcacion)
Ga + 2 (e MAG—8) 1) pam @, <a< ap,y  (Lransicion)

Un + pcr,, —kH (- o, p) pATa o, <o =a, (dise. fuerte)

*y para o > a, (disc. fuerte)

(G.1)



(-1 Capitule &

donde

ry

1 B B
= ¢, - ——In (f—) o, = 0,, = (1-p) "tll e
RH . kB

Los valores de Hy, oy, H, k y p se consideran datos del problema, mientras que
log valores de las variables o, g, y h, se obtienen del andlisis de bifurcacion y,
por tanto, dependen de la historia de carga. En los ejemplos que siguen, salvo
cuando se indique lo contrario, se ha adoptado k = 107 y p = 0.1. Los valores
de los demis datos que intervienen en el problema se indican en la figura 6.1.

El ancho de banda inicial, en el instanute de bifurcacién, se define como

P (6.2)
A

Puesto que la bifurcacion sélo tiene lugar cuando H, < H,.;, se puede concluir
que los pardmetros elegidos para el modelo establecen la siguiente limitacién para
el valor del ancho de banda:

k<h<hy < 2 (6.3)

H

6.2.3 Modelo constitutivo elasto-pldstico de Von Mises

En este caso, ol eriterio de fluencia y el Aujo pldstico se expresan como

b= /3181 = oy + (o) =0

9
m = i '_'Eg = /ids (6.4)

g b B

.---E-?E—]
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donde 8 es el término desviador del tensor de tensiones e y o, es la tension de
fluencia del material,

Deformacion plana

Se analiza ahora la situacion de carga a traceién uniaxial (fu/fy = 1 /0) para
diferentes valores del coeficiente de Poisson 1.

En la figura 6.3 se muestra la evolucién de diversas variabley del problema. Todas
lag curvas de dicha figura, exceptuando la 6.3.1, corresponden a un coeficiente
=10,

Los puntos indicados por Y, B y DI representan, respectivamente, el inicio del
régimen elasto-plastico (cuando la trayectoria de las tensiones alcanza la superficie
de fluencia por primera vez), el punto de bifurcavidn y el inicio del régimen de
diseontinuidad fiterte,

La figura G.3.a muestra la evolucion del ancho de banda, A, en funcién del
desplazamiento vertical  en un determinado elemento que contiene la lines de
discontinuidad, pudiéndose apreciar la fase de transicion entre el régimen de
discontinuidad débil (h = h,,), iniciado en el punto de bifurcacion B, y el inicio del
régimen de disconlinurdad fuerte, punto DF, donde h alcanza el valor k = 104,

La figura 6.3.b ilustra la variacidn de las componentes verticales de las tensiones en
la interfaz, 0y,,, y en el exterior de la misma, oy, .. En dicha figura se muestran
también lag evoluciones de la componente normal, Smng: ¥ de la componente
fuera del plano del problema, Ss,, del tensor desviador en ln interfaz. Debe
hacerse notar que lns condiciones de discontinuidad fuerte Wing = Simz =0
Y Mase = Sya, = U, deducidas en el apartado 4.4.3, no se cumplen en B, pero
se inducen de forma automdtica en el inicio del régimen de discontinuidad fuerte
(punto DF).

En la figura 6.3.c se puede apreciar la evolucion de las componentes verticales
de las deformaciones, ,,. ¥ £, .. Obsérvese que antes de la bifureacion B, las
deformaciones permanccen continuas. Después de la bifurcacion, la deformacidn
en la interfaz £,,. continda creciendo, debido a la evolucién de la parte plastica
de las deformaciones en § (proceso de earga elasto-plastica). Mientras tanto,
la deformacion g,y . en el dominio restante, O\S, decrece eldsticamente. La
deformacién remanente Eyygye ¢ due se aprecia en el final del proceso de earea,
corresponde a la deformacidn pldstica producida en O\S durante el régimen de
ablandamiento plastico continuo (entre los puntos Y y B de la figura)
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En la figura 6.3.d se muestra la evolucion de las componentes normal, [u,]. v
tangencial, [ ], del salto. Nétese que durante el régimen de transicion (rama
B — DF) se produce una pequena evolucidn de la componente normal del salto
(lit:] # 0). Sin embargo, tras alcanzarse el régimen de discontinuidad fuerte
(punto DF), dicha evolucién cesa y se obtiene un comportamiento tipico de una
Iinea de deslizamiento (slip-line), como predice el andlisis de discontinuidad fuerte
(apartado 4.4.3).

En la figura 6.3.¢ se puede apreciar el procedimiento empleado para detectar el
punto de bifurcacién B durante el proceso de carga, mostrandose la evolucidn
del médulo de endurecimiento/ablandamiento critico, H..y, que se obtiene del
andlisis de bifurcacion (tabla 4.1). En dicha figura se presenta también la
evolucion del médulo de ablandamiento continuo, /1 = /Oy, que proviene
de la ley de endurecimiento que se establece como propiedad del material
(ecnacién (6.1)). En el punto de inicio de fluencia plastica, Y, el valor de H
o8 superior al valor de H,.;, y, por tanto, el cuerpo puede continnar deformandose
ineldsticamente sin bifurcar y sin presentar discontinuidades en el campo de
deformaciones. Conforme se desarrollan las deformaciones pldsticas en el sélido
continuo, el valor de H.; aumenta hasta que e prodice la interseccion de las dos
curvas en el punto B, donde la condicion de bifurcacion H = Hepy 86 enmple poy
primera vez (ndtense los valores negativos de H,.., en la figura ﬁ.f],e), A partir
de entonces, la evolucién de M viene definida por ol modelo de ancho de banda
variable elegido para representar la fase de transicién,

Finalmente, en la figura 6.3.f se exponen lag curvas [nerza-desplazamiento para
los valores limites del coeficiente de Poisson (¥ = 0y v = 0.5), Para el caso
particular de 1 = 0.5, el inicio de Huencia, la bifurcacién y el régimen de
discontinuidad fuerte se producen simultdneamente (Y = B = DF). Después de
este punto, la curva presenta una rama descendiente lineal, reflejando la relacidn
constitutiva disereta lineal, tal como predice el andlisis de discontinnidad fuerte
(apartadod.4.3). Para v = 0, se aprecia la forma lineal de la relacidn disereta en
la curva solamente después de que se aleanza el régimen de discontinuidad fuerte
DF,

En la figura 6.4.a se muestra la malla de elementos finitos utilizada en el andlisis
numérico y la linea de discontinuidad recta S que se forma en el instante de
bifureacién, La orientacion de la linea S queda definida a través de la exXpresion
de ¢ de la tabla 4.1, evaluada a partir del estado de tensiones en el instante de
bifurcacion. Fn la figura 6.4.b se aprecia la configuracion deformada (ampliada)
en el final del proceso de earga, cuando las tensiones estdn completamente
relajadas . Nétese que la deformacién resultante corresponde aproximadamente

Y B el past-procase preseutide, wolo s visualiz prita popular B e los dlosplvanmbombons, oo ropressnviidose
I purie discontinm, corraspond lente i los oy tncompatiblen roleridos oy ol cnpfinlo f
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Figura 6.3 Evolucién de la variables del problems do teaceién uninxinl  considersnndo
doformacién plania v eriterio de fAuencia de Von NMiso,
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Figura 6.4 Resultados del ensayo de traceion simple (deformmneidn plana; Vo Mises: 1 = 0y

a un movimiento relativo de sélido rigido (deslizamiento) entre las partes inforior
y superior de la probeta a través de la lea de discontinuidad &, La figura
b.4.¢ muestra los contornos de iso-desplazamiento en el instante final de proceso
de carga. Notese que, pricticamente, toda la deformacion se concentra en los
elementos gue contienen la discontinuidad.

Para complementar el estudio de este caso, la figura 6.5 muestra la trayectoria de
las tensiones dentro y fuera de la discontinuidad, &, y o, ., en el plano oetaédrico
(desviador) del espacio de tensiones, representsndose:

e La superficie de fluencia, que para el caso de Von Mises es nna circunferencia
de radio oy — g. En easo de ablandamiento (¢ = —H, & = 0). la superficie
mantiene su geometria pero disminuye su dimension (radio) con la evolucion
de las deformaciones pldsticas a.

® La linea donde el estado de tensiones verifica la condicion de discontinuidad
fuerte 7y = Sy = 0y, por tanto, Hoy = 0. Dicha linea corresponde al
plano meridiano cuya interseceidn con el plano octaédrico corresponde al e
horizontal que pasa por el origen O.

o La region donde el estado de tensiones se corresponde con un valor de
Hy, = H,u. esto es, el lugar donde la bifurcacion pu'mlc ocurtir en caso de
fluencia plastica, Dichia region estd representada por zona sombreads de la
figura 6.5.

El proceso de carga comicnza con tensiones nulas en el origen Q. A partir de este
punto, las tensiones crecen elisticamente hasta aleanzar la superficie inicial de
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Wil

O, =0, (pre-bilurcacion)
—>—>— O, (carga)

e g o (descarga)

Figura 6.5 Trayectoria do tensiones en el plano octaddrico de tensiones (traccidn iniaxial:
tonsion plann; Von Mises; ¢ = ()

fluencia en el punto Y. Como en este caso el punto de Auencia estd fuera de la zona
sombreada, el proceso de carga se desarrolls en régimen de ablandamiento plistico
con las tensiones y deformaciones continuas. Nétese que a partir de enfonces [n
superficie de fluencia disminuye, restringiendo el estado de tensiones a 1na region
cada vez menor. Cuando la trayectoria de las tensiones aleanza el limite de ln zona
sombreada (punto B), la condicion de bifurcacion se verifica v a partir de entonces
las tensiones dentro y fuera de la discontinuidad & siguen trayectoria distintas. El
estado de tensiones o, . sigue la trayectoria lineal B-O en régimen de descarga
elistica, mientras (ue o, sigue la trayectoria indicada por la linea continua en
régimen elasto-plastico.  Nétese que, puesto que el punto de bifurcacion B no
pertenece al eje horizontal i, = 0, la condicidn de discontinuidad fuerte no
se verifica en este instante y se inicia la fase de transicion, caracterizada por la
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My, = H.=0

i ———

Tk 0. =0, (pre-bifurcacion)
—F—— o, (cargn)

el g (descarga)

Figura 6.6 Trayectaria do tensiones en el plano octaddrico de tensiones (troccidn ninsial;
doformacion plana; Von M ise ),

variacion del ancho de banda. La imposicion del ancho de banda cada vez menor
pravoca el cumplimiento de las condiciones de discontimidad fuerte, forzando
la aproximacién de las tensiones en § al eje horizontal, Cuando se aleanza ol
végimen de discontinuidad fuerte DF (h = k), las tensiones en la discontinuidad
so mantienen en el eje hovizontal, hasta relajarse en el origen O. Las tensiones en
{0\ 10 5@ relaja completamente al final del proceso de carga (punto O') debido
a la existencia de tensiones no nulas en la diseccion fuera del plano del problema.
Cabe destacar que dicho estado tensional cumple las condiciones de equilibrio en
el plano del problema vy, ademds, se enenentra dentro del dominio eldstico, puesto
que después de la bifurcacion la superficie de Auencia para los puntos de {1\ 8 se
mantiene congelada con ¢ = &, — 4.

La figura 6.6 ilustra las trayoctorias do las tensiones que se obtienen para los
valores del coeficiente de Poisson » = 0.4 Yy ¥ = 0.5. La principal diferencia con
respecto al caso anterior (v = 0) es que para v = 0.4 la trayectoria de tensiones
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aleanza la superficie de fluencia (punto Y) dentro de la zona sombreada y, por
tanto, la bifurcacidn se produce en dicho instante en régimen de discontinuidad
débil, puesto que dicho punto no pertenece al eje horizontal. Por otro ladlo,
para v = 0.5, la trayectoria de tensiones aleanza la superficie de Auencia en ol
punto que pertencee al cje horizontal. Como dicho estado de tensiones verifica
las condiciones de bifureacion y de discontinuidad fuerte simultdneamente, la
bifurcacion tiene lugar en régimen de discontinuidad fuerte cuando se aleanza
el limite cldstico (Y = B = DF), Obsérvese que, en este cnso, a pesar de
que las deformaciones son distintas, las tensiones dentro y Tuera de la interfaz
permanccen continuas a lo largo de todo el proceso de carga.  Es importante
destacar que la misma trayectoria de tensiones que se obtuvo para ¢l caso de
traccidn simple para 1 = 0.5 se obtendrfa para ¢l caso de solicitacion a corte
(a3 = =oy; fv/fu = 1/ = 1) para cualquier valor de v,

O, =4, (pre-bilurcacion)
—EeE— A (eaiga)

celeb— g (desearga)

Figura 6.7 Trayectorias de tensiones en ol plano @y — oy del espacio de tensiones prineipales
(Temsion plana; Von Mises),
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Tensidn plana

Se analiza a continuacién el mismo gjemplo bajo la restriceion correspondiente
al estado de tension plana (o33 = 0). La figura 6.7 ilustra la trayectoria de los
estados de tensiones en el plano oy = a2 (043 = 0) para diferentes situaciones
de carga. La zona sombreada ahora representa la region donde se cumple la
condicién de discontinuidad fuerte y, consecuentemente, .., = 0. Nétese gue,
para este caso, las condiciones de bifurcacion y de discontinuidad fuerte son menos
restrictivas que en el caso de deformacion plana. Como resultado, cualquier
historia de carga cuya trayectoria de tensiones toca la superficie de fluencia
en la zona sombrenda produce bifureacion en régimen de discontinuidad fuerte
(Y =B = DF).

4) 0,70 b) 0,07~
0604 yep=sp 0.08
0,50 0,05
_F. 0.40- lullo.04
'y 0.304 0.024
0.20 0.02 -
0.104 0.01
0,00 g ey 0.00 - .
0.00 002 004  0.06 0.00 002 004 008
&1 &/

Figura 6.8 Evolucidn do las varinbles del problema (traccion uninxinl; tension plana; Von
Mises).

La figura 6.8 muestra la curva fuerza-desplazamiento y la evolucion de los saltos
para el caso de traccion simple (o7 = 0,00 = o4y = 0; fy/fr = 1/0) y v =0,
Nétese que, en este caso, de modo diferente al obtenido para deformacién plana,
la evolucidn de las componentes del salto reproducen nna separacién en modo

mixto ([u,] # 0; u,] # 0).

En la figura 6.9 se ilustra la posicién de la linea de discontinuidad, la configuracion
deformacda y los contornos de iso-desplazamiento al final del proceso de carga. Fn
la figura 6.9.h se puede observar que la discontinuidad entre las dos partes de la
probeta separadas por la linea § presenta una componente normal importante, Fn
la fignra 6.9.c se observa que en el final del proceso de carga toda la deformacion
se concentra en los elementos que contienen la linea de discontinuidad.



Capitulo § G-13

Figura 6.9 Resulatdos del ensayo de traceién biaxial (tensién plana; Vou Mises).
6.2.4 Madelo constitutivo elasto-pldstico de Ducker-Prager.

La funcion de fluencia y la regla de flujo que definen el modelo constitutivo elasto-
pldstico de Ducker-Prager no asociado se expresan como (Drucker y Prager 1052);

¢= /LIS +ayp =0, +q=0

1 = \/gﬂﬁ'HS#‘;,{-.l (6.5)
3:5:@:1
i

donde 1 es el tensor identidad de orden dos, p = éﬂﬂ = ;%-Tr(a') representa la
bension media y 8 = e—p1 es el término desviador de e, Los pardimetros que
definen la funcién de fluencia pueden expresarse en funcion de la cohesidn, Cyi ¥
del dngulo de rozamiento, @, del material:'

() o 6 cos(yp) ‘
= = Bill(tp) oy = ,f.jw cy ﬁ'w = m{;g ((‘lﬁ)

Bl eapricio de tanstones priveipales die Westieganid, diclios relncionon doseriben O e oirenmsenia
b pirdruicde de Mohe-Coulamb,
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El flujo pldstico se define en funcién del parametro oy que depende del dngulo
de dilatancia ¢ mediante la relacion

6 &linm :
Qg = 3_ Bin"lﬂ) ({J.T)

En caso de plasticidad asociada se tiene @ =1 (c.y,‘p = ay) ¥, por consiguiente,

0
ﬁl=m=5£-=\/~.§m5+—.fl (6.5)

Los resultados que se presentan a continuacion se han obtenido para ¢l estade de
deformacion plana y plasticidad asociada con ay =0, =05 (1) = ¢ = 13.34°) y
v =102

Nl Ty =110

Sol = =110

Folfu =11=035

aretan @_"'_"(u,

= 04,y =0 (pre-bilurcacion)
—F—— o, (carga)

el g (descarga)
Figurn 6,10 Trayectdria de tensiones (deformacién plana; Drucker-Pragor).

coordenadas se asocian a los invariantes del tensor de tensiones /3/2 |8 (=
Vady) vy p (= 1;/3) para diferentes situaciones de carga. Notese que para el caso

La figura 6.10 muestra las trayectorias de tensiones en el plano cuyos ejes de
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a) 0.8 -
Dif-"*-.\_ ””q;
0.0- : T
F, [lul],
lay 4
0.5+ : &)
¥
B
-1 ,.D T T T T T T T ‘D.‘ B T T ¥ T ¥ T ¥
-0.06 003 000 004 008 006 -0.08 000 003 008
&1 &/

Figura 6,11 Evolucidn de las varinbles del problema (traceién y comprision simple; deformacion
plana; Drucker-Prager).

de traccion simple, la bifureacién ocurre en régimen de discontinuidad débil en el
instante en que la trayectoria de tensiones aleanza la superficie de Huencia inicial
(Y = B). Para el caso de compresion simple, la bifurcacion ocurre en régimen
de discontinuidad débil despnés de haber desarrollado deformaciones plasticas
en régimen de ablandamiento y en el caso particular de traceion binxial con la
velacion fi/fi = 1/ = 0.35 la bifurcacidn ocurre en régimen de discontinuida
fuerte en el instante en que la trayectoria de tensiones alcanza la superficie de
fluencia inicial (Y = B = DF),

La figura 6.11 muestra la evolucion de las variables del problema para las
situaciones de carga correspondientes n traccidn (fv/fu = 1/0) v compresion
(fv/fu = —1/0) simple, En la figura 6.11.b se observa que para las dos
situaciones de carga se obtienen valores positivos de la componente normal del
salto Euﬂﬂ (separacidn, véase figura ﬁ.].h). Este hecho refleja el efecto de dilatancia
que caracteriza el comportamiento no lincal de este modelo constitutivo, Notese
que, en régimen de discontinuidad fuerte, la evolueidn de lns componentes del salto
reproduce la relacién constitutiva discreta obtenida del andlisis de discontinnidad
fuerte (véase apartado 44.5), que establece la siguiente relacién!!

84

= ——f__ =().306 (6.9)
\/3—3ad

MU B et il s i tospniele In relnetdn eu valor ahsalig puesto quo In aotvencidn dé vindorin posiivon de s
ooanponstes dol walto fodicado on W Bgae 600 uo correspoidd a In amplenda an el apmctado 27

i
Lie]
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Finalmente, la figura 6,12 muestra la deformacién de la probeta sometida a
traceién al final del proceso de carga,

a) )

Jrg

A

£

qa-"?a

3

Figura 6.12 Resultados del ensayo de traceion simple (deformacian plana; Drucker-Prager)
6.2.5 Modelo constitutivo elasto-plastico de Rankine asociado

La funcién de fluencia y la regla de flujo plastico que definen el modelo clasto-
pldstico de Rankine asociado se expresan como (Rankine 1857)

p=01=0o,—g=10

A e
ila es ik (6.10)

¥

dg
== — =]
=5 R

donde @, representa la maxima tensién principal en el plano del problema
(o1 = @2) y By es el vector unitario en la direccion principal de mdxima tensicn.

De acuerdo con los andlisis realizados en ol apartado 4.4.5, la condicion de
discontinuidad fuerte se cumple en cualquier punto del espacio de tensiones
principales.  Por tanto, la bifurcacian se produce siempre en régimen de
discontinuidad fuerte en el instante que la trayeetoria de tensiones (cualeuiera)
aleanza la superficie de fluencia (Y=B=DF). La figura 6.13 jlustra esta
partieularidad del modelo constitutive.
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bo,
. /(4*';"5"’[”"
kaax G,
B Y=RaDlI
ﬁQuE:B!DF
— | T
9,=q
6:("_‘? —/ \—— $=ﬁr

h-17

= G5 = Ty (pre<hilurcacion)
= 0, (cmyn)

TR g (descarga)

Figura 6.13 Trayectoriza de tensiones on ol plana ;= @y del wspncio de tensiones principales

(tension plana; Rankine).

a)

0.70
g_ﬁg.: Y=B=5D
0.50
_F 0.40-
0.20 +
0.10+

T
0.00 0.01 0,02 005 0.04 0,05
&/

.

Figura 6.14 Evolucion de lag variables dol problema (fraceind simple;

b 08

0.04 < &Mw.

Y«B«8D

0.02 =

0.01 4
] ull; =0

G.UO T T T T L] " Ll
0.00 0.01 0,02 0,03 0.04 0,05
&1

tengicon plana; Rankine),
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En la figura 6.14 se presenta la curva fuerza-desplazamiento y la evolucisn del
salto para el caso de traccion simple (fiy/fy = 1/0) eon v = 0.0. Nétese que
la bifurcacion tiene lugar en régimen de discontinuidad fuerte cnando se alcanza
el lfmite eldstico. Ademds, se observa que sélo la componente normal del galto
evoluciona mientras la componente transversal se mantiene nula en todo ol Proceso
de carga (modeo T).

¢'

OO
“vﬁ 3
OO0

KRR

Figura 6.15 Resultados del tnsnyo de traccidn simple (tensidn plana; Rankine).

En la figura 6.15.a se puede apreciar que la linea de digscontinuidad que se forma es
ortogonal a la direccién principal de msxima tensién, La configuracion deformaca
de la figura 6.15.b y los contornos de iso-desplazamiento en ¢l final del proceso de
carga, presentados en la figura 6.15.c, ponen de manifiesto el movimiento relativo
de sélido rigido de separacién entre las dos partes de la probeta divididas por 1a
Iinea de discontinuidad.

6.2.6 Estudio de sensibilidad a la variacién del parametro k

En la figura 6.16 se muestran las trayectorias de tensiones en el plano ootaédrico
que s¢ obtienen para distintos valores del parametro k, considerando traccion
uniaxial (fy/fy = 1/0), deformacion plana vy modelo constitutivo de Von Mises
asociado.

De acuerdo con el estudio de discontinuidad fuerte, el inverso de k desempeiia
un papel de pardmetro de penalizacién que impone ol cumplimiento de las
condiciones de discontinuidad fuerte. Noétese en la figura 6.16 que, conforme
k disminuye, la trayectoria del estado de tensiones se aproxima pradualmente al
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k=1.01

k=50=10"]
— k= i0x107
— k=1.0x107"}

<
0,

Figura 6.16 Trayectorias de tensiones en ol plano octaddiion do tonsiones para diversos valores
de k (deformacion plana; Von Mises; v = (),

eje horizontal, que representa la region de los puntos gue verifican la condicion de
discontinuidad fuerte, Nétese también que las sucesivas trayectoriag convergen a
una configuracién muy préxima a la que se ha obtenido para k= 1072, Asf, so
puede concluir que el valor de k = 107% es suficiente para imponer las condiciones
congistentes con el régimen de discontinuidad fuerte,

6.2.7 Modelo de localizacién alternativo, mediante imposicién de la
bifurcacion en la superficie Ifmite de fallo

Congidérese ahora el modelo alternativo para deseribiv la formacion de la
localizacion, que se caracteriza por (ver apartado 4.4.6): a) El comportamiento
del material se deseribe mediante un modelo constitutivo elasto-pldstico asociado,
b) El material desarrolla deformaciones pldsticas en régimen de endurecimiento
hasta que las tensiones aleanzan la superficie Ifmite de fallo, ¢) a partir de
entonces se induce la localizacién, imponiendo que el comportamiento elasto-
pléstico del material del interior de la banda de localizacién obedezca una ley e
ablandamiento definida en funcion del modelo de ancho de banda variable y del
mddulo de endurecimiento critico, H = Hpii, evaluado con el estado tensional
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en el instante en que la trayectoria de tensiones aleanza la su perficie limite de
fallo, d) el comportamiento elasto-pldstico del material externo a la banda de
localizacin se describe mediante la ley de endurecimiento original durante todo
el proceso de carga.

Obsorvacion 6.1 Notese que, en  prineipio, después de que la
trayoctoria de las tensiones aleanza la superficie limite de fallo, se
considera la existencia de comportamientos distintos dentro y de fuera
de la banda de localivacion (ablandamiento dentro y endurecimiento
fuera). Sin embargo, de acuerdo con el andlisis de bifureacién, la
imposicion de /7 = H.; en el interior de la banda para inducir la
bifurcacion implica descarga eldstica fuera de la banda, Por tanto,
salvo que existan cambios importantes en el estado tensional, una
vez que las tensiones aleanzan la superficie limite de fallo, la ley de
endurecimiento del material externo a la banda no interviene en el
problema y, por consiguiente, ol proceso de carga transcurre como si
hubiera sélo una ley de endurecimiento/ablandamiento que describe
los comportamientos dentro y fuera do la discontinuidad,

Se analiza a continuacién el comportamiento de la probeta de la figura 6.1,
sometida a traccion uniaxial (fv/fn = 1/0) en estado de deformacian plana,
considerando el modelo elasto-plastico de Von Mises y el referido modelo de
localizacion alternativo. Considérese que la ley de endurecimiento en la fase
pre-bifurcacion os lineal, con un médulo de endurecimiento constante H, = 0.
La ley de endurecimionto en la fase post-bifurcacion para log puntos externos a
la banda es la misma empleada en la fase pre<bifurcacion, mientras que para los
puntos del interior de la banda la ley de endurecimiento se define de acuerdo con
las ecuaciones (6.1). Ademss de la consideracion de H, = 0, la diferencia con
respecto al modelo de localizacion empleado anteriormente es ¢l hecho de que los
valores de g y de ap ya no dependen de la historia de tensiones-deformaciones.
8ino que son datos del problema que definen la posicién de la superficie lfmite de
fallo en ¢l espacio de tensiones.

En el ejemplo que sigue, se considera

H = = (6.11)
f’ﬂ L —“. “.-J ﬂ'"

de donde se obtiene ay = —gp [Hy =045a,/E. Los demis datos del problema
son log mismos indicados en la fgura 6.1,
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B Oy =0 (preshifureacion) b)
=, (carg)

el g (descarga)

Figurn 6.17 Travectoria de tensiones en o plana octaédrico para el modelo de loealizacion
nlternativo: a) con fuse de transicion, b) sin fase de transicion,

La figura 6.17.a muestra la trayeetoria de las tensiones en ol plano vetraédrico
de tensiones principales. Nétese que tras aleanzar el limite del dominio eldstico
inicial, la trayectoria de tensiones avanza en régimen de endurecimiento hasta
aleanzar la superficie lfmite de fallo. A partir de entonces, ol estado de
tensiones bifurca con descarga eldstica en O\S y carga pldstiea (en régimen de
ablandamiento) en 8.

En la figura 6,18 se indica con linea continua la curva fuerza versus desplazamicnto
que se obtiene en este caso, donde se pucden distinguir elaramente las diferentes
fases del proceso de carga.

6.2.8 Efectos producidos al no considerarse la fase de transicién

Aprovechando el gjemplo numérico analizado en el apartado 6.2.7, se estudian
ahora los efectos que se obtienen al desconsiderar la fase de transicion, imponiende
el régimen de discontinuidad fuerte Justo en ¢l instante de la bifureacion,
independientemente del estado de tensiones.  Este tipo (e Aproximacion
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corresponde a adoptar p = 0(h, = k) en el modelo de ancho de banda variable
que se muestra en la figura 6.2.b.

0.70 S
0.60 - « PF

—— fi=h(g)
050 1Y ——"

2 040 .

16, 430 -
0.20
0.10 -

0.00 e o e S
000 002 004 008 0.08

5/1

Figurn G.18 Curva fuerza vesus desplazamiento para el modelo de laenlizacion alternative,

En la figura 6.17.b se puede apreciar la trayectoria de las tensiones en el espacio de
tensiones octaédricas, donde se observa que tras la bifurcacién, no sdlo el interior
de la banda, sino también el exterior de la banda de localizacion experimentan
carga pldstica, Notese que fuera de la banda la carga plastica ocurre en régimen de
endurecimiento, hasta que el estado de tensiones del interior de la banda verifica
las condiciones de discontinuidad fuerte (alcanza el oje horizontal de la fipura
6.17.h). Después de esto, se produce descarga elastica fuera de la banda hasta el
final del proceso de carga. La existencia de una rama de carga plastica fuera de
la banda se debe a que tras la bifurcacién se impone para los puntos del interior
de la banda H = H k # Heq v, por tanto, no se verifica la condicién de descarga
oldstica en (\S.

En la hHgura 6.18 se indica con linea discontinua la curva fuerza wversus
desplazamiento que se obtiene con dicha aproximacion. Nétese que, comparando
con la aproximacion que considera la fase de transicion (h = h(q)), se produce
una elevacion importante del pico de la curva.

En este easo, el modelo considerarfa " materiales distintos” dentro y fuera de la
banda de localizacion (las leyes de endurecimiento serfan distintas en 8 y en £\S)
y podria hablarse de un modelo de dos materiales para capturar la localizacion,
56lo en el ¢aso particular de que la condieidn de discontinuidad fuerte se cumpliera
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en el instante en que se produce la bifureacion, dicho modelo de dos materiales
degenerarfa en el modelo descrito en el apartado 6.2.7.

6.2.9 Estudio de la sensibilidad de Ia respuesta con respecto a la malla
adoptada

Con el objeto de demostrar la objetividad de la respuesta respecto a la malla de
elementos finitos, se presenta a continuacién el andlisis de la probeta sometida a
traceion simple utilizando diversos tipos de discretizacion por elemento finitos,

En todos los casos se ha utilizado el modelo elasto-plistico de Von Mises asociado
para representar el comportamiento del material. Los resultados expuestos en
las figuras G.19, 6.20, 6.21 y 6.22 corregponden al estado de deformacion plana,
mientras que la figura 6.23 se refiere al estado de tensién plana. En los ejemplos
se ha considerado v = 0.

Las figuras que siguen ilustran los resultados en el final del proceso de cargh,
obtenidos utilizando mallas estructuradas y no estructuradas con diferentes
orientaciones y tamanos de elementos. Para los elementos finitos triangulares se
ha utilizado interpolacién enadréitica de los desplazamientos regulares mientras
que para los cuadrilaterales se ha utilizado interpolacién bilineal de dichos
desplazamientos.

Nétese que en todos los casos los elementos son capaces de representar
exactamente los modos de desplazamiento relativo en la linen de discontinuidad.
En la malla més fina el campo de desplazamientos regulares se aproxima mds al
propio campo de desplazamientos y, por consiguiente, se puede observar con mas
nitidez que el modo de desplazamiento relative en la discontinuidad es el Lipico
de una linea de deslizamiento. Cabe destacar que, a pesar de que los campos de
desplazamientos regulares (que se aprecian en el post-proceso) son distintos, los
campos de desplazamientos totales que se obtienan en todos los casos coinciden
exactamente, Este hecho es el motiva por lo cual se han obtenido eurvas fuerza-
desplazamiento idénticas a la representada en la Agura 6.3.f para todas Ia mallas
utilizadas.

En la figura 6.23 se puede apreciar también la completa independencia de los
resultados con la malla de elementos finitos para el caso de tension plana, Las

curvas fuerza-desplazamiento obtenidas para todas las diseretizaciones coinciden
con la presentada en la figura 6.8.a,
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Figura 6,19 Resultados del problema de traccién simple en la fase final del proceso de carga
(deformacion plana; Vou Mises; ¢ = 0): a) malla y linea de discontinuidad, b) malla deformada,
¢) contornos da iso-desplazamiento y d) vectores de desplazamientos nodales,
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Figura 6.20 Resultados del problema de traceion simple en la fase final del procese de cnrga
(deformacion plana; Von Mises; 1 = 0): &) malla y lnea de discontinuidad, b) malla defarmada,
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Figua 6.21 Resultados del probloma de traccion simple en la fase final dol process de carga
(deformacion plana; Von Mises; » = 0): a) malla y linea de discont muidad, 1) malla deformada,
c) eontornes de iso-esplazamiento y d) vectores de desplugamiontos nodales.
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6.3 APLICACIONES EN PROBLEMAS DE MECANICA DE SUELOS

En los tltimos anos, la teorfa de plasticidad ha sido extensamente empleada en el
andligis computacional de problemas geotéenicos, dada su capacidad de describir
adecuadamente las caracterfsticas fundamentales del comportamiento de suelos
y rocas. La cantidad de publicaciones relacionada con esta drea es muy vasta,
encontraco en Gens y Potts (1988) una revision de los modelos de estado erftico
(eritical state models), cominmente utilizados en este contexto.

El objetivo de este apartado es examinar la capacidad de la aproximacion de
discontinuidad fuerte para simular el fendmeno de localizacion de deformaciones
en bandas de cizalladura, conninmente observados en problemas de mecduica
de suelos. A pesar de que la complejidad del comportamiento de dichos
materiales exige modelos constitutivos mds claborados, en los cjemplos que
s¢ analizan a continuacién se han utilizado modelos relativamente sencillos,
centrando los estudios en la capacidad de la aproximacién para predecir ol
mecanismo de colapso en situaciones en las que los campos de tensiones y de
deformaciones no son uniformes. Se han considerado modelos asociados con loy
de endurecimiento / ablandamiento isétropo, Para simular el comportamiento
incompresible en estados no drenados se ha empleado la superficie de fluencia
de Von Mises (ecuaciones (6.4)) y para modelar el comportamiento de materiales
dependientes de la presion y que exhiben variacién volumétrica inelsstics inducida
por cizalladura (dilatancia) se ha empleado nna superficie de Auencia inspiracla
en la superficie de Drucker-Prager (Drucker y Prager 1952).

Con objeto de evitar los problemas numéricog provocados por la discontinuidad
de la superficie de Auencia de Drucker-Prager en ol vértice, se ha utilizado una
forma regularizada de dicha superficie, que se muestra en la figura 6.24. Las
ecuaciones que rigen dicho modelo elasto-plistico son:

¢= (l_]?"i (\/-2_“§|| '1"‘-'%:!’) =oyt+g=10

= _6@5 - P i A?a? p
m = =g = VA + st oo+ iDL | (e
op
=5 T ==
dy l

donde

”§|| = \/(1 — A?) ||S) + %Amg,pu (6.13)
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Figura 6.24 Superficie de fuencia de Drucker-Prager rogularizada,
y A desempena el papel de pardmetro de regularizacion, tal que A = 0

corresponde al modelo de Drucker-Prager asociado (ver ecuaciones (6.5)). Nétese
que para la superficie de fluencia (v de potencial plistico) regularizada la
dilatancia adquiere valores elevados en el eje de tensiones medias p positivas'®.
En el contexto de las discontinuidades fuertes, este hecho corresponde a modos
de discontinuidad en los cuales predomina de la componente normal del salto.

6.3.1 Talud sometido a peso propio creciente

En la figura 6.256 se indican la geometrin y las condiciones de contorno de los
taludes con inclinacién de 90 y 45° que se analizan a continuacién. Se ha
considerado 1a condicion de deformacion plana y se ha elegido el desplazamiento
vertical 6 del punto A como pardmetro de control del proceso de carga,

Las constantes del material se adoptaron con base al trabajo de Ortiz el ol
(1987): Maédulo de Young E = 200 M Pa, coeficiente de Poisson 1 = 0,25, peso
especifico del material p = 10 KN/m®. En dicha referencia el comportamiento no
lineal del material se describe mediante ¢l modelo elasto-plastico de Drucker-

b Linn pern it snggin s hirweeion del o i fommiones med b, i el vertor normad o e HOTEIUR (TR TN

i = i = M{fjﬂ. aelipuidenre yalored aleviddos rospocto s L cotnpoicile sogi il Iljﬂ denviniline.
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1.0m 1.0 m

Figura 6,256 Geometria y condiciones de contorno de los taludes inclinados s 459 v 907,

Prager no asociado con dngulo de rozamiento = 20°(a, = 0.77), dngulo
de dilatancia ¢ = 10" (& = 0.37) y cohesion ¢, = 2000 Pa (0, = 4242P4)
(ecuaciones (6.5)). Los resultados presentados aquf se obbuvieron utilizando la
forma regularizada del modelo de Drucker-Prager asociado (ecuaciones (6.12))
con @, = 0.5, o, = 4200Pa y A = 0.5 Se ha adoptado el midulo de
endurecimiento/ablandamiento intrinseco H = =22 M Pa/m.

Se¢ ha considerado el modelo de localizacién del apartado 6.2.7, tomando una
superficie de fallo coincidente con la superficie de fluencia inicial (¢ = 0).

Estos dos casos han sido analizados por Pamin (1994) empleando un madelo
elasto-pldstico no local (gradiente-dependent plasticity) con los mismos datos del
material utilizado por Ortiz ¢f al. (1987), lo que hace diffcil la comparacién de
los resultados con los obtenidos aquf.

Talud vertical

El problema se ha modelado utilizando diferentes mallas de elementos finitos
triangulares con interpolacién cuadratica de los desplazamientos regulares (ligura
6.26). Las mallas estructuradas con los elementos orientados de dos modos
distintos (mallas A y B) contienen 576 elementos finitos, mientras que la malla
no estructurada (malla C) estd formada por 1276 elementos.

En la figura 6.27 se pueden apreciar las lineas de discontinuidacd que se forman
para las distintas mallas. Nétese que con las tres mallas se obtienen lineas
de discontinuidad practicamente idénticas, con forma aproximada a un arco de
circunferencia, La figura 6.28 muestra la evolucion del factor de carga respecto al
desplazamiento vertical & obtenido con las diferentes mallas, Se puede observar
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Figura 6.26 Diferentes discretizaciones del talud vertical.

que la rama descendiente es casi lineal, reflejando Ia ley constitutiva intrinseca que
se obtiene al suponer un mddulo de ablandamiento intrinseeo H constante. Dichas
curvas ponen de manifiesto la prictica independencia de la respuesta estructural
con respecto al tipo de malla utilizada, En las figuras 6.20 y 6.30.a se puede
apreciar la coincidencia de la configuracion deformada (amplificada) de las tres
mallas en el instante en que el desplazamiento & alcanza el valor de 0.1 mm. En
la figura 6.30.a se puede verificar con més nitidez el efecto de la dilatancia que se
obtiene con el modelo constitutivo adoptado. Ndtese que la componente normal
del salto (separacion) tiene el mismo orden de magnitud que el de la componente
transversal (deslizamiento). Los contornos de iso-desplazamiento presentados en
la figura 6.30.b evidencian que practicamente toda la deformacién se concentra
en los elementos que contienen la linea de discontinuidad v que el mecanizmo de
colapso resultante corresponde a uni movimiento de sélido rigido relativo entre las
dos partes del cuerpo divididas por la linea de discontinuidad.

Finalmente, en la figura 6.31 se presentan lod contornos de iso-desplazamiento de
la malla C en diferentes instantes, donde se puede observar la progresion de la
Ifnea de discontinuidad a lo largo del proceso de carga. La discontinuidad parte
del extremo inferior izquierdo cuando 6 = 0.013mmn y alcanza la faz superior en
el instante en que & = 0,034 mmn.

Talud inclinado a 45°

La figura 6.32.a exhibe la malla utilizada para modelar el problema (594 elementos
finitos triangulares con interpolacién cuadritica de desplazamientos regulares).
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Figura 6,31 Contornos de iso-desplazamientos del talud vertical en diferentes inatantes del
proceso de carga.

En esta figura se puede apreciar también la forma casi civeular de la lnea de
discontinuidad formada por los segmentos de rectas en cada elemento que la
contiene. La figura 6.32.b muestra la configuracion deformada (ampliada) de
la malla en el instante del andlisis, correspondiente & & = 0.12mm. Se puede
observar que el efecto de dilatancia es mas acentuado en la parte inferior de I
discontinuidad. Este hecho se debe a la forma regularizada de la superficie de
fluencia (y del potencial plastico) en el gje positivo de tensiones media p (véase
figura 6.24). Los contornos de iso-desplazamiento de la figura 6.30.¢ indican ane el
mecanismo de colapso corresponde aproximadamente a un movimiento de salido
rigido relativo entre las dos partes del cuerpo divididag por la discontinuidacd.
Este hecho es remarcado por los vectores de desplazamicntos nodales presentaclos
en la figura 6.32.d.
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La figura 6.33 muestra la curva factor de carga versus desplazamiento 8, donde
se puede verificar un importante anmento de la carga critica con respecto a la
obtenida para el talud vertical,

6.3.2 Capa de suelo no drenado sometido a la presién ejercida por
una zapata rigida

La simulacién numérica que se presenta a continuacion corresponde al problema
geotéenico cldsico de una capa de suelo no drenada sometida n la presion vertical
ejercida por una zapata rigida, Se consideran impedidos los desplazamientos
relativos en la interfaz zapata-suelo.  Se analizan las situaciones de carga
simétrica y no simétrica (figuras 6,34.a y 6.35.n). Zienckiewicz, Huang y Pastor
(1995) analizaron estos ejemplos mediante la estrategia de remallado adaptable
para capturar la formacion de lineas de deslizamiento, considerando plasticidacd
perfecta.

En el presente andlisis se considera la condicién de deformacion plana, eligiendo
el desplazamiento vertical 4 del punto de aplicacion de la carga como variable
de control del proceso de carga. Se ha adoptade » = 0.45 para simular la
respuesta eldstica y el modelo elasto-pldstico de Von Mises (ecuaciones (6.4)) para
deseribir el comportamiento no lineal del suelo no drenado, Con objeto de obtener
grandes deformaciones plasticas antes de la formacién de la discontinuidad, ze ha
empleado el modelo de localizacién del apartado 6.2.7. definiendo una rama de
plasticidad perfecta para representar el comportamiento en la fase pre-bifurcacion
e imponiendo bifurcacidn cuando la deformacién plistica equivalente alcanza el
valor @ = ap = 100, /F. La zapata se considera eldstica con un madulo de
Young 10* veces superior al del suelo.

Se han empleado elementos {initos triangulares con interpolacion cuadratica de
desplazamientos regulares.

La figura 6.34.a muestra la geometra, la carga v los datos del material que se han
considerado en el andlisis. Se ha supuesto que los desplazamientos horizontales de
los nodos pertenecientes a la linea de simetria estan prescritos, evitando, de esto
modo, posibles mecanismos de colapso no simétricos que este tipo de carpa puede
generar. Se ha refinado la malla de elementos finitos en la region alrededor de
las esquinas de la zapata con objeto de minimizar la influencia de la distribucion
aingular de tensiones en la definicidn de la orientacion de la linea de discontinnidad
que se inicia en dicha region.

La figura 6.34.b muestra la configuracion deformada de la malla de elementos
finitos en la fase final del proceso de carga v la figura 6.34.c muestra los contornos
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Figura 6.3 Resultados de la capa de suelo no dronndo, Caso simétrico.

de iso-desplazamiento, donde se puede apreciar la existencia de dos lineas de
deslizamiento que se inician en las esquinas de la zapata y se eruzan en un puntio
del gje de simetria. En la figura 6.34.d, mediante los vectores de desplazamientos
nodales, se puede observar el mecanismo de colapso del problema. La cuia
triangular de suelo bajo la zapata se desplaza verticalmente de modo solidario con
ésta, induciendo el movimiento de expulsion de las dos cuiias laterales que deslizan
con respecto al resto del sélido que permanece practicamente indeforimado.

La figura 6.35 corresponde al caso de carga excéntricn. La geometria y los
pardmetros del material son los mismos utilizados anteriormente. Las figuras
6.35.b, 6.35.c y 6.350.d muestran la conliguracion deformada de la malla, los
contornos de iso-desplazamiento y los vectores de desplazamientos nodales,
respectivamente, en la fase Anal. En este caso se desarrolla séle una linea de
digcontinuidad, permaneciendo solidaria la zapata a una cuna de suelo con la
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Figura 6.35 Resultados de la eapa de suelo no drenndo. Chso ssimétrico,

forma aproximada de un semi-cireulo; la cual experimenta una rotacion respecto
al resto del suelo que permanece casi indeformado.

Notese que; en las dos situaciones de earga, las lineas de discontinuidad
corresponden a lineas de deslizamiento en las que la componente normal del salto
es despreciable respecto a la componente transversal, tal como predice ¢l andlisis
de discontinuidad fuerte para el modelo elasto-plastico de Von Mises.

La figura 6.36 ilustra las curvas fuerza versus desplazamiento vertical § para las
dos situaciones de carga. En el caso simétrico, la carga erftiea F,, = 2300 KN
es ligermmente inferior a la carga crftica tedriea F., = 2374 KN, predicha por
Prandtl en 1921 (ver Chen 1975). La cargan méxima correspondiente al caso
excéntrico es aproximadamente un 25% inferior a la que se obtiene para ¢l caso
simdétrico.
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Figura 6.36 Evolucion de la earga en los casos simétrico y asimétrico.

En la fase final de carga, los puntos materiales de la discontinnidad se encuentran
en estado final de ablandamiento, en el que el limite cldstico, delimitado por la
superficie de fluencia, corresponde al eje de tensiones hidvostaticas (o) = a4 -
@y). La carga residual que se observa en la rama horizontal de la fase final de carga
refleja la existencia de tensiones no nulas v de cardeter volumétrico en la linea.
de discontinuidad. Como consecuencia, se produce earga plistica en régimen de
plasticidad perfecta en los puntos externos a la linea de discontinuidad, indicando
que el mecanismo de colapso deberfa ser mds complejo, con presencia de lineas de
discontinuidad adicionales o secundarias, El algoritmo utilizado para el trazado
de la discontinuidad sélo ha permitido capturar la liuen que predomina en el
mecanismo de colapso.
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EJEMPLOS NUMERICOS II: MEDIOS
ELASTICOS DEGRADABLES

7.1 INTRODUCCION

En este capitulo se analiza la capacidad del modelo tedrico v numérico de
formacién de discontinuidades fuertes propuesto para predecir el proceso de
ruptura de piezas de hormigdn empleando el modelo de degradacion elsstica
egealar, detallado en el eapftulo 4. Exceptuando el ensayo de  traccién
binxial, se contrastan los resultados obtenidos numéricamente con los obtenidos
experimentalmente.

7.2 MODELO ADOPTADO DE FORMACION DE LA DISCONTINUIDAD
FUERTE

En el modelo de localizacion implementado se induce la bifureacién en el instante
del proceso de carga en el que las tensiones en un punto material aleanzan ol
Ifmite eldstico. Por ello, se ha considerado ¢que el médulo de ablandamiento en
el inicio del proceso de daino se corresponde con el valor erftico e, definido
en funcion del estado de tensiones/deformaciones en el instante de bifurcacion
(véase apartado 4.4.6). El valor del ancho de banda en el instante de bifurcacion
viene definido por la relacidn (ver ecuacion (4.166))

-Hﬂ'l'! .
i [j — —pyp— Fl’.
hp 77 (7.1)

Mediante la definicién de las leyes de variacion del ancho de banda, &, v del valor
del médulo de ablandamiento intrinseco, £, en funcion del umbral de degradacion
1, se puede obtener la ley de evolucion del médulo de ablandamiento de la forma
(ver ecuacién (4.166))
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H(r") = h(r") H(") (7.2)

7.2.1 Modelo de ancho de banda variable

En los casos donde las condiciones correspondientes al régimen de discontinuidad
fuerte no se verifican en el imstante de bifurcacion, se ha adoptado una ley de
variacion lineal del ancho de banda para la (age de transicidn, tal como se indica
la figura 7.1.

h B
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Figura 7.1 Modelo de variacion del ancho de banda.

7.2.2 Ley de ablandamiento

Se ha verificado que el modelo de formacion de discontinuidad fuerte considerando
constante el médulo de ablandamiento intriseco (ablandamiento lineal), A, no
es capaz de reproducir adecuadamente algunos de los resultados experimentales
existentes, principalmente en lo que se refiere a la obtencion de la carga pico.

Con objeto de ampliar el modelo propuesto y obtener mejores prediceiones de los
resultacdos experimentales, se ha propuesto una ley de varincion del madule de
ablandamiento intrinseco, expresada como

H(r?)= Ar* (7.3)
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donde el pardmetro A es constante. Teniendo en cuenta que (véase ceuacion
(4.167))
s o
f i = e T ok
O (7.4)
sustituyendo (7.4) en (7.3) se llega a una ecuacion diferencial enya solucidn es la
funcidn exponencial

P = '!‘f)ﬂ'lid (75)

En la solucidn (7.5) se ha considerado la condicién de contorno »” nali = T
La figura 7.2 ilustra las evoluciones del umbral r7 en funcién del parametro
de endurecimiento & para los casos de ablandamiento lineal (H constante) y
exponencial (/7 variable),

re

=

Figura 7.2 Posibles leyes de ablandamiento.

Como se ha detallado en el apartado 4.5.5, para el modelo de degradacion
asociado, la energia de fractura correspondiente a la situncidn en la cual la
bifurcacién se produce en el limite eldstico en régimen de discontinnidad fuerte
(Y = B = DF) viene expresada por el drea bajo las curvas de la figura 7.2, es
decir (véase ecuacion (4.177))

v

=
G, = [ t - [u]dt = / " da (7.6)
i

a &“=ﬂ
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Para el caso de ablandamiento exponencial de la ecuacion (7.5), la expresién (7.6)
resulta

G:=—§’f (7.7)

donde se concluye que el pardmetro A puede considerarse, al igual que H, una
propiedad del material que depende de la energia de fractura y del umbral de
degradacion inicial:

g= 8 (7.8)

Para el cago de ablandamiento lineal se tiene

n_ T
A=<y e (7.9)

7.3 ENSAYO DE TRACCION BIAXIAL

Considérese una probeta sometida a traccién biaxial representada en la figura
7.3, donde se indican también los datos utilizados, La figura 7.4 muestra las
trayectorias de tensiones en el plano oy — oy del espacio de tensiones prineipales
correspondientes al caso de traceion simple (fi./fy; = 1/0) e traceion biaxial
con fu/fy = 2/1, obtenidas utilizando una malla no estructurada formada
por elementos finitos triangulares con interpolacion lineal de los desplazamientos
regulares. Se ha supuesto estado plano de tensiones y se ha adoptado el eriterio
de degradacién sélo a traccion, es decir (véase ecuacion (4.149))

(7.10)

Los puntos indicados por Y, B y DF corresponden, respectivimente, al inicio
del proceso de degradacion, bifurcacion y al inicio del régimen de discontinnidad
fuerte. La parte sombreada de la figura representa la regidn del espacio de
tensiones donde existe una direccion normal a la linea de discontinuidad, n, segin
la cual se verifica Ia condicion de discontinuidad fuerte (ver condicién (4.169))

My = Ey =0 (7.11}
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Por tanto, en dicha region la bifurcacion puede ocurriv con H = 0, o sea,
directamente en régimen de discontinuidad fuerte (B = DF),

Obgsryacién 7.1 Como la condicién de discontinuidad fuerte (7.11)
no depende del criterio de degradacion elegido, la region sombreada,
donde la bifurcacién puede cenrrir en régimen de discontinuidacd
fuerte (B = DF), es la misma para cualquier superficie de
degradacion, Nétese también que dicha regién es bastante amplia
Yo por consiguiente, la bilurcacion puede ocurriv en répimen e
discontinuidad fuerte sin la necesidad de la fase de transicién en gran
parte de los casos.

En la figura 7.4 se puede apreciar que, para el caso de traccion simple, la
trayectoria de tensiones parte del punto O y aleanza la superficie de degradacion
el un punto que pertenece a la region sombreada, En este easo, la bifurcacion
ocurre en régimen de discontinuidad fuerte B = DF. Por otro lado, en la situacicn
correspondiente a traccién biaxial, el punto de contacto de la trayectoria de
tensiones con ln superficie de degradacién se produce fuera de la zona sombreada,
donde la condicidn de discontinuidad fuerte no se verifica para ninguna direccién
de n. En esta situacion, la bifurcacién (B) ocurre en régimen de discontinuicdad
débil con h = hy # 0y, por consiguiente, el régimen de discontinuidad fuerte
tiene lugar sdlo después de la fase de Lransicion.

b)

0.05

0.04 : @a.mu' [ul], o
0.03 4 A
[ ] P

0.02 4

= ablindamicnio lneal
ablimelnmieite exponeincial

Figura 7.5 Evolucion de las variables del problema (traccion simple; tensicn plana)

Lag figura 7.5 muestra la evolucién de la fuerza vertical aplicada y de los
componentes de los saltos para el caso de traccion simple, considerando leyes
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de ablandamiento lineal y exponencial. Notese que, por tratarse de un problema
donde el campo de tensiones/deformaciones es homogéneo, ol comportamiento
post-pico de las curvas fuerza versus desplazamiento de la figura 7.5.a reproduce
la ley de ablandamiento adoptada. In la figura 7.5.b se puede verificar que la
formacion de la discontinuidad oonrre en modo mixto, puesto que las componentes
trangversal y normal del salto presentan la misma orden de magnitud.

La figura 7.6 muestra la posicion de la linea de discontinuidad sobre la
malla de elementos finitos, la configuracién deformacla y los contornos de
iso-desplazamientos en el fnal del proceso de carga, cuando las tensiones se
encuentran totalmente relajadas, Nétese que la formulacion de elementos finjtos
ha reproducido exactamente el desplazamiento de sélido rigido relativo entre lag
dos partes de la probeta,

i) C)

Figura 7.6 Resultados del ensayo de trneeién simple.

7.4 ENSAYOS DE FRACTURA DEL HORMIGON

En los ejemplos que siguen, se ha evaluado ¢l valor del umbral de dafo o en
funcién de la resistencia a traceion, f;, y del médulo de elasticidad del hormigén,
£, especificados en el ensayo experimental, mediante la particularizacion de la
expregion (7.10) para el caso de traceién uniaxial, obteniendo

Ty = (7.12)
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Los valores de A (ablandamiento exponencial) y A (ablandamiento lineal) se han
evaluados en funcién del umbral 7 y de la energfa de fractura Gy, de acuerdo
con las expresiones (7.8) y (7.9), respectivamente,

7.4.1 Flexién de viga entallada sometida a fuerzas en tres puntos
(Lthree point notched beam)

La figura 7.7 muestra la geometria las propiedades materiales de la viga de
hormigén que se ha elegido para el andlisis de fractura en modo I. Dichos datos
se basan en los valores experimentales obtenidos por Peterson (1981).

P:&
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g . bl p—e 20 em
f,=3393 MPa G =14 Nim " | 10em

Fa
>

&
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100 em 100 ¢m

Figura 7.7 Ensayvo de fractura en modo [

Tanto para el ensayo experimental como para el andlisis numérico se ha
impuesto un desplazamiento vertical ereciente en ol centro de la viga. Para la
discretizacion espacial se ha empleado una malla de elementos finitos triangulares
con interpolacién lineal de los desplazamientos regulares, densificads en la region
cercana a la entalla (ver figura 7.9). El andlisis numérico se ha lovado a cabo
suponiendo estado de tension plana y empleando leyes de ablandamiento lineal v
cxponencial.

En la figura 7.8 se puede apreciar la comparacién entre las curvas de carga
versus desplazamiento obtenidas experimental y numéricamente para distintas
leyes de ablandamiento. El resultado obtenido empleando la ley de ablandamiento
exponencial ha predicho muy satisfactoriamente los resultados experimentales,
Por otro lado, el empleo de la ley de ablandamiento lineal ha generado una
curva fnera del rango de los resultados experimentales. Nétese que, en esbe caso,
la carga pico asi como el comportamiento post-pico de la respuesta estructural
del problema es muy sensible a ley de variacion del médulo de ablandamiento
intrinseco {1,
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Figura 7.8 Curvas de carga versus desplazamionto obtenidas experimental y numéricamente,

b)

Figura 7.9 Resultndos del ensayo de [racturn en modo T,

c)
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En las figuras 7.9.a y 7.9.h se puede apreciar la malla de elementos finitos
deformada en el instante linal del proceso de carga. Notese que la formacidn
de la discontinuidad sigue una trayectoria aproximadamente vertical con claro
predominio de apertura en modo I La figura 7.9.¢c muestra los contornos de
iso-desplazamientos horizoutales, donde se puede observar que, pricticamente,
toda la deformacion se coneentra en los elementos que contienen la linea de
discontinuidad.

7.4.2 Flexién de viga entallada sometida a fuerzag en cuatro puntos
(four point notched beam)

Para analizar el caso de fractura en modo mixto se ha elegido el ensayo de
flexion de la viga entallada sometida a fuerzas aplicadas en cuatro puntos, como
lustra la figura 7.10.  Diversos investigadores han analizado experimental y
numéricamente este tipo de ensayo (Arrea y Ingraffea 1982, Rots ef al. 1985;
Rots 1991; Carpinteri ef al. 1993; Bhattacharjee y Léger 1994, Oller 1988). Los
datos elegidos para el estudios del modelo estdn presentados en la figura 7.10 y
corresponden al ensayo experimental realizado por Arrea y Ingraffea (1982). Se ha
emnpleado una malla no estruocturada formada por elementos finitos triangulares
con interpolacion lineal de los desplazamientos regulares y se ha supuesto estado
plano de tensién. Se ha considerado que lag piezas de acero utilizadns para
transferir la carga a la viga se comportan eldsticamente, presentando un maédulo
de elasticidad cien veces superior al de la viga.

Los resultados experimentales se obtuvieran mediante e control  del
desplazamiento vertical relativo 4 entre los labios de la entalla (ver figura 7.10).
L analisis numérico se ha llevado a cabo mediante el control del la componente
vertical del desplazamiento del labio derecho de la entalla.

Se ha considerndo s6lo la ley de ablandamiento exponencial, adoptando la
variacién del médulo de ablandamiento intriseco, #, de acuerdo con la expresion
(7.3). El pardmetro A se ha obtenido mediante la ccuacién (7.8).

En la figura 7.11 se exponen los resultados experimentales vy numéricos
correspondientes a la evolucion de carga P aplicada en funeién del desplazamiento
relativo 4, donde se puede apreciar la satisfactoria concordancia de la prediccion
numdérica con log resultados experimentales.

La figura 7.12 muestra las lnens de discontinuidad obtenidas experimen-talimente
y mediante la formulacién munérica propuesta, donde se puede observar la
excelente prediceidn numérica de la posicién de la linea de discontinuidad.
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Figura 7.11 Curvas de carga versus desplazamiento obtenidas experimental y numéricamente.
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En la figura 7.13 se muestra la malla de elementos linitos deformada en la etapa
final del proceso de carga. En la figura 7.13.b 8¢ presentan los contornos de iso-
desplazamientos horizontales en ln malla deformada. Ndtese que practicamente

b)

Figira 7.12 Trayoctoria de la linea de discontinuidad: a) resultado experimental, b) prediceidn
numérica,
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CONCLUSIONES Y FUTURAS LINEAS DE
INVESTIGACION

8.1 RESUMEN DE LA INVESTIGACION DESARROLLADA

En el presente trabajo de investipacién se formula un modelo analftico y numérico
para simular el fenémeno de localizacion de deformaciones en medios elasto.
plasticos y elastico-degradables sometidos a procesos de earga cussi-estiaticos,
El estudio se ha centrado en problemas de una y dos dimensiones, eonsiderando
deformaciones infinitesimales,

Desde el punto de vista del modelo analitico propuesto se destacan las siguientes
caracteristicas:

e El modo de localizacién discontinuo se describe mediante la cinemitica de
discontinuidad fuerte que se caracteriza por la presencia de una superficie
(0 linea en 2D) de discontinuidad en la que el campo de desplazamientos
es discontinuo y el campo de deformaciones compatible es no acotado, A
su vez, el modo de localizacion continuo se caracteriza por la presencia de
una banda de localizacién, delimitada por dos superficies (o lineas en 2D) de
discontinuidad en las que el campo de deformaciones es discontinuo (superficies
de discontinuidad débil), mientras el campo de desplazamicntos permanece:
continuo. El ancho de dicha banda de localizacién es objeto del denominado
modelo de ancho de banda variable.,

e Se considera que el modo de loealizacion discontinuo corresponde al caso limite
del modo continuo, cuando el ancho de banda tiende a cero,

* Bl comportamiento del material se describe mediante ecuaciones constitutivas
incrementales convencionales de medios continuos y el inicio de la localizacion
s¢ caracteriza por la pérdida de elipticidad de dichas ecuaciones (bifircacion
discontinua), indicada por la singularidad del tensor de localizacian. Se
ha demostrado que para que ¢l problema tenga sentido fisico y matemadtico
después de la bifurcacién, en general la localizacién sélo puede producirse
en modo continno (régimen de discontinuidsa débil), aleanzando el modo
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mas estable, es decir, el modo de localizacién discontinuoe (régimen de
discontinuidad fuerte), en un instante posterior a la bifurcacién. Por tanto,
el modo de localizacion continuo se considera, en general, precursor del modo
discontinuo, requiriéndose un mecanismo de transicion entre ambos modos de
localizacidn.

e Para describir las cinemdticas correspondientes a los modos de localizacion
se propone una ¢inemética representativa que, a través de una estructura
tinica, describe las principales caracterfsticas de ambos modos de loealizacion,
Dicha einematica representativa o regularizada se caracteriza por presentay los
campos de desplazamientos y de deformaciones discontinuos en una superficie
(0 limea en 2D) de discontinuidad de dimension nula, de tal modo que la
discontinuidad débil corresponde a deformaciones incompatibles acotadas,
mientras que la discontinuidad fuerte se caracteriza por deformaciones
compatibles no acotadas en la superficie de discontinuidad.

* Sc ha propuesto la variacion de la variable h, que representa el ancho de
banda, como el mecanismo para inducir el modo de localizacion discontinuo a
partir del modo de localizacion contimio. La evolucidn del ancho de banda
se establece en funcién del llamado mddulo de ablandamiento intrinseco o
disereto, considerado como una propiedad del material. A partir del andlisis
de discontinuidad fuerte, se identifican las caracterfsticas necesarias para que
¢l campo de deformaciones no acotadas sea compatible con las ecuaciones
congtitutivas del medio continuo (tensiones versus deformaciones).  Para
inclucir el régimen de discontinuidad fuerte (b — 0), se propone una ley de
reduccion de i en funcién de la evolucidn de la variable interna tipo tension
de los puntos de la discontinuidad.

Desde el punto de vista numérico, la formulacién del métoda de elementos finitos
que se ha propuesto presenta las siguientes earacteristioas principales:

o Estd basada en el método de deformaciones mejoradas (Simé v Rifai 1990)
por el hecho de afiadir al campo de deformaciones "regulares” del elemento
un término mejorade incompatible con el propésito de representar los efectos
de una banda de localizacion en el interior del elemento. La construccion
del término mejorado se orienta hacia la representacion de la cinemdtica
repregentativa de los modos de localizacion continuo y discontinue del modelo
tedrico propuesto. Se afiade a las ecuaciones de equilibrio convencionale:
en forma débil un conjunto de ecuaciones que determinan el gistema de
ecuaciones que, junto a los desplazamicntos "regulares”, presenta los modos
de deformacion mejorados como incdgnitas del problema. Las variaciones
admisibles del término mejorado del campo de deformaciones, que desempenan
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el papel de funciones de prueba de las ecuaciones débiles adicionales, se definen
de manera que impongan en forma débil la condicién de equilibrio en la interfaz
de discontinnidad (continuidad del vector traccién).

¢ be emplea la regla generalizada de punto medio para la integracion en el
"tiempo” del término de la tasa de deformaciones en el que interviene la
variable A(f), que se asocia al valor del ancho de banda en un instante t del
proceso de carga.

e Se emplea un esquema de cuadratura modificada para la integracion espacial
de las variables del problema, basade en la introduccién de un punto
de integracion adicional para representar las variables en ¢l interior de la
discontinuidad.

* Se utiliza un algoritmo de trazado de la linea de discontinuidad a lo largo del
proceso de carga, con objeto de obtener las informaciones necesarias para la
construccién del campo de deformaciones mejoradas y definir el conjunto de
elementos atravesados por la linea de discontinuidad, La propagacion de la
Iinen de discontinuidad a lo largo del proceso de carga se define en funcidn del
andlisis de bifurcacién discontinua, donde se obtienen la direccién y el instante
de localizacién en el dominio de cada elemento atravesada por por la linen de
discontinuidad,

8.2 CONCLUSIONES

El modelo tedrico y numérico propuesto ha sido analizado en profundidad v se
ha empleado en la simulacién numérica del proceso de localizacion en diversos
ajemplos,

Con respecto al modelo analftico, se destacan las siguientes conclusiones:

e Mediante el andlisis de discontinuidad fuerte s¢ demuestra que la cinemitica
de discontinuidad fuerte impone restriceiones adicionales al estado de tensicn-
deformacion de los puntes de la discontinuidad, de tal forma que las relaciones
constitutivas convencionales entre tensiones y deformaciones se transforman en
relaciones del tipo discreto entre tracciones y saltos de desplazamicntos en la
interfaz de discontinuidad, Dicha caracterfstica ha sido comprobada mediante
ejemplos numéricos. Este hecho establece la conexion con los modelos tedricos
diseretos de localizacion, basados en relaciones constitutivas del tipo discreto,
El médulo de ablandamiento intrinseco desempeiia un papel importante en
Ias relaciones constitutivas discretas y, mediante su relacion con el concepto de
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energfa de fractura, se establece |a correlacion con los principios de la mecanica
de fractura no lineal.

s Como las relaciones constitutivas discretas (traccion versus salto) emergen de
las relaciones constitutivas del tipo continuo (tensiones versus deformaciones)
cuando se aleanza el régimen de discontinuidad fuerte, no es necesario
deducirlas ni infroducirlas en el modelo, Las relaciones constitutivas del
tipo continue deseriben el comportamiento del sélido durante los regimenes
continuo y discontinuo. Este hecho es una de lag ventajas de la aproximacion,
puesto que la deduccidn de dichas relaciones diseretas puede resultar una tarea
diffcil para algunos modelos constitutivos del medio continuo,

En lo que se refiere al modelo numérico para la simulacion del proceso de
localizacion, se destacan las siguientes conclusiones:

e La formulacién de elementos finitos basado en el método de las deformaciones
mejoradas es capaz de reproducir adecuadamente las principales caractorfsticas
predichas por el modelo analitico propuesto. Se ha constatado que, a pesar
de generar matrices de rigidez no simétricas, las definiciones del término
mejorado del campo de deformaciones y de su variacién admisible reproducen
adecuadamente los efectos de los modos de localizacién continuo v discontinuo
y imponen la condicion de contimuidad de tracciones dentro y fuera de la banda
de localizacién. Dichos ingredientes resultan fundamentales para la correcta
aproximacién numérica de problemas de localizacion de deformaciones,

e [l algoritmo de trazado de la discontinuidad a lo largo del proceso de carga os
imprescindible para la construccién adecuada de los términos mejorados del
campo de deformaciones,

s En los ejemplos numéricos con condiciones de contorno mas complejas, se ha
verificado la necesidad de la utilizacion de algoritmos de deteccion de la linea
de discontinuidad mis sofisticados, con el objetivo de reproducir meeanismos
de colapso mis complejos, constituidos por varias lmeas de discontinuidad, En
algumos ejemplos numéricos, se ha constatado la representacion incomplota del
mecanismo de colapso a través de la incapacidad de llevar el proceso de carga
hasta la relajacién completa de las tensiones, debido a la presencia de tensiones
residuales,

e 5S¢ han obtenido resultados satisfactorios empleando elementos finitos
triangulares con interpolacién lineal y cuadrdtica de los desplazamicentos
"regulares” y elementos cuadrilaterales con interpolacién bilineal de dichos
desplazamientos, demostrando que la formulacidn de elementos finitos
propuesta puede utilizar cualquier tipo de elemento finito estandar como
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elemento base de la aproximacion.

o La formulacion de elementos finites propuesta proporciona  mejoras
importantes en el tema de la objetividad de la respuesta con respecto a
la discretizacion adoptada, hasta el punto de poder afirmarse que algunas
respuestas obtenidas son fotalmente independientes del tamano y de la
orientacion de la malla,

e Se ha verificado que la etapa de formacion de la Imea de discontinuidad es la
mas critica con respecto a la estabilidad numérien, exigiendo pequenios pasos
de tiempo para lograr convergencia en el proceso incremental o iterativo del
andlisis no lineal. Cabe mencionar que la utilizacién de matrices de rigidez
consistentes también ha sido una valiosa herramienta a este regpecto.

8.3 PRINCIPALES APORTACIONES

Con base en lo expuesto anteriormente, las principales aportaciones realizadas en
la presente investigacion pueden resumirse en:

¢ Desarrollo de un nuevo modelo para describir el fenémeno de la loealizacidn,
capaz de establecer la conexién entre los modelos tedricos continuos y diseretos,
aplicindolo al andlisis de medios elasto-plisticos v de medios eldsticos
degradables. Desde el punto de vista de los modelos tedricos continios, el
modelo propuesto permite la descripeidn del comportamiento del material
después de la bifurcacion, sin abandonar los conceptos macrosedpicos de
tension y deformacidn.  Desde ¢ punto de vista de los modelos tedricos
diseretos, el modelo es capaz de establecer la conexién entre la ley constitutiva
del tipo continuo que describe el comportamiento del medio continuo y
la ley constitutiva del tipo discreto que describe el comportamiento de la
discontinuidad,

¢ Desarrollo de una formulacion de elementos finitos eapaz e representar
el proceso del colapso estructural por localizacién, sin la necesidad de
utilizar téenicas de remallado adaptable o mallas pre-disefiadas en funcisn
de la posicion estimada a priori de la zona de localizacidn. Como se¢ ha
podido constatar en los ejemplos presentados, dicha formulacion proporeiona
importantes avances con respecto a la dependencia de la discretizacion espacial
por elementos finitos. Otro aspecto importante es que la formulacion propuesta
s aplicable a cualquier tipo de elemento finito estdndar,



B-6 Capftulo 8§

8.4 TFUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

A partir de los estudios realizados en el presente trabajo de investigacion, se
pueden plantear nuevas lineas de investigacion orientadas hacia la extension y
profundizacién de algunos aspectos que todavia contintian abiertos:

e lixtension de la aproximacion a tres dimensiones. A pesar de considerar sélo
casos en una y dos dimensiones, el presente trabajo contiene los desarrollos
tedricos y numeéricos que lo hacen extensible a tres dimensiones.

o Bxtension de la aproximacion para que pueda representar mecanismos de
colapso mds complejos, constituidos por variag lineas de discontinuidad.
Para este propdsito serfa necesario el desarrollo de algoritmos de trazado
de lineas do discontinuidades mds sofisticados, asf como la extension de la
formulacién de elementos finitos con el objeto de representar més de nna linea
de discontinuidad en el dominio de un elemento.

e FExtensidn a otras ecuaciones constitutivas capaces de describir comporta-
mientos materiales mds complejos e incluso comportamientos dependientes de
la velocidad de carga.

s [Extension a grandes deformaciones con objeto de representar de modo mds
realista las intensas deformaciones en la zona de loealizacion.

¢ Lin el presente trabajo se ha propuesto un maodelo de variacidn de la banda en
funcidn de la variable interna tipo tensién para explorar las potencialidades
de la aproximacién en establecer el vinculo entre los modos de localizacién
contimuo y discreto. Naturalmente, se requicre mds investipacion de cardcter
experimental y tedrico con objeto de desarrollar eriterios mds apropiados para
la definicion del modelo que gobierna la transicién entre los distintos modos
de loealizacidn.
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