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RESUMEN

En el presente trabajo se muestran algunas experiencias realizadas en el drea de
adaptatividad para problemas tridimensionales. Basados en problemas de elasticidad, se
estudiaron dos formas bien diferenciadas de modificar la discretizacidn, de manera de aumentar
el nimero de grados de libertad en las zonas del dominio que presentan mayor error de
discretizaciéon. La primera estd basada en la idea de divisién de elementos, mientras que
en la segunda se regenera nuevamente la malla. Se describirdn brevemente ambas técnicas
asimismo como las estrategias adoptadas para redefinir la discretizacién en base a un indicador
del error sobre una solucién previamente calculada. Por dltimo se muestran algunos ejemplos
de aplicacién concretos y se discuten las ventajas y desventajas de ambas metodologias.

TRIDIMENSIONAL ADAPTIVITY WITH NON STRUCTURED MESHES

SUMMARY

In this work some experiences on adaptivity for three dimensional problems are presented.
Based on a linear elasticity solver, two different approach for the discretization changes are
analysed: subdivision of simplexes and remeshing. With the first one, those elements with an
estimated error greater than an acceptable value are divided. With the second, the estimated
error is used to define a new element size at the centre of each element and a new mesh is
generated. Both methods are described and some application examples are presented. Finally
the advantage and problems of using these adaptivity techniques are discussed.
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INTRODUCCION

Una de las etapas que presenta mayores dificultades y exige grandes esfuerzos de
parte del usuario en el proceso de modelado computacional por elementos finitos de
problemas tridimensionales, es la definicién de la discretizacién. Causa de ello son la
falta de herramientas de generacion robustas, y los problemas inherentes a especificar
las caracteristicas de la discretizacion en el espacio.

Las técnicas adaptativas se presentan como la mejor solucién a estos problemas.
La idea bésica de las mismas es automatizar la blisqueda de convergencia en red que
debe realizarse en todo modelado por elementos finitos. Esta convergencia usualmente
se obtenia en forma bastante cualitativa, repitiendo los cdlculos utilizando mallas cada
vez mas densas, hasta que la solucién obtenida no cambia demasiado entre un calculo y
otro. Este proceso requiere por un lado un gran esfuerzo de parte del usuario, y ademés
los resultados dependeran fuertemente de la experiencia del mismo.

El primer paso hacia una automatizacidén de este proceso se dié con los trabajos
sobre estimacién a posteriori del error de discretizacidn en soluciones obtenidas con
el método de elementos finitos. Gracias a los mismos era posible conocer, en
forma relativa, que error se cometia en cada elemento. Destacan en este campo los
trabajos de Babuska'?. Con esta informacién y algin método que permita modificar
la discretizacién, es en principio posible realizar la convergencia en red en forma
automdtica. Los primeros trabajos en esa direccién®®™® utilizaban los algoritmos
de divisiéon de simplices, y se limitaban al caso bidimensional. Se trataba de una
metodologia muy simple y dié excelentes resultados.

Simultdneamente aparecieron las técnicas automaticas de generacién de mallas (las
mas importantes son los métodos Delaunay'®'! y Frontal'?), con las cuales lo dnico
que se debe especificar para construir una malla es el contorno de la geometria y la
discretizacion deseada en todo punto del dominio. No demoraron mucho en aparecer
los trabajos que utilizaban esta herramienta y un estimador del error para regenerar la
malla en forma adaptativa (entre los primeros se encuentra'?).

Sin embargo, hasta el momento no son tan numerosas las publicaciones que aplican
técnicas adaptativas a problemas tridimensionales, y practicamente no existen para
el caso de divisién de simplices. En este ambito sobresalen los trabajos aplicados a
problemas de fluidodindmica 3D utilizando el método Frontal'*'®.

Mas recientemente han aparecido algunos trabajos donde se presentan algoritmos
que permiten modificar una dada malla mediante procesos de optimizacién de la calidad
de los elementos'”'®°. Se destaca aqui el trabajo de T. Coupez'”, donde se aplica esta
idea a problemas de conformado de piezas, en los que la geometria sufre grandes cambios
de forma durante el calculo.

En el presente trabajo se analizan las dos primeras técnicas aplicadas a casos
tridimensionales. En primer lugar se mencionan brevemente los diferentes esquemas
adaptativos y se describen los algoritmos de divisién de simplices y de remallado para
modificar la discretizaciéon. Posteriormente se presentan los resultados obtenidos al
aplicar estos métodos a problemas de elasticidad lineal y finalmente se discuten los
pros y contras de los mismos.
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ESQUEMAS ADAPTATIVOS

La Figura 1 muestra un esquema con las diferentes etapas de un proceso de célculo
utilizando el método de elementos finitos, donde se han incluido las posibilidades que
fueron mencionadas en la introduccién para realizar una adaptacién automadtica de
la malla. El mismo corresponde a un anilisis estacionario, sin cambios de geometria
durante el cédlculo y la generacién de la malla estd basada en métodos automaticos
orientados a mallas no estructuradas®. Para este trabajo en particular se han analizado
los procesos 1 y 2 de la figura.

definicién del tamario
de elementos

descripcién geométrica
(sistemas CAD)

\; .
generacién de la malla
de superficie

1: remallado

generacion de la malla
de volumen

2: division de
simplices

3: optimizacion
de calidad

optimizacion de calidad
de los elementos

definicion de materiales

célcuto por

s division de elementos
elementos finitos

estimacion del error

| analisis e interpretacién
de los resultados

Figura 1. Esquemas adaptativos posibles

Por supuesto este esquema no es Uinico y pueden realizarse variantes. Por ejemplo
juntar la etapa de definicién de materiales y colocacién de condiciones de contorno con
la de definicién de la geometria, reduciria considerablemente el trabajo del usuario en
un proceso adaptativo.

Este esquema presenta algunas etapas con alto costo computacional, y otras con
alto costo humano (trabajo del usuario). Entre las primeras estdn el cdlculo por
elementos finitos y la optimizacién de la calidad de los elementos, mientras que las

* Se utiliz6 el sistema GENESIS 3D, desarrollado en forma conjunta entre investigadores del Centro Atémico
Bariloche, Argentina, y del LNCC, Rio de Janeiro, Brasil.
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que requieren mayor tiempo de parte del usuario son la definicién de la geometria, la
colocacién de condiciones de contorno y el andlisis de resultados. Dependiendo de la
aplicacién puede resultar més interesante utilizar uno u otro esquema, sin embargo la
tendencia parece ser cada vez mayor a reducir el trabajo del usuario a expensas de un
mayor costo computacional. En realidad, el ideal seria que el usuario se concentre sélo
en la etapa de andlisis, y todo lo demas se realice automaticamente.

ALGORITMOS PARA MODIFICAR LA DISCRETIZACION

Divisién de simplices

Como se mencioné en la introduccién, la primer técnica para modificar la
discretizaciéon que se empled en un contexto adaptivo estaba basada en la divisién
de elementos tipo tridngulo. El motivo de ello es que en el caso bidimensional, este

método presenta una serie de virtudes muy atractivas que se pueden sintetizar en los
siguientes puntos:

e Facilidad para obtener una implementacién robusta.
e Bajo costo computacional.

e Permite acotar la calidad minima de los elementos de la malla, independientemente
del grado de densificacién (relacién entre el tamafio de elemento minimo y maximo
en la red.)

e Produce mallas encajadas lo que facilita el proceso de interpolacién entre la malla.
original y la malla hija.

Esto explica la gran cantidad de trabajos que aparecieron en la década del ’80
donde se utilizaban diferentes implementaciones de este método. En ese momento se
obtuvieron resultados que no tenian precedentes en la época, ya que se conseguian
mallas con relacién en el tamaifio de los elementos de 1/1000 y mas, sin degradar la
calidad de los mismos.

Sin embargo la extension al caso tridimensional de los algoritmos para 2D no son
directas y simples. Por ejemplo, no existe una particién de cualquier tetraedro que
permita obtener tetraedros semejantes al original, tal como ocurre en 2D. Ademads
aparecen nuevos problemas que dificultan notablemente la obtencién de algoritmos
robustos, como son la posibilidad de tener aristas no conformes (ademés de nodos como
en 2D) o la no existencia de pruebas matematicas que permitan garantizar calidades
de elementos razonables.

En la Figura 2 se muestran algunas posibilidades para dividir tetraedros obtenidas
al extender las particiones més utilizadas en 2D: El caso a) es el mds sencillo y consiste
en bisectar al tetraedro agregando un nuevo nodo en el medio de la arista mas larga. El
caso b) es una extensién del algoritmo propuesto por Rivara'® y se obtiene en tres pasos:
dividiendo al tetraedro en dos agregando un nodo en su arista més larga, dividiendo
luego cada uno de los dos.tetraedros generados agregando un nodo en la méas larga
de las tres aristas que pertenecian al tetraedro original, y finalmente dividiendo en
dos a cada uno de los cuatro tetraedros obtenidos agregando un nodo en el medio de
las aristas originales que quedan. En el caso c) se colocan nodos en el medio de las
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seis aristas del tetraedro y se forman en primer lugar los cuatro tetraedros semejantes
correspondientes a las cuatro esquinas. Lo que resta es un octaedro que puede dividirse
en cuatro tetraedros de tres formas diferentes. Entre estas tres formas se puede elegir
aquella que permita obtener mejor calidad de elementos. '

Figura 2. Algunas posibilidades de divisién de tetraedros

Apoyado en la experiencia obtenida en casos bidimensionales se implementé el
algoritmo de la de biseccién por la arista mds larga, el cual puede esquematizarse en la
siguiente forma:

Crear lista tipo cola con los elementos a dividir
Mientras existan elementos en la cola
{
Tomar el primer elemento de la cola
Cdlculo de su arista mds larga
St la arista no habia sido dividida
Crear un nuevo nodo en el punto medio de la misma
Dividir al elemento en dos
Si alguna de las dos caras divididas no estaba marcada como ya dividida
Agregar al correspondiente elemento vecino a la cola y marcar su cara
como ya dividida
Si alguno de los dos nuevos elementos tiene caras no conformes
Agregar al nuevo elemento a la cola
Borrar al elemento dividido de la cola

}

El algoritmo asi planteado funcionard correctamente para mallas donde la arista
maéxima en cada tetraedro es inica. Si esto no es asi (por ejemplo un tetraedro
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regular, que es el ideal de obtener, tiene todas sus aristas igual es), pueden generarse
no conformidades de tipo arista, ya que una misma cara puede dividirse de una
forma vista desde un tetraedro y de otra vista desde su vecino. Por ello a la hora
de implementar computacionalmente este algoritmo, es preciso tener en cuenta una
consideracién adicional:cuando se agrega un nuevo elemento a la cola a causa de que
se cred una no conformidad en alguna de sus caras, serd necesario indicar también en
que forma se debe dividir esta cara.

Remallado

En este caso la idea es construir nuevamente la malla, pero utilizando un nuevo
requerimiento de discretizacién. Si se observa la Figura 3, puede verse que la
generacién de una malla implica las siguientes etapas: a) Definicién de la geometria, b)
especificacién de la discretizacién, ¢) generacién de la malla de superficie, d) generacién
de la malla de volumen y e) optimizacién de la calidad de los elementos. Desarrollar
estos pasos excede las posibilidades de este trabajo (en 20 puede encontrarse una
razonable descripcién), sin embargo vale la pena prestar atencién a la etapa b), ya
que generando esta informacién a partir del error estimado es posible obtener una
malla adaptada a la solucién.

Al generar una malla de elementos finitos, ya sea de superficie o de volumen, es
preciso especificar el tamaifio de los elementos en cada punto del espacio. La metodologia
més aceptada para ello es definir una funcién didmetro del elemento h(z,y,z) en un
nimero finito de puntos y extenderla a todo el dominio mediante interpolacién. Para
realizar esta interpolacion, utilizamos el método sugerido en*®. La idea es en primer
lugar generar la malla Delaunay del conjunto de puntos en que se especificé la funcién
h(z,y,2), la que deberd incluir completamente al dominio de interés (normalmente serd
necesario agregar ocho puntos que sean vértices de una caja que englobe al dominio).
Una vez disponible esta malla base, que por construccién es convexa, para calcular el
valor de la funcién h en un punto arbitrario se busca cual es el tetrahedro que contiene
al punto en cuestién y se interpola linealmente dentro del mismo. Para determinar si
el punto esta dentro de un dado elemento, se puede calcular el volumen de los cuatro
tetraedros formados por las caras del elemento y el punto. Si los cuatro volimenes son
positivos, entonces el punto es interior al tetraedro.

Para hacer ¢l remallado adaptativo, en base al indicador del error en cada elemento
se calcula un tamafio deseado he y se lo adjudica al centroide del elemento; la malla
base que se genera con estos puntos tendrd entonces tantos nodos como elementos haya
en la red original. En estas situaciones es importante que la busqueda del tetrahedro
que contiene al punto sea muy eficiente. La implementacién trivial, que consiste en
buscar secuencialmente sobre todos los elementos de la malla base, resulta inaceptable
ya que tiene un costo computacional O(Nb) (Nb: nimero de elementos de la malla
base), lo que conduce a un costo global del proceso de generacién O(Nb.N), donde N
es el niimero de elementos de la malla a generar, y como Nb = N, entonces el costo final
es O(N?). Como regla general, en el 4mbito de generacién de mallas tridimensionales,
un costo mayor o igual a O(N?) resulta prohibitivo, a no ser que nos limitemos a mallas
no mayores que unas pocas decenas de miles de elementos.
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Aprovechando la propiedad de que la malla base es convexa, es posible obtener
un costo de busqueda O(NbY/3) en 3D, realizando una bisqueda direccional. Para
ello se comienza con un elemento cualquiera; si el mismo no contiene al punto (es
decir que al menos uno de los cuatro tetraedros formados por las caras del tetraedro
analizado y el punto en cuestién tiene volumen negativo) se continida analizando el
elemento vecino por la cara que dié el volumen més negativo. En esta forma se puede
continuar hasta encontrar al elemento que lo contiene.* En la Figura 4 se muestra
una busqueda bidimensional donde se han sombreado los elementos que fue necesario
analizar hasta encontrar al que contiene a un dado punto. En promedio puede esperarse
que la trayectoria desde el elemento inicial al elemento que contiene el punto sea
aproximadamente recta, por ello el orden en 3D es O(Nb'/3) y en 2D O(NbY/2).

/ / \ puntos adicionales {ocho)

malla base puntos con h{xy,z} especificado
dominio

Figura 3. Malla base utilizada para definir el tamafo de elemento en todo el espacio

>

ST

‘ <,Av '
]

]

O

elemento inicial

Figura 4. Busqueda direccional del elemento que contiene un punto dado

* Es importante preveer problemas por los errores de redondeo.
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Si bien el orden O(Nb'/3) para una bisqueda puede resultar aceptable, es posible
obtener un costo inferior recurriendo a técnicas de clasificacién geométrica. En?® se
estudian diferentes alternativas y se concluye que la mejor opcién es utilizar una
estructura de datos tipo arboles {quadtree en 2D y octree en 3D) y almacenar en
cada terminal del mismo, el conjunto de elementos que lo intersectan. El arbol debe
ser dividido hasta que queden sélo unos pocos elementos en cada terminal. En esta
forma un proceso de busqueda se divide en dos partes: busqueda del terminal que
contiene al punto y busqueda del elemento del terminal que contiene al punto. Con
este método se consiguié obtener un costo practicamente constante (rigurosamente el
costo computacional es O{log Nb)).

Es posible realizar algunas variantes a este ultimo método que permiten ahorrar
bastante memoria (principal desventaja del mismo). Por ejemplo, en vez de almacenar
en cada terminal a todos los elementos que lo intersectan, puede almacenarse sdlo uno,
y a partir de este hacer una bisqueda direccional.

PROBLEMA RESUELTO

Sea  un poliedro en IR? . Consideramos el problema de elasticidad convencional,
con un término adicional en las fuerzas volumétricas que facilita la incorporacién de
singularidades

u=9 en 08y (1)

{ —div(o(u)) = f+ Vg enQ
ou)-n=vy—gn en 0§,

donde 0’(%) = Zl_{_—y%ﬁ(v% + Vtu) + 1—(113__2/)'(:11\’(&)1
La frontera de € es la unién disjunta de 89, f € (L2(Q))% y g € L%(Q).

ESTIMACION DEL ERROR

El estimador del error utilizado sigue las ideas de los trabajos de Babuska'? y en
este caso resulta equivalente al error en la norma de la energia. Para cualquier tetraedro
T de la malla, el error estimado (nr) se puede escribir como

nr = {L92+&%L1312+%Zh5/5115|2} (2)

icT
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donde

R = div(o(u;)) + f(residuo en el elemento)
hr = longitud de la arista més larga T
h; = longitud de la arista més larga de la cara [
[[O’(’&j) . n]]g si 1 C Tyt
J=<0 si 1 C 09y (salto en las caras)
2y —gn—o(y;)-n); si 1 COQ,

Ademds se puede definir un error estimado global como

NEL %
n= (Z ??%) (3)
T

Dado el indicador de error, las estrategias para modificar la discretizaciéon varian
con cada método. En el caso de divisién de simplices, la primera idea utilizada para
seleccionar los tetraedros a dividir es tomar aquellos que cumplan 77 /fmax > A. Esto
presenta dos dificultades, por un lado no es evidente que valor se debe utilizar para A
y por el otro que no hay un criterio de parada, ya que en casos con singularidades este
proceso no se detiene nunca. ‘

En este trabajo adoptamos una segunda estrategia de seleccién propuesta por
Zienkiewicz y Zhu®, donde asumiendo que el error en la nueva malla estard
equidistribuido, es decir

77:( z (nTadm)2>2

New FElems

y teniendo en cuenta que en este problema nr = o(h) es posible obtener una
aproximacién para Apey COmMO

hnew = [adm hold (4)
NTold

Este valor de h,e puede utilizarse como estrategia de seleccién de los elementos a
dividir o como criterio para requerir un nuevo tamano de elemento.

RESULTADOS

En las experiencias que se incluyen a continuacién, el modelado numérico por
elementos finitos fue realizado con el cédigo ELAS, que permite resolver problemas de
elasticidad lineal en 3D utilizando elementos tipo tetraedros. Todos los casos tratan
de problemas con soluciones que presentan fuertes singularidades, ya que son estos los
casos donde la adaptatividad juega un papel importante, consiguiendo recuperar el
orden de convergencia correspondiente al tipo de elemento que se estd utilizando. Los
resultados se presentan en forma separada para los dos métodos de densificacién.
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Divisién de simplices

El primer caso estudiado es uno con solucién analitica y que presenta una fuerte
singularidad en una linea. En realidad se trata de un problema que puede ser resuelto
como 2D, pero en este caso el interés era verificar que el indicador del error funcionaba
correctamente y que era posible recuperar el orden éptimo de convergencia. La Figura 5
muestra una sucesién de mallas y correspondientes soluciones para este problema. La
primera es la malla inicial, la segunda es la malla luego de 20 procesos de densificacion
y la tercera luego de 50 procesos. Si bien la malla final obtenida es excelente para
el analisis que se pretende realizar, hicieron falta 50 procesos adaptivos, cada uno de
los cuales involucra un anglisis eldstico, cdlculo del estimador del error, densificacién
y recolocacién de condiciones de contorno. En otras palabras, si bien es cierto que la
malla inicial utilizada era claramente insuficiente, es recomendable que una vez que se
obtuvo un indicador de error se realicen varios procesos de densificacion de forma de
reducir el costo global del proceso.

7
s«x;}!g«,’g,

Figura 5. Densificacién adaptiva en un problema con fuertes singularidades y con
solucién analitica
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En la Figura 6 se muestra otro andlisis, en este caso netamente tridimensional. El
mismo corresponde a una placa sujetada en sus bordes, que estd sometida a presién en
una de sus caras y que presenta un corte en la misma en forma de pirdmide de base
cuadrada. Para el cdlculo se tomé una simetria 1/4. En este caso se realizaron 25
iteraciones adaptivas para obtener la malla y solucién que se muestran en la figura.

Un punto al que se le debe prestar mucha atencién en 3D, es que ocurre con la
calidad de los elementos, ya que de nada sirve aumentar el nimero de grados de libertad
en las zonas con alto error, si con ello se generan elementos distorsionados. Por ello se
hizo un estudio sobre como evolucionaba la calidad minima con los diferentes cambios
de discretizacién, y si optimizando esta calidad se consigue mejorar los resultados.

En el seguimiento de la calidad minima de los elementos generados no fue posible
garantizar en forma definitiva que la misma no se degrada en cualquier caso, sin embargo
las experiencias numéricas muestran que esta degradacién, de existir, comienza a ser
importante para un nimero de divisiones fuera del interés practico. La calidad media
de los elementos mejora en practicamente la totalidad de los casos.

Figura 6. Densificacién adaptativa en un problema 3D



510 M.J. VENERE, R. SALIBA Y R. FEIJOO

En la Figura 7 se muestra como evoluciona el error real {en un problema con
solucién exacta conocida) durante el proceso adaptativo, con y sin optimizacién de
calidad de elementos. Puede verse que ambas curvas de convergencia coinciden, con
lo cual se puede concluir que el método de divisién de simplices presnta un buen
comportamiento en este aspecto.

100 +
—6— Sin optimizar
—&— Optimizado
e 104
v}
1 t —
10 100 1000

Numero de nodos

Figura 7. Comparacién de la convergencia con y sin optimizacién de la calidad de la
malla

Remallado

La Figura 8 muestra uno de los casos en que se aplicé la idea de remallado
adaptativo. La geometria corresponde a una probeta de ensayo para la caracterizacion
de materiales a la propagacién de fracturas. Dadas las simetrias presentes, la malla
generada, corresponde a 1/4 de la pieza.

La primera malla que se generd tiene un tamafio de elemento uniforme (21303 en
total). En la figura puede verse que la solucién obtenida con la misma estd bastante mal
definida. A partir de esta ltima se evalué el error estimado y utilizando la ecuacién
(4) se obtuvo los valores de Ape, para cada elemento. Estos valores fueron “truncados”
de la siguiente forma

}?'oéd/lo < }?'new < }*"Zézd

La cota superior es para evitar tamafios muy grandes que no permitirian representar
adecuadamente la geometria, mientras que la cota inferior es a efectos de limitar el
ntmero de elementos que tendria la nueva malla.

Con estos valores, se contruyé la malla base y se generd la nueva malla que se
observa en la figura (24740 elementos). A pesar de tener practicamente el mismo
tamaifio, con esta malla se pudo obtener una solucién notablemente mejor.
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Por ultimo, se volvié a repetir el proceso, pero con nuevas cotas para truncar el

tamafno deseado

*

hotq corresponde al tamaiio del elemento en la malla anterior y no a la malla inicial.
Se obtuvo asi la Gltima malla con un total de 124197 elementos.
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Figura 8. Adaptatividad utilizando remallado
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CONCLUSIONES

En este trabajo se han presentado dos estrategias para obtener mallas adaptadas

a una solucién y se mostré la aplicacién de las mismas a problemas concretos. De las
experiencias realizadas pueden concluirse los siguientes puntos:

En todos los casos fue posible obtener las mallas buscadas, tanto con el método de
divisién de simplices como con el de remallado.

En el caso de divisién de simplices, la principal objecién es la gran cantidad de
procesos que fue preciso realizar para obtener una discretizacién lo suficientemente
densa. Resulta evidente la necesidad de utilizar algoritmos que densifiquen méds
rapidamente, o en todo caso, realizar varios procesos de divisién entre cada andlisis
por EF. ‘

Con la técnica de remallado, una de las dificultades que surgieron es el control de
la cantidad de elementos finales que tendra la malla. A priori no es evidente como
se debe definir la cota inferior para el tamano de elemento de forma de obtener una
malla final con un determinado ntmero de grados de libertad.

Otra dificultad de la técnica de remallado es el gran tamafio de las mallas base. En
tres dimensiones las mallas tienen muchos mas elementos que nodos, por lo cual
la malla base que se utiliza en un remallado adatativo es bastante mas grande que
la malla que se quiere generar. Esto puede solucionarse llevando de alguna forma
el indicador de error por elemento a un indicador por nodos. Ademds como ya se
menciond, es muy importante utilizar algoritmos eficientes para el manejo de esta
malla base.

Entre los futuros trabajos que resultaria interesante realizar en este area, sobresale

el experimentar el esquema adaptativo basado en métodos de optimizacin de calidad de
elementos. Finalmente, también es importante seguir perfeccionando estos algoritmos
de forma de obtener herramientas cada vez més robustas y faciles de utilizar.
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