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SUMARIO

Um método numérico usando a técnica de volumes finitos, baseado em coordenadas
curvilineas nao-ortogonais generalizadas, é usado para a solucdo de problemas convectivos-difu-
sivos em geometrias complexas. Uma configuragio de malha totalmente co-localizada é adotada
para os componentes da velocidade e para as varidveis escalares. Os termos de fluxo difusivo
secundéarios e tercidrios oriundos da transformagao de coordenadas sdo tratados explicitamente
nos termos de fonte. Resultados da aplicagdo do método é apresentado.

SUMMARY

A numerical method using the finite volume technique, based in curvilinear non-orthogonal
generalized coordinates, is used for the solution of convection—diffusion problems in complex
geometrics. A co-localized grid configuration is used for the velocity components and for
the scalar variables. The secondary and terciary diffusive terms arising from the coordinate
mapping are treated explicitly in the source terms. Results of the application of the method
are presented.

INTRODUCAO

Métodos numéricos para a solugdo de problemas envolvendo transporte de massa e
energia sdo muito usados em engenharia. Esses métodos estao bem desenvolvidos para
a solucdo em geometrias regulares. Na maioria das aplicagbes, porém, as geometrias
encontradas sao complexas, e a predigdo precisa dos fenémenos de transporte em tais
geometrias requer técnicas especiais.

Estimulado pelo desenvolvimento de vérios métodos de geracao de malhas
curvilineas que se ajustam aos formatos dos contornos, tais como os propostos por
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Thompson'®, novos métodos computacionais passaram a ser desenvolvidos usando um
sistema de coordenadas curvilineas nao-ortogonal generalizado, permitindo o uso de
uma malha nao-ortogonal que se adapta na geometria complexa requerida na maioria
das predi¢oes precisas dos fendmenos de transporte. A desvantagem desses métodos é
que eles requerem equactes mais complexas para a solugdo dos problemas. Os seguintes
trabalhos em coordenadas generalizadas podem ser citados: Maliska®, Peric®, Shyy'?,
Reggio and Camarero®, Hadjisophocleous®, Karki e Patankar*, Davidson e Hedberg?,
Thangam e Knight'*, Yang'®, Deng?, Piquet e Visionneau?, Kerbar e Choudhury®;
diferenciando-se entre si, basicamente, pela configuracdo de malha utilizada (co-
localizada e deslocada), do tipo e local dos componentes da velocidade. Essas distingoes
sao apresentadas por Shyy e Vu''.

O presente trabalho apresenta um método computacional simples para solucionar
problemas convectivos-difusivos em geometrias complexas usando coordenadas
curvilineas nao-ortogonais, sistema bi e tridimensional. Este é o primeiro passo para o
desenvolvimento de um algoritmo para solugdo de escoamentos.

Se os processos de transporte de massa e energia ocorrem em uma regido fisica
irregular {dominio fisico), é necessirio transformar esta em uma figura regular no
dominio computacional, para simplificar a soluco numérica. Isto é obtido por uma
transformagao em que as coordenadas cartesianas (,y, z) para o dominio fisico tornam-
se varidveis dependentes, com as coordenadas curvilineas (£, 7, v) como varidveis
independentes. As equagdes diferenciais sdo inicialmente escritas em termos de
coordenadas cartesianas e quando as varidveis curvilineas sdo introduzidas as equagdes
mudam de acordo com a transformagdo genérica £ = £(z,y,2), n = n{z,y,2) e v =
v(z,y, 2z}, utilizando-se a regra da cadeia. Neste trabalho as equagdes transformadas
tomam uma forma mais simplificada com o uso dos tensores conjugados ou reciprocos
(9) nos termos difusivos e dos componentes pseudo-contravariantes do vetor velocidade
(U,V,W) nos termos convectivos das equacdes de conservacdo. Estas simplificacdes
tornam-se malis significativas na implementagao tridimensional.

O processo de discretizacdo das equagdes diferenciais consiste em dividir o dominio
de cdlculo em um numero de volumes de controle ndo sobrepostos, de forma que haja
um volume ao redor de cada ponto nodal. As equacoes diferenciais sdo integradas
sobre cada volume elementar. Assume-se perfis entre os pontos nodais para avaliar os
fluxos convectivos e difusivos através das faces dos volumes de controle. O resultado
¢ a equagao de discretizagdo contendo os valores das varidveis dependentes para um
conjunto de pontos nodais. A equag@o obtida dessa forma expressa o principio de
conservagao para a variavel dependente para o volume finito, tal como a equacéo
diferencial expressa o principio de conservacao para um volume infinitesimal. I essa
discretizagao do espago e da varidvel dependente que torna possivel substituir as
equagoes diferenciais por equagdes algébricas simples, que podem ser solucionadas com
certa facilidade. No presente trabalho, o sistema de equagdes algébricas resultante é
solucionado usando o algorftmo TDMA linha por linha, (Patankar”), e um algoritmo
de corregd@o por blocos ¢ utilizado para acelerar a convergéncia, similar ao proposto por
Settari e Aziz'.
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EQUACOES DE CONSERVACAO DAS LEIS FISICAS

As equagobes diferenciais que governam a conservacdo de massa, energia ou outras
quantidades podem ser resumidas em uma forma mais geral como

a = .
5 (P9 +VT=8 J=pip-TVs (1)

Nestas equagdes ¢ é uma variavel dependente geral, p é a massa especifica, I' é o
coeficiente de difuséo efetivo, i é o vetor velocidade, e S indica a fonte volumétrica
de ¢. Na equagio (1), J representa o fluxo total de ¢, isto é, inclue tanto o fluxo
convectivo quanto o difusivo.

TRANSFORMACAO DAS EQUACOES

A equagao geral diferencial, equagio 2.1, escrita em coordenadas cartesianas, pode
ser transformada para o sistema curvilineo se as derivadas com relagdo a, z, y € z forem
substituidas, através da aplicagdo da regra da cadeia, por derivadas com relagao a §, n
e v, resultando em

9 (00 + (%(M) v i—a—w@ b (oWe) =
iadeg ko) |
+ Jiaa% _FJa<g3lg—? +g328—(s +g33g—f): + S(&,m,7)

onde: g* sio os tensores conjugados ou reciprocos dos tensores métricos g;; definidos
por g = G(i,4)/J2 onde G(i,5) é o cofator de g;; no determinante | g;; |= JZ # 0;

(9.17]c 8mk 1 9 3 E E
95 = e og; Pl =HE=m=yei=j=k=1, 3) 3)

Vale a pena ressaltar aqui que se o sistema de coordenadas &,7,7 for ortogonal
gi; = 0se: 7&4— ]
Os pseudos-componentes contravariantes da velocidade sao definidos por

U=Ja Vg/gl/2 u(Ynzy — Yy2y) + 0(Ty 2y — Tpzy) + w(Tpyy — TyYn)
V=J V”/g22 = u(yy2e — Yezy) + 0(Tezy — Tyzg) + W(TeYy — T4Ye) (4)
W = JaVv/g3 = u(Yezy — Ynze) + v(Tpze — Te2n) + w(zeyn — Tnye)
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onde u,v,w e V& V7 VY sio os componentes cartesianos e contravariantes da
velocidade, respectivamente. J, representa o jacobiano dado por

Jo = ze(Ynzy — Yy2n) + Ye(Ty2y — Tyzy) + 2¢(TnYy = TyYn) (5)

DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

De acordo com o método de volumes finitos, o dominio computacional é subdividido
em volumes de controle. A equagao de discretizacao é entao obtida integrando a equagao
3.1 no volume e usando o teorema do valor médio para as integrais. Para regime
permanente tem-se '

Jo— Juw+ Jn — Js + Jy — Jp = SAV + L[S?] (6)

onde: Os J representam os fluxos totais principais nas faces leste(e), oeste(w), norte(n),
sul(s), superior(t) e inferior(b), por exemplo,

Je= |pU¢— (T J, gll%) (7)
9" Je

O valor médio da fonte no volume é representado por S, podendo ser linearizado
como S = Sc+ Spgp, com Sp < 0 (Patankar’). O volume elementar é AY =
JoAEANA~. Como no dominio computacional Aé = An = Avy =1 tem-se AV = J,.

O operador L | | denota uma aproximacdo numérica do termo no interior dos
colchetes e S? engloba os termos de fluxos difusivos oriundos da transformacio de
coordenadas de um sistema nao ortogonal, que neste trabalho foram denominados de
fluxos secundérios e tercidrios, e sdo tratados explicitamente no termo de fonte, isto é

S =(JS+JT)e = (JS + JT)y 4 (JS + JT)y — (JS + JT) s+ )
+ (JS+JT)y — (JS+ JT)

onde

JS, = (r J, 9122—:) s JT, = (F Jy 913?)—f> (9)

Como os fluxos secundérios e terciarios sdo puramente difusivos, foram aproxima-
dos por expansao em série de Taylor de segunda ordem.

Para finalizar a discretizagio é preciso avaliar os fluxos principais através das faces
do volume, ja que os valores sdo armazenados nos pontos nodais. Existem varios
esquemas que expressam esses valores nas faces. Entre esses optou-se pelo uso do
esquema “Power-Law” descrito por Patankar”, devido a fundamentacdo fisica mais
consistente que os outros esquemas.
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Substituindo as equagoes dos fluxos nas faces na equagao 4.1 obtém-se a equagdo
discretizada na forma

apdp = apdr + awodw + andn + asds + ardr +apdp + b (10)

onde

ap = D' A(| Pe|) + [-Fe,0] ; A(| Pe|)=1[0,(1-0,1]|Pe|)’]
b= Sc J,p+ L[S®] para S=Sc+ Spop
ap=ag+aw +ay +as+ar+ap—Sp Jop

D;I = (F«}a gll)ea Fe= (pU)e , Pe= Fe/J'De11

[—Fe,0] é um operador indicativo da selecdo do maior valor entre os argumentos —F'e
e 0.

RESULTADOS E DISCUSSAO

O método proposto é usado em trés situacoes diferentes para sua validacdo. Os
detalhes de cada uma e os resultados sao discutidos em seguida.

Cilindros Concéntricos Rotativos

Célculo do campo de temperatura de um escoamento laminar de um fluido
incompressivel entre dois cilindros concéntricos é considerado. O cilindro interno
tem raio r;, e estd parado, o cilindro externo tem raio r, = 3r; e estd girando com
uma velocidade angular constante w (Figura 1). Este problema é unidimensional em
coordenadas cilindricas e possui solugdo exata. Utilizando-se o paralelogramo mostrado
na Figura 1 como dominio computacional obtém-se um sistema bidimensional nao
ortogonal. As condicGes de contorno relativas a equagdo da energia sao prescritas
usando a solugdo exata da temperatura e a solugdo numeérica é obtida para o angulo «
variando de -15° a +15°. As varidveis adimensionais apropriadas para este problema
podem ser definidas como

X=xz/r , Y =y/r , R*=X?24+Y? (11)
T — 1T
w=u/(wr) , v=v/(wr) , 6= Ti—T(())
A equagéio da conservagio da energia para esta situagio é
o, . 0, ., 1 [ 0% 09%6

onde: o nimero de Peclet ¢ definido como Pe = pcyw r2/k
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O campo de velocidade e a solugio exata para este problema (a qual é independente
do nimero de Peclet) sdo

Ww=-2Y |, v"=2X , fp=1-1n R*/(2 1n 3) (13)

O erro méaximo percentual entre as solugbes numérica e exata foi calculado por

6 = bes x 100 (14)

Emaz = TNAT

9ex mar 96:1: min

Figura 1. Cilindros Concéntricos Rotativos

Resultados

A Figura 2 mostra a comparacdo entre os valores exatos e os numéricos da
temperatura adimensional ao longo da diagonal do dominio computacional. Utilizou-se
uma malha 30 x 30. Os valores numéricos apresentam bons resultados em comparagao
com os analiticos. Devido a falsa difuséo, verifica-se que o erro numérico aumenta com
o aumento do nimero de Peclet apresentando um erro méaximo de 1,38% para Pe =
100 (Pe= 1, €maz= 0,048%). O erro diminue a medida que o dngulo o aumenta, devido
a diminuicdo do dominio computacional, uma vez que a influéncia das condigoes de
contorno {exata) torna-se mais significativa.
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Figura 2. Temperatura Adimensional
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Cilindros Excéntricos

Escoamento hidrodinamicamente desenvolvido em uma tubulagdo formada por
dois cilindridos excéntricos, ¢ raio interno é r; e do externo é rp e a excentricidade
é denominada de e (Figura 3). Devido a simetria apresentada no problema, solucionou-
se o campo de escoamento apenas na metade do dominio. A malha utilizada foi de 30
x 30 e é mostrada na Figura 4. Considerou-se propriedades uniformes, isto é, massa,
especifica p e viscosidade dindmica p constantes. O gradiente de pressdo (dp/dz) é
constante ja que o escoamento é considerado hidrodinamicamente desenvolvido.

Figura 3. Cilindros Excéntricos Figura 4. Malha 30 x 30 (Algoritmo
Transfinito)
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A equagao da quantidade de movimento adimensional na direcdo axial z é

VW +1=0 (15)

onde R =r1/Dy, e W = pw/[(—dp/dz)D3}] e Dp = 2(ro—ri)
As tensoes cisalhantes médias internas e externas adimensionais a0

fi=T/(00?/2) ,  fo=To/(p®"/2) (16)

As condicoes de contorno sao: velocidades nulas nas superficies internas da regiao
do escoamento ¢ o gradiente da velocidade nulo nas linhas de simetria.

Resultados

A Figura 5 compara os valores numéricos obtidos com os dados de (Snyder e
Goldsten'®) para as tensdes de cisalhamento internas e externas locais, normalizadas
pela tensdo média, em relagdo ao angulo § para uma razio de raio, RR = r;/r, igual
a 0,5 e uma excentricidade, EC = e/(r, — r;), igual a 0,5, apresentando excelente
concordancia. Da mesma forma, a Figura 6 compara os coeficientes de atrito internos
e externos médios em funcao da excentricidade para uma razao de raios de 0,5; através
do produto fRe, onde Re = pwDy/u. Novamente excelentes resultados foram obtidos.

Escoamento em uma Quina Tridimensional

Considera-se um escoamento irrotacional em uma quina tridimensional, (Figura 7)
onde o campo de velocidade é fornecido através dos componentes cartesianos u* = X,
v* =Y ew" = -2Z, sendo X,Y, Z as coordenadas cartesianas adimensionais medidas
do ponto de estagnacao. O problema térmico é solucionado usando o dominio irregular
indicado na figura e comparado com a solugao exata previamente estabelecida, isto é

O = X2 4+Y? - 222 4+ 50XY Z (17)

O termo fonte da equacdo da energia para esta situacao é

S*=2X?4+2Y2+8 22 (18)

Os angulos § e v s@o variados de 0° a 25°. As condigoes de contorno relativas a
equacao da energia sao prescritas usando a solugdo exata da temperatura.
A equacao da conservacdo da energia adimensional tem a seguinte forma

0 0 0 1[78% 8% 0%

ax O T Gyt 570 = B laxe T oy T oz

+ 5"

onde Pe = UL/a é o niimero de Peclet.
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Resultados

O problema fol resolvido no dominio indicado na figura com uma malha 12 x 12

x 12. O ndmero de pontos internos é N = 10 x 10 x 10.
A Figura 8 apresenta o erro médio no dominio em fungdo do numero de Peclet onde

1
N

0 — bex

662} max 86.’1} min

Ep = x 100 (19)

Mais uma vez excelente concordancia com a solugdo exata foi obtida, porém com
um aumento do erro com o numero de Peclet devido a falsa difusfo.

20 CrTITm T T T Ty
- 4
— =y =0 /',
15— g=y=15  [o”
Em —_—— 5= = 25 l'/'

1.0

0.5

lllll[lllllrl_llllllll

lIIllIlllllllL‘l

0.0
0.1 1.0 10.0 100.0  1000.0

Pe
Figura 8. Erro Médio

CONCLUSOES

Um método computacional, baseado em sistema de coordenadas curvilineas nao-
ortogonais, para predizer fendémenos convectivos-difusivos em geometrias complexas
é apresentado. O uso dos tensores reciprocos aos métricos nos termos difusivos e
dos componentes pseudo-contravariantes do vetor velocidade proporcionaram grandes
simplificagbes na implementagio computacional para sistema tridimensional. A
aplicagdo em sistema bidimensional é tratada como um caso particular da anterior. O
método proposto € validado pela comparagdo dos resultados numéricos com os exatos,
em trés situagles distintas. O efeito da nédo ortogonalidade da malha é investigado. Em
todos os casos, o resultado computacional proporciona excelente concordancia com o
analitico.
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