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RESUMEN

Se presenta un modelo numérico, basado en la teoria de las grandes deformaciones plasticas,
para la simulacién del proceso de compactacién de pulvimateriales aplicado al disefio de piezas
axisimétricas. La respuesta elastica se obtiene a partir de un modelo hipereléstico. La respuesta
pléstica representa esencialmente la pérdida de vacios asi como la deformacién pléstica de las
particulas. La superficie de fluencia es una modificacién del criterio de Von Mises que se controla
mediante dos pardmetros que dependen de la densidad relativa. Se propone un modelo visco-
plastico para incluir el efecto de la velocidad de compactacién sobre las propiedades finales
del compacto. Esta regularizacién permite ademds evitar la pérdida de elipticidad que puede
aparecer con algunos procesos de compactacién mal definidos. Se estudian dos tipos de modelos
de friccién con las paredes: 1. Modelo del tipo Norton-Hoff y 2. Modelo de Coulomb. Para
resolver este dltimo se estudian las técnicas de penalizacién y multiplicadores de Lagrange y se
propone el uso de un algoritmo mixto para implementar dicho problema de forma robusta.

NUMERICAL SIMULATION OF POWDER COMPACTION PROCESSES
Part 1: Constitutive Model, Contact and Friction

SUMMARY

A numerical model, based on large strain plasticity, to simulate the uniaxial compaction
of powder materials is presented. The elastic response is obtained from a hyperelastic model.
The plastic response represents the loss of voids and the plastic deformation of the grains.
Two parameters that evolve in terms of the relative density control the modified, Von Mises
type, vield surface. A visco-plastic model to include the rate load dependency is proposed. This
regularization prevents the loss of ellipticity that could occur with wrong compaction processes.
Two different friction models are studied: 1 a Norton-Hoff type model and 2. a Coulomb friction
model. Penalization and Lagrange multipliers methods are studied to solve the last one as well
as a mixed algorithm, to implement the last model in a robust way.
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INTRODUCCION

Los procesos de compactacidén de pulvimateriales son una parte fundamental de
la pulvimetalurgia y de la fabricaciéon de materiales cerdmicos. Los procesos de
compactacién uniaxial consisten esencialmente en la aplicaciéon de presién sobre un
material pulverulento mediante la accién de una serie de punzones que se desplazan
a una velocidad predeterminada. A continuacién se liberan parte de los punzones
y se procede a expulsar la pieza del molde con la ayuda de los punzones restantes.
Las dimensiones de la pieza compactada (el compacto) corresponden bésicamente a
las dimensiones finales requeridas. Esta es una de las grandes ventajas que posee
dicha tecnologia de conformado respecto a técnicas de fabricacién tradicionales como
la fundicién o el maquinado. Durante la compactacién la densidad del material puede
aumentar hasta 2 o 3 veces su valor inicial y alcanzar valores cercanos al 95 % de
la densidad teérica de la mezcla. ILa distribucién de dicha densidad en el interior
del compacto es uno de los pardmetros basicos para determinar si un proceso de
compactacién es adecuado, ya que los fuertes gradientes en las densidades son causa de
la aparicién de grietas o roturas durante las fases de expulsién o de sintetizacion.

El disefio de un proceso de compactacién consiste basicamente en la seleccién,
montaje y puesta en funcionamiento de los diferentes elementos de matriceria (matriz,
punzones, noyos,etc) que se requieren para fabricar una pieza con determinadas
prestaciones. Tradicionalmente este disefio se lleva a cabo por mecanismos de prueba
y error de diferentes prototipos, que consumen mucho tiempo y dinero, basados
esencialmente en la experiencia acumulada por los disehadores. El propdsito de este
trabajo es presentar una herramienta numérica que facilite y optimize el disenio del
proceso y disminuya de esta forma el nimero de ensayos requeridos tradicionalmente.
Para la formulacién e implementacién de dicha herramienta numérica se requiere un
modelo constitutivo del pulvimaterial que reproduzca su comportamiento durante la
compactacién de la forma més precisa posible. Durante estos dltimos anos ha aparecido
un gran nimero de modelos que intentan llenar este vacio. Estos basicamente se pueden
clasificar en: modelos microscépicos y modelos macroscépicos.

e En los modelos microscdpicos, conocidos también como modelos directos
cada particula se modela como una esfera (o pequefias variaciones de ésta) y los
movimientos de muchas de ellas se calculan considerando el contacto entre los mismos.
Estos modelos estan pensados para simular el comportamiento mecénico del material,
pero es muy dificil modelar situaciones reales complicadas como colapso de las particulas
durante la densificacién, la irregularidad de las formas o dislocaciones locales. Ademds
los célculos de modelizacién requieren tiempos de ejecucién muy grandes, ya que se
deben incluir muchas particulas en el analisis.

e En el grupo de modelos macroscépicos se analiza el
pulvimaterial mediante la mecdnica de los medios continuos. El resultado es un
conjunto de ecuaciones que permiten conocer la variacién de la densidad, y en
general de todas las variables mecdnicas involucradas, en funcién de la presién externa
aplicada. Una caracteristica comin de dichos modelos es el uso de la teoria de la
plasticidad como elemento fundamental. Los primeros modelos se formularon como
modificaciones de otros empleados para materiales porosos®-?*?43? o para materiales
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friccionales'®3%%1'.  En general es undnime la eleccidn de la densidad relativa como
variable de endurecimiento, pero esto implica que fendémenos como la difusién y el
deslizamiento de particulas no se tienen en cuenta o se consideran despreciables.
Bésicamente la diferencia entre los distintos modelos se concentra en la definicion de
la superficie de fluencia y su evolucién a medida que la densidad aumenta. En’general,
los modelos constitutivos propuestos son modificaciones del criterio de Von Mises o
del modelo Cam-Clay tradicionalmente utilizado para simular suelos. Los primeros
introducen un término adicional que depende del primer invariante de las tensiones
y de la densidad y estan dirigidos a la simulacién de materiales metdlicos, ya que se
espera que al final de la compactacion, el producto resultante se comporte como tal.
Los segundos se formulan para que la superficie final degenere en una de las tipicas
para materiales friccionales que tenga en cuenta el crecimiento en la resistencia debido
al aumento en la densidad y también fendémenos como la dilatancia y la baja resistencia
a la traccidn.

El modelo numérico que se formula en este trabajo tiene como punto de partida los
modelos constitutivos propuestos por’***? entre otros, donde la superficie de fluencia
(de forma eliptica) es una modificacién del criterio de Von Mises. La superficie se
define mediante dos pardmetros que dependen exclusivamente de la densidad relativa.
En concordancia con™***! el modelo numérico se encuentra inmerso dentro de la teoria
de las grandes deformaciones plasticas. El equilibrio se verifica en la configuracién
material y la integracién de la ecuacidon constitutiva se lleva a cabo en la configuracién
espacial. En cuanto al problema de contacto y friccién entre el pulvimaterial y los
elementos de matriceria, se formulan diferentes técnicas provenientes de la teoria de
optimizacién para resolverlo.

El resto del articulo se organiza de la siguiente forma: en la seccién siguiente
se justifica el uso de la plasticidad en el modelo, en la seccién posterior se realiza
la descripciéon de modelo constitutivo en términos de la teoria de la plasticidad para
grandes deformaciones. La integracién numérica del modelo propuesto se describe en la
ultima seccién y se generaliza a un modelo visco-plastico. En las dos tltimas seccidénes
se analiza el problema de contacto y friccién entre el pulvimaterial y las paredes del
molde. Se analizan dos tipos de modelos de friccién, el primero del tipo friccién seca
(modelo de Coulomb) y el segundo del tipo Norton Hoff que depende de la velocidad
relativa. Para la solucién numérica de dichos problemas se consideraron las técnicas de
penalizacién y multiplicadores de Lagrange.

Los modelos elastopldsticos y la simulacién del proceso de compactacién

Durante los primeros pasos del proceso de compactacién el movimiento de los
punzones y de la matriz produce una disminucién global en el volumen del conjunto.
Estos movimientos producen deformaciones que en su mayor parte son irreversibles.
Este fenémeno macroscdpico proviene de la combinacién de dos fendmenos a nivel
microscépico®®®. El primero es la gran pérdida de vacios y el segundo involucra
directamente a las particulas, ya que aumentan sus puntos de contacto y se producen las
primeras deformaciones eldsticas en estas zonas. A medida que la presién aumenta, los
puntos de contacto se convierten en puntos de contacto permanente. En este instante
comienza ¢l desarrollo de deformacién pléstica a nivel de particulas para los materiales
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dictiles y el inicio de la etapa de fragmentacién para los materiales frégiles. Al
final, las fronteras entre las particulas desaparecen, el crecimiento de las deformaciones
irreversibles disminuye y el crecimiento de las deformaciones elésticas se vuelve més
importante. El tensor de deformacién plastica empleado en el modelo incluye los dos
efectos, es decir, las pérdidas de vacios y las deformaciones plasticas o fragmentacién
de las particulas en las zonas de contacto. El tensor de deformacion eldstica considera
bésicamente las deformaciones eldsticas de las particulas, que se incrementan més
rapidamente al final del proceso. Se supone en general que dichas deformaciones son
pequetias comparadas con las plasticas. El uso de la teoria de las grandes deformaciones
plasticas permite entonces calcular muy precisamente estos grandes movimientos y
deformaciones de las particulas que ocurren durante la compactacién. La condicién de
fluencia, al igual que en plasticidad clésica, separa aqui los estados incrementalmente
elasticos de los estados incrementalmente elastopldsticos. La superficie de fluencia y
la ley de flujo se formulan de tal forma que se aproxima el comportamiento del polvo
como un fluido en las primeras fases de la compactacién y como un material metdlico
en las etapas finales. Este es el objetivo que se describe en la siguiente seccién.

Modelo constitutivo

Cinemdlica

Sea Q@ C RY (W =2,3) abierto y acotado que representa al material que se
desea compactar. Se supondrd de aqui en adelante que €2 define la configuracién de
referencia del cuerpo. Sea [0,T] el intervalo de tiempo de interés. Aqui la variable ¢
se debe interpretar como un parametro, que se incrementa de forma monétona e indica
el nivel de progreso en el proceso de deformacidn.

Denétese por ¢ : @ x [0,7] — RY la aplicacién que describe el movimiento del
cuerpo . Sea X € Q una particula del cuerpo, entonces x = (X, t) denotard la
posicién de la particula en el instante t € [0,7]. Se considerara ademds que el conjunto

e, Q) ={x | x=9¢(X,t) donde X cQ} (1)

define la configuracién actual del cuerpo. Sea F = J¢/0X el tensor gradiente de la
deformacién. Se define U(X,¢) el campo de desplazamientos como

ﬂO(X, t) =X+ U(X> t) (2)

entonces el tensor gradiente de la deformacién se puede escribir como

F(X,t) = I+ GRAD U(X,¢) (3)

donde GRAD U denota el gradiente de los desplazamientos en la configuracién de
referencia. De forma estdndar se supondrd vélida la descomposicién multiplicativa
del tensor F, que supone que para cada x = (X, t) existe una vecindad del punto x
contenida en €; = @,(§2) para la cual es valida la siguiente descomposicién

F(X,t) = F&(X, 1) F*(X, 1) (4)
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El tensor F¢ corresponde a la parte eldstica y el tensor F? a la parte plastica. El
tensor C = FT.F se define como el tensor de Cauchy-Green a la derecha y CP = FP'F?
la componente plastica. El tensor de deformaciones de Green-Lagrange viene dado por
E = £(C— G) y su componente pléstica por Ef = $(CP — G), donde G se define como
el tensor métrico de la configuracién material.

Mediante las funciones de transformacién hacia adelante y hacia atrds ¢* y
¢« definidas en®(en inglés conocidas como push-forward y pull-back), los anteriores
tensores se relacionan con el tensor de deformacion de Almansi e y su componente
plastica e mediante la siguientes expresiones

e=¢.(E) E = ¢%(e)

=g (B) B =) 2

La componente eldstica se obtiene como la diferencia e® = e — P

Formulacién de las ecuaciones constitutivas

Respuesta elastica

Restringiéndonos al caso puramente mecanico y en concordancia con la hipétesis
de Mandel et al.'®, se supone aqui, que el estado local termodindmico se determina
mediante las variables e®, q. El tensor e° corresponde al tensor de deformacién eldstico
y la variable q denota el vector de variables internas.

La densidad de energia libre bajo la hipétesis de elasticidad desacoplada se escribe
entonces como

P(ef,q) = ¥°(e — €) + ¢¥P(q) (6)

La tnica variable interna que se considera en este trabajo es la deformacién plastica,
que ya se encuentra incluida en las variables bésicas. Durante todo el proceso de
compactacién se puede suponer que las deformaciones eldsticas son pequefias, por lo
tanto la energia eldstica se puede definir directamente en la configuracion actual 2
mediante la siguiente funcién cuadrética

1 | 9
P =—e®:c:e® = — | ZA(tr €°)” + f(e® : ee)} 7
donde ¢ = 211 + A1®1 es el tensor constitutivo elastico en la configuracién deformada
Y B, A las constantes de Lamé. Si se supone ademds una respuesta hipereldstica del
material, entonces las tensiones de Kirchhoff se obtienen a partir de la siguiente relacién

0P =c:(e—eP) = 27(e —eP) + Atr[e — e”]1 (8)

T = poaee



72 J.C. CANTE, J. OLIVER Y 8. OLLER

Densidad relativa

A partir del principio de conservacién de la masa la densidad relativa en la
configuracién de referencia se puede escribir como'®

= Det[F(X, 1) (9)

donde 7, es la densidad relativa inicial y 9, la densidad relativa * en el instante £. Esta
es una expresién bastante sencilla de evaluar en la configuracién material a diferencia
de su correspondiente expresién espacial.

Superficie de fluencia

La evolucién de la superficie de fluencia pone de manifiesto el incremento en la
resistencia del material a medida que se avanza en el proceso de compactacién. La
superficie que se considera aqui, con algunas modificaciones, fue inicialmente propuesta
por Kuhn y Downey y empleada por G.G. Weber y S.B. Brown®* y se define en la
configuracién espacial de la siguiente forma

$lr,m) =l devir] | +5an(m)ic’ls] - 3 axlm) oF <0 (10)

El tensor 7 corresponde a las tensiones de Kirchhoff es 7 la densidad relativa y oy
la resistencia mdxima del material a compresién. Los pardmetros a;, a2 son funciones
que dependen de la densidad relativa y se definen dependiendo del tipo de material.
Los términos dev[r] y tr[r], corresponden al desviador y la traza del tensor 7 y vienen
dados por las siguientes expresiones

trfr] = 7¥¢g;; = g:7

11
devr=71-— %tr[ﬂ g"l 1

De forma equivalente, la condicién de fluencia se puede escribir en la configuracién
de referencia como

3(S,7) =| DEVS [}, +gax (m) TR[S] -  asln) of < 0 (12)
donde
TR[S] = C:S
DEV[S] =S — %TR[S}C”I (13)

IDEVS |2 = (DEVS)¥(DEVS)*C;,Cy,

Al inicio del proceso de compactacion, cuando la densidad relativa coincide con
la densidad inicial, la superficie de fluencia es practicamente un punto (az(n,) = 0).

* Tl término densidad relativa se entiende como la densidad respecto a la densidad tedrica del material
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Esto coincide con la apreciacién fisica que se tiene del material al inicio del proceso de
compactacién, ya que es un material que carece de un estado de tensiones elastico y
no soporta un nivel apreciable de traccién ni de cortante. A medida que la densidad
relativa aumenta, la elipse que describe la superficie crece en funcién de los pardmetros
a1 y ag (Figura 1), donde 1¢ = ¥T y r, =| dev[r] ||. Este crecimiento es debido al
trabajo en frio realizado sobre las particulas que implica un crecimiento en la resistencia
del material y en la capacidad para soportar cortante y traccién. La superficie definida
en la ecuacién (10) permite una evolucién similar del lado de las tracciones. En el caso
que se produjeran tracciones importantes durante el proceso de compactacion, seria
necesario incluir un criterio de falla por traccién. »

Los pardmetros a; y as de la ecuacién (10) se ajustan de tal forma que al final la

superficie se asemeja a la superficie de Huber-von Mises, tipica de un material metdlico
“homogéneo.

» =

n=1

a ‘a2
' n=1 1 M, =1 n
Figura 1. Superficie de fluencia
Regla de flujo y disipacion pldstica
Se supone una regla de flujo asociada definida como
Lye? =\ = 14
=32 (1)

donde L, representa la derivada de Lie® y el pardmetro A > 0 es una funcién escalar
no negativa conocida como parametro de consistencia pldstica, que debe cumplir las
siguientes condiciones de Kuhn-Tucker?"'#

A>0 ¢(r,n) <0 Ap(,n) =0 (15)
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Las anteriores condiciones se conocen en la terminologia cldsica como condiciones
de carga y descarga. Ademds debe cumplirse la siguiente condicién de persistencia

ALvg(r,n) = 0 | (16)

Como se verd mas adelante, dicha ecuacién permite obtener una integracién cerrada
de la ecuacidén constitutiva y obtener una expresién exacta del tensor algoritmico
tangente.

El cumplimiento del segundo principio de la termodindmica se deriva directamente
de la imposicién de la ecuacién (8) y del concepto de mixima disipacién plastica®'®,
que afirma que en el caso de flujo asociado la disipacién es positiva y ademds méaxima.

Tensor elastopldstico tangente

El tensor elastopldstico tangente c®?, relaciona la derivada objetiva de las tensiones
L7 con la derivada objetiva de las deformaciones Lye de tal forma que LT = ¢®: Lye.
El tensor c? se obtienc a partir de la derivacién objetiva de la ecuacién (8) y del uso
de la condicién de persistencia (16). La derivada de Lie de la ecuacién(8) se puede
escribir como

Lyt = Lyc:[e —€’] +c:[Lye — Lye€”] (17)
El producto Lyc:(e — eP) se puede escribir de la siguiente forma (Apéndice 1)
Lyc:(e—eP)=a:Lye (18)
donde el tensor a viene dado por
alkt — _4p[(e®)167% + 67 (e2)1] — 2X[6Y (e°)¥! + 6% 57! tr[e]] (19)

A partir de la ecuacién de persistencia (16), se obtiene la siguiente expresién para
el parametro A

[g,?:a—%- %:04—2%"3 nang“l] Lye

A= 9 .08 (20)
8T "t oT
donde se ha utilizado la relacién 1) = —ng~': Lye (ref.19).

Tras algunas manipulaciones algebraicas, el tensor ¢® se puede escribir como*®

(c:82)® |92:(c+a)+25¢ —nPle
¢ = (c+a)— #)o |5 5. e ) (21)
or -

El Cuadro 1 resume las ecuaciones basicas del modelo constitutivo que se propone
en este trabajo.
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a} Respuesta eldstica
T=c:{e—ef)=c:e°

b) Condicién de fluencia

1 2
é(r,n) = ||dev 7| +§a1(n)tr2[r] - §a2(n)0y2 <0

¢) Regla de flujo

Lye? = )\%

d) Condiciones de Kuhn-Tucker
A20  ¢(r,m) <0 Ag(r,n) =0

¢) Condicién de persistencia .
XLyv(T,n) =0

f) Tensor elasto-pldstico tangente
aijkl - _4p-[(ee)il5jk + 6ik (ee)lj] _ 2X[5ij(ee)kl + 6ik6jltr[ee]]

3 _ 86 _,

1 8¢
% . ¢ og "’ang

S glC A ®
sicigr O

c? =(c+a) - ( c+a)+24—

Cuadro 1. Modelo constitutivo del pulvimaterial

INTEGRACION DE LA ECUACION CONSTITUTIVA

Sea [tn,tn+1] el subintervalo de tiempo de interés. Sea X € € un punto material
del cuerpo, fijo pero arbitrario. Se supone que el cuerpo en el estado #, se encuentra
en equilibrio y que las siguientes variables que caracterizan el modelo son conocidas

e, (Q), {En(X), Sa(X), EL(X), mn(X)} (22)

Esto equivale a suponer que se conocen las siguientes variables en la configuracién
espacial

{en(x), Tn(x), €4(x), m(x)} (23)

donde x = ¢,(X). Las variables agrupadas en (22) y (23) se relacionan via los
operadores de transformacién hacia adelante ¢7 y hacia atrads ¢; respectivamente.
El indice n indica que las transformaciones se llevan a cabo mediante el tensor de
deformacién F,,.

Dado el campo AU, ; de desplazamientos incrementales, el objetivo es actualizar
las variables basicas en el tiempo ¢, de tal forma que se satisfagan las ecuaciones del
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Cuadro 1. En principio el sistema se completa anadiendo la descomposicién del tensor
Fn+1

Fn=Fp - F (24)

donde la configuracién definida a partir de (F¢,;)”" es una incégnita adicional del
sistema. Si se supone que las deformaciones eldsticas son pequenas comparadas con las
deformaciones plésticas, entonces se puede realizar la siguiente aproximacién

F°~1 y F’xF (25)
por lo tanto las configuraciones intermedia y deformada coinciden.

Actualizaciéon de las deformaciones y la densidad relativa

La nueva configuracién en el tiempo t,41 y el gradiente de la deformacién se
actualizan como sigue

(pn+1(X) =Pn (X) + AU?H-I(X)

26
Las deformaciones y la densidad relativa vienen dadas por
1
E 1 (X) = §(F£+1Fn+1 -G) (27)
10(X)
X)) = v/ 28
77n+1( ) det[FnH(X)] ( )

Integracién de la ecuacién de flujo

La ecuacién de evolucién (14) se escribe en la configuracién de referencia como

OE?P . 0P

—(X,t) = Az 29

ot (X,%) oS (29)
Integrando implicitamente la ecuacién (29) y teniendo en cuenta la ecuacién (12)

se obtiene la siguiente expresién para las deformaciones plésticas

E?,, = B2 + Adnpy {ZC-DEVSC + gal(n)TR[S]C (30)

n+1

donde Adni1 = AtA(tns1)
La transformacién hacia adelante de la ecuacién (30) por medio del operador ¢7'!
permite escribir la deformacién plastica en la configuracién deformada como

- 1
iy = &+ 200 | devirnd] + garte [rasi] g] (31)
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donde &2 = ¢7*(EP). El estado tensional se calcula a partir de la ecuacién (8) como

Tnyi =C: (enp1 —€h ) (32)

El sistema de ecuaciones se completa con las siguientes condiciones de Kuhn-Tucker
en su forma discreta

Gnr1 <0 A1 20 Adpjadpy1 =0 (33)

La resolucién del sistema de ecuaciones formado por {31)-(33) se lieva a cabo de
forma estandar utilizado para ello un algoritmo de tipo predictor-corrector?”, como se
describe a continuacion.

Predictor elastico

Esta etapa consiste en suponer que ninguna de las variables internas del modelo
evoluciona durante el intervalo de tiempo analizado. En particular se supone que la
deformacién plastica permanece constante, entonces la deformacion elastica se obtiene
de la siguiente expresidén

Eetrial _ En+1 _ Eg (34)

En la configuracidon espacial se tiene que

etrial

€] =ent1— i (ED) = eny1 — &) (35)

El estado de tensiones y la condicidén de fluencia de prueba se definen entonces
como

trial _ . . jetriel
Tpt1 = C €n+1

trial __ trial
¢n+l — ¢(Tn+l ’ nn-f—l)
Debido a la convexidad de la superficie de fluencia como funcién de las tensiones
se puede probar que ¢71% > ¢n 11, donde ¢pi1 = ¢(Tni1,n41)-

(36)

Corrector plastico

Caso 1

Supéngase en primer lugar que ¢4 < 0. En consecuencia ¢pq1 < 0 por el
comentario anterior y por las condiciones de Kuhn Tuker (33) se tiene que A),,; = 0.
Entonces la deformacién pldstica no evoluciona y el estado de prueba es el correcto.
Las variables en el estado n + 1 son por lo tanto

trial
Tn+l = Tpil

37
e§+1 =&l (37)
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1. Actualizacién
Pni1 = Pp + AUnp Fp+1 =F, + GRAD AU,

1 =
En+1 = §(F£+1Fn+1 - G) M+l = det[Fn+1]

2. Predictor elastico

trial _ . etrial etrial  an+l
Thii =c:ep,; donde ef,; =¢I" (Enyy —E})

3. Verificacién de la condicién de fluencia,
Si ¢(Tffiall,77n+1) < 0, entonces

Tnil = Thpt
ey =8, & =gl ()
Sino ‘ ) .
i = Sulrig
A1 raiz positiva de (40)
1 1
=T G A N T T SRaAen

trial trial
Tn+1 = an+1dev 7705 + Ony1ppih 1

‘ 1 .
dev Tf{ﬂl + —aitr [’r]ffiall 1]

4. Tensor algoritmico tangente

1 ) 9
Ch1 = anp1fnp + §5n+11 ® Pf{i‘ﬁl - gﬂn+1tr['r]l+

Odn+1 Odn+1 Obn+1 ]
G — A B — D
donde

2 . 1 . — oirial trial
Anst = Copr + 2trfri9) 1— s1@Piel Ant1 = Gnyd ®Jnsd

] ; Dps1 =17 it @1
B = %r ,rtm'al trial ® Ptrial 7

:‘H; [2n+1] qntl‘ ! o 2 . iridlq  GY = 4mo? —a—?+2m B2 9

Qi = dpog, o dev 7,17 + 26018, 41P011 1 af = FHOnt175. Pnt153

Cuadro 2. Integracién de la ecuacién constitutiva
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Caso 2

Supdngase ahora que ¢${i“1l > 0, entonces se trata de un estado no admisible, y por

lo tanto AXn41 > 0 de tal forma que EZ # EP |,y se concluye que 7n4q # 7519

Se puede probar (anexo A) que el estado de tensiones viene dado por

Tn+1 = Opadev[ri %] + Brp1phid 1 (38)
donde
) 1 , 1 1
e Bri1 = (39)

3 1+ 4ﬁA)\n+1 1+ 2na1A)\n+1
El pardmetro & es una de las constantes de Lamé (médulo de deformacién
transversal) y k es el médulo de deformacién volumétrica del material. El término

AMXp41 se obtiene como solucién de la siguiente ecuacién no lineal

4 ol 2
o1 (Bngr) [ dev TSI + BRa (Ansn) PRI — Zoa(mmia)oy® = 0 (40)

El tensor algoritmico tangente c;”,, se obtiene a partir de la derivacién objetiva
de la ecuaciéon (32) y del uso de la condicién de persistencia en su forma descreta
AXpt1Ly¢ppi1 = 0. Un resumen de los célculos se encuentra en el Apéndice 1. El
Cuadro 2 contiene los pasos para realizar la integracion del modelo constitutivo.

Extensiéon a un modelo visco-pldstico: regularizacion viscosa

Esta extension del modelo permite tener en cuenta el efecto que tiene la velocidad
del proceso de compactacién sobre las propiedades finales del compacto. Dicha
extensién puede ser interpretada como una regularizacién del modelo elasto-plastico.
Esta interpretacion es particularmente 1til cuando existe una pérdida de la elipticidad
de las ecuaciones incrementales, debida a un proceso de compactacién no definido de
manera apropiada y que forma parte de los procesos propuestos para el disefio de una
nueva pieza.

La extensién a un modelo visco-plastico del tipo Perzyna se obtiene tras reemplazar
el pardmetro de consistencia A por la siguiente ecuacién de evolucién'®?”

)'\ — < ¢(Ta77) >

v>0 (41)

donde <, > representa la funcién de Macauley, ¢ corresponde a la funcién de fluencia
definida en la ecuacién (10) y v es la viscosidad. Suponiendo que ¢!** > 0, entonces
la deformacién plastica se calcula de forma similar a la ecuacién (31)

~ A 1 ‘
eflﬂ =&l +2A N\, 41 |dev 'rffj_all + §a1tr [T]ffﬁl 1 (42)
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pero el término A, 1 ahora viene dado por
At
Adnir = W < H(Tn41,Mn41) > (43)

Si ¢p11 > 0, entonces A,y es solucién de la siguiente ecuacién no lineal

v 1 2 .

EA/\n—H =| devlrp1]|f? +§f21(??n+1)[tr7n+ﬂ2 —3 a3(Mnt1) oy (44)
Obsérvese que si la viscosidad v tiende a cero, entonces la ecuacién (44) se convierte

en la ecuacién (10), y por lo tanto AM,4; tiende al pardmetro de consistencia del

modelo elasto-pldstico. En el calculo del tensor algoritmico tangente sélo el coeficiente

Gop (Cuadro 2) se debe modificar por

Gag

Gop— — Gt
aﬁ 1+ﬁGaﬂ

TRATAMIENTO DEL CONTORNO: CONTACTO

La Figura 2 ilustra las principales etapas que se distinguen durante el proceso de
compactacién (llenado, transferencia de cdmara, compresién y expulsién). Durante las
diferentes fases las zonas de contacto del pulvimaterial contra las paredes del molde
pueden variar, ademads la friccidn con éstas afecta durante todo el proceso. Entonces
se debe dotar al modelo numérico de las herramientas necesarias para simular estos
fenémenos.

El problema de contacto

Sea Q el cuerpo de interés y ¢, la aplicacién que describe su movimiento definida
en la ecuacién (1). Sean M ... M), cuerpos que representan los elementos de matriceria
(molde, punzones, noyo, etc). El problema de contacto que aparece entre £ y el cuerpo
M= U? .1 Mj se restringe al contacto entre el cuerpo deformable Q y el contorno rigido
OM. Durante la compactacién M define una regién cerrada que al final del proceso
tiene la forma de la pieza deseada. Esta regién se modifica para permitir la expulsién
del compacto.

Fn la teoria general de contacto para cuerpos deformables se alternan las superficies
que se toman como referencia durante el cdlculo. En este caso lo mas simple es elegir
como superficie de referencia el contorno rigido M. Se supondréd que dicha superficie
se encuentra parametrizada por longitud de arco mediante el pardmetro s, tal que

M, = {y(s,) / s € (0,1),0 > 0} (46)

La primera derivada de y respecto a s define el vector tangente t(s,t) = Oy/8s.
El vector fi se define como la normal exterior al cuerpo rigido (Figura 3).
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Figura 2. Etapas en el proceso de compactacién: a) llenado, b) transferencia,
c) compresién, d) expulsién

Figura 3. Contacto entre el cuerpo deformable y el contorno rigido

Sea I'c la porcién de la frontera de 92 que puede entrar en contacto con el cuerpo
rigido. Se define g la funcién de penetracién sobre @,(I'¢) como

x. 1) = [x=¥I si(x-y)A<0 47
9%, ¢) {0 si no (47)
donde x € ,(T¢) vy ¥ = y(5,t) es el punto sobre dM;, donde la funcién distancia
|| x — y(s,%) || alcanza su minimo. Dicho minimo viene caracterizado por la siguiente
ecuacién

x_y(5>t) ay — fi(s i s —
Ty o8 35 = (s,8)-8(s,8) = 0 (48)
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La variacién de la funcidon g respecto al tiempo se obtiene a partir de su
definicién (48)

g(xat) = [V(X, t) - VM(ga t)]ﬁ (49)

donde vjs representa la velocidad del contorno rigido en el punto 3 y en el tiempo ¢.
La velocidad de deslizamiento tangencial vr(x) para el punto x € ¢,(X) se define
como la velocidad a la que varia su punto de minima distancia®, esto es

vr(x,t) = 5t(3) (50)

donde 5 = argmin ||x — y(s,t)||. La variacién 5 se deduce a partir de la ecuacién (48).
Después de derivar ésta respecto al tiempo se deduce que®®

5= [v(x,2) ~ varlt))- £+ -o(x,1) (51)

donde « es la curvatura en el punto 5. Cuando se impone la condicién de contacto de
forma fuerte, o sea cuando g(x,t) = 0, entonces el término 5 se reduce a3 = (v —v)4,
donde § representa la variacién del parametro solucién del problema de minima
distancia.

Condiciones de Kuhn-Tucker

Sea h(x,t) = —(x—¥)-h para x € ¢,(X) y ¥ el punto sobre 0M;, donde se alcanza
la. minima distancia. Esta funcién coincide con g si (x—¥)-fi < 0, pero toma valores
negativos en caso contrario. La condicién de no penetracién se reformula como sigue

h(x,t) <0 Vx € @(Tc) (52)

Sea t,, la componente normal de la fuerza de contacto. Dicha fuerza sélo puede ser
de compresién, entonces

to(x,t) = -0 >0 (53)

donde ¢ es el tensor de Cauchy y fi la normal asociada al punto x (Figura 3). La
componente tangencial se supone nula al no considerarse por el momento los efectos de
friccién. En conjunto, las condiciones de contacto sobre la porcién de la frontera I'¢ se
pueden escribir como sigue?®

Ax) SO ta() 20  ta(x)h(0) =0  x€glc) (54)

Las anteriores restricciones se conocen como condiciones de Kuhn-Tucker para el
problema de contacto. Adicionalmente el cuerpo €2 debe satisfacer la ecuacién de
equilibrio, el modelo constitutivo y el resto de las condiciones en la frontera. El
problema completo se puede formular de la siguiente forma: encontrar U(X,t) campo
de desplazamientos que satisfaga las siguientes ecuaciones
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DivP+b=0 en Q
PN=t sobre I'r (55)
U=U sobre I'p

donde b representa las fuerzas de volumen, I'p C 02 es la porcién de la superficie,
donde los desplazamientos U son conocidos y I'r, donde las tracciones t son conocidas.
Las ecuaciones de equilibrio (55) junto con las condiciones de contacto (54) y las
ecuaciones del modelo constitutivo del Cuadro 1 definen el problema clésico a resolver.
Con el dnimo de resolver dicho problema mediante la técnica de los elementos finitos
se procede a definir un problema equivalente pero en forma integral.

Definase V el conjunto de desplazamientos admisibles como

v={n:@>R" | gir, =0} N:23 (56)

El conjunto K se define como el conjunto de los desplazamientos admisibles que
satisfacen las restricciones del contacto

K={neV | h(p(X)) <0 VXeTlc} (57)

El problema variacional asociado con las ecuaciones (55-57) es una desigualdad
variacional. La solucién directa de dicho problema es muy dificil ya que los elementos
de K no pueden obtenerse explicitamente. Afortunadamente en muchos casos que
dependen béasicamente de la ecuacién constitutiva que se emplee, se puede reformular
como uno de optimizacién. En este caso se plantea encontrar U € K campo de
desplazamientos admisibles que minimize el siguiente funcional

IU) = min{I) = 5 [oX)aX - [bnax~ [Enas) ()
Q Q T'r

El problema (58) se puede interpretar como la minimizacién de un funcional

de energia, pero en este caso con la dificultad adicional que los desplazamientos

deben satisfacer ciertas restricciones. Los métodos que se describen a continuacién

tienen como objetivo central la eliminacién de la restriccién, formulando un problema

equivalente y cuya solucién sea abordable mediante el Método de los Elementos Finitos.

Método de penalizacidon

El método de penalizacién consiste en afiadir al funcional (58) una funcién
de penalizacién que permite reformular el problema como una minimizacién sin
restricciones. La solucién de este problema aproximado tiende al minimo del problema
(58) en la medida que el pardmetro de penalizacién € tiende a cero. El nuevo problema
que se debe resolver es: encontrar U, € V tal que

IV = miglJelm) = Jin) + [ 5 <h>?arch (59)
Te
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donde <, > representa la funcién de Macauley. La condicién de punto extremo del
funcional (59) se caracteriza porque la derivada 6J.(U¢;n) = 0.
Esta derivada se puede escribir explicitamente como

5T (Usin) + /%<h(<pt(X))>5h(n)dF= 0 VeV (60)

I'e

0J(U¢;n) agrupa los términos estandar que coinciden con la aplicacién del teorema
de los trabajos virtuales al sistema (55). El término que se adiciona a §J en la ecuacién
(60) se puede interpretar como la aplicacién de una fuerza en la direccién normal de
magnitud ¢tV = % <h>.

Método de los multiplicadores de Lagrange aplicado al contacto

El método consiste en la introduccién de una nueva variable A, conocida como
multiplicador de Lagrange y en la formulacién de un nuevo problema, donde las
incégnitas (U, \,) € V x Q7 satisfacen el siguiente problema de punto de silla

0. A) = . i (L) = T+ [ b ar (61
donde
Q = I(ro) (62

es el espacio de los multiplicadores de Lagrange y Q1 = {u € Q | u > 0}. Este tltimo
se interpreta como el conjunto de las fuerzas por unidad de superficie normales (de
compresién) admisibles. La solucién del problema anterior se caracteriza por satisfacer
el siguiente sistema de ecuaciones'®

5J(U;n)—{—/>\n 0h(n)dl’ =0 Vpey
e

[ whpx) dr=0  vueQ'

TI'c

(63)

El sistema anterior corresponde a las ecuaciones de Euler Lagrange asociadas al
problema (61). La primera ecuacién corresponde a la derivada de Gateaux de £ respecto
a los desplazamientos en la direccién 9 y la segunda establece que A\p(X) sélo puede
ser diferente de cero en los puntos en que la restriccién es activa, o sea si h(X) = 0.
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Lagrangiano aumentado aplicado al problema del contacto

El método del Lagrangiano aumentado combina los métodos de penalizacién y
multiplicadores de Lagrange para tratar de eliminar algunas de las desventajas que
tienen los métodos por separado®®”.

El lagrangiano aumentado que se postula para el problema de contacto es el
siguiente'®*°

1, - .
Linw) = Jtn) + [ Sl<p+=h>? —p2)ar (64)
Te

Cuando el multiplicador de Lagrange es nulo, entonces £, se reduce al funcional de
penalizacién (59), y cuando ¢ — 0, entonces la solucién del problema (61) se aproxima
a la solucién del problema (61).

De forma similar al caso de los multiplicadores el problema es encontrar (Ue, An,) €
VY x @ tal que

L(Ue, An,) = max min Le(n, 1) (65)

El problema anterior puede resolverse mediante dos tipos de estrategias. La primera

s¢ basa en la utilizacién de un esquema iterativo de tipo Uzawa que consiste en la

incorporacién de un nuevo lazo iterativo que se encarga de actualizar el multiplicador
mediante la siguiente expresién

Mgy =<An, + €h> (66)

y para cada valor fijo A, se resuelve un problema variacional estdndar correspondiente
al paso 2 del Cuadro 3.

1. k=0, A=A >0

0 Tinicial &

2. Encontrar Uy € V solucién de
6J(Ugsm) + [ <An, +2h> Sh(n) dT =0
Te

3. Si|<h >II§C'< TOL, entonces
FIN
Si no

Angsy =< An, +Ih>
k = k+1 #

4. Volver al paso 2 ‘

Cuadro 3. Lagrangiano aumentado: esquema anidado
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La segunda estrategia conocida como método mixto* consiste basicamente en
resolver de forma simultinea las siguientes ecuaciones que caracterizan el punto de
silla

1
57 (Usn) + / St Shp(X))> Sh(m)dl =0 ¥neV

te X (67)
/eu(< At =h> —A) U =0 Vp€Q
e

donde las incégnitas son U, \,. La primera ecuacién corresponde a la ecuacién de
equilibrio del cuerpo y la segunda a la condicién de contacto.

TRATAMIENTO DEL CONTORNO: FRICCION

El fenémeno de la friccién aparece como un efecto de resistencia al deslizamiento
tangencial entre el pulvimaterial y el contorno rigido. En general dicho efecto es
bastante complejo y depende de diversos pardmetros como la rugosidad del molde,
tamafio y forma de las particulas, la velocidad de aplicacién de las cargas tipo de
lubricante, etc. Esta gran variedad de pardmetros hace que un modelo general sea
extremadamente complejo. Con el dnimo de incluir los efectos mds relevantes se
formulan en el presente trabajo dos modelos de friccidén: el primero del tipo Norton
Hoff que depende de la velocidad relativa y la presién normal y el segundo del tipo
friccién de Coulomb (friccién seca), donde el coeficiente de friccién puede depender de
la densidad.

Friccién del tipo Norton Hoff

En este caso la fuerza tangencial ¢; se obtiene directamente de la siguiente expresion

tr=—al vr [P or <fo> (68)

donde vy = (v—vy) -t es la velocidad relativa tangente, f, la fuerza normal de
contacto y o un parametro conocido como factor de friccién, que en general depende
de las propiedades de los materiales involucrados. En este caso se supondra que o
depende también de la densidad. La ecuacién (68) es una generalizacién de la ley de
friccién propuesta en®. En el caso que p = 1 la ecuacién (68) se reduce a

ty = —ovp < fn> (69)

Supdngase que la fuerza normal de contacto f, y o permanecen constantes, entonces
la variacién de t; respecto de la velocidad se reduce a

dty = —a < fp> dur (70)



SIMULACION NUMERICA DE PROCESOS DE COMPACTACION 87

que es la contribucién del modelo a la matriz tangente del sistema. El término
—a < fp > no depende del valor de la velocidad, lo que hace que el modelo definido por
(69) sea muy atractivo desde el punto de vista computacional.

Friccién de Coulomb

El modelo consiste en suponer que la fuerza de friccién es proporcional a la fuerza
normal de compresién. La constante en este caso se conoce como coeficiente de friccién.
Se distinguen bésicamente dos estados'?, un estado stick, donde la velocidad relativa
entre las dos superficies en contacto es nula y un estado de deslizamiento slip asociado
con un movimiento tangencial relativo.

La fuerza tangencial (o de friccién) debe cumplir la siguiente desigualdad

0(t) = Ite] — 1 [ta] <O (1)

La condicién stick se formula como v; = 0, en este caso la fuerza tangencial se
interpreta como una reaccién. En el caso slip la fuerza tangencial se calcula a partir de

Uy
ty = —pltn]— 72
| 'nl "Utl ( )
donde ¢, representa la fuerza normal de contacto. El sistema se completa con la adicién
de las siguientes condiciones de Kuhn-Tucker

v 20,  0(t) <0, |uff(t) =0 (73)

Las ecuaciones (71-73) definen el modelo de friccién de Coulomb. Las técnicas mas
conocidas para solucionar el problema anterior se basan al igual que en el problema de
contacto, en la reformulacién del modelo como un problema de optimizacién.

La penalizacién®*® consiste en asociar el modelo con uno de plasticidad
unidimensional. El desplazamiento tangencial es la suma de dos términos u; = u§ +uf,
donde uf representa la parte eldstica (reversible) y u¢ el deslizamiento (irreversible).
La funcién de fluencia viene dada por la ley de Coulomb (71) y se toma como direccién
de flujo la derivada de 6 respecto de ;. La formulacién se completa con la adicién de
las condiciones de Kuhn-Tucker (73). La integracién de este modelo y comentarios a
cerca de su implementacién pueden encontrarse en!®?®,

El uso de la técnica de los multiplicadores supone la adicién de una nueva variable
que corresponde en este caso a la fuerza tangencial. En el caso stick el multiplicador
se interpreta como la reaccién y en el caso slip el multiplicador debe cumplir con (72).

En el caso de la simulacidn del proceso de compactacién las dos técnicas anteriores
presentan dificultades numéricas a la hora de detectar de forma robusta las zonas stick.
En el caso de la penalizacién la eleccién del penalizador no es una tarea facil y los
desplazamientos presentan oscilaciones. En el caso de los muitiplicadores'® se propuso
un algoritmo para eliminar dichas oscilaciones, pero en la medida que la malla se
hace muy fina las oscilaciones reaparecen. Estos problemas motivan el empleo de una
técnica de lagrangiano aumentado similar al caso de contacto. Esta técnica consiste
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en regularizar el método de los multiplicadores mediante la adicién de un término de
penalizacidn. En este caso lo que se regulariza es la condicién stick. La implementacién
se realiza con base en dos estrategias utilizadas también para el contacto. La primera
que consiste en la adicién de un nuevo lazo iterativo para actualizar el multiplicador
de forma consistente con el modelo de friccién y la segunda es un método mixto que
resuelve de forma simultanea desplazamientos y fuerzas. La ecuacién adicional obliga
a que las fuerzas tangenciales satisfagan el modelo de friccién de Coulomb. La primera
estrategia se implementé y analizé en'®. Los resultados obtenidos demuestran que se
mejord en la robustez a la hora de localizar las zonas stick, pero el coste computacional
se elevé drasticamente. Para superar esta dificultad se propone el empleo de un
algoritmo de tipo mixto originalmente propuesto por Alart y Curnier en®.

Algoritmo mixto de contacto y friccién: caso cuasiestdtico

La expresion de la velocidad tangente v;, que aparece en la formulacién del modelo
de Coulomb (71-73), viene dada por la expresién (50). En el caso cuasiestdtico y bajo
la restriccidn que el términe de curvatura es despreciable, dicha expresién se puede
aproximar por

11
A9 T A

Vs = [Au - AuM) . ii (74)
donde At := tp41 — by, representa el tamano del incremento que se desea resolver y
Au — Auyy el incremento en el desplazamiento relativo. Se ha supuesto adicionalmente
que el sistema t — fi no varfa durante este intervalo.

Debido a que el modelo de Coulomb (71-73) es homogéneo de grado 0 respecto
a v, entonces se pueden establecer las mismas ecuaciones reemplazando v; por g;.
En este caso el lagrangiano aumentado (64) que se postuld para el caso de contacto
no se modifica, excepto que los elementos del conjunto V se interpretan ahora como
desplazamientos incrementales admisibles.

Para el caso general de contacto y friccidon se postula el siguiente lagrangiano
propuesto originalmente en?, y que se adapta aqui al caso bidimensional. En este
caso, el problema es encontrar el punto de silla (Au, A\¢, A,,) del siguiente funcional

Le(m, i, ) = J(m) + L2, ) + LN, 1) (75)

donde n €V y ¢, i, € Q. Los términos L7 y L definen las componentes debidas al
contacto y a la friccién respectivamente. Dichas componentes se definen como

€
L3, pin) = / §[<fn>2 _ﬂnQJ dr’
T'e
1 € 4 ~
Cim ) = [ mgdl + [ -ghdl — [ 50" (s, fo)dr
T'c I'e e
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Las variables f; y fp se definen como f; = ut—i—%gt v fo= un—i-%h. El término o*
corresponde a la siguiente funcién definida por partes

0 Ift|<,u<f~n>

(lftl‘aa <]Fn>)2 lft[Z#<fn> (77)

Q*(ftafn) = {

La funcién ®* se interpreta como la distancia entre el punto f; y la proyeccién de
éste sobre la superficie definida por el modelo de Coulomb (71). El término f, viene
dado por f, = A, + %h(Au), donde Au y A, corresponden a la solucién del problema
de contacto. La desigualdad |f;| < p < fn > define la condicién de no deslizamiento
(condicién stick). En este caso la distancia entre el punto f; y la superficie es cero y ¢l
lagrangiano Lt se reduce al caso de una restriccién de igualdad. La otra desigualdad
|ft] > 1 < fn> define la condicién de deslizamiento (condicidn slip) y la distancia entre
ft v la proyeccion es | f| — p < fn>.

El punto de silla (Au, A4, M\,;) del funcional (75) se caracteriza por ser solucién del
siguiente sistema

83(Buim) + [ <fu> Shimdl + [ [fibgutm) = $6n®"(fi Sl dP =0 eV
T'e T'e

T'e

1 1 .
/f [ggtﬂt - §5pgq)*(ft,fn) d'=0 Vueq
Tc
(78)

donde fi = At +gi(Au) y fo=Ap+ %h(Au). Los términos 5@;)(ft, fn) ¥ 0,2 (ft, fn)
corresponden & las variaciones de la funcién ®* respecto a  y u; respectivamente. La
primera de éstas se escribe como

9 [0 Ifel <p <fn>
5ﬂ¢*(ft7fn);'€“ (.ft_u<fn>)5gt ftZ,U'<fn> (79)
(fi+tu<fn>)dg —fizp<fo>

La variacién respecto a p; es similar a la ecuacién (79), basta con reemplazar
0g: por p y el coeficiente % por 2. Como consecuencia de la definicién de ®* en
(77), en el célculo de su variacién respecto a n o p; hay que distinguir tres casos:
1) estado de no deslizamiento (stick), donde |fi| < pu < fn >, y los casos 2) y 3)
que corresponden a un estado de deslizamiento (slip). Acerca de este dltimo hay que
distinguir entre un deslizamiento hacia adelante (f; > u < fn >) y un deslizamiento
hacia atrds {(—f; << fp >), que deben tenerse en cuenta para la correcta formulacién
de la matriz tangente, como se verd en la siguiente seccion.
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La primera ecuacién del sistema (78) corresponde a la aplicacion del teorema de
los trabajos virtuales, mientras que la segunda y tercera corresponden a las condiciones
de contacto y friccidén respectivamente.

DISCRETIZACION DE LOS TERMINOS DE CONTACTO Y FRICCION

Zona de contacto

Segun lo explicado anteriormente, el contacto entre el cuerpo deformable §2 y el
contorno rigido M se modela como un problema de contacto unilateral. En este caso
el cuerpo M lo conforman los diferentes elementos de matriceria, como son el molde,
los punzones y el noyo.

Yi

Figura 4. Elementos de matriceria

El contorno de cada uno de estos elementos se aproxima mediante una sucesién de
segmentos rectos definidos por los puntos y: ...yx (Figura 4). Cada punto material
X € I'¢ se asocia con uno de estos segmentos y;y;+1 al cual pertenece la solucién del
siguiente problema de minima distancia (Figura 5a)

y=arg min [x—y| (80)
YELY;)

donde x = ¢¢(X).
La funcién h definida anteriormente se puede escribir como

MX,t) = -[@(X)-y]-a=—-[x-y]-n (81)

donde las direcciones normal y tangencial se definen a partir del segmento que contiene
al punto y. En este caso

t= XY oy« (82)
lly;—y:ll
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donde i3 es el versor perpendicular hacia afuera respecto al plano de andlisis. El punto

¥ se puede escribir como ¥ = (1 — @)y; + @y;, donde & = u;f-ff,i B t.

Debido a los grandes desplazamientos que ocurren durante el proceso de
compactacién, el punto solucién del problema de minima distancia puede en general
cambiar de segmento de un paso de tiempo al otro. También puede ocurrir, como se
aprecia en la Figura 5b, que el punto solucion se situe en una esquina formada por dos

segmentos, o que la solucién no sea Unica, como se muestra en la Figura 5c.

Xp
b3
n , i
Y]
Yi y
Y| xC k
X
A C
Figura 5. Problema de minima distancia: a) minimo en el interior del segmento,
b) minimo en la esquina, c) dos soluciones
En el caso de la esquina, la funcién h se define como h(x.;) = —(x. —y;)-01, donde
los vectores normal y tangente vienen dados por
_x R R
a=-Y1"% o hxi (83)

Iy —xcl

Cuando la solucién no es unica, el segmento al que pertenecia el punto x, no se
modifica, por lo tanto los vectores normal y tangencial continuan siendo los del paso
de tiempo previo.

Discretizacién de los diferentes términos

Sea Q" = tj Q. una discretizacién del dominio material © en elementos finitos,
e=1

donde n, representa el nimero de elementos utilizados. La aproximacién I"(Lj de la
frontera I'c se define a partir del conjunto {X.}7¢, de todos los nodos de la frontera
que pueden estar en contacto con el contorno rigido. El valor n, denota el nimero total
de estos nodos.

Los siguientes conjuntos V* y Q", que corresponden a las aproximaciones de los
conjuntos V y @ definidos en (56) y (62) respectivamente, son los espacios de los
(incrementos) desplazamientos admisibles y multiplicadores de Lagrange

yh = {np:(wl, w?) € [CY(D))?/wt, w?|q, € P1, e: 1., p:l.ny, n, =0 sobre I'p}

Q" = {6x, : delta de Kronecker / dx,(X;) = &, Xy X; € TR} )
(84
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El conjunto P; representa los polinomios de orden 1 y I'p la porcién de la frontera,
donde los desplazamientos son conocidos. El valor n, representa el nimero total de
nodos que definen la discretizacién Q". Con base en la anterior discretizacién, las
variables (Au, Ay, \¢) se interpolan de la siguiente forma

p
Aup(X) = > wp(X)Auf,,  Auf e R?
p=1
Ne
An(X) = X50x,.(X) (85)
c=1

A(X) = 3 Aoy, (X)

Por comodidad en la notacién, los coeficientes de Aup(X) , M(X) y A(X) se
agrupan en los vectores Au”, AZ y A,’} de dimensiones n,, n. y n.. Como consecuencia
de la eleccién del conjunto Q"*, todas las variables que intervienen en el problema de
contacto y friccién se transforman en variables nodales. En este caso, la aproximacion
mas apropiada de las funciones h y g; es la siguiente

he = —[Au — Auy] - fie + M

‘ : (86)
g = —[Auﬁ — AuM] . tc

El término h&") corresponde al valor de h en el paso de tiempo previo y Auyy es el

incremento en el desplazamiento del contorno rigido. Las variaciones de las funciones
(86) respecto al incremento en los desplazamientos se escriben como

Ohe = —0uf -f,  6gf = —ouf - t, (87)
t h

Luego de reemplazar las expresiones (85-87) en el sistema de ecuaciones (78), se
obtiene el siguiente problema discreto: encontrar (Au”, A, A") € R?X"™ x R™ x R™
que satisfacen el siguiente sistema no lineal

G(Au" AR AP Sup) =0  p:l...n, (88a)
Gy(Au" Al ) =0  g:l...n (88b)
Grn(Au A% ) =0 g:1...n, (88¢)

La primera ecuacién del sistema (88) corresponde al teorema de los trabajos
virtuales en su forma. discreta, mientras que las otras dos corresponden a las condiciones
de friccidn y contacto respectivamente.

La ecuacién (88a) se puede escribir como

G(Au", An, Ay, Sup) = GM(AU", 6up) + > G4 Ay, Ap, 6up) (89)

c=1
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donde G%* es la contribucién tipica debida al nodo X, € T, que viene dada por la
siguiente expresién

(N, X5, 0un) = = <[> Buf-h— ffouf £ - 20,07 (5, f2)  (90)

donde fS = XS+ Ihy ff =X+ %gtc. De forma similar, las condiciones de contacto y
- friccién para el nodo X, se pueden escribir como

1 1,
Gy(Au X, uy) = 6[29?#: - 55@@ (ff, )
Gn(Auks Afv ;&?’é) = 61&75(<f9g> _)\?C’L)

(91)

El sistema de ecuaciones (88) se resuelve mediante la aplicacién del método de
Newton, para lo cual se requiere el cilculo del vector de residuos y de la matriz tangente
en cada iteracion del algoritmo. La contribucién a dichos términos se puede separar en
dos: 1) la contribucién debida a la expresién G™ que se describe detalladamente en'®
¥ 2) la contribucién debida al contacto y a la friccién. Esta tltima, para el caso de un
solo nodo de contacto, se puede resumir en los siguientes casos (que son consecuencia
de la definicién de la funcién ®*):

a) condicién de despegue (gap)

0
0
Tes __
F [ —eX ‘ (92)
b) no deslizamiento (stick)
—Jit
f"cres — "f n (93)
Gt
h
c) deslizamiento (slip) hacia adelante y hacia atrds
—pfn wfn
_f n _f n
v 94
e(—At + pufn) —e(Xe + pfn) (54)
h h
La contribucién a la matriz tangente es la siguiente:
a) condicién de despegue (gap)
00 0 O
({0 0 06 O
K= 0 0 — O (95)
0 0 0 =—e
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b) no deslizamiento (stick)

10 -1 0
o L 0o
k=108 0 9
0 -1 0 0
c) deslizamiento (slip) hacia adelante y hacia atrds
0 %1/1 0 —p 0 —1%;1 0 7
0 ¢ 0 -1 0 - 0 -1 (97)
0 —p —€ e€u 0 pu —€ —eu
0 -1 0 0 0 -1 0 0
CONCLUSIONES

El modelo constitutivo que se formula estd inmerso dentro de la teoria de las
grandes deformaciones plisticas. Esto permite calcular de forma muy precisa los
grandes movimientos y deformaciones del material. La evolucién en la resistencia del
material se controla a través de dos curvas que dependen de la densidad relativa. La
eleccién de una regla de flujo asociada combinada con la formulacién de la funcién
de fluencia permite simular el efecto asint6tico de la densidad al final del proceso de
compactacion.

Junto con la calibracién de las dos curvas que controlan el aumento en la resistencia,
el modelo constitutivo requiere el conocimiento de las propiedades eldsticas y la
resistencia maxima a compresién del material en verde. Debido a que el nimero de
pardmetros es reducido, el modelo resultante es facil de calibrar, y por lo tanto atractivo
como herramienta de disenio para la industria.

La eleccién de un modelo hipereldstico y la integracién cerrada de la regla de
flujo permiten la formulacién exacta del tensor algoritmico tangente que preserva la
convergencia cuadratica del sistema global. Esto permite mantener valores bajos en los
tiempos de cdlculo, caracteristica muy importante que debe tener como herramienta de
disernio.

La generalizacién a un modelo viscopldstico permite tener en cuenta la velocidad
de compactacién. Se podran estudiar los efectos sobre la pieza final que tiene el
hecho de realizar la misma pieza en diferentes tipos de prensas a diferentes velocidades
de movimiento de los punzones. Ademds dicha regularizacién puede utilizarse como
herramienta para mejorar la robustez del modelo en los casos que el proceso de
compactacién no haya sido definido de forma apropiada y conduzca a una pérdida en la
elipticidad de las ecuaciones. Esto se logra ficilmente manteniendo baja la viscosidad
y definiendo un incremento de tiempo lo suficientemente pequeno.

La formulacién del modelo numérico se completa con la adicién de dos modelos de
friccién entre el polvo y las paredes del molde. El primero corresponde a un modelo del
tipo friccién de Coulomb. Para su implementacién se propone el uso de un algoritmo
mixto que permite encontrar zonas stick de forma robusta. El segundo corresponde
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a modelo del tipo Norton Hoff, donde la fuerza tangencial es funcién de la velocidad
relativa y la fuerza de compresién. Cuando p = 1, la fuerza tangencial es proporcional
a la velocidad, y por lo tanto la contribucién a la matriz tangente del sistema es
independiente de la velocidad, lo que lo hace muy atractivo desde el punto de vista
computacional.

ANEXO: TENSOR ELASTO-PLASTICO TANGENTE

La obtencién de los tensores tangentes tanto elasto-plastico como algoritmico
consisten en transformar las expresiones que intervienen en el cdlculo a la configuracién
material mediante el operador ¢*, derivar estas nuevas expresiones y luego transformar
los resultados a la configuracion espacial mediante ..

Derivada del tensor eldastico

El tensor elastico ¢ se puede escribir en la configuracién material (mediante ¢*)
como

Z = [2ulc- + \C 1@ C7Y) (98)
donde
pebed _ % [(C—l)aC(C—I)bd n (C—»l)ad(c—l)bc} (99)
La derivada de E se puede escribir como
dE=_2udlg-1 + AdG] (100)
‘donde
dG = —2 [C‘ldEC"l ®C't + Cc 'y c—ldEc—l} (101)

La derivada dIs-1 se obtiene de la regla del producto y la ecuacién (99). La
derivada de Lie de ¢ resulta de aplicar la transformacién ¢, a la ecuacién (100)

Lye = 2ldu(dlo-1) + Xgs (dG) (102)

A partir de la ecuacién (102), el producto Lyc : (e — e€P) se puede escribir en
términos del siguiente tensor de cuarto orden

Lyc:(e—€”)=a: Lye (103)
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donde
@M = —47{(e2)§7F + 6% (e2)] — 2X[5 () + §7* 57! x[e]] (104)

Tensor Algoritmico tangente

Después de algunas manipulaciones algebraicas y de la aplicacién de la regla de la
cadena se prueban los siguientes lemas.

Lema A.1
Sea ¢irial = ¢(rirtal n,.1), entonces el tensor de tensiones se puede escribir como
trial trial 4
— 4 Tntl Pnii <
Toil = , , 105
t { o dev (el + g8 1 g8 > (105)
donde
1 1
Opt] = ————— = 106
ntl 14 4ﬁA)\n+1 ﬂn—H 1+ 2/%(],1A)\n+1 ( )
Lema A.2
La derivada de 72714 se puede formular como driridl = Cpyq @ depyr. El tensor
C viene dado por la siguiente expresién, donde e = entrf l
Cpy1 =¥ —4p [5““ e+ 6jkeil] —2X [5“ ekl 4 gtk it tr[e]] (107)

Lema A.8

Las derivadas del desviador del primer y segundo invariante de las tensiones vienen
dadas por

. 1 ..
dpirial = gpml denr1 = [2778 4+ 1: Cpyq] : denr
d2J2)ns1 = 51 : denyr = 2[2dev(r 3] 7Y + dev[rid]): Coni] : denya

. 2 1 ‘
d[dGVTZ?_%l] = An+1 cdepty i= [Cpt1 + 3tl‘[ Zﬂ?_all] I- 51 ® Pz”,?_all tden+1
Supdéngase que ¢${"j_“f < 0, entonces el tensor algoritmico se obtiene directamente
como resultado de Lema A.1. En el otro caso (¢{7% > 0) el tensor se obtiene a partir
de la derivada objetiva de

trial trial
dTp+1 = apy1 d[dev TnTjﬁ] + dapyidev T,{"j_al +

| | (108)
+ Brrd [plrial) 1 + dBp1piid 1 - gﬁnﬂtl{'f]nﬂdenﬂ
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Las derivadas del primer y segundo invariantes de las tensiones resultan de aplicar
el Lema A.3. Las otras derivadas se calculan a partir de la regla de la cadena y la
condicién de persistencia d®,,; = 0 cuyos resultados se resumen en el siguiente lema

Lema A
dant1 = go A(Arntr) = _4ﬁa§+1d(A)\n+1)
dﬂ'ﬂ-‘rl = gﬂ d(AAn"‘l) = _2K’a1/8721+1 d(AAn—Fl) (109)
. 8<i5 (9§25 8(;5 trial
d(AMX = Gop | =—=J + 2tr[7] =P — 2n—1 :de
( n+1) af 3(J2) [ ]3(112) 87} - n+1
donde
_ o 0¢
G =g, 2 4 gp—= , ) A
@ =900 TG it = gy deviriY] + goplriy 1 (110)
ial jal . 3 , !
Antt =i @I Brs1 = 2ur[riiY) afif @ Py

Dpi1=nqiid el

El tensor algoritmico se obtiene tras reemplazar los resultados parciales contenidos
en los Lemas A.2, A.3, A4 en la expresién(108).
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