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Resumen

Se proporciona un método de discretizaciéon de ecuaciones diferenciales que consiste en combinaciones lineales
parametricas convexas de un conjunto de funciones de iteracién dado. Usamos este método para generar
discretizaciones de ecuaciones diferenciales unimodales con funciones de iteracién de un subconjunto de
los métodos explicito de Runge—Kutta con tamano de paso fijo. Mostramos de manera numérica que las
discretizaciones obtenidas extienden de manera significativa el rango de validez de las soluciones asintéticas
con respecto al obtenido al usar los métodos en forma individual. Una ventaja de las combinaciones 6ptimas
es que son métodos de bajo orden por lo que su costo computacional no es significativo. Usamos la ecuacié
logistica como funcién de prueba y se dan los resultados numéricos con detalle de las combinaciones 6ptimas.

DISCRETIZATION OF UNIMODAL NON LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

Summary

We give a method of discretization of differential equations that consists in parametric linear convex com-
binations of a given set of iteration functions. We use this method to generate discretizations of unimodal
differential equation using iteration functions of explicit Runge—Kutta methods with fixed step size. We
show numerically that these combinations extend the range of validity of the approximations than when the
methods are used separately. An advantage of the optimal combinations is that they are of lower order and
thus the computational time is not significant. The logistic equation is used as a benchmark to give detailed
quantitative data of the optimal combinations.

INTRODUCCION

Uno de los principales objetivos de la teoria de ecuaciones diferenciales no lineales consiste en
estudiar el comportamiento asintético de sus soluciones, es decir cudl es el comportamiento
de las soluciones en un futuro lejano o en un distante pasado. Durante los tltimos sesenta
anos ha habido un enorme interés en la aplicacion de las técnicas de esta teoria a modelos
en fisica, biologia e ingenierfa.

Una manera concreta de estudiar el comportamiento asintético de las ecuaciones diferen-
ciales es usando métodos analiticos. Desafortunadamente en la mayoria de los casos ésto no
es posible, por lo cual uno tiene que usar métodos cualitativos (geométricos) o aproximar las
soluciones usando métodos numéricos. En este trabajo se estudiara, de manera numérica,
el comportamiento asintético de una familia de ecuaciones diferenciales no lineales unidi-
mensionales usando algunas discretizaciones muy particulares. Aunque el comportamiento
asintético de las ecuaciones diferenciales en una dimension es conocido, sus versiones dis-
cretas son bastante dificiles de analizar sélo para casos muy sencillos es posible lograr una
plena descripcién. Los resultados de este trabajo se pueden extender sin dificultad al caso
multidimensional para el cual los estados asintéticos son de alta complejidad.
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Uno de los principales problemas que han surgido al discretizar una ecuacién diferencial
unimodal dependiendo de uno o varios parametros es que las aproximaciones tinicamente son
vélidas hasta un valor finito de uno de sus parametros. Para valores mayores del parametro,
el comportamiento de las aproximaciones puede diferir drasticamente del comportamien-
to de las soluciones del sistema. Este tipo de aproximaciones satisfacen a la ecuacién en
diferencias pero no a la ecuacién diferencial y son conocidas como soluciones asintéticas
artificiales. En las referencias 6 y 2 se muestra que que las discretizaciones por medio de
los métodos de Runge-Kutta tienen bifurcaciones y se producen soluciones asintéticas arti-
ficiales. Una alternativa para evitar estas soluciones artificiales es obtener discretizaciones
que permitan extender el rango de la validez de las aproximaciones para mayores valores
del pardametro. Para lograr este objetivo proporcionamos un método de discretizacién que
consiste en combinaciones lineales pardmetricas convexas de un conjunto de funciones de
iteracion dado. Usaremos en este trabajo varias discretizaciones, dadas por combinaciones
lineales convexas de un subconjunto de los métodos explicitos de Runge-Kutta con tamano
de paso fijo (MERKS). Aunque existen otras discretizaciones que proporcionan buenos re-
sultados en algunos casos particulares?, nuestro principal interés consiste en explorar las
propiedades de los MERKS, asi como su desarrollo e implementacién. La aplicacién al es-
tudio asintético de los MERKS ha sido desarrollado en otros trabajos*®, aunque de forma
diferente de como lo haremos aqui.

Primero describiremos algunas de las caracteristicas de las ecuaciones de nuestro interés
e introduciremos a los MERKS, después analizaremos la aplicacion de estas técnicas.

Ecuaciones diferenciales unimodales

Las ecuaciones diferenciales lineales han sido profundamente estudiadas y se conocen todas
las propiedades de sus soluciones. Para las ecuaciones no lineales el panorama cambia
totalmente, ya que las técnicas analiticas de solucién conocidas son muy escasas y ademas
s6lo pueden ser empleadas para ejemplos muy particulares. Peor aun, los modelos mas
realistas en la mayoria de las aplicaciones son de naturaleza no lineal. Nos restringiremos
al tipo de ecuaciones no lineales mas sencillas, ecuaciones unimodales, ya que poseen dos
puntos fijos: uno repulsor y el otro atractor. Estas propiedades hacen que el analisis de la
ecuacion sea sencillo, pero sus discretizaciones no comparten su sencillez. A continuacién
se definen las ecuaciones diferenciales unimodales.

Definicion 1 Las ecuaciones diferenciales unimodales son de la forma

YO _ 1.3 1)

donde f: R xR — R satisface las siguientes propiedades:

1. f depende continuamente de y y de A.

2. Existe un intervalo (0,b) en el dominio de f de tal manera que f(y,A) > 0 con

f(O,A) =0= f(b,\).

3. Existe yas € (0,b) de tal manera que f(y,\) es mondtona creciente para y € (0,yas)
y mondtona decreciente para y € (yar, b).

4. Hay un tnico punto fijo, ys de f(y, ), con y¢ € (0,b).

5. f(y,A) >y para (0,yy).
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Las propiedades 1, 2, 3, 4 y 5 se cumplen para cada valor de A.

En una técnica numérica se tiene que discretizar a la ecuacién bajo estudio. ;Coémo
saber que tales discretizaciones proporcionan una buena aproximacion al problema de valor
inicial? Una version discreta del teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias nos proporciona la posibilidad de obtener una éptima discretizacién®. La
discretizacién 6ptima solamente para algunos casos particulares se puede encontrar. En la
referencia 4 se dan condiciones necesarias que las discretizaciones 6ptimas deben cumplir,
pero establecer un algoritmo para encontrar la discretizacién 6ptima es un problema abierto.

Ejemplo 1 La ecuacién logistica

Y~ (- y) @

es una ecuacién diferencial unimodal que ha sido usada para modelar poblaciones donde
la tasa intrinseca de crecimiento es una funcién decreciente de la densidad de poblacién”.
Ademds es una de las pocas ecuaciones en donde su solucién analitica es conocida. La

discretizaciéon 6ptima (obtenida de su solucién) a la ecuacién logistica estd dada por

ekyn
Yn+1 = m (3)

por lo que y, — 1 cuando n — oo para cada condicién inicial en (0,1] y y(¢) — 0 cuando
n — oo si y(0) = 0. En un caso general se desea conocer el comportamiento asintético de
cada ecuacién sin tener que usar su solucién. Para la ecuacion logistica los siguientes dos
modelos habian sido considerados como sus modelos discretos asociados'!

Yn+1 = (1 + )‘)yn(l - yn) Y  Yn+1=Yn eXp()\ - (1 + )‘)yn) (4)

Ahora ya se ha descubierto!® que los modelos en (4) son obtenidos al usar un método
numérico de un solo paso a la ecuacién logistica con un tamafo de paso igual a uno.

Dado que los elementos de la familia unimodal conservan sus propiedades cualitativas®,
usaremos la ecuacién logistica como ecuacién de prueba para mostrar algunos resultados
cuantitativos, los cuales dependeran de cada ecuacién en particular. Cabe notar que los
resultados en general pueden depender de las condiciones iniciales cuando las funciones de
iteracién de las discretizaciones obtenidas no son funciones unimodales. Para dichos casos
se escoge una condicién inicial que no esté cerca de la cuenca de atraccién del punto fijo y
que sus resultados sean validos para cualquier otra condicion inicial.

Métodos de Runge—Kutta

Métodos de Runge-Kutta de s estados de orden p consisten en dado y,—1 como aproxi-
macién a la ecuacién (1) en el tiempo t¢,_1, la aproximacién a y, estd dada por

s
Yn = Yn—1 +hZC]’Fj (5)
7=1

donde F; = f(K;,\) y K; se define como
Ki=yn—1 + hz bij Fj(yn) (6)
i<t

con h como tamano de paso del método. Los coeficientes b;; son los elementos de una matriz
denotada por B, conocida como matriz de estados y los coeficientes c¢; son los elementos
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del vector de estados c; tanto B como c son escogidos para obtener el orden deseado.
La relacién (5) puede escribirse de la forma y, = ¢(yn—1,A) donde al lado derecho se le
conoce como funcion de iteracion. Para érdenes k < 4 se tienen métodos de orden k con k
estados. Para k > 4, métodos de orden k requieren de més de k estados. En nuestro trabajo
usaremos métodos de orden k para k=1, ..., 8, por ejemplo usaremos un método de orden
siete con 9 estados y un método de orden ocho con 11 estados. Los métodos particulares
que usaremos han sido escogidos por sus propiedades asintéticas y ademds los de menor
orden se escogieron por su popularidad. En el apéndice mostramos cuales métodos fueron
usados, dando solamente como datos las matrices y vectores de estados B y c.

Ejemplo 2 El método RK de orden uno (denotado por RK1), conocido como método de
Euler, aplicado a la ecuacién logistica tiene como expresion

Yn = Yn-1+ hA\Yn—1(1 —ypn—1) n=12,... (7)

Al producto hA lo podemos expresar como un nuevo parametro . Esta propiedad la
conservan todos los métodos de Runge—Kutta aplicados a la ecuacién logistica, por lo que
sin pérdida de generalidad podemos suponer que h = 1. Con la ecuacién en diferencias (7)
aproximaremos a la solucion asintdtica de la ecuacion logistica.
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Figura 1. Diagrama de bifurcacién para la ecuacién logistica

El diagrama visual que se tiene en la Figura 1 es conocido como diagrama de bifurcacion,
en el cual se grafica la solucién asintética contra el parametro A. La aproximacién asintética
se obtiene desechando, para cada valor de A, cierto nimero de iteraciones (estados transi-
torios) y finalmente se despliegan en el grafico un ntimero limitado de puntos que definen
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a un conjunto limite conocido como atractor. La cota de desecho depende de cada funcién
de iteracion, en el caso de la ecuacion logistica tomamos 1000 iteraciones, en algunos otras
ecuaciones se tienen que tomar hasta diez veces méas puntos. Existen familias de ecuaciones
llamadas familias de convergencia lenta, las cuales requieren de hasta 100 000 iteraciones
en la vecindad de puntos de bifurcacién'?. La condicién inicial usada fue de 0,5 y se ob-
servé un comportamiento asintético correcto de (7) hasta el valor del parametro A = 2,0.
Este valor de A es muy importante porque nos esté delimitando no sélo el comportamiento
asintotico correcto para la ecuacién en diferencias, sino que también a partir de este punto
surge la primera bifurcacién (el punto de equilibrio x(t) = 1 pierde su estabilidad). Las
aproximaciones se empiezan a bifurcar en dos ramas (punto periédico de periodo dos), des-
pués en cuatro, en ocho, dieciséis, ...,2™ ... etc. hasta llegar a un punto de acumulacién
en A\ &~ 2.7 (punto caético). En A = 3 (punto de crisis) el punto de equilibrio z(t) = 0
se intercepta con el atractor cadtico produciendo la desaparicidn del atractor. A partir de
este valor de A las aproximaciones tienden a decaer a menos infinito. Las soluciones de (7)
dadas después de la primer bifurcacién son soluciones asintdticas artificiales.

Definiciéon 2 Un valor éptimo para un método numérico aplicado a una ecuacién de la
forma (1) es el méximo valor del pardmetro para el cual la solucién asintdtica es exacta.

Para el método RK1 aplicado a la ecuacion logistica su valor 6ptimo es igual a dos. Con
este resultado surge una pregunta bastante obvia. Usando métodos RK de mayor orden
se obtendran mejores valores éptimos? Para responder esta pregunta haremos el mismo
analisis con los MERKS de mayor orden descritos en el apéndice.

DISCRETIZACIONES DE ECUACIONES ViA MERKS

El principal esfuerzo computacional que realiza un método de Runge-Kutta es la evaluaciéon
de las funciones. Butcher! establecié la relacién existente entre el error de truncamiento
local y las evaluaciones por paso del método. En consecuencia de esta relacién, existe un
antagonismo entre la precision y el costo computacional en las evaluaciones de la funcién.
Es por esta razén que un método de Runge-Kutta de orden cuarto es muy bueno, cua-
tro evaluaciones de funciéon por paso y un error de truncamiento local de orden cuarto,
es decir con un ligero costo computacional y un tamano de paso no tan pequeno se ob-
tienen resultados satisfactorios. Por otro lado, el método RK1 no tiene un costo elevado
computacionalmente, sin embargo necesita un tamafno de paso pequeno para dar resultados
aceptables. La relacién de ser un mejor método de acuerdo al orden (con un tamano de paso
fijo) para los métodos RK’s no se preserva en el estudio asintético, lo cual lo comprobaremos
a continuacién.

Al aplicar los métodos MERKS a ecuaciones diferenciales unimodales, el primer punto
a observar es que las versiones discretas de estas ecuaciones no preservan la propiedad de
unimodalidad, sélo el método RK1 la mantiene. Los diagramas de bifurcacién obtenidos
presentan diferentes caracteristicas dependiendo de la ecuacién bajo estudio. Se obtiene
en algunos casos la existencia de soluciones artificiales mucho antes de las previstas por su
linearizacion®, no en todos los casos se tiene la doble periodicidad seguida de caos como en
el ejemplo 1, el atractor en algunos casos es un conjunto disconexo, se obtuvo en casos muy
excepcionales el fendmeno de reversibilidad, no todos los casos fueron cadticos, etc.

El minimo valor éptimo (Tabla I) al aplicar los MERKS a la ecuacién logistica fue de
A = 2,0, el cual correspondié a los métodos RK1 y RK2, lo cual parece razonable, pues
se trata de los métodos de menor orden. El valor de A = 2 se debe a que es el valor de A
donde el punto de equilibrio pierde su estabilidad para ambos métodos. El maximo valor
optimo, A = 3,3, correspondié al método RKS5, lo cual puede parecer sorprendente, ya que
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Método | Valor éptimo
RK-1 2,0
RK-2 2,0
RK-3 2,5
RK-4 2,7
RK-5 3,3
RK-6 2,4
RK-7 2,15
RK-8 2,9

Tabla I. Valores 6ptimos de la ecuacién logistica

mejord a algunos métodos de orden mayor. Cabe aclarar que el método RK5 fue escogido
dentro de los mejores del mismo orden, ya que existen métodos dentro de esta familia que
no mejoran al método RK4.

De lo anterior surge el siguiente problema:

Problema Dada una coleccién finita de métodos ntimericos encontrar una buena dis-
cretizacion, en el sentido que el rango de validez de las soluciones asintéticas sea lo mayor
posible.

Proponemos una solucién como sigue:

Solucién Sea C la familia de funciones continuas de R a [0,1] y sea { f; }/¥., una coleccién
de funciones de iteraciéon obtenida por discretizaciones de una ecuacién diferencial dada.
Escoger 8; € C para i = 1,...,N con la propiedad que Zf\il Bi(\) = 1 y asociemos la
discretizacién dada por

N
YUnt1 = Y Bi(N) filyn, ) (8)
=1

En este trabajo se usa a la familia de métodos dada por los MERKS, y la familia de
funciones (3 son funciones constantes en el intervalo [0,1]. Falta por encontrar condiciones
sobre las funciones 3 para poder encontrar un algoritmo eficiente y préactico para encontrar
la discretizaciéon 6ptima.

COMBINACIONES DE DOS METODOS

Anteriormente se mostré la finitud del rango de validez de los métodos RK’s, a los que
llamaremos métodos puros. Ahora se busca mejorar los resultados de esos métodos y para
lograr este propdsito usaremos discretizaciones dadas por combinaciones lineales convezras
de los métodos puros. Tomando este tipo de combinaciones de los métodos puros se garan-
tiza que el peor escenario que se tendra es obtener el mismo rango de validez que se obtiene
al usar los métodos puros por separado; pero en un mejor escenario se puede esperar una ex-
tensién en el rango. ;Cuantos métodos combinar?, ;qué métodos? y jqué porcentaje tomar
de cada uno de los métodos para lograr la combinacién 6ptima? Comenzaremos primero
por tomar sélo dos métodos en cada combinacién y realizaremos un estudio detallado de
todas las posibles combinaciones de dos métodos, ya que los costos computacionales no son
significativamente elevados.
El nuevo método con dos combinaciones estd dado por

Yn = Bfi(yn—1,A) + (1 = B) fi(yn-1,A) 9)

donde f; y f;j (con i < j) son las dos funciones de iteracién correspondientes a los métodos
elegidos. Geométricamente, la nueva funcién de iteracién tiene como grafica una curva que
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estd a distancia constante 3 de la gréfica de f; y a distancia 1 — 3 de la de f;. La ecuacién
(9) se puede escribir como

Yn = @bij(yn—la)\aﬁ) (10)

la cual depende de los métodos puros RKi, RKj y de un nuevo parametro, 3, que es el
factor de peso o porcentaje de los métodos seleccionados.

6.5 T T T T T T
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Figura 2. Curvas de valores éptimos para varias condiciones iniciales

En el caso de dos combinaciones se obtiene una curva de valores 6ptimos parametri-
zada por (. Esta curva en general no es una curva suave aunque se obtiene de la unién
de dos curvas suaves, las cuales determinan la estabilidad global del punto de equilibrio
de la ecuacién unimodal. En general esta curva difiere de la obtenida al elaborar estudio
de estabilidad local lineal del método (10). Sélo para las combinaciones con métodos de
bajo orden (< 3) se tiene coincidencia. En la Figura 2 se muestran las curvas éptimas
para la combinacién de los métodos RK1 y RK2 para diferentes condiciones iniciales (yo =
0,2;0,5;0,8;0,9;0,95). Notemos que existe una regién ( 5 € (0,3;0,7)) donde las curvas
optimas dependen de la condicion inicial. En esta regién la funciéon de iteraciéonno da
origen a un sistema dindmico discreto unimodal. Es por esto que se la condicién inicial
igual a yo = 0,5 en la ecuacién logistica para garantizar que los valores éptimos den una
aproximacion correcta independientemente de la condicién inicial.

El método RK1 tiene una propiedad interesante, al combinarlo con los deméas métodos
puros (excepto el RK3) siempre se obtienen mejores resultados. Esta propiedad no la tiene
ninguno de los restantes métodos puros, lo cual reafirma una conjetura que establece que
el método éptimo debe de ser de primer orden. Un resultado sorprendente es que la mejor
estrategia con dos combinaciones consiste en combinar a los dos métodos de més bajo orden
(el RK1 y el RK2). Reduciendo de esta manera el costo computacional a tres evaluaciones
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de la funcién por paso. El peso de cada método depende de la ecuacion bajo estudio.

Para el caso de la ecuacién logistica, un estudio de estabilidad local manifiesta el hecho
de que es posible extender el rango de validez de las soluciones asintéticas. Mas aun, las
funciones de iteracion tienden a acercarse mejor a la discretizacién 6ptima dada por (3), por
lo cual esperamos obtener buenos resultados. Del total de las 28 combinaciones posibles,
12 casos presentan mejores resultados que al usar los métodos por separado. Se tomaron
en cada caso valores de  en una malla con refinamiento no equidistante de cien puntos.
En algunos casos el avance porcentual en la extension del rango es significativo. En la
Figura 3 mostramos un diagrama de bifurcacién de una combinacién de los métodos RK3 y
RK4 usando 8 = 0,5. La extension del rango de validez para las diferentes combinaciones
comprende un rango desde el 3 % hasta el 155 %.

1.2 T T T
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Figura 3. Diagrama de bifurcacién para la ecuacién logistica usando )34

Realmente son halagadores estos resultados. Sin embargo, la meta en el caso de dos
combinaciones es mejorar el rango del método puro RK5. En este sentido, el caso 112 con
B = 0,734694 es la mejor combinacién con una ganancia del 54 % y un gasto de sélo tres
evaluaciones de la funcién por paso. Recordar que el método RK5 tenia un costo de seis
evaluaciones de la funcién por paso. La combinacion 114 con 3 = 0,510204 proporciona un
21 % de ganancia con cinco evaluaciones por paso. Y la combinacién 115 con 31 = 0, 122449
proporciona un 6 % de ganancia con un costo de siete evaluaciones de la funcién. Para el
caso P14 la curvas de valores 6ptimos y la dada por la linealizacion local difieren totalmente.
Los resultados obtenidos para la ecuacién logistica se encuentran detallados en la Tabla II.
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1;; | Valor 6ptimo I5]

Y12 5,1 0,734694
Y13 2,5 0,000000
Y14 4,0 0,510204
V15 3,5 0,122449
Y16 3,3 0,428571
Y17 2,5 0,367347
Y18 3,1 0,204082
a3 2,9 0,204082
P24 2,7 0,000000
V25 3,3 0,000000
26 2,4 0,000000
oz 2,1 0,000000
s 2,9 0,000000
V34 3,1 0,510204
V35 3,3 0,000000
V36 3,3 0,612245
V37 2,5 0,7955918
P38 3,0 0,142857
Va5 3,3 0,000000
Va6 2,7 0,877551
Va7 2,7 1,000000
ag 29 0,000000
V56 3,3 1,000000
VY57 3,3 1,000000
V58 3,3 1,000000
Yo7 2,4 0,959184
(0 3,0 0,224490
s 2,9 0,000000

Tabla II. Dos combinaciones para la ecuacién logistica

COMBINACIONES DE TRES O MAS METODOS

Se ha logrando un significativo avance en el objetivo planteado. La idea ahora es aumentar
el nimero de combinaciones lineales. La simulacién numérica que es efectuada con las
discretizaciones de tres o mas métodos, tiene el inconveniente del costo computacional. Mas
aun, al aumentar el niimero de combinaciones, el niimero de casos por estudiar aumenta de
manera considerable. También se tiene un incremento en la dimensién del lugar geométrico
dado por los valores éptimos. Es decir, ahora se tiene una hipersuperficie de valores 6ptimos
para cada caso, la cual ya no es facil de estudiar analiticamente ni numéricamente. Por
ejemplo, con tres combinaciones se tienen 56 casos de estudio y para cada caso el conjunto
de valores 6ptimos forma una superficie en el espacio tridimensional.

Una mejor estrategia es usar la experiencia obtenida con dos combinaciones, es decir se
espera obtener resultados positivos en las combinaciones dadas por los casos 1125, 9145 ¥
¥155. En el caso de tres combinaciones bastaria con estudiar a sélo trece del total de los
casos. El nuevo método para la combinacion que usa s métodos estd dado ahora por

N
Yt = Vhakaks = O BN frs (s V) (11)
i=1
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Por razones de completes, seran exhibidas todos los casos con tres combinaciones para
la ecuacién logistica. Poniendo atencién en particular a los casos particulares sugeridos.
En la Tabla III mostramos los resultados obtenidos. La mejor extension del rango con tres
combinaciones es dada por la combinacién 6ptima de dos combinaciones mas la participaciéon
del método RK4. En este caso particular la ganancia real que es obtenida es del 1 %,
elevando el costo de las evaluaciones en un 100 % (de tres a seis evaluaciones por paso).
De hecho, esta combinacién es una de las combinaciones sugeridas anteriormente. Para el
caso de cuatro combinaciones no es posible encontrar de manera analitica la hipersuperficie
de valores 6ptimos y la busqueda numérica del vector 5 de pardmetros consume una gran
cantidad en el procesamiento. Por ejemplo, para una malla con nodos equidistantes de
50 x 50 x 50, el tiempo de computo en una Sparc 5 estd en el orden de dias de procesamiento
(50 horas). Se probé la combinacién 1245 y el valor 6ptimo es el mismo valor obtenido
que al usar unicamente tres combinaciones. De hecho, si consideramos la sucesién de
valores éptimos, Sy, (yo), donde n es el nimero de combinaciones y yo es la condicién inicial,

RKijk Valor 6ptimo ,31 ﬁQ

123 5,1 0,734694 | 0,265306
124 5,3 0,734694 | 0,224490
V125 5,1 0,734694 | 0,265306
126 5,1 0,734694 | 0,265306
127 5,1 0,734694 | 0,265306
128 5,1 0,734694 | 0,265306
V134 41 0,530612 | 0,040816
V135 3,5 0,122449 | 0,000000
V136 3,5 0,306122 | 0,265306
V137 2.5 0,000000 | 0,795918
V138 3,1 0,061224 | 0,387755
V145 4.4 0,571429 | 0,306122
V146 4,0 0,510204 | 0,489796
V147 4,0 0,510204 | 0,489796
148 4,0 0,510204 | 0,489796
Y156 3,8 0,367347 | 0,510204
Y157 3,5 0,122449 | 0,877551
D1ss 3,5 0,122449 | 0,877551
Y167 3,3 0,428571 | 0,571429
Y168 3,4 0,591837 | 0,387755
178 3,1 0,204082 | 0,000000
o34 3,1 0,000000 | 0,510204
a3 3,3 0,000000 | 0,000000
Y236 3,3 0,000000 | 0,612245
Va7 2.9 0,204082 | 0,795918
ass 3,0 0,000000 | 0,142857
Y245 3,3 0,000000 | 0,000000
246 2,7 0,000000 | 0,877551
Voa7 2,7 0,000000 | 1,000000
aas 3,0 0,020408 | 0,081633
V256 3,3 0,000000 | 1,000000
Vas7 3,3 0,000000 | 1,000000
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RK;ji, | Valor 6ptimo 051 B

as8 3,3 0,000000 | 1,000000
V67 2,4 0,000000 | 0,959184
V268 3,0 0,000000 | 0,224490
Vors 2,9 0,000000 | 0,000000
V345 3,3 0,000000 | 0,000000
V346 3,4 0,632653 | 0,183673
V347 3,1 0,510204 | 0,489796
V348 3,3 0,591837 | 0,387755
V356 3,3 0,000000 | 1,000000
V357 3,3 0,000000 | 1,000000
V358 3,3 0,000000 | 1,000000
367 3,3 0,612245 | 0,387755
368 3,3 0,612245 | 0,387755
U378 3,0 0,142857 | 0,000000
V56 3,3 0,000000 | 1,000000
Pas7 3,3 0,000000 | 1,000000
V58 3,3 0,000000 | 1,000000
Va7 2,7 0,877551 | 0,122449
Ya6s 3,0 0,000000 | 0,224490
Yyt 2,9 0,000000 | 0,000000
Vs67 3,3 1,000000 | 0,000000
V568 3,3 1,000000 | 0,000000
Yers 3,0 0,224490 | 0,000000

Tabla III. Tres combinaciones para la ecuacién logistica 83 = 1— 32 (continuacién)

observamos que S,,(0,5) = 3,3;5,2;5,3;5,3;..., lo cual parece indicar que la sucesién de
valores 6ptimos converge exponencialemente, lo cual es una conjetura que se intentard
probar en un futuro trabajo.

Es notorio destacar que se aplicaron las combinaciones convexas a otras familias de
ecuaciones como la familia senoidal § = Asin(wy), una familia (no unimodal) cibica § =
Ay(1 —)(0,5 — y) y se obtuvieron los mismos resultados cualitativos que para la ecuacién
logistica, aunque los resultados cuantitativos obviamente fueron diferentes. Para la ecuacién
senoidal se obtiene una ganancia que va del 4 % al 28 % al pasar de una a dos combinaciones.
Para la ecuacién cubica los avances porcentuales van del 2 % al 28 %. Para esta familia se
observa que las combinaciones que usan el método RK3 mejoran de manera significativa su
avance porcentual con respecto de las otras familias.

CONCLUSIONES

1. El método RK1, a pesar de no ser un método muy exacto, al usar combinaciones
produce métodos con bastante precision. De hecho, su presencia hace que el método
resultante sea de primer orden, lo cual apoya la conjetura de que para ecuaciones
unidimensionales el método éptimo debe de ser de primer orden.

2. El uso de combinaciones con métodos de bajo orden brinda excelentes resultados;
mejores que al combinar métodos de alto orden.

3. Al usar combinaciones de N > 6 métodos la hipersuperfice de valores éptimos puede
ser aproximada por medio de variaciones normales de la superficie de valores éptimos
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generada por las combinaciones de los N — 1 métodos que no incluyen al de maximo
orden.

4. La parte central del trabajo no es estimar los valores 6ptimos, sino mas bien elegir los

métodos que brindan combinaciones éptimas, aunque se dieron los detalles numéricos
que uno debe de tomar en cuenta para el estudio de un caso particular.

5. Las soluciones artificiales se pueden detectar facilmente al usar combinaciones de

métodos, ya que su existencia depende exclusivamente del método de discretizacién.

6. En un caso particular se recomienda el uso de una combinacién que use métodos

de orden uno, dos cuatro y cinco. Si esto representa un gasto importante, se puede
prescindir del método de orden quinto.
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APENDICE

Meétodo de Runge—Kutta de primer orden (Método de Euler)

(1)
= (0)

3 o

Método de Runge—Kutta de segundo orden (Método de Euler mejorado)

c = (3 3)
00
B =
1 0
Método de Runge—Kutta de tercer orden
c = & 5 %
0 0 0
B = 3 00
-1 2 0
Meétodo de Runge—Kutta de cuarto orden
— 1 1 1 1
c = (67 3y 3> 6)
0 0 0O
1
5 0 0 0
B = >
0 5 00
0 010
Método de Runge—Kutta de quinto orden
— 13 11 11 2 2
¢ = (00 0 100 80> 70 15)
0 0 0 0 0 O
i 0 0 0 00
0o 2 0 0 00
B =
L 1 =1 g g 0
12 3 12
25 —55 35 15
® 20 ® s 00
3 i1 -1 1 1 g
20 24 8 2 10
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Método de Runge—Kutta de sexto orden

_ 13 11
C_(ma Oa 10°

=
Ol
[\

o
[\

&l
[\

S|
S|

S~—

o 0 0 0 0 00
i 0 0 0 0 00
o 2 0 0 0 00
B=| &5 3+ 3 0 0 00
25 —55 35 15
m = 1w s O 00
3 —11 =1 1 1
3% 20 s 2 1w 00
—261 33 43 118 32 80
260 13 156 39 195 39

Meétodo de Runge—Kutta de sétimo orden

— (L 49 16 49 1
c=(3, 0, 0, 0, 0, 75 3 Ts00 20)

Los elementos diferentes de cero de la matriz B son:

7,1 . 8,—1 _ —216 _21,-5
b21 - 427 b32 21 ) b41 56 b43 - 56 3 b51 16 b53 = 716 > b54 = 716

_ —1687,374 969,210 381 83 84 20 583,—131 _ —2373,501
be1 = 196 ; besz = 28 » bes » bes b = 128 ; brs 128
oy — 4221914 o, 94 . _ 18935 , . _ —623,169 bes _ 435,-81 by = —1437,307
4 = 288 75 s V76 = 576 » 081 = —395 — 56 o+ 084 = 252 »
ber — —2028.-1468 , _ —214 . 384,80 Do _ 579,131  bog —791,167 bou _ 8099,—1765
85 — 7497 » 086 = 736 » V87 = ~R33 > 24 ] 08
bor — —1976.784 707 po — 16080 p o _ 497
95 = T 459 Y96 = g Y97 = 153 Y98 = iy -

Método de Runge—Kutta de octavo orden

(1 49 16 49 1
c=(g, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 15 3 71800 30)

Los elementos diferentes de cero de la matriz B son:

1 1 1 1 —7,-3 _ 215 111 _ 184
bor = 5, b31 = 7, b3a = 7, bar = 7, bas = —gg—, bag = 7, bs1 = =47, bs3s = G5,
21,1 5.1 9.1 _ —23114 63T 101 —432,92
bsa = 325, be1 = Jg» bes = 35, bea = —55—> bes = ~g5—» b1 = , bis = =538,
633,145 ~504.115 63,—13 1 14,-3 _ 13,-3 1
b7y = 90 , brs = , brg = 35 , bg1 = 14> bss = 126 , bsg = 63 7b8,7_§7
1 91,-21 , 11 _ —385,-75 _ 6313 1 1 _ 733147
bor = 35, bos = =5 boe 73, bo7 = —qi5—> bas = T35, b10,1 = 17, D105, D106 = —555
515,111 —51,—11 132, ~18,28 _ —273,-53
b10,7 = 7504 > bio ;b 245 » b 1,5 = a5 bll,? = 72 )
bis = 2082 py o= B3 g 49T
1,8 = 11,9 = = b0 = g

Tanto en Runge—Kutta de sétimo y octavo érdenes %’b es la forma estandar para % V21



