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Resumen En este trabajo se obtienen y analizan los
campos de las funciones vorticidad tangencial (), cir-
culacién (I') y corriente meridional (¥), que se generan
en el interior de un cilindro cerrado que tiene el fondo
giratorio y la tapa superior y envolvente sin movimien-
to. Los resultados se presentan mediante gréaficas en las
que se comparan dichas funciones, para un ntmero de
Reynolds de 3 x 10* y para un factor de forma (al-
to/radio) del recipiente de 0.5, 1.0 y 2.0. Se encontrd,
al comparar el sistema con relacion geométrica 2 respec-
to al de 1, que la funcién corriente disminuye 29.63 %;
que la circulacién permanece constante y que la vorti-
cidad se reduce un 65.91 %. Por otro lado, al comparar
el sistema con relacion geométrica 0.5 respecto al de
1, se encontré que la funcién corriente aumenta 1.4 ve-
ces, que la circulacién se increment6 3.45 veces y que
la vorticidad aument6 0.7 veces. Los resultados anterio-
res dan una idea del comportamiento de las funciones
corriente, circulacion y vorticidad tangencial para las
relaciones geométricas antes mencionadas, pero se re-
quiere de un mayor andlisis para poder utilizar estos
resultados al caso particular de mezclado o de alguna
otra aplicacién practica de ingenieria.
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Summary The tangential vorticity function, circula-
tion and meridian stream that form in a closed rota-
ting cylinder are analyzed. The cylinder has a rotating
bottom whereas the lateral surface and the top are fi-
xed. The results are presented as graphs that compare
the mentioned functions for different aspect ratios. The
comparing aspect ratios are: 0.5, 1.0 and 2.0. In compa-
ring the 2.0 aspect ratio versus the 1.0 aspect ratio; it
is found that the stream function diminished a 29.63 %,
whereas the circulation does not change and the vorti-
city decreases 65.91%. On the other hand comparison
of the cylinder with aspect ratio 0.5 against the one with
aspect ratio 1; gives that the stream function increases
1.4 times; that the circulation increases 3.45 times and
the vorticity increases 0.7 times. The analysis was made
for a 3 x 10* Reynolds number. The mentioned results
give an indication of the influence of the aspect ratio as
to the motion inside the cylinder. Further investigation
is required in order to apply the results to particular
conditions of mixing or another practical application.

1. Introduccién

El flujo rotatorio confinado en un cilindro vertical,
que es generado por un impulsor radial, es importan-
te por las aplicaciones practicas que tiene en el campo
de la ingenieria y por el andlisis tedrico que presenta
al resolver sus ecuaciones rectoras. Entre las aplicacio-
nes précticas se puede mencionar el flujo en maquinaria
centrifuga, cdmaras de mezclado, equipo para plantas
de tratamiento de agua, etc. Las expresiones matemati-



180

A. Lizardi R. et al.

cas que describen el comportamiento dinamico del flujo
rotatorio parten de las ecuaciones de Navier-Stokes en
coordenadas polares cilindricas. La no linealidad y el
acoplamiento de sus términos hacen que su solucién sea
compleja. Por ello la simulacién numérica, al paso del
tiempo, se ha desarrollado ampliamente.

Hsien-Ping Pao [1] propuso un método numérico pa-
ra estudiar un fluido viscoso incompresible confinado en
una camara cilindrica donde la tapa superior estd ro-
tando a una velocidad angular constante y las paredes
y fondo del recipiente permanecen fijos. Se analiza la
funcién corriente y circulacion, la distribucién de velo-
cidades y el coeficiente de par para un rango del nimero
de Reynolds de 1 a 400. Berteld y Gori [2] presentaron
un método numeérico que permite resolver el flujo es-
table y transitorio de un fluido dentro de una cdmara
cilindrica con la cubierta rotando. En el estudio se ana-
lizan las componentes de velocidad, lineas de corriente
y coeficiente de torque para un nimero de Reynolds de
100 y 1000, y para una relacién geométrica de 0.5, 1
y 2. Lang et al. [3] estudiaron numéricamente el flujo
laminar estable en un cilindro fijo con un disco rotan-
do en la tapa superior. El trabajo resalta el analisis del
coeficiente de torque y de los flujos volumétricos prima-
rio y secundario para un rango del nimero de Reynolds
de 1 a 10° y para una relacién geométrica de 0.02 a 3.

El objetivo de este trabajo es analizar las funciones
corriente meridional (¥), circulacién (I') y vorticidad
tangencial () que se generan en el interior de un cilin-
dro cerrado que tiene el fondo giratorio y la tapa su-
perior y envolvente sin movimiento. Los resultados se
presentan mediante graficas en las que se comparan di-
chas funciones, para un niimero de Reynolds de 3 x 10*
y para un factor de forma (alto/radio) del recipiente de
0.5, 1.0 y 2.0.

2. Planteamiento del problema

El modelo fisico consiste en un recipiente cilindrico
vertical de altura H y radio E, el cual contiene un fluido
newtoniano, viscoso e incompresible (Figura 1).

En el fondo del depdsito se encuentra un impulsor
radial que genera el movimiento del fluido y que gira a
una velocidad angular constante. En la parte superior
del sistema se tiene la condicién de frontera cerrada a
la atmésfera y se analizan tres factores de forma (H/E)
para el recipiente: 0.5, 1.0 y 2.0.

3. Modelo matematico

El modelo matematico que describe el flujo axisi-
métrico de un fluido viscoso, incompresible, en esta-

do permanente, que gira en el interior de un depdsi-
to cilindrico, se expresa a través de las ecuaciones de
Navier-Stokes en coordenadas polares cilindricas (R, @, Z)
[4]
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En este sistema de ecuaciones dimensionales las in-
cognitas son las tres componentes de velocidad (U, V, W)
y la presién (P). Pero se enfrenta el problema de que
la presién en cualquier punto del fluido depende de las
componentes de velocidad. Para salvar esta dificultad,
reduciendo el término de la presién, se hace una trans-
formacion de las ecuaciones de continuidad y cantidad
de movimiento en funcién de la vorticidad (¢), circu-
lacién () y funcién corriente meridional (¢). Una vez
hecha la transformacién de las ecuaciones, éstas se adi-
mensionalizan, discretizan y resuelven. La forma adi-
mensional resultante es [1]
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Los parametros que relacionan las variables adimen-
sionales (r,z,u,v,w, ¥, I', £) con las dimensionales
(R, Z, U, V,W, 1, 7, <) estdn definidos en las ecs.(8)
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Figura 1. Modelo fisico del sistema a analizar para un factor geométrico (H/E) de: a) 0.5, b) 1.0, ¢) 2.0
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donde E es el radio del depdsito, {2 es la velocidad an-
gular del impulsor y Re es el nimero de Reynolds de-
finido para este sistema. Las ecuaciones de transporte
de la circulacién (5) y de la vorticidad tangencial (6)
son ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden
no lineales de tipo parabdlico. La ecuacion de Poisson
para la funcién corriente meridional (7) es una ecuacién
diferencial parcial de segundo orden de tipo eliptico5.
Las condiciones de frontera para el caso de superficie
rigida [6], son
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4. Soluciéon numérica

Para resolver las ecuaciones de movimiento que ri-
gen en el interior del sistema (5), (6) y (7), junto con las
condiciones de frontera (10), es necesario trasformarlas
a un espacio discreto, el cual es el espacio manejado
por las computadoras. En el método numérico se aplica
un esquema de diferencias finitas para reemplazar las
ecuaciones diferenciales parciales por expresiones alge-
braicas aproximadas, que se obtienen de un desarrollo
truncado de la serie de Taylor. La aproximacién em-
pleada en el método numérico para las ecuaciones que
rigen en el sistema estudiado y las fronteras del mismo
son de segundo y cuarto orden, respectivamente. En la
Figura 1 se representa la malla en el plano meridional
continuo (r,z) para el flujo axisimétrico considerado.

Asi, las ecuaciones en diferencias finitas que rigen el
movimiento del fluido en el interior del sistema son [7,8]
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Para obtener los campos de las funciones corriente
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(€) se generd un programa de cémputo en lenguaje de
programaciéon C++. Dicho programa realiza el mallado
del sistema, aplica las ecuaciones (11), (12) y (13) a
cada nodo interno del sistema y las ecuaciones (10),
previamente discretizadas, a cada nodo ubicado en la
frontera del mismo. Posteriormente, por medio de una
subrutina, resuelve el sistema de ecuaciones en forma
iterativa hasta encontrar la convergencia. El criterio de
convergencia utilizado es del tipo de error relativo, de
la forma

v e W] (e (14)

max |: o

El orden de precision de €, en este trabajo, fue de 0.0001.

5. Resultados y discusién

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones (11), (12),
(13) junto con las condiciones de frontera (10), a través
del software disenado, se hicieron corridas para un nime-
ro de Reynolds de 3 x 10%. Los resultados de las funcio-
nes corriente meridional (¥), circulacién (I') y vortici-
dad tangencial (£), para un factor de forma (H/E) de
1, 2 y 0.5, se muestran en las Figuras 2 a 10.

En la Figura 2, recipiente con relacién geométrica
1, se observa que el valor de la funcién corriente me-
ridional va disminuyendo de intensidad conforme se va
alejando de su ntcleo, el cual se encuentra ubicado en
la parte inferior derecha del sistema. El valor méximo
que toma la funcién corriente es de 1,37 x 1078, El cam-
po de la funcién corriente muestra que lejos del nicleo
el flujo volumétrico va disminuyendo, haciéndose pre-
sente la condicién de frontera de gasto cero en las pa-
redes del depdsito, eje de rotacién y superficie rigida.
El comportamiento para el sistema con factor de forma
2 (Figura 5) es parecido aunque sus valores numéri-
cos son menores. Para este caso el valor maximo es de
9,64 x 1079, Esta disminucién es consecuencia del in-
cremento de la frontera rigida en el sistema, lo cual
ocasiona mayor friccién y menor gasto. Finalmente, el
recipiente con relacién geométrica 0.5, (Figura 8) mues-
tra un comportamiento parecido a los dos anteriores
pero con valores distintos. En este caso el valor maxi-
mo es de 3,3 x 1078, El incremento de su magnitud es
consecuencia del aumento de la frontera en movimien-
to, es decir, al incrementar el tamano del disco el gasto
de fluido se ve favorecido. Haciendo una comparacién
entre el sistema con relacién geométrica 2 respecto al
de 1, se encontré que la funcién corriente disminuy6 un
29.63 %, y al comparar el sistema con relacién geométri-
ca 0.5 respecto al de 1 se encontré que dicha funcién
aumento 1.4 veces.
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Figura 2. Funcién corriente meridional (¥) para
Re=3 x 10* y factor de forma 1
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Figura 3. Funcién circulacién (I') para Re=3 x 10% y
factor de forma 1

En la Figura 3, recipiente con relacién geométrica 1,
se observa que la circulacién se genera en la frontera en
movimiento. Su magnitud maxima es de 7,36 x 107° y
va disminuyendo a partir del disco impulsor. La inten-
sidad del vortice tiene una tendencia a disminuir al di-
rigirse hacia la frontera con superficie rigida y pared del
depdsito. Este efecto es similar a lo que se observa cuan-
do un disco gira en un medio infinito con una velocidad
angular constante alrededor de un eje perpendicular al
plano. En este caso, por efecto del rozamiento, el fluido
en contacto con la superficie del disco es arrastrado y, a
consecuencia de la fuerza centrifuga, es impulsado ha-
cia fuera. Con esto nuevas particulas se acercan al disco
a lo largo del eje y son aceleradas también hacia fuera.
El comportamiento para el sistema con factor de forma
2 (Figura 6) es parecido y sus valores numéricos son
iguales. Lo anterior obedece a que la fuerza del vorti-
ce depende de la velocidad angular y radio del disco,
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Figura 4. Funcién vorticidad tangencial (£) para
Re=3 x 10* y factor de forma 1
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Figura 5. Funcién corriente meridional (¥) para
Re=3 x 10* y factor de forma 2

que en este caso son iguales. Finalmente, el recipien-
te con relacién geométrica 0.5 (Figura 9) muestra un
comportamiento parecido a los dos anteriores pero con
valores distintos. En este caso el valor maximo es de
3,28 x 107, El incremento de su magnitud es conse-
cuencia del aumento de la frontera en movimiento, es
decir, al incrementar el tamano del disco la intensidad
del vortice se ve favorecida. Haciendo una comparacién
entre el sistema con relacién geométrica 2 respecto al
de 1, se encontré que la funcién circulacién permane-
cié constante, y al comparar el sistema con relacién
geométrica 0.5 respecto al de 1, se encontré que dicha
funcién se incrementé 3.45 veces.
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Figura 6. Funcién circulacién (I') para Re=3 x 10% y
factor de forma 2
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Figura 7. Funcién vorticidad tangencial (£) para

Re=3 x 10* y factor de forma 2

En la Figura 4, recipiente con relaciéon geométri-
ca 1, se observa que la vorticidad tangencial forma un
nucleo en la parte central inferior del sistema. Su mag-
nitud maxima es de -0.193 y va decreciendo conforme
se acerca a la frontera con superficie rigida y eje del
cilindro. En este caso se observa que la intensidad de la
rotacién del fluido es mayor en las cercanias del disco
impulsor. El signo negativo indica que la rotacién del
flujo es en sentido horario y es uniforme en todo el sis-
tema. El comportamiento para el depésito con factor
de forma 2 (Figura 7) es parecido aunque sus valores
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Figura 10. Funcién vorticidad tangencial (£) para
Re=3 x 10* y factor de forma 0.5

numéricos son menores. Para este caso el valor méaxi-
mo es de -0.0658. Esta disminucién es consecuencia del
incremento de la frontera rigida en el sistema, lo cual
ocasiona mayor fricciéon y menor intensidad en la rota-
cién. Finalmente, el recipiente con relacién geométrica
0.5 (Figura 10) muestra un comportamiento parecido
a los dos anteriores pero con valores distintos. En este
caso el valor maximo es de -0.331. El incremento de su
magnitud es consecuencia del aumento de la frontera
en movimiento, es decir, al incrementar el tamano del
disco la intensidad de la rotacién del fluido se ve favo-
recida. Haciendo una comparacién entre el sistema con
relacion geométrica 2 respecto al de 1, se encontré que
la funcién vorticidad se redujo un 65.91 %, y al compa-
rar el sistema con relacién geométrica 0.5 respecto al
de 1, se encontré que dicha funcién tuvo un aumento
de 0.7 veces.

6. Conclusiones

El propésito de este trabajo ha sido estudiar el com-
portamiento de las funciones corriente meridional (¥),
circulacién (I') y vorticidad tangencial (§) que se ge-
neran en el interior de un cilindro cerrado que tiene
el fondo giratorio y la tapa superior y envolvente sin
movimiento. El estudio consistié en modelar y resol-
ver en forma numeérica las ecuaciones de Navier-Stokes
en coordenadas polares cilindricas para un fluido vis-
coso e incompresible de propiedades fisicas constantes.
Los resultados se presentaron mediante gréficas en las
que se compararon dichas funciones, para un ndmero
de Reynolds de 3 x 10* y para un factor de forma (al-
to/radio) del recipiente de 0.5, 1.0 y 2.0. Los resultados
mostraron que el valor de la funcién corriente (¥) es
dependiente del radio y de la altura del depdsito, pues
al aumentar el tamano del impulsor su magnitud se vio
favorecida y al incrementar la altura del recipiente su
valor disminuyé. En cambio, el valor de la funcién cir-
culacién (I') fue dependiente solamente del radio, pues
al aumentar el tamano del impulsor su valor se incre-
menté y al aumentar la altura del recipiente su valor
se mantuvo constante. La vorticidad tangencial (£), al
igual que la funcién corriente, es dependiente del radio
y de la altura del depésito, pues al aumentar el tamano
del impulsor su magnitud se vio favorecida y al incre-
mentar la altura del recipiente su valor disminuyé. Ha-
ciendo una comparacion entre el sistema con relaciéon
geométrica 2 respecto al de 1, se encontré que la fun-
cién corriente disminuyé un 29.63 %; que la circulacién
permanecié constante y que la vorticidad se redujo un
65.91 %. Por otro lado, al comparar el sistema con rela-
cién geométrica 0.5 respecto al de 1, se encontrd que la
funcién corriente aumenté 1.4 veces, que la circulaciéon
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