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1 INTRODUCCION

Normalmente, en la solucion de problemas dinamicos, es necesatrio
utilizar alguna forma de amortiguamiento en la respuesta estructural.
Generalmente se incorpora directamente un término de
amortiguamiento, que depende de las velocidades, en la ecuacion de
equilibrio  dindmico!2. Para ello, se define una matriz de
amortiguamiento estructural, la cual resulta bastante dificil de estimar.
Una forma muy utilizada para esta matriz es la propuesta por Rayleigh!-2.
Definido ya el amortiguamiento, el problema se resuelve como un
problema elastico lineal, situacion contradictoria debido a que se esta
tratando un fendémeno disipativo.

Una alternativa valida y con mayor fundamento para contemplar el
amortiguamiento estructural es utilizar modelos constitutivos
viscoelasticos en los que la tension dependa en alguna forma de la
velocidad de deformacién3. De este modo, el término de
amortiguamiento estructural surge directamente en la ecuacion de
equilibrio dinamico, donde las propiedades de los materiales pueden
determinarse a través de simples ensayos de laboratorio.
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2 MODELO CONSTITUTIVO VISCOELASTICO

Una forma simple de formular modelos constitutivos viscoelasticos es a
través de analogias con sistemas resorte amortiguador’. Existen
basicamente dos familias de modelos de este tipo: Kelvin y Maxwell. Ver
Fig.1.

En la Fig.1 se han representado las curvas de deformacion diferida y
relajacion  correspondientes a los modelos de Kelvin y Maxwell
respectivamente. Combinando estos modelos simples se pueden obtener
comportamientos mas complejos.
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Figura 1. Representacion esquemdtica del modelo de Kelvin y de Maxwell.
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2.1 Expresiones generales

En general, en cualquiera de estos modelos se llega a expresiones del
tipo*:

e(r) = J‘J(t—s)%ds (1)

donde la funcion de deformacion diferida J(t) es la respuesta a una tension

0 t<0 ) .
c= | >0 que puede determinarse en laboratorio; 6

o(t) = ’J-R(t - s)@ds )
- ds

donde la funcion de relajacion R(t) es la respuesta a una deformacion

0 t<0
E= { | ¢xgo due puede también determinarse en laboratorio.

2.2 Extension al caso multiaxial

En el caso de modelos reologicos en general, existen dos formas clésicas de
extender las ecuaciones unidimensionales al caso multiaxial:

e Considerando que las funciones de deformacion diferida [(2) y de
relajacion de tensiones R(?) son funciones tensoriales de rango 4+. Para
materiales isotropos, esta forma tensorial es analoga a la del modulo
elastico. Por lo tanto, es posible separarla en dos partes, una
correspondiente a la parte volumétrica y otra correspondiente a la parte
desviadora.

S () =, ()88, +J, (Siijl + 6i16jk)

3)
Ry () = R, (15,8, + R, (8ik6jl +6i16jk)

Esta formulaciéon requiere al menos dos ensayos para determinar
JoyJ oR, YR,
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¢ Definiendo una funcion de deformacion diferida tnica para todas las
direcciones y suponiendo que el modulo de Poisson se preserva. La
expresion para la deformacion diferida extendida al caso multiaxial
puede obtenerse escalando la expresion de la deformacion uniaxial de

ec.(1):
€= (EQ‘I):_;[J(t—s)%ds 4)

Donde E representa el modulo elastico longitudinal en la direccion en

la que se ha determinado la funcién de deformacion. La tension se
calcula entonces como:

o

t
do
C:e=E |J({t-s)—=ds 5
C:e _£( )ds 6)

Obviamente este tipo de enfoque requiere una sola determinacion
experimental de la funcién de deformacion diferida. Esta forma
simplificada se utiliza en lo que sigue del presente trabajo.

2.3 Integracion Numérica

Para la solucion de problemas viscoelasticos, normalmente es necesatio
resolver integrales de convolucion del tipo de las ecuaciones (1) 6 (2). S,
en particular, | o R tienen la propiedad del semigrupo?, es decir, son
funciones que cumplen con la condicién:

fla+b)=f(a)f(b) ©)

se puede evitar la integral de convolucion, ya que la misma se puede
escribir de la siguiente forma:

[£(t, ~9)g)ds = (A1) 1, )+ [£(t, ~)g(s)ds @

n-

En cada paso se utiliza la integral del paso anterior y se integra soélo
durante el intervalo de tiempo actual.

Las funciones exponenciales, que aparecen en los modelos viscoelasticos
basados en analogfas muelle-amortiguador dan como resultado
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funciones de relajacion y deformacion diferida exponenciales que
justamente cumplen con la propiedad del semigrupo. No es este el caso
de los materiales reales, como el hormigon®, en los que las curva de
deformacion diferida tiene otra forma, y si se quiere utilizar esta
propiedad, es necesario admitir una simplificacion.

2.4 Modelo de Kelvin aplicado a problemas de dinamica
estructural

Enlo que sigue se desarrollan en detalle las ecuaciones correspondientes
al modelo de Kelvin por cuanto este es el modelo que se utilizara en los
ejemplos de aplicacion.
Para el modelo de Kelvin de la Fig.1a:

c=06°+c =Ee+n¢

Donde 6 yo' representan la parte elastica e inelastica de la tension

respectivamente, € la deformacion estacionatia (en tiempo infinito), &£
el médulo de Young y 1 la viscosidad. La extension al caso multiaxial

conduce a las siguientes ecuaciones:

c=¢"+gc' =C: §+El§ (8)

2.5 Disipacién

En el modelo de Kelvin generalizado al caso multiaxial, la energia libre’
se puede escribir como:

1
Y=—¢:C:¢ 9
yeikie ©)

A partir de alli se calcula la tasa de disipacion energia por unidad de
volumen como:
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[1]

=c:6-¥=(c-C:g):& (10)

m

y la disipacion total:

E, = tj{ jEdej dt (11)
0\V

3 APLICACION DE LA TEORIA VISCOELASTICA A
PROBLEMAS DINAMICOS

3.1 Ecuaciones de equilibrio dinamico

La ecuacion de equilibrio dinamico se puede obtener a partir del Primer
Principio de la Termodinamica’:

W=0,.,+P, (12)

Donde es la potencia interna, Q el calor propio o potencia

prop
calorica y P, la potencia deformativa. Para problemas mecanicos

isotérmicos, isentropicos y adiabaticos Q,,,, =0. Ademas la potencia

prop
introducida al sistema se puede escribir como:

Pu=ftads+ pbydv= [lu(Z+pb)+o: 21V
S v v 0x ox

(13)
P, = jy.p.QdV + jg:a—YdV
bt ot ;o Ox
P P

cin d
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donde 7 =o.n con n normal saliente a la supertficie de la frontera, b es el

vector de fuerzas masicas, p la densidad, v = % es la velocidad y u el

campo de desplazamientos.
La potencia deformativa resulta entonces:

Py =P,-P,

cin

(14

Donde P, es la potencia introducida al sistema y P,

in la potencia

in
cinética.
La ecuacion (12) se puede escribir entonces como:

[pwar = jg:ﬁdlfzgg.ydw jph.ydv-jpy.@dlf (15)
v ox s v v ot

v

3.2 Formulacion de elementos finitos

En una formulacion de elementos finitos el campo de desplazamientos
se interpola como:

u=N.U y e=B.U (16)

Donde los U son desplazamientos nodales, N es la matriz de
funciones de forma y B la matriz de compatibilidad cinematica. La
ecuacion (15) queda entonces :

Uﬂ.p.ﬂde.QJr jg:gdv= 4;.Hds+ Ipl_).EdV
v v N \ (17)

M

Eint —ext

Donde M esla denominada matriz de masa, F;,, representa las fuerzas

internas y F,, las fuerzas externas.

ext
Para el caso especial del modelo viscoelastico de Kelvin (ec.(8)), resulta’:
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M.U +K.U + D.U =F

Fuerzasde  Fuerzas Fuerzasde (1 8)
inercia elasticas amortig.
%{—/

Fi
Esta ecuacion tiene la misma forma que la ecuacién de equilibrio
dinamico que se usa en problemas elasticos a los que se les agrega
amortiguamiento estructural 2. La diferencia es que en este caso, la
matriz de amortiguamiento D se obtiene a partir del modelo
constitutivo. La ecuacion (18) obtenida por esta via tiene una diferencia
conceptual importante con la que se utiliza tradicionalmente en
problemas de dinamica, pues se trata de una ecuacioén de equilibrio no

lineal.

3.3 Algoritmos de soluciéon

Para un problema dinamico viscoelastico la ecuacion de equilibrio
discreta, en el espacio, a resolver es la siguiente:

M .U(t)+F,,(U,U)-F,, (U)=R() (19)

Esta ecuacion se puede resolver por el método de Newton Raphson,
para ello se aproxima el residuo en el intervalo ¢ + At en la iteracion £+7
como:

RUS\) =RUL N+JUE U, -US ) (20)

Haciendo:
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RUS)=0 @1)

K+l k k 1 k
Qt-:rAt =Un — [l(gmm)} R(WU,.p) (22)
Donde el Jacobiano se calcula como:

J OF, OF, oU oF
l(g) — Ma_g + —int + —int . a_g _ =—ext — 6_@ (23)
oU oU  ; oU  oU  dU

4 COMPARACION ENTRE AMORTIGUAMIENTO
ESTRUCTURAL Y AMORTIGUAMIENTO MATE-
RIAL

4.1 Matriz de amortiguamiento

Cuando se usa la férmula de Rayleigh, la matriz de amortiguamiento se
calcula como:

Dy =oM +BK (24)
Fsta forma coincide con la obtenida con el modelo de Kelvin si se toma:

a=0y B=% (25)

4.2 Conclusiones sobre los desplazamientos

Definiendo la matriz de amortiguamiento segun ecuaciones (24) y (25),
las ecuaciones de equilibrio dinamico obtenidas con amortiguamiento
estructural y con amortiguamiento material resultan idénticas. De ello se
desprende que las soluciones en desplazamientos, deformaciones,
velocidades y aceleraciones coinciden
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4.3 Conclusiones sobre las tensiones

Como los modelos constitutivos utilizados son distintos, uno es elastico
y el otro viscoelastico, las tensiones resultan distintas:

C:e para el modelo elastico

(26)

27 c: (g + El g} para el modelo viscoelastico

o

De aqui se puede observar que la diferencia entre las tensiones es mas
grande cuanto mayor es el amortiguamiento.

Por otro lado, esta diferencia cobra importancia cuando se trata de
evaluar la resistencia de la estructura o cuando el material trabaja al limite
de fractura o de plasticidad.

4.4 Disipacion de energia

La ec.(14): P, =P, - P,

cin

que expresa el balance de potencias, puede
verificarse en ambos enfoques. Si se postmultiplica la ecuacion de
equilibrio (17) por U, se obtiene la siguiente expresion:

(M-QJ-Q+ [c:BdVU=F,, .U
\4

27
—int
En el caso viscoelastico:
cin = (M N QJ . Q
P =|[o:BdV|. U=| [(C:e+—-C) :BdV|U=F, .U (8
\% A\ Eo
P = U
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Reemplazando en la ec.(27) se obtiene P, + P, = P, y acomodando

cin

nuevamente sus términos, se llega ala ec.(14), lo cual es obvio porque la
ecuacion de equilibrio ha sido derivada de la ecuacion de potencias.
En el caso de amortiguamiento estructural, la potencia deformativa
contiene solo la parte elastica:

PR = jchV j e:BdV [.U=K.U.U (29)
\'

La igualdad (14) no se cumple sino se agrega un término
correspondiente a la parte disipativa de la potencia deformativa, que es
externa al material:

PR —DUU (30)

cumpliéndose entonces que:

P =P

nt

Pdmp +K (€29
La diferencia fundamental entre la consideracion de un modelo
viscoelastico y la utilizacion de un modelo elastico mas amortiguamiento
estructural se presenta cuando se quiere evaluar la energfa disipada por
una estructura. En el primer caso la energia disipada puede evaluarse a
nivel constitutivo. En el segundo caso, a nivel constitutivo no se disipa
energia ya que el modelo constitutivo es elastico. La energia disipada
debe medirse a nivel estructural. Esto puede interpretarse como que
existe un dispositivo amortiguador externo a la estructura misma
(elastica) donde se disipa la energia.

La energfa disipada en el modelo viscoelastico se calcula a nivel
constitutivo mediante la ec.(11) y resulta:

t
n vy _
Ey H E— :BdV).U.Udt= (32)

Se—-~
lw

En el caso de amortiguamiento estructural la energia disipada puede
obtenerse integrando la potencia disipada a nivel estructural (ec.(30)) y
resulta idéntica.
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5 EJEMPLOS DE APLICACION

5.1 Viga en voladizo

Este ejemplo consiste en una viga en voladizo sometida a un
desplazamiento en su extremo y luego liberada para que oscile
Fig.2. En la misma figura se han representado la
desplazamientos en el tiempo para el caso elastico,

libremente. Ver
variacion de los

viscoelastico con

con P= 0,01 seg. En la Fig.3 se han representado las curvas de variacion
de tension longitudinal maxima en el extremo empotrado para las
mismas situaciones. Puede verse que la respuesta en desplazamientos es

1= T]/ E, ~0,01 seg y amortiguamiento estructural

la misma no asi en tensiones.

8.0E-05 — P=4,25 kN
100 cm
6.0E-05 + N
N ) 30cm
0 30cm D
4.0E-05 + e D 5
W ! e E=2110°MPa
Co o Db v=02
20805 + i ! Pt T p =75 MN/m®

Desplazamiento [cm]

-6.0E-05 - Tiempo [seg]

Sin amortiguamiento

D o —— Amortig. estructural
o i (B=0.01 seg)

Modelo viscoelastico
(1=0.01 seg)
Fig.2 Viga en voladizo - Desplazamientos
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Desplazamientos [cm]

2L

3L

Tensiones[MPa]

0,15 — Tiempo [seg]

Fig.3 Tension maxima en el empotramiento

Tiempo [seg] 30em 0™ E(t)
30cm
\. n £ Rigido =
; D 'L 300cm| |p=111kN/m®

77 E=2,110° MPa

20em [] p=0
20cm
.'T . .- S;,injlamorfiguamiento
—Amort Estruc. (B=0.14 seg)
= Mod. Viscoel. (1=0.14 seg)
Amort. Estruc (B=0.25 seg)

Fig.4 Pértico - Desplazamientes— Mod. Viscoel. (1=0.25 seg)
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5.2 Pértico con dintel rigido y masa concentrada en el mismo

En este ejemplo se analiza el comportamiento del pdrtico de la Fig.4,
sometido a una fuerza F que varia en el tiempo como se indica en la misma figura.
En la misma figura se ha representado la variacion del desplazamiento en el punto
de aplicacion de la carga para el caso no amortiguado, modelo viscoelastico con

1=n/E, =0,l4segyt=0,25seg y amortiguamiento estructural con
B=0,14segyp=0,25seg. Nuevamente puede verse que ambas formas de
considerar el amortiguamiento coinciden en desplazamientos.
500 +
400 +
300 -

200 +

100 -

[MPa]

O,

-100 ~

Tensiones

-200

-300 +

a0+ Mo

o v Y —..—. Sinamort.
Tiempo [seg] —— Amort. Estruc
500 ) "(B=0.14 seg)
Mod. Viscoel. (x = 0.14 seg)

------- Amort. Estruc. (B = 0.25 seg)
— Mod. Viscoel. (tr =0.25 seg)

Fig.5 Tension maxima en el empotramiento

En las Fig.5 se ha representado la variacion de la tension normal maxima
en el empotramiento para el caso no amortiguado, modelo viscoelastico
con t1=n/E, =0,l4seg y 1=0,25seg y amortiguamiento estructural
con B=0,14segyf=0,25seg. Puede notarse que ambas formas dan

resultados diferentes para las tensiones y la diferencia es mayor cuanto
mayor es el amortiguamiento.
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6 CONCLUSIONES

e Tanto la utilizaciéon de un modelo constitutivo viscoelastico de tipo
Kelvin, como la incorporacion de amortiguamiento estructural de tipo
Rayleigh, conducen ala misma ecuacion de equilibrio dinamico, cuando
los parametros son adoptados adecuadamente.

e las soluciones en desplazamientos, velocidades, aceleraciones y
deformaciones son idénticas en ambos enfoques.

e La utlizacién de amortiguamiento estructural conduce a valores
menores de tension que en el caso de utilizacion de un modelo
viscoelastico. La diferencia es mayor cuanto mayor es el
amortiguamiento.

e laenergia disipada cuando se utiliza un modelo viscoelastico, puede
a evaluarse a nivel constitutivo. En el caso de amortiguamiento
estructural la energfa disipada debe evaluarse también a nivel estructural,
como si se tratara de una disipacion en un elemento externo adherido a
la estructura ya que la estructura en si, que es elstica, no puede disipar
energia.

e En resumen, si bien la utilizacion de modelos viscoelasticos
introduce el amortiguamiento en forma fundamentada, es equivalente a
trabajar con modelos de amortiguamiento estructural, salvo el caso en
que se requiera evaluar tensiones o resistencias.
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