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Resumen
Los disipadores de energía son elementos pasivos que se inorporan a edi�ios y a otrasonstruiones que, pueden estar sometidas a aiones dinámias, espeialmente movimientossísmios. Su �nalidad es absorber la mayor parte de la energía introduida en la estruturapor la exitaión, protegiendo de esta manera la estrutura prinipal. Estos dispositivos sonrelativamente ajenos a la estrutura, en el sentido que no partiipan en la resistenia a argasvertiales y, por tanto, son fáilmente reemplazables después de sufrir daños importantes. Seonetan a la estrutura a proteger de forma que uando ésta sufre la aión del terremoto, segeneran deformaiones importantes en los disipadores produiéndose de esta manera la absoriónde energía.En estruturas de edi�aión, los disipadores se oloan en pórtios; habitualmente en barrasde arriostramiento onéntrio entre plantas, (generalmente diagonales o en V invertida) ya que,al produirse desplazamientos relativos entre plantas (� interstory drift �), apareen deformaionesapreiables en estos elementos. Se han propuesto distintos tipos de disipadores para estruturas deedi�aión. Los basados en plasti�aión de metales, onoidos habitualmente omo histerétios,destaan por su senillez, eonomía y robustez; de entre éstos las denominadas barras de pandeorestringido han onoido un notable desarrollo por poseer ventajas relevantes. Básiamente sonbarras onéntrias de arriostramiento, onstituidas por un núleo delgado de aero que serodea de un revestimiento, generalmente de mortero y/o aero. Es de vital importania queexista una interfaz, entre el núleo y el revestimiento, que permita el deslizamiento entre ambospara evitar que parte de las tensiones del núleo se trans�eran al revestimiento. Cuando labarra es traionada o omprimida el núleo se plasti�a, ya que el revestimiento impide supandeo; estos ilos de plasti�aión por traión y ompresión onstituyen los lazos de histéresisa través de los uales se disipa energía. A pesar de la notable experienia, tanto a nivel deinvestigaión omo de apliaiones prátias, que existe sobre las barras de pandeo restringido,aún quedan numerosos interrogantes abiertos. En partiular, no ha sido propuesto ningún modeloiii



iv Resumennumério que simule on exatitud y �abilidad su omportamiento estrutural, ya que, éste esnotablemente omplejo, debido al trabajo onjunto y multiaxial de distintos materiales (aerodel núleo, mortero y aero del revestimiento). Esta ausenia impide omprender a fondo losfenómenos omplejos que sueden durante la operaión de estos elementos, y di�ulta el desarrollode soluiones innovadoras, ya que no es posible onoer on exatitud su omportamientoestrutural. Este trabajo pretende mejorar el onoimiento sobre el omportamiento de estosdispositivos, desarrollando un modelo numério amplio que abra las puertas a futuros desarrollos.El modelo numério desarrollado en este trabajo simula el omportamiento de barras de pandeorestringido formadas por un núleo de aero, una interfaz deslizante y un revestimiento de morteroeventualmente rodeado por una funda exterior de aero.En el modelo numério propuesto, el aero tiene un omportamiento elastoplástio onendureimiento inemátio e isótropo. Para el mortero que le rodea se ha desarrollado un modeloisótropo de daño. La parte de aero del revestimiento (funda) se homogeneiza al mortero. Lainterfaz entre el núleo de aero y el mortero se representa mediante un modelo de ontatode penalizaión, en el ual, el núleo de aero puede penetrar en el mortero. En el presentetrabajo, estos modelos se implementan en subrutinas del programa Abaqus/Expliit, permitiendoomprobar el funionamiento del modelo que se propone. Los resultados obtenidos, on estemodelo numério, se ompararon on los resultados experimentales obtenidos en la Universidadde Girona y en la Universidad de California.



Abstrat
The energy dissipators are passive omponents that are inorporated into buildings and otherstrutures undergoing dynami exitations, espeially earthquakes. Its purpose is to absorb thegreatest part of the input energy, thus proteting the main struture. These devies are not apart of the main load-arrying system and therefore an be easily replaed after su�ering seriousdamage. These devies are onneted to the struture to be proteted in suh a way that theyexperiene large strains under the ation of the earthquakes; suh strains produe the energyabsorption. In building strutures, the dissipators are installed in frames, usually in onentribraing bars (either diagonal or hevron braes) sine the interstory drifts generate signi�antdistortions in these elements. Various types of dissipators have been proposed for buildingstrutures. Those based on yielding of metals, ommonly known as hystereti, are distinguishedby their simpliity, eonomy and robustness; among them, the so-alled bukling restrained braeshave experiened a remarkable development beause of their important advantages. The buklingrestrained braes onsist of onentri braing bars omposed by a slender steel ore surroundedby a stokier asing, usually made of mortar and / or steel. It is ruial that there is a slidinginterfae between the ore and the over, to prevent relevant shear stress transfer. When theore is pulled or pushed it yields; the asing prevents the bukling of the ore. These ylesof tensile and ompressive yielding onstitute the hysteresis loops through whih the energy isdissipated. Despite relevant experiene exists on bukling restrained braes (both on researhand pratial appliations) many questions still remain unanswered. In partiular, no reliableand aurate model of the strutural behavior has been proposed. This lak prevents a deepunderstanding of the omplex phenomena that our during the operation of these elements, andhinders the development of innovative solutions. This work aims to improve the knowledge aboutthe behavior of these devies, developing a omprehensive numerial model that opens the doorfor future developments. The results obtained with the proposed numerial model are omparedwith experimental results obtained at the University of Girona and the University of California.v
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1. Introduión
1.1. Anteedentes y motivaiónEste estudio se ha realizado on la intenión de aportar onoimientos sobre el omportamien-to de disipadores de energía para proteión sismorresistente de estruturas. En gran medida lainvestigaión ha estado motivada por la neesidad de mejorar la seguridad de las onstruionesen países en desarrollo ubiados en regiones on una atividad sísmia importante, entre éstosColombia.Colombia ha sido afetada por una atástrofe ada déada, aproximadamente. Como ejemplose itan los seísmos de Popayán en 1983 y de Córdoba (Quindío) en 1999. Estos eventoshan dejado numerosas vítimas y uantiosos daños materiales debidos, en buena parte, a lapreariedad de muhas onstruiones. Puede onluirse, pues, que el riesgo de atástrofes deigual o mayor virulenia es alto. Por ser un país en desarrollo, Colombia posee úniamente unaapaidad limitada para prevenir y afrontar situaiones tan extraordinarias. En onseuenia,sería útil poder disponer de tenologías apaes de reduir el riesgo sin exigir ni una graninversión (en términos eonómios y de esfuerzo) ni grandes desarrollos tenológios. En estesentido, se han propuesto los sistemas de ontrol pasivo [3℄ para proteión sismorresistente deestruturas, espeialmente los disipadores de energía. En esenia, éstos onsisten en elementosque se inorporan a la estrutura para absorber la energía aportada por el seísmo, protegiendoa la estrutura y atuando omo �fusibles estruturales�. Estos elementos no forman parte delmeanismo resistente a aiones gravitatorias, por lo que pueden ser reemplazados después deaiones sísmias intensas. Estas tenologías han sido readas y desarrolladas espeialmente enpaíses desarrollados, requiriendo, en general, de una ierta adaptaión para poder ser apliadasa países en desarrollo. La línea de investigaión en la que se enmara este trabajo se orientaa adaptar los disipadores para su uso masivo en países en desarrollo. El autor de este trabajo,después de terminar su lieniatura en Ingeniería Civil, en la ual onstruyó un simulador de1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNseísmos omo trabajo de grado, orientó su atividad profesional y de estudio a la ingenieríasísmia. Iniió estudios de Máster en Ingeniería Sísmia y Dinámia Estrutural en la UniversidadPoliténia de Cataluña, en Barelona, donde onoió al profesor Franiso López Almansa,uno de uyos ámbitos de estudio son los disipadores de energía. El profesor López Almansasugirió a este autor ontinuar on el dotorado adoptando omo tema de investigaión lamodelizaión numéria del omportamiento estrutural de disipadores de energía. De entre losdistintos dispositivos propuestos se seleionaron las barras de pandeo restringido [4℄ por susnumerosas ventajas y por disponerse, en el seno del grupo de investigaión del que forma parteel profesor López Almansa, de amplia experienia en diseño, fabriaión y experimentaiónde estos dispositivos. Las barras de pandeo restringido onsisten básiamente en barras deaero que se instalan en la estrutura a proteger, la ual onsiste generalmente en pórtiosde nudos rígidos, en forma de diagonales de arriostramiento. Estas barras se dimensionan paraplasti�arse en presenia de movimientos sísmios intensos. Cuando están omprimidas se evitael pandeo rodeando el núleo de aero on un revestimiento de mayor robustez; habitualmenteeste revestimiento está onstituido básiamente por mortero. Obviamente, es neesario que elnúleo de aero deslie respeto del revestimiento de mortero; esta interfaz deslizante onstituyeun elemento lave del diseño. Los ilos de deformaión axial de estas barras onstituyen losmeanismos histerétios a través de los que se disipa la energía, protegiendo de esta manera laestrutura prinipal. El profesor López Almansa señaló la ausenia de modelos numérios apaesde representar on su�iente exatitud el omportamiento estrutural de estos elementos, lo uallimita severamente su apliabilidad, espeialmente en ondiiones diferentes de aquellas en que seha utilizado habitualmente, por ejemplo, en países en desarrollo. Es destaable que se dispone deresultados experimentales obtenidos por el profesor López Almansa y por otros investigadores,en ensayos efetuados en la Universidad de Girona [5℄; además existen otros ensayos, desritosen la literatura ientí�a. El omportamiento estrutural de estos disipadores es altamenteomplejo, requiriéndose la utilizaión avanzada de la meánia del medio ontinuo; los algoritmosdesarrollados deben ser implementados en programas de análisis estrutural. Se requirió laolaboraión del profesor Sergio Oller, altamente espeializado en meánia del medio ontinuo,quien se interesó en esta investigaión. El profesor Oller destaó que, dada su omplejidad,no existe atualmente ningún modelo numério apaz de reproduir el omportamiento de loselementos onsiderados, sugiriendo el desarrollo de un modelo nuevo y su implementaión enel Programa Abaqus, siguiendo una formulaión explíita (Abaqus/Expliit). Los profesoresLópez Almansa y Sergio Oller se responsabilizaron de la direión de la investigaión. El



1.2. OBJETIVOS 3autor iniió sus trabajos, ompletando los onoimientos adquiridos en el Máster de IngenieríaSísmia y Dinámia Estrutural, asistiendo a asignaturas referentes a la meánia del medioontinuo. A ontinuaión se iniió el desarrollo del modelo numério objeto de la investigaión.La implementaión de este modelo permitirá a los ingenieros estruturales brindar alternativasmás innovadoras para la utilizaión de las barras de pandeo restringido puesto que el disponerdel modelo numério, permitirá modelar numériamente distintas on�guraiones hasta obtenermás la adeuada; todo ello sin neesidad de haer álulos exesivamente onservadores o derealizar ensayos on un alto oste y que son muy difíiles de llevar a abo en países en desarrolloomo Colombia.1.2. Objetivos1.2.1. Objetivo generalEl objetivo general de este trabajo es proponer un modelo numério del omportamientoestrutural de barras de pandeo restringido que permita estudiar on más profundidad elomportamiento de estos disipadores de energía. De una forma más onreta, se proponedesarrollar un modelo en elementos �nitos basado en la meánia del medio ontinuo,implementado en Abaqus/Expliit, que reproduza el omportamiento estrutural de una barrade pandeo restringido al ser sometida a un ampo de desplazamientos impuestos uasi-estátios.Con este trabajo no sólo se quiere abordar el estudio de una partiular barra de pandeorestringido, sino también estableer una línea de trabajo que pueda ser ontinuada en futurosdesarrollos. Por diha razón el modelo propuesto aborda oneptos que podrían ser utilizados enotras on�guraiones estruturales.1.2.2. Objetivos espei�osPara alanzar el anterior objetivo general, se propone la onseuión de los siguientes objetivospartiulares:Conoer el estado atual del onoimiento mediante el estudio de la doumentaiónientí�a disponible.Caraterizar meániamente el omportamiento estrutural de los materiales que omponenlas barras (aero y mortero), para trabajar en grandes desplazamientos y así aptar lainestabilidad por ompresión (pandeo) de las barras.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓNFormular una estrategia para tratar el omportamiento de la interfaz entre el mortero y elaero del núleo.Implementar las formulaiones de los modelos anteriores en un modelo global mediante elprograma Abaqus/Expliit.Validar el funionamiento orreto de los modelos anteriores, veri�ando su apaidad parareproduir los fenómenos de las barras de pandeo restringido.Comparar los resultados numérios on los resultados experimentales disponibles paraalibrar el modelo propuesto.Interpretar y onluir sobre el omportamiento de los dispositivos ensayados utilizando elmodelo desarrollado.1.3. MetodologíaLa metodología utilizada en este trabajo onsiste básiamente en alanzar de formaonseutiva los objetivos espeí�os anteriores. En primer lugar se realizó una búsqueda,reopilaión y veri�aión de la �abilidad de las fuentes (referentes a barras de pandeo restringido,plastiidad en metales, daño en el mortero y ontato). Obteniendo una base teória, seutilizaron estos onoimientos para apliarlos de forma �prátia� en Abaqus/Expliit, siguiendolos ejemplos y reomendaiones de los manuales. Al tener una amplia base teória sobre lostemas fundamentales para desarrollar este trabajo de investigaión, se iniió on la de�niión delos modelos onstitutivos que determinan el omportamiento meánio del mortero y del aero.Para el aso del modelo del aero se propone un modelo apaz de determinar la rotura delaero, de forma desaoplada de la plastiidad. Para el mortero se optó por utilizar un modelofenomenológio de daño isótropo on ablandamiento exponenial. Para de�nir la interfaz entreaero y mortero se determinó un miro modelo de ontato tipo penalizaión, previendo lapenetraión del aero sobre la funda de mortero que la rodea. Por último, se ensambló toda estaformulaión en el modelo numério de las barras de pandeo restringido, mediante una subrutinaque se ha inluido en Abaqus/Expliit. Se estableen varios modelos de plastiidad para el aerohasta enontrar el optimo, por medio del ual se onoerá uando rompe el aero (sin teneren uenta fatiga), uando omienza la plasti�aión de la barra, en qué instante se rompe elmortero que la rodea, en qué momento empieza a pandear, entre otros. También se ompararon



1.4. CONTENIDO DE ESTE DOCUMENTO 5los resultados numérios modelados on resultados experimentales obtenidos en las Universidadesde Girona [1℄ y de California [2℄.1.4. Contenido de este doumentoEste trabajo onsta de 5 apítulos y 3 apéndies. Este primer apítulo inluye los anteedentesy motivaiones que dieron lugar al desarrollo de esta investigaión, el objetivo general y losobjetivos partiulares. En el apítulo 2 se presenta el estado del arte de la investigaión. Enla primera parte se explia ómo se araterizan y diseñan las barras de pandeo restringido,en la segunda parte se desriben los métodos de análisis dinámios, la terera parte ontieneuna desripión de la plastiidad unidimensional y multidimensional, de�niión energétia deldaño, y los modelo de ontato en una dimensión. En el apítulo 3 se exponen los modelosonstitutivos de daño para el mortero, el modelo de daño esalar aoplado on plastiidad parael aero y el ontato tipo penalizaión, ada uno de los anteriores on sus respetivos ejemplosimplementados en Abaqus/Expliit. En el apítulo 4 se ompara el modelo numério propuestoon resultados obtenidos en los ensayos experimentales realizados en la Universidad de Girona[1℄ y de California [2℄. El apítulo 5 está onstituido por las prinipales aportaiones de estetrabajo, las onlusiones y las investigaiones futuras. En el anexo A se analiza la resoluión deproblemas de valores iniiales. El anexo B se re�ere a los módulos utilizados en Abaqus/Expliit.En el anexo C se presenta la subrutina utilizada para formular el omportamiento estrutural delas barras de pandeo restringido.
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2. Estado atual del onoimiento
Este apítulo se divide en siete apartados. En su respetivo orden se presentan: en el primerapartado, de�niión, desripión de qué son los disipadores de energía y para qué sirven; en elsegundo apartado se revisan los tipos de disipadores histerétios; en el terer apartado se realizala desripión y se disuten la utilidad y el funionamiento de las barras de pandeo restringido;en el uarto apartado se detallan las ténias de resoluión de problemas dinámios (implíitasy explíitas) utilizando MEF; en el quinto apartado se desriben los modelos de plastiidad(uniaxial y multiaxial) del aero; en el sexto apartado se desriben los modelos de daño y sepresentan algunas leyes de evoluión del mismo; en el séptimo apartado se desribe el ontatoen una dimensión on rozamiento basado en multipliadores de Lagrange on penalizaión.2.1. Disipadores de energía para proteión sismoresistente deestruturasEl proyeto sismoresistente tradiional onsiste básiamente en seleionar los parámetrosde la estrutura, espeialmente su rigidez y su apaidad de disipaión de energía, para queésta sea apaz de resistir la aión sísmia esperada. Debido a que las aiones sísmias sonaltamente aleatorias e impredeibles y a que hoy día se aepta que las estruturas deberían serproyetadas para terremotos más severos que los onsiderados habitualmente hasta ahora, deesta manera no es fatible proyetar estruturas para que no sufran ningún daño (ello equivaleaproximadamente a que permanezan en el rango lineal elástio) para el movimiento sísmio másintenso que puede ser esperado on un nivel razonable de probabilidad durante su vida útil. Portanto, la energía aportada por la exitaión debe ser disipada mediante omportamiento no linealde la estrutura ya que el amortiguamiento estrutural no es su�iente en exitaiones violentas.Este omportamiento no lineal onlleva la apariión de deformaiones permanentes, generándosehabitualmente daños en la estrutura y en los elementos no estruturales (erramientos,7



8 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTO

(a)                                   (b)                               (c)                              (d)Figura 2.1: Ubiaión típia de disipadores de energía en estruturas de edi�aióninstalaiones y elementos sensibles), espeialmente en estruturas de baja dutilidad. Hoy endía está generalmente admitido que estos efetos son ompletamente inevitables, pero pueden serminimizados onentrando las exigenias de dutilidad en puntos uyo fallo no genere meanismosde olapso frágiles de la estrutura; por ejemplo, en seiones de las vigas que se enuentrenpróximas a las uniones on pilares. No obstante, una vez aeptada la ompleta inevitabilidad delos daños, un planteamiento más orreto es prourar que éstos se onentren en elementos ajenosa la estrutura prinipal, es deir, que no partiipen en el meanismo resistente a las aionesgravitatorias y que puedan ser reemplazados fáilmente después de haber sido dañados duranteaiones sísmias violentas [6℄, [7℄, [3℄, [8℄. Estos elementos se denominan disipadores de energía yse sitúan de tal manera que experimenten deformaiones importantes uando la estrutura sufradesplazamientos horizontales exesivos. La Figura 2.1 muestra ejemplos de un pórtio planoprotegido mediante disipadores onetados de distintas maneras a la estrutura prinipal y aelementos de arriostramiento entre plantas. En la Figura 2.1(a) los disipadores están onetadosa barras de arriostramiento en V invertida y a las plantas inmediatamente superiores; en la Figura2.1 (b) los disipadores están onetados a barras diagonales de arriostramiento partidas en dostramos que pueden deslizar entre ellos; en la Figura 2.1() los disipadores están onetados abarras diagonales de arriostramiento de forma que se produen distorsiones angulares en aquéllosal generarse desplazamientos laterales de la estrutura prinipal y en la Figura 2.1d los disipadoresestán onetados a muros de relleno y las plantas inmediatamente superiores. En la Figura2.1 se destaa que los disipadores de energía pueden ser útiles tanto para proteger edi�ios demovimientos sísmios omo para reduir sus osilaiones horizontales produidas por el viento;para el primer uso resulta en general onveniente situar al menos un disipador en ada planta ya
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Figura 2.2: Disposiión de arriostramientos disipativos en planta para una estrutura deedi�aiónque en aso ontrario se vulnera el riterio de uniformidad en altura reomendado habitualmenteen proyeto sismoresistente de edi�ios. La Figura 2.1 muestra disipadores instalados en unpórtio plano, es deir, ilustra la disposiión de éstos en altura; on respeto a la disposiiónen planta deben seguirse las dos reomendaiones habituales en arriostramientos: simetría paraevitar exentriidades entre los entros de masa y de rigidez y la mayor separaión posible paralograr una adeuada resistenia a torsión global del edi�io. A éstas puede añadirse la redundaniareomendable frente a aiones sísmias de elevada intensidad. La Figura 2.2 muestra un ejemploque satisfae estos requerimientos; en ada una de las uatro fahadas se disponen dos parejasde arriostramientos disipativos. El uso de los disipadores de energía también ha sido propuestopara proteión sismoresistente de puentes, situándose habitualmente éstos entre el tablero y laspilas. En este aso, los disipadores se utilizan omo omplemento de un sistema de aislamientode base que pretende reduir las fuerzas horizontales trasmitidas por el tablero a las pilas y a losestribos.Alta apaidad de disipaión de energía, tanto por ilo omo total.Cilos de histéresis estables y bien araterizables.Iniio de la disipaión de energía para pequeños desplazamientos (interstory drift) de laestrutura a proteger.Simpliidad, eonomía y bajo requerimientos de mantenimiento.



10 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOInstalaión senilla y on bajo impato arquitetónio.Robustez, durabilidad y �abilidad.Failidad de sustituión en aso de daño.Fuerza de reuperaión (aunque ésta puede ser manual).Redundania estrutural interna (útil para mantener la integridad después de que seproduzan los primeros daños).Comportamiento bidireional para disipar energía uando se produzan desplazamientosen ambas direiones horizontales.Busando satisfaer los requerimientos anteriores se han propuesto distintos tipos de disipadoresde energía:Histerétios. La disipaión de energía se produe por la plasti�aión de metales dútiles;ordinariamente, éstos son aero, plomo, aluminio o obre.Friionales. La disipaión de energía se produe por rozamiento generado durante eldeslizamiento de elementos móviles [9℄.Viso-elástios. La disipaión de energía se produe por el omportamiento dinámio demateriales viso-elástios, ordinariamente polímeros [9℄.Visosos. La disipaión de energía se produe por el desplazamiento de elementos sólidos(ordinariamente metálios) en el interior de líquidos de elevada visosidad.Con aleaiones on memoria de forma (shape memory alloys). La disipaión de energíase produe por el omportamiento súper-elástio de aleaiones metálias que gozan de estapropiedad [9℄.Conversión de energía meánia en elétria. La disipaión de energía se produe porla transformaión de la energía meánia introduida por la aión sísmia en la estruturaen energía elétria a través de generadores onetados adeuadamente a la estrutura.Otros. Diversos tipos de disipadores han sido también propuestos, habiendo gozado lamayor parte de éstos de esasa aeptaión.



2.2. DISIPADORES HISTERÉTICOS 112.2. Disipadores histerétiosDe entre los tipos de disipadores desritos en el apartado anterior, los histerétios (basados enplasti�aión de metales) son los que han gozado, en general, de una mayor aeptaión. Ello sedebe a que, para un uso masivo, poseen las siguientes ventajas: bajo oste, senillez de fabriaióny de instalaión y mantenimiento simple. Por el ontrario presentan los siguientes inonvenientesy limitaiones: inertidumbre en la apaidad última de disipaión de energía, ausenia de fuerzade reentrado, omportamiento no lineal y difíil de araterizar, generaión de altas freueniasdebido a las brusquedades observadas en los lazos de histéresis y energía disipada por ilo (áreaenerrada por un lazo de histéresis) proporional a la primera potenia del desplazamiento (envez de a su segunda potenia omo en los disipadores viso-elástios y visosos). En generalpuede onluirse que los disipadores histerétios presentan un omportamiento su�ientementesatisfatorio y que los otros elementos propuestos, aun presentando algunas ventajas, sonnotablemente más ostosos y so�stiados presentan mayores exigenias de mantenimiento y deproteión. Por esta razón los disipadores histerétios resultan onvenientes para su uso masivoen países en desarrollo, omo Colombia. Los disipadores histerétios propuestos se basan en elomportamiento plástio de plomo, obre o aero, siendo este último metal el más utilizado.En la literatura ténia se desriben distintos elementos, que se distinguen básiamente por suon�guraión geométria; en general, se persiguen diseños en que el omportamiento no lineal sedistribuya de una manera uniforme en todo el volumen del elemento. Con este objetivo, se hanpropuesto distintas soluiones:Flexión de barras de seión variable, de forma que el grado de plasti�aión en todas lasseiones sea aproximadamente uniforme. A este grupo perteneen los disipadores ADASy T-ADAS [9℄Distorsión angular de paneles de espesor onstante. A este grupo perteneen las familiasde disipadores onoidas genériamente omo �Shear Link� [6℄ y omo �Steel Panel ShearWalls� [10℄.Torsión de barras de seión irular huea [11℄. Deben preverse meanismos que impidanla �exión que suele aompañar a la torsión. Extensión y aortamiento de barras de seiónonstante. Cuando las barras se enuentran omprimidas tienden a pandear por �exión ydeben ser arriostradas lateralmente por elementos de menor esbeltez; ello debe ser efetuadosin interferir en el omportamiento en direión axial. Esta neesidad de arriostramiento
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Figura 2.3: Disposiión de barras de pandeo restringido para proteión sismoresistente depórtios de edi�aiónfrente al pandeo, hae que estos disipadores se onozan habitualmente omo barras depandeo restringido (�bukling restrained braes�) [12℄ [13℄.Es destaable que la mayor parte de disipadores histerétios propuestos presentan unomportamiento unidireional; debiendo ser dispuestos, pues, en dos direiones, tal omo señalala Figura 2.22.3. Barras de pandeo restringido2.3.1. DesripiónDe entre los tipos de disipadores histerétios desritos en el apartado anterior, las barras depandeo restringido son la que quizás han gozado de una mayor aeptaión tanto en la literaturaientí�a omo en las apliaiones, por lo ual han sido adoptadas en este estudio. La Figura2.3 muestra disposiiones típias de barras de pandeo restringido para proteión sismoresistentede pórtios de edi�aión. La Figura 2.3 (a) muestra barras de pandeo restringido utilizadasomo arriostramientos diagonales y la Figura 2.3 (b) muestra barras de pandeo restringidoutilizadas omo arriostramientos en V invertida (�hevron braes�). En ambas situaiones, lasbarras están formadas por un núleo de aero rodeado por un revestimiento de mayor robustezque tiene omo �nalidad impedir el pandeo del núleo, tal omo india el dibujo 2.4. Entre elnúleo y el revestimiento indiados en la Figura 2.4 debe interponerse una interfaz deslizante que
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núcleo de acero

revestimiento

Figura 2.4: Con�guraión esquemátia de una barra de pandeo restringidoimpida la transferenia de tensiones tangeniales entre ambos elementos e independie, pues, suomportamiento axial.Es destaable que el uso de barras de pandeo restringido también ha sido propuesto parapuentes [14℄. Los distintos tipos de barras de pandeo restringido propuestas se distinguen por lostres elementos menionados: el núleo de aero, la interfaz deslizante y el revestimiento exterior.Respeto del núleo de aero, se han onsiderado básiamente tres tipos de seiones transversales:retangular, irular y en ruz; onviene subrayar que en general este aspeto no es espeialmenterelevante ya que el pandeo está restringido y por tanto el heho que la seión presente unradio de giro muy reduido en una direión (tal omo suede, por ejemplo, en seionesretangulares) aree de importania prátia. Respeto de la interfaz deslizante, han sidopropuestas distintas alternativas; pudiéndose agrupar en aquéllas en que se onsideran elementosdestinados a lograr un mayor deslizamiento [1℄ y aquéllas en que se onsidera simplemente unaseparaión entre el núleo y el revestimiento (�ore gap�) [15℄. Respeto del revestimiento exterior,se han onsiderado básiamente dos opiones: elementos metálios y revestimiento de mortero uhormigón (freuentemente revestido a su vez de aero). La Figura 2.5 desribe distintas seionestransversales de barras de pandeo restringido.2.3.2. Comparaión on otros disipadores histerétiosEn omparaión on los otros disipadores histerétios, las barras de pandeo restringidopresentan varias relevantes ventajas:Dada la notable longitud de estas barras, los propios disipadores onstituyen en sí mismosun sistema de arriostramiento y no se requieren barras adiionales.
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Figura 2.5: Seiones transversales de barras de pandeo restringidoEl oiente entre la energía disipada y la antidad de material (en volumen o en peso)que debe ser inorporado a la estrutura es mayor que en los otros disipadores [16℄; elmaterial añadido omprende los disipadores, el resto de los elementos de arriostramiento ylas onexiones. Es destaable que el grado de plasti�aión es uniforme a lo largo de todo elvolumen del núleo. Se han efetuado numerosos estudios teórios y ensayos en laboratorio[17℄, [18℄, [19℄, [14℄, [20℄, [21℄, [22℄, [23℄, [24℄, [25℄, [26℄, [27℄, [2℄ y existen realizaiones,espeialmente en Japón [28℄, Taiwán [17℄, Canadá [29℄ y USA [18℄.Se han publiado versiones preliminares de ódigos de proyeto [30℄, [31℄, [32℄ y existenalgunos estudios aera de riterios de proyeto [33℄, [34℄, [35℄, [36℄, [37℄, [38℄ [39℄.La resistenia a fatiga es elevada ya que soliitaión axial a que están sometidos los núleosde aero es baja (en términos de deformaión).Sin embargo, se pueden itar algunos inonvenientes:Después de un terremoto intenso que haya generado deformaiones plástias en el núleode aero, la totalidad de la barra debe ser reemplazada.



2.3. BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDO 15Dada la notable �exibilidad axial de las barras de pandeo restringido el iniio de laplasti�aión es demasiado tardío en términos de desplazamiento relativo entre plantas.Por otra parte, a pesar del notable esfuerzo investigador desarrollado, aun quedan algunasuestiones abiertas:El análisis del pandeo se basa en modelos simples, altamente onservadores y sin embargoinapaes de garantizar ompletamente oe�ientes de seguridad superiores a la unidad [5℄.El omportamiento estrutural de estos dispositivos es altamente omplejo y no existenmodelos numérios apaes de representarlo on preisión. Los ensayos se han orientado aanalizar la e�aia global más que a desentrañar el omportamiento interno. Estas areniasdi�ultan el desarrollo de soluiones innovadoras y de efetuar dimensionamientos ajustadosde los dispositivos existentes.Las soluiones para la interfaz deslizante entre el núleo y el revestimiento son onsideradashabitualmente informaión on�denial por parte de los fabriantes y han sido reveladassólo de una forma muy restringida.Los ensayos efetuados no se han orientado su�ientemente a investigar la apaidad �nalde disipaión de energía.Los tramos extremos del núleo de aero deben deslizar respeto del revestimiento y, enonseuenia, las partes que sobresalen de éste presentan un importante riesgo de pandeo.Esta uestión no ha sido tratada on su�iente profundidad.El omportamiento estrutural de edi�ios representativos (de grupos de interés) queinorporan este tipo de disipadores no ha sido estudiado en profundidad para un onjuntosu�ientemente amplio de aiones sísmias de distintos niveles de intensidad (en la �losofíadel denominado �performane based design�). Aunque existen varios estudios [40℄ [41℄ éstosseñalan las arenias existentes2.3.3. Criterios de proyetoEsta investigaión se orienta espeialmente a avanzar en la resoluión de la primera de lasuestiones anteriores; el objetivo es proponer un modelo numério del omportamiento estruturalde barras de pandeo restringido. El proyeto sismoresistente de edi�ios que inorporen barras depandeo restringido debe efetuarse de auerdo on la normativa sismoresistente del país en que



16 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOéste vaya a ser ubiado; no obstante, la existenia de estos elementos requiere efetuar algunosestudios adiionales y tener en uenta reomendaiones espeí�as. Estos aspetos se desribenen este subapartado. En todo aso es absolutamente neesario onsiderar el omportamientono lineal de las barras de pandeo restringido, ya que sin éste no existe disipaión de energía.Dada la relevania de las deformaiones plástias aumuladas del aero del núleo [42℄, efetuarálulos basados en espetros de aeleraión absoluta o de desplazamiento relativo no pareeresultar adeuado ya que estos proedimientos no tienen en uenta de una manera su�ientementeorreta el riesgo de rotura por fatiga plástia; en onseuenia resulta reomendable o bienrealizar análisis a partir de espetros de energía o bien llevar a abo álulos dinámios no linealespara aelerogramas representativos de la sismiidad esperada. En este sentido, el uso de análisisdinámios inrementales (IDA, Ïnremental Dynami Analyses") puede resultar espeialmenteonveniente por la ompletitud de la informaión que es apaz de proporionar. El diseño delas barras de pandeo restringido onsiste básiamente en de�nir las araterístias geométriasde los prinipales elementos que las omponen, es deir, el núleo de aero y el revestimientoque lo rodea (de heho, las uniones on la estrutura prinipal también se pueden onsideraromo parte de los disipadores). El parámetro fundamental que rige el dimensionamiento delos núleos es su deformaión longitudinal máxima a traión o a ompresión, la ual estárelaionada on el máximo desplazamiento entre plantas (�inter-story drift�) mediante expresionesinemátias dependientes del ángulo de inlinaión de las barras (Figura 2.3); otro parámetro degran importania es el valor aumulado de las inursiones plástias del aero del núleo [42℄, ya quesu agotamiento se puede alanzar por fatiga plástia (a bajo número de ilos). El revestimientotiene omo misión prinipal impedir el pandeo del núleo; en onseuenia, el parámetro queondiionará su diseño es la deformaión longitudinal máxima a ompresión de éste. El diseñodel revestimiento a pandeo se ha venido efetuando tradiionalmente a partir de modelos simplesy altamente onservadores pero inapaes de garantizar ompletamente oe�ientes de seguridadsuperiores a la unidad [5℄. Más reientemente, se han propuesto modelos de análisis simpli�adospara núleos rodeados de una interfaz deslizante [1℄ y para núleos on una separaión entreel núleo y el revestimiento [15℄. Este estudio pretende ontribuir al desarrollo de modelosde mayor exatitud apaes de ontemplar ambas situaiones. Se han publiado ódigos paraproyeto sismoresistente de edi�ios on barras de pandeo restringido en Japón [30℄ y en USA[32℄. En el apartado 16 y en el apéndie T del ódigo ANSI/AISC 341-05 se onsidera el proyetosismoresistente de edi�ios de aero on barras de pandeo restringido. En el artíulo 16.2b seindia que el revestimiento debe ser apaz de restringir el pandeo loal y global del núleo



2.4. ANÁLISIS DINÁMICO NO LINEAL DE ESTRUCTURAS 17para desplazamientos entre plantas (�inter-story drift�) hasta dos vees el valor de proyeto;dada la menionada arenia de modelos numérios �ables, se india que esta veri�aión debeser efetuada de manera experimental mediante pruebas de resistenia ília. En el artíulo16.2 y en el apéndie T se desriben las ondiiones que deben satisfaer estos ensayos. En elapéndie R se presentan los valores de parámetros relevantes; deben destaarse el oe�iente desobre-resistenia ( 0) uyos valores osilan entre 2 (uando la estrutura prinipal tiene nudosartiulados) y 2,5 (uando la estrutura prinipal tiene nudos rígidos)y el oe�iente de reduiónde respuesta (R) uyos valores osilan entre 7 (estrutura prinipal de nudos artiulados) y8 (estrutura prinipal de nudos rígidos). Estos valores señalan una dutilidad importante,orrespondiente a una alta apaidad de disipaión de energía de las barras de pandeo restringido.2.4. Análisis dinámio no lineal de estruturas2.4.1. Coneptos generalesLa dinámia de estruturas estudia el equilibrio estrutural a lo largo del tiempo entrelas aiones externas, las fuerzas elástias, las fuerzas másias de ineria y las fuerzasde amortiguamiento, para un sistema estrutural disreto en formas de puntos vinuladosinternamente entre sí y todos ellos a un sistema de referenia �jo. Estos vínulos internos entre lospuntos que desriben el sistema estrutural pueden o no ser elástios; para las barras de pandeorestringido éste no es elástio, el omportamiento del sistema de puntos es no onservativo y porlo tanto se die que el material de las barras de pandeo restringido tiene un omportamientono lineal disipativo. La no linealidad de las barras de pandeo restringido se mani�esta ademásporque hay grandes movimientos, es deir, el sistema trabaja fuera de su on�guraión geométriainiial, motivando un omportamiento inemátio no lineal [43℄. Esta desripión será analizadaon más profundidad a lo largo de este trabajo uyos oneptos se fundamentan en la dinámiano lineal de las estruturas, en la meánia de los, medios ontinuos y en las ténias numérias;entre las uales se onsidera el método de los elementos �nitos (MEF). A ontinuaión se haeuna introduión a la euaión del movimiento.2.4.2. Soluión de la euaión del movimientoEn este subapartado se desribe la resoluión de la euaión del movimiento [43℄.



18 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOPrimera ley de la termodinámiaLa euaión del movimiento se obtiene a partir de la primera ley de la termodinámia (ver [44℄,[45℄). Este prinipio india que la energía no se rea ni se destruye sino úniamente se transforma.Para un sistema errado el ambio temporal de trabajo realizado por los agentes externos debeser igual al ambio temporal en la energía total del sistema. La antidad de energía interna EI ,funión del estado físio del sólido, depende de la variable de estado ω, la densidad de energíainterna por unidad de masa ρ y el volumen V . Se umple la siguiente relaión:(2.1) d

dt

[∫

V

ρωdV

]

=
dEI

dt
= ĖI = Qprop + Pd

Qprop es el alor propio y Pd representa la potenia de deformaión. Para obtener la potenia dedeformaión, se partirá de la siguiente de�niión de la potenia meánia introduida Pint:(2.2) Pint =

∮

S

t · U̇dS +

∫

V

ρb · U̇dVEn la euaión 2.2 t es la fuerza apliada sobre el ontorno S, siendo t = σn donde σ es eltensor de tensiones de Cauhy (ver [46℄) y n es el vetor normal a la super�ie S, b representaa las fuerzas de volumen por unidad de masa, ρ = ∂M
∂V

ρ es la densidad, M es la masa, Ves el volumen y U̇ es la veloidad. Utilizando el teorema de Green (ver [47℄) se transforma laintegral de super�ie de la euaión 2.2 en una integral sobre el volumen del sólido; la poteniaintroduida se reesribe así:(2.3) Pint =

∫

V

[

U̇

(
∂σ

∂x + ρb)+ σ
∂U̇
∂x ]dVEl balane de momento por unidad de volumen se onoe omo euaión de Cauhy [48℄:(2.4) ∂σ

∂x + ρb = ρ
∂U̇
∂tEn el análisis de las barras de pandeo restringido se supone que la aeleraión es nula, es deirel problema es uasi estátio, por lo tanto se utiliza la euaión de equilibrio estátio de Cauhy.(2.5) ∂U̇

∂t
= 0

︸ ︷︷ ︸

Problema cuasi−estático

⇒ ∂σ

∂x = −ρb
︸ ︷︷ ︸

Equilibrio de CauchySustituyendo la euaión 2.4 en 2.3, se obtiene la potenia introduida en funión de las poteniasde deformaión y inétia:(2.6) Pint =

∫

V

U̇ρ
∂

∂t
U̇dV

︸ ︷︷ ︸

pot cinética

+

∫

V

σ
∂U̇
∂x dV

︸ ︷︷ ︸

Pot. deformación

= PK + Pd
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PK es la potenia inétia y Pd es la potenia de deformaión; la relaión anterior se puedeesribir omo:(2.7) Pint = PK + Pd ⇒ Pd = Pint − EKEn problemas uasi-estátios en que la aeleraión es nula se tiene que:(2.8) PK = 0 ⇒ Pint = PdEuaión de equilibrio dinámio para un sólido disretoLa euaión de equilibrio dinámio de un sólido disreto sometido a aiones externas variablesen el tiempo puede obtenerse diretamente a partir de la primera ley de la termodinámia (ver[44℄, [45℄) y del onoimiento del método de los elementos �nitos (ver ([49℄, [50℄, [51℄). Teniendoen uenta las euaiones 2.1 y 2.7 se obtienen los siguientes resultados:(2.9) d

dt

∫

V

ρωdV −Qprop = Pd = Pint − PK(2.10) ∫

V

ρω̇dV −
[∫

V

ρQintdV −
∮

S

QsndS]
︸ ︷︷ ︸

Pot Mecánica

=

∫

V

σDdV

︸ ︷︷ ︸

Pot. Deformativa

=

∮

S

tU̇dS +

∫

V

ρbU̇dV

︸ ︷︷ ︸

Pot. Introducida

−
∫

V

ρU̇∂U̇
∂t dV

︸ ︷︷ ︸

Pot. CinèticaEn la euaión 2.10 Qint es el alor interno y Qs es el �ujo de alor a través de la frontera.La veloidad de deformaión (inremento temporal de la deformaión), puede esribirse omoD = {L}S =
{

∇SU̇}
S
=
{ḞF−1

S

}

S
; en donde L es el gradiente espaial de veloidades y Frepresenta el gradiente de deformaión, el ual es un tensor bipuntual 1 que relaiona un puntode una on�guraión de referenia x y el operador ∇s representa la derivada direional. Alsustituirla en la euaión 2.10, resulta el equilibrio de potenias de un sólido ontinuo:(2.11) ∫

V

σ∇SU̇dV =

∮

S

tU̇dS +

∫

V

ρbU̇dV −
∫

V

ρU̇∂U̇
∂t

dVSe utiliza el onepto de aproximaión polinómia de los ampos ontinuos de desplazamientosU(x, y, z) o de veloidades U̇(x, y, z), mediante una funión polinómia normalizada N(x, y, z)(on soporte loal) onoida omo funión de forma [50℄:(2.12) U(x, y, z)|Ωe = N(x, y, z)U|Ωe ⇒ U̇(x, y, z)|Ωe = N(x, y, z)U̇|Ωe1En este trabajo se utiliza para onsiderar los ambios de on�guraión produidos por la inestabilidad porompresión, basada en la formulaión en grandes desplazamientos



20 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOLa funión de forma N(x, y, z), que atúa sobre un dominio aotado Ωe llamado elemento �nito,permite aproximar dentro de diho dominio los ampos de desplazamientos U veloidades U̇ yaeleraiones Ü en un número �nito de de puntos, denominados nodos perteneientes al dominiodel elemento �nito Ωe. De esta forma se estableen los tensores derivados del desplazamiento,omo el tensor de deformaión de Almansi (ver[52℄) dado por e = ∇SU(2.13) U(x, y, z)|Ωe = N(x, y, z)U|Ωe ⇒ e|Ωe = ∇SU|Ωe = ∇SNU|ΩeEl método de los elementos �nitos se basa en transformar los medios ontinuos en modelosdisretos aproximados; esta transformaión se denomina disretizaión. El onoimiento de loque suede en el interior de este modelo aproximado, se obtiene mediante la interpolaión usandolas funiones de forma de los valores onoidos en los nodos. Sustituyendo las aproximaiones2.12 y 2.13 en la euaión 2.11, se esribe la euaión de equilibrio de potenias a partir de lasiguiente aproximaión(2.14) [∫

Ve

σ∇sNdV

]

Ωe

U̇|Ωe =

[∮

Se

tNdS +

∫

V e

ρbN dV −
∫

V e

ρNNT ÜdV

]

Ωe

U̇|ΩeLa euaión 2.14 se umple para ualquier veloidad U̇|Ωe , por lo tanto esta igualdad no dependede diha veloidad, obteniéndose la siguiente euaión de equilibrio dinámio para el sólidodisreto:(2.15) f int|Ωe

︷ ︸︸ ︷∫

ve
σ∇SN
︸ ︷︷ ︸B̄|Ωe

dV |Ωe =

f ext|Ωe

︷ ︸︸ ︷∮

Se

tNdS +

∫

Ve

ρbNdV |Ωe −

fmas|Ωe

︷ ︸︸ ︷∫

V e

ρNNTdV |Ωe

︸ ︷︷ ︸M|Ωe

·ÜΩeSiendo f |intΩe la fuerza interna, f |extΩe la fuerza externa y f |mas
Ωe la fuerza másia que se desarrollan enada punto disreto del elemento �nito. Ü|Ωe es la aeleraión en dihos puntos, M|Ωe es la masaelemental y B̄|Ωe = ∇SN|Ωe representa el tensor de ompatibilidad de deformaión o gradientesimétrio de la funión de forma. La euaión 2.15 representa la euaión de equilibrio dinámio enla on�guraión atualizada, que expresada en la on�guraión de referenia adquiere la siguienteforma:(2.16) (

∫

V e
0

σ∇SNdV0

)

Ωe
0

=

(
∮

Se
0

tNdS0 +

∫

V e
0

ρ0bNdV0

)

Ωe
0

−
(
∫

V e
0

ρ0NNTdV0

)

Ωe
0

Ü|Ωe
0

ρ0, V0 y S0 son la densidad, el volumen y la super�ie del sólido en la on�guraión referenial,respetivamente. Utilizando la euaión 2.16 se pueden representar las no linealidades presentadasen la Tabla 2.1, algunas de las uales se utilizarán para modelar el omportamiento estrutural



2.4. ANÁLISIS DINÁMICO NO LINEAL DE ESTRUCTURAS 21Constitutiva - Dependenia no lineal entre tensionesy deformaiones debido a ambiosen el tensor onstitutivo EGrandes deformaiones -Relaión no lineal entre las deformaiones ey los desplazamientos U
σ -Dependenia no lineal entre tensionesy deformaiones debido a ambiosen el tensor onstitutivo Epor ambios de on�guraión-No linealidad por ambios en laon�guraión geométria delsólidoGrandes desplazamientos - Sólo representa una parte delB problema de grandes deformaionesdebido que úniamente afeta al tensor BTabla 2.1: Tipos de no linealidadde las barras de pandeo restringido. Se ensambla la euaión 2.16 (si se formula el equilibrio enla on�guraión de referenia) permitiendo de�nir el equilibrio dinámio en todo el sólido en elinstante t+∆t mediante la siguiente euaión:(2.17)

A
Ωe

i

[∫

V e

σ∇SNdV

]t+∆t

Ωe

=A
Ωe

i

[∮

Se

tNds+

∫

V e

ρbNdV

]t+∆t

Ωe

− A
Ωe

i

[∫

V e

ρNNTdV

]t+∆t

Ωe

Ü|t+∆t
Ωe

A representa al tensor genério de segundo orden. La euaión 2.17 esrita en forma ompatatiene la siguiente forma:(2.18) ∆f = MÜ (t+∆t) + f int
(U̇,U, t+∆t

)

− f ext (t+∆t) = 0

∆f es la fuerza residual. Este sistema de euaiones difereniales ordinarias está formuladoen el dominio del elemento �nito Ω y ya ontiene la aproximaión polinomial del ampo dedesplazamientos U, veloidades U̇ y aeleraiones Ü. En la euaión 2.18 están representadasla matriz de masa M, las fuerzas externas f ext y las fuerzas internas f int que ontienen lostérminos no lineales del omportamiento. Para el aso de las barras de pandeo restringido estaeuaión tendrá en uenta daño para hormigón, plastiidad aoplada on daño para el aero yontato en la interfaz deslizante.



22 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTO2.4.3. Soluión implíita del equilibrio dinámioEn este subapartado se desribe la formulaión del análisis dinámio implíito. Losdesplazamientos U (t+∆t) = Ut+∆t y las veloidades U̇ (t+∆t) = U̇t+∆t en un análisisdinámio implíito se obtienen utilizando la siguiente aproximaión lineal en diferenias.(2.19) 





U̇t+∆t
= kvÜt+∆t

∆t+ rv

(U̇t
, Üt

, ...
)Ut+∆t = kuÜt+∆t

∆t2 + ru (Ut, U̇t
, Üt

, ...
)En las euaiones 2.19 rv y ru, son funiones que dependen de las derivadas temporales deldesplazamiento. ku y kv son oe�ientes que se determinan al preisar el método de soluión. Eldesplazamiento o la veloidad en el instante atual, dependen de la veloidad o la aeleraión en elinstante atual y de una funión que tiene en uenta el desplazamiento, veloidad y aeleraión(o veloidad y aeleraión) en el instante anterior. En onseuenia, al espei�ar el métodode soluión, queda perfetamente de�nido el formato del desplazamiento (o la veloidad) en elinstante atual.Equilibrio en un instante genério t+∆tLos oe�ientes ku y kv, si se utiliza el método de Newton-Raphson [53℄, determinanla onvergenia del análisis. Las aeleraiones Üt+∆t y veloidades U̇t+∆t son funiones deldesplazamiento Ut+∆t en el tiempo (t+∆t). La fuerza residual en diho instante i [∆f ]t+∆t

Ω selinealiza para ada iteraión i. Al inluir las anteriores ondiiones en un dominio Ω se obtienela siguiente ondiión de equilibrio dinámio:(2.20) 0 =i+1 [∆f ]t+∆t
Ω

∼= i [∆f ]t+∆t
Ω +i

J
t+∆t
Ω · i+1 [∆U]t+∆t

ΩA ontinuaión en las euaiones de equilibrio global se presindirá del subíndie Ω. El equilibrioglobal bajo omportamiento no lineal se alanza satisfatoriamente utilizando el método deNewton-Raphson, el ual permite aproximar la soluión en la iteraión i + 1, mediante lalinealizaión desrita en la euaión 2.20. En esta linealizaión el operador tangente Jaobiano Jtiene la siguiente forma:(2.21) i
J
t+∆t = i

[
∂∆f
∂U ]t+∆t

= i

[

M
∂Ü
∂U +

∂r int

∂U̇ ∂U̇
∂U − ∂f ext

∂U ]t+∆tSiendo KT = ∂fint

∂U el operador tangente de la rigidez. DT = ∂fint

∂U̇ es el operador tangente delamortiguamiento. La derivada ∂f ext

∂U representa la in�uenia del ambio de la posiión de las



2.4. ANÁLISIS DINÁMICO NO LINEAL DE ESTRUCTURAS 23fuerzas externas debido a los ambios de on�guraión suesivos. Este último término puedeonsiderarse nulo en pequeños desplazamientos, uando las fuerzas no ambian de posiión. Mes la matriz de masa onsiderando que los desplazamientos son despreiables frente al tamañode la pieza e inorporando los operadores tangentes, la euaión 2.21 toma la siguiente forma:(2.22) i
J
t+∆t = i

[
∂∆f
∂U ]t+∆t

= i

[

M
∂Ü
∂U +K

T + D
T ∂U̇
∂U − ∂f ext

∂U ]t+∆tEn problemas dinámios elástios y lineales esta expresión se simpli�a aun más,transformándose en el siguiente operador Jaobiano onstante:(2.23) i
J
t+∆t ≡ J

0 = M
∂Ü
∂U +K

0 + D
0∂U̇
∂UEn el aso de problemas uasi estátios, en que Ü = U̇ = 0 y fext = cte, el operador Jaobianotiende a la lásia matriz de rigidez:(2.24) i

J
t+∆t = J

(
iUt+∆t

)
=i

[
∂∆f
∂U ]t+∆t

=i
[
K

T
]t+∆tSoluión de equilibrio dinámio en el tiempo en el método implíitoSe pretende resolver la euaión de equilibrio linealizada 2.20, determinando la aeleraión Ü ,la veloidad U̇ y el desplazamiento U . Esto permitirá obtener el operador Jaobiano expresadoen las euaiones 2.21, 2.22 y 2.23. Para alanzar este objetivo hay distintas maneras de formularel integrador implíito del tiempo. Existen los métodos de integraión de un paso, a los queperteneen los métodos de Newmark [54℄. Los métodos de Newmark son inondiionalmenteestables para resolver problemas dinámios lineales; para problemas no lineales no existenmétodos inondiionalmente estables.2.4.4. Soluión explíita del equilibrio dinámioEl proedimiento de análisis dinámio explíito se basa en la integraión explíita, en que losdesplazamientos y las veloidades en ada instante sólo dependen de los valores en los instantesanteriores; la matriz de masa de ada elemento es onsistente (Anejo A.2). Las euaiones delmovimiento se integran por diferenias entradas; el método es explíito, si la soluión en elinstante (t+∆t) depende úniamente de los valores en el instante previo t:(2.25) U̇(i+ 1

2) = U̇(i− 1

2) +
∆t(i+1) +∆t(i)

2
Ü(i)(2.26) U(i+1) = U(i) +∆t(i+1)U̇(i+ 1

2
)



24 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOU̇ representa la veloidad y Ü expresa la aeleraión. El superíndie (i) determina el número deinremento (i− 1
2

) e (i+ 1
2

) haen referenia a los valores del inremento medio. La difereniaentral se integra de forma explíita, es deir que la formulaión inemátia avanza on valores develoidad y aeleraión onoidas del anterior inremento, U̇(i− 1

2
) e Ü(i). La regla de integraiónexplíita por sí sola no proporiona la e�ienia omputaional que requiere el proedimientodinámio explíito. La lave de la e�ienia omputaional del proedimiento explíito es el usode de la matriz de masa onsistente de ada elemento, que es utilizada en el álulo de lasaeleraiones:(2.27) Ü(i)

=M−1 ·
(f (ext) − f (int)

)M es la matriz de masa onsistente, f (ext) es el vetor de argas apliadas, f (int) es el vetorde fuerzas interiores. El proedimiento explíito no requiere iteraiones ni matriz de rigidez. Eltratamiento espeial de las veloidades en los instantes (i+ 1
2

) y (i− 1
2

) se requiere para lasondiiones iniiales; para la presentaión de los resultados de las veloidades, éstas se expresanomo una interpolaión lineal:(2.28) U̇i+1
= U̇i+ 1

2 +
1

2
∆t(i+1)Üi+1Este operador no puede iniiarse porque el valor de la veloidad U̇( 1

2) neesita ser de�nido. Porlo anterior se determina la siguiente ondiión.(2.29) U̇( 1

2) = U̇(0)
+

∆t(1)

2
Ü(0)2.5. Modelos de plastiidad para el aero2.5.1. Modelo uniaxial de plastiidad on endureimientoEn el omportamiento plástio de la mayor parte de metales, se observa experimentalmenteque el entro de la super�ie de disontinuidad se desplaza en direión del �ujo plástio [55℄[56℄ [57℄ [58℄, fenómeno onoido omo endureimiento inemátio. La Figura 2.6 representa elmodelo de endureimiento inemátio e isótropo en el dominio de las deformaiones plástias. Elendureimiento inemátio está en funión del desplazamiento de la super�ie de disontinuidad,y el isótropo es un reimiento radial de esta super�ie. Estos riterios de endureimientopermiten representar adeuadamente los distintos tipos de omportamiento plástio. En lasFiguras 2.6 y 2.7 se representa la relaión tensión-deformaión en una dimensión, teniendoen uenta los dos tipos de endureimiento. En las Figuras 2.6 y 2.7 σ representa la tensión. HK



2.5. MODELOS DE PLASTICIDAD PARA EL ACERO 25es el endureimiento inemátio y HI el endureimiento isótropo, α es una funión no negativadel �ujo plástio llamada variable interna de endureimiento, ǫp es la deformaión plástia, ǫe es ladeformaión elástia, Eep es el módulo tangente elastoplástio y fy es la resistenia expresada enlímite elástio. En las Figuras 2.6 y 2.7 se dibuja un ilo de histéresis simpli�ado, expresadopor la tensión-deformaión. El ilo se iniia on una rama elástia lineal de pendiente E; laplasti�aión omienza uando se alanza el límite elástio fy. La rama plástia también es linealpero su pendiente Eep es menor; la Figura 2.6 desribe grá�amente el endureimiento inemátioy el endureimiento isótropo en el dominio plástio. Las ramas de desarga son paralelas a laelástia iniial. El omportamiento plástio desrito en las Figuras 2.6 y 2.7

Figura 2.6: Cilo de histéresis on endureimiento inemátio e isótropo para el aero.(2.30) f (σ, q, α) = |σ − q| − [fy + Eep α] ≤ 0En la euaión 2.30, f es la funión umbral de plastiidad; q representa el esalar �bak stress�que de�ne la loalizaión del entro de la super�ie de plasti�aión en el dominio del tiempo,
Hk es el módulo de endureimiento inemátio, fy es el límite elástio y α es el valor absolutode las deformaiones plástias ǫp. Derivando la tensión respeto del tiempo utilizando la regla de
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Figura 2.7: Deformaiones representadas en un ilo de histéresis.la adena se obtiene:(2.31) σ̇ =
dσ

dǫ

dǫ

dt
= Eǫ̇La evoluión del �bak stress salar� q sigue la regla de Ziegler [55℄, desrita por la euaión(2.32) q̇ = HK ǫ̇p = γ̇ HKsign (σ − q)En esta expresión γ es el fator de onsistenia plástia. La evoluión en el tiempo del valorabsoluto de las deformaiones plástias se determina según la siguiente relaión:(2.33) α̇ =

∣
∣ǫ̇p
∣
∣ = γ̇La arga y desarga, se determina a través de la ondiión de Kuhn-Tuker [55℄, que se expresade la siguiente forma:(2.34) γ ≥ 0, f (σ, α) ≤ 0, γ f (σ, α) = 0La ondiión de onsistenia y seguimiento plástio se veri�a a través de la siguiente expresión:(2.35) γ̇ḟ (σ, α) = 0



2.5. MODELOS DE PLASTICIDAD PARA EL ACERO 27La Figura 2.8 desribe esquemátiamente la orreión del estado de tensión para los dominios
є

másFigura 2.8: Correión del estado tensional.elástio y plástio onsiderando el endureimiento isótropo. La evoluión de la deformaión en eldominio del tiempo se rige por la siguiente euaión:(2.36) ǫ̇ = ǫ̇e + ǫ̇pDonde ǫe es la deformaión elástia y ǫ es la deformaión total. El estado de tensiones estáexpresado en funión del módulo elastoplástio y de la evoluión de la deformaión plástia, másla elástia. La euaión 2.37 de�ne la orreión del estado tensional en el dominio del tiempo,omo se presenta en la Figura 2.8.(2.37) σ̇ = Eep (ǫ̇e + ǫ̇p)La regla de �ujo plástio desribe la evoluión de la deformaión plástia en funión del tiempo,tal omo lo expresa la relaión:(2.38) ǫ̇p = γ̇ sign (σ)La ley de endureimiento isótropo, o de reimiento homotétio de la super�ie de disontinuidad,está ontenida en la euaión 2.39, y la variaión del entro del límite elástio, también llamadoendureimiento inemátio, se expresa en la euaión 2.40:(2.39) α̇ = Eep ǫ̇p(2.40) q̇ = Hk ǫ̇p = γ̇Hk sign (σ − q)La funión de disontinuidad f , que depende de la evoluión de las variables de endureimientoinemátio e isótropo en el tiempo, se de�ne a ontinuaión.
ḟ =

∂f

∂σ
σ̇ +

∂f

∂q
q̇ +

∂f

∂α
α̇ =
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= sign (σ − q)

[
E
(
ǫ̇− ǫ̇p

)
− q̇
]
− Eepα̇(2.41) = sign (σ − q)Eǫ̇− γ̇ [E + (Hk + Eep)] ≤ 0Según las ondiiones de Kuhn-Tuker desritas en la euaión 2.34, si la variaión temporal dela funión de disontinuidad es mayor que 0, el omportamiento se halla fuera del rango plástio;si la variaión temporal de la deformaión plástia es distinta de ero, las ondiiones de Kuhn-Tuker requieren las siguientes ondiiones de onsistenia: que la funión de disontinuidadsea nula (f = 0) al igual que su derivada temporal (ḟ = 0). La evoluión del parámetro deonsistenia plástia es:(2.42) γ̇ =

sign (σ − q) σ̇

E + [HK + Eep]Teniendo en uenta la expresión anterior, se onluye que en el dominio plástio la derivada dela tensión respeto de la deformaión, está expresada en funión del módulo de elastiidad ydel endureimiento (inemátio e isótropo); para el aso elástio esta derivada está expresadaen funión del módulo de elastiidad. En general, se onsideran dos asos, uno plástio y otroelástio:(2.43) dσ

dǫ
=







E En el aso elástio. ǫp = 0

E·[HK+HI ]
E+[HK+HI ]

En el aso plástio. |ǫp| > 0La ondiión anterior resume la evoluión del estado tensional en funión de la deformaiónplástia. Cuando la deformaión plástia es nula se penetra en el dominio elástio, es deir, queno puede haber disipaión de energía y se umple la ley de Hooke. Cuando hay deformaiónplástia se produe disipaión de energía.2.5.2. Modelo multiaxial de plastiidad on endureimientoEn este subapartado se presenta una formulaión para desribir el omportamiento plástiomultiaxial del aero [56℄, [55℄, [59℄, [60℄ y [61℄ y un algoritmo para ser implementado omo modeloonstitutivo en el programa Abaqus/Expliit.Formulaión basada en el tensor tangente elastoplástioEl modelo (representado en funión del tensor tangente elastoplástio) es apliable enpequeñas deformaiones. Por esta razón es onveniente utilizar el tensor de tensiones de Cauhy



2.5. MODELOS DE PLASTICIDAD PARA EL ACERO 29[62℄ y el tensor de deformaiones de Green-Lagrange [63℄. La relaión tensión-deformaión seestablee mediante [55℄ [56℄.(2.44) σ = E : ǫe ≡ E : (ǫ− ǫp)En la euaión 2.44, σ es el tensor de tensiones de segundo orden, E representa el tensor deonstantes elástias de uarto orden tensor onstitutivo elástio, ǫe es el tensor de segundoorden de deformaiones elástias, ǫ es el tensor de segundo orden de deformaiones totales y
ǫp es el tensor de deformaiones plástias. El dominio elástio se limita por una super�ie dedisontinuidad. ésta se desribe mediante dos modelos: endureimiento inemátio e isótropo. Enel modelo inemátio el entro de esta super�ie se desplaza según la variaión de las tensionesprinipales; en el modelo isótropo la super�ie de disontinuidad se desplaza de forma homotétia.Para ambos modelos el límite del dominio elástio se arateriza por la ondiión(2.45) f (σ,q) ≤ 0En esta relaión q es un tensor que, para el modelo inemátio, mide el desplazamientoen el espaio de tensiones prinipales entre los entros de las super�ies de disontinuidadiniial y atualizada y f es una funión esalar de disontinuidad. La evoluión del estado dedeformaiones, más allá de la super�ie de disontinuidad, se rige por la siguiente regla de �ujo:(2.46) ǫ̇ = γ g (σ,q)En la expresión 2.46 g india la direión del �ujo y γ es el parámetro esalar de onsisteniaplástia. Siendo γ = 0 en el dominio elástio y en la propia super�ie de disontinuidad y γ = 0en el dominio plástio. La variaión de la posiión del entro de la super�ie de disontinuidadviene dada por la siguiente expresión:(2.47) q̇ = −γ h (σ,q)En ésta relaión, q y h están determinados por los tensores de segundo orden que �jan ladireión del �ujo plástio y el tipo de endureimiento, γ es el parámetro de onsistenia, es unamagnitud positiva (γ ≥ 0) que obedee la ondiión de arga y desarga de Kuhn-Tuker [55℄,ya menionada en 2.34; esto es:(2.48) γ ≥ 0, f (σ,q) ≤ 0, γ̇ f (σ,q) = 0Y la ondiión de onsistenia derivada respeto del tiempo establee que:(2.49) γ̇ ḟ (σ,q) = 0



30 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOPara ḟ = 0 se determina el parámetro de onsistenia γ̇, el ual se obtiene siguiendo elproedimiento que se desribe a ontinuaión. En la soluión del parámetro de onsisteniaplástia se tienen en uenta las siguientes variables: fσ y fq son tensores de segundo orden que seobtienen al derivar la funión de disontinuidad f (σ,q) respeto de la tensión y del �bak stresstensor�, respetivamente. La derivada del tensor de tensiones 2.44 para pequeñas deformaionesviene dada por:(2.50) σ̇ = E : (ǫ̇− ǫ̇p) = E : (ǫ̇− γ̇g)Al derivar la euaión onstitutiva 2.44 elastoplástia se onsigue determinar la evoluión de latensión en funión del parámetro de onsistenia plástia y sus variables internas:(2.51) σ̇ = E : ǫ̇− E : ǫ̇p = E : ǫ̇− γ̇ E : gLa euaión diferenial que tiene en uenta el endureimiento inemátio en funión del parámetrode onsistenia es 2.47. Al sustituir q̇ y σ̇ por ḟ en en ésta resulta(2.52) fσ : E : ǫ̇− γ̇ fσ : E : g− γ̇ fq : h = 0Agrupando términos la relaión anterior se onvierte en(2.53) fσ : E : ǫ̇ = γ̇ (fσ : E : g+ fq : h)Al despejar el parámetro de onsistenia plástia éste viene dado por(2.54) γ̇ =
fσ : E : ǫ̇fσ : E : g+ fq : hSustituyendo el parámetro de onsistenia plástia en la derivada temporal de la euaiónonstitutiva σ̇ = E : ǫ̇− γ E : g, resulta(2.55) σ̇ = E : ǫ̇−

( fσ : E : ǫ̇fσ : E : g+ fq : h)E : gAl esribir la derivada temporal de la tensión se onluye la siguiente expresión tangente:(2.56) σ̇ =

(

E− (E : g)⊗ (fσ : E)fσ : E : g+ fq : h) ǫ̇ = E
T : ǫ̇De la euaión anterior se obtiene el tensor tangente elastoplástio es:(2.57) E

T =

(

E− (E : g)⊗ (fσ : E)fσ : E : g+ fq : h)



2.5. MODELOS DE PLASTICIDAD PARA EL ACERO 31Para la plastiidad asoiada [55℄, la evoluión de las variables tensor de deformaión plástia yel �bak stress� tensor en el tiempo se formulan según las siguientes relaiones:(2.58) ǫ̇p = −γ̇
∂f

∂σ
, q̇ = γ̇ Dp

∂f

∂qDonde HK y HI son los tensores de endureimiento inemátio e isótropo, respetivamente.Dp =




HK 0

0T HI1 es la matriz generalizada del módulo plástio, g es igual a: ∂f∂σ, yh = DP fq. Se sustituyen g y h en el tensor tangente elastoplástio, obteniéndose(2.59) E
T =

(

E− (E : fσ)⊗ (fσ : E)fσ : E : fσ + fq : (DP fq))El tensor de onstantes elástias E = eijkl tiene 34 = 81 omponentes [62℄; sin embargo, debidoa la simetría de σ y ǫ se veri�an las siguientes relaiones de simetría [62℄:(2.60) eijkl = ejikl

eijkl = eijlk






→ Simetrías mayores

eijkl = eklij → Simetrías menoresExiste una relaión similar para el tensor elastoplástio del aero(2.61) eepijkl = eepklijAlgoritmo basado en el retorno radialEn la Tabla 2.2 se desribe un algoritmo iterativo de Newton-Raphson para alular ellas tensiones de forma explíita, teniendo en uenta el omportamiento no lineal del aero.En este aso, G es el módulo de elastiidad a ortante; las demás variables han sido de�nidasanteriormente. La ondiión de disontinuidad de Huber Von Mises se desribe en la Figura 2.9,donde I1 es el primer invariante del tensor de y fσ es la funión de disontinuidad en el dominiode las tensiones: fσ =
√

‖σ‖2 − 1
3 (tr [σ])

2 − R; R =
√

2
3fy es el radio de la super�ie dedisontinuidad, y fy es el límite elástio del aero. Por otro lado, fq (�bak stress tensor�) atualizael entro de la super�ie de disontinuidad iniial. El estado tensional para un omportamientoelastoplástio se dedue siguiendo el proedimiento que se muestra en la Tabla 2.2. El parámetrode onsistenia se determina utilizando el método iterativo de Newton-Raphson desrito en laTabla 2.2 ya que este proedimiento garantiza la onvergenia; los detalles del proedimientode Newton se ilustra en la Tabla 2.2. A ontinuaión se presenta la integraión del modeloonstitutivo de plastiidad del aero utilizando el método del retorno radial. Las tensiones
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∆γt=0 = 0

αt=0 = α02. Iterar.Cálular ∆γt:
g
(
∆γt

)
= −

√
2
3HK

(
αt
)
+ ‖fq‖t − {2G∆γt +

√
2
3

[
HI

(
αt
)
+HI (α0)

]}

Dg
(
∆γt

)
= −2G

{

1 +
HI(αt)+HK(αt)

3G

}

∆γt+∆t = ∆γt − g[∆γt]
Dg[∆γt]3. Atualizar la deformaión plástia.

αt+∆t = αt +
√

2
3∆γt+∆tTabla 2.2: Veri�aión de la ondiión de onsistenia y determinaión de ∆γ

σ
2

σ
1

σ
3

Figura 2.9: �Bak stress tensor� y super�ie de disontinuidadresultan al derivar el potenial de energía libre para pequeñas deformaiones Ψ(ǫ, ǫp) 2.6 respetode la deformaión ǫ, que es la variable libre del problema [64℄. ǫp se obtiene al integrar respeto



2.5. MODELOS DE PLASTICIDAD PARA EL ACERO 33al tiempo omo se desribe en la siguiente euaión:(2.62) ǫp =

∫ t

0
ǫ̇p dt.La deformaión plástia está determinada por la regla de �ujo 2.58. La funión de disontinuidadestá dada por la siguiente ralaión [63℄:(2.63) f (σ, ǭp) =

√

3

2

(
σ′ : σ′

)
− f̄y ≤ 0; f̄y = fy +H ǭp

ǭp es el valor absoluto de la deformaión plástia aumulada, que al integrar en el tiempo lleva a(2.64) ǭ =

∫ t

0

˙̄ǫp dt ˙̄ǫp = | ˙̄ǫp|La super�ie de disontinuidad está expresada en funión de la tensión equivalente de Von Mises
√

3
2 (σ

′ : σ′), donde σ′ es la parte desviadora del tensor de tensiones de Piola-Kirhho�. Laorreión del estado tensional [65℄ y [66℄ se onsigue llevando el onjunto de puntos que superanla super�ie de disontinuidad (que están fuera de diha super�ie) al interior de ésta; es deir, elretorno radial que se representa en la Figura 2.10: El retorno radial está de�nido por la relaión:

Figura 2.10: Retorno radial(2.65) σ′ = σ′trial − 2G∆γ =

√

2

3
(fy +Hǭpn +H∆ǭp)
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∆γ es el inremento del parámetro de onsistenia plástia. En este proedimiento se atualizanlas tensiones desviadoras que rebasan la super�ie de disontinuidad, pero están por dentro dela super�ie de falla. éstas se atualizan en funión de las siguientes variables: G módulo dedeformaión transversal, η, variable de endureimiento, es deir, vetor normal a la super�ie dedisontinuidad que se obtiene mediante la siguiente expresión:(2.66) η =

σ′

√
2
3 (σ

′ : σ′)Al resolver mediante Newton-Raphson este inremento se alula en un instante genério t+∆t.El inremento del parámetro de onsistenia plástia está expresado en funión del inrementoaumulado de la deformaión plástia, ya de�nido in�nitesimalmente, y que al disretizar en eltiempo se expresa omo(2.67) ∆ǭp = ∆γAl expresar el parámetro de onsistenia plástia respeto de la funión de disontinuidad,de�nida anteriormente, se llega a la siguiente ondiión:(2.68) ∆γ =







0 si f (σ, ǭp) ≤ 0

f(σ,ǭp)
3G+H

si f (σ, ǭp) ≥ 0





El endureimiento es isótropo uando hay un movimiento homotétio de la super�ie dedisontinuidad, que es el aso desrito anteriormente.En el aso del endureimiento inemátio, hay un movimiento de traslaión en la super�iede disontinuidad, la ual está ontrolada por la variable interna de endureimientoinemátio q que ondiiona la posiión origen del espaio de tensiones. Como ya se hadiho, esta diferenia reibe el nombre de �Bak stress tensor � o diferenia de tensiones,las uales se atualizan sólo si están dentro de la super�ie de fallo, determinada por lafunión r0 2.6. En el dominio del tiempo, este tensor sigue la regla de Ziegler [65℄:(2.69) q̇ = Hk ǫ̇p ≡ γ̇Hksign (σ − b)La atualizaión del origen de oordenadas de la super�ie de disontinuidad se puede ombinaron el modelo isótropo; en ese aso se tiene endureimiento isótropo y inemátio. En la Tabla 2.3se presentan los pasos que hay que seguir para implementar un algoritmo de endureimientoplástio, bien sea isótropo, inemátio o una ombinaión de ambos.



2.6. MODELOS DE DAÑO PARA EL MORTERO 351. Datos iniiales: E módulo de elastiidad. ν oe�iente de Poisson. fylímite elástio. HK módulo de endureimiento inemátio. HI módulo deendureimiento isótropo.2. Cálulo de las tensiones σ y las deformaiones ǫ.3. Calular fq (�bak stress tensor�) (posiión del entro de la super�ie dedisontinuidad) y el radio atualizado de la super�ie de disontinuidad f̄y4. Cálulo de ∆γ, ver Tabla 2.25. Cálulo de las deformaiones: ǫt+∆t = ǫ+ α6. Cálulo de las tensiones: σt+∆t =
(
ET
)

t : ǫt+∆tTabla 2.3: Algoritmo para endureimiento inemátio e isótropo on retorno radial2.6. Modelos de daño para el mortero2.6.1. Introduión y desripión fenomenológiaEl daño sobre un sólido ontinuo se relaiona on la pérdida de área e�az uando hay unaumento en las miro-�suras del mismo. Se onsidera el aso de daño generado por la apliaiónde fuerzas externas o de desplazamientos impuestos y se exluyen de este estudio las �surasproduidas por retraión u otros efetos similares. Esta pérdida de área e�az onlleva undeterioro de rigidez del sólido ontinuo no reuperable. En la Figura 2.11 se representa la variaióndel tensor de onstantes elástias E, uando las tensiones están en el interior del dominio elástioy uando lo rebasan: Esta teoría del daño ontinuo fue presentada por Kashanov en 1958 [67℄.En la Figura 2.11 se representa una línea que va de A a B, en la que el material no ha sufridodaño, es deir no hay hueos; en la línea de B a C se produe el daño y por �n en la línea de A a
C se representa el omportamiento (en arga o en desarga) del material dañado. En esta últimarama ha disminuido la rigidez y han aumentado las dimensiones los hueos; es destaable queeste omportamiento no lineal no onlleva desplazamientos permanentes. Es neesario formularuna funión F que determine si hay disminuión de rigidez:(2.70) F(σ0;d) = f(σ0)− c(d) ≤ 0
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σ
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u(t)
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Tramo AB Tramo BC
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u(t)

Figura 2.11: Variaión de la rigidez y del área efetiva de una probeta de morteroSi el material se desribe on un modelo isótropo el tensor d se onvierte en la variable esalarde daño d f(σ0) es la funión de disontinuidad que está onstituida por el tensor iniial (sindaño) de onstantes elástias de uarto orden E0 y por el tensor de deformaión ǫ. La tensión enel material no dañado se obtiene omo: σ0 = E0 : ǫ y c(d) es la funión que delimita el dominioelástio on daño. Esta variable determina la aída de la rigidez del material debida a la evoluióndel daño; utilizando los multipliadores de Lagrange, ésta se desarrolla mediante:
(2.71) ḋ = µ̇

∂F̄ (σ0; d)
∂ [f(σ0)]

≡ µ̇
∂F [f(σ0)]

∂[f(σ0)]

µ es el parámetro de onsistenia de daño; éste es un esalar positivo que depende de lasondiiones de arga, desarga y rearga de Khun-Tuker (euaión 2.34) [68℄; es deir, que
µ̇ = 0 si se está en el dominio elástio. Ello se expresa matemátiamente de la siguiente manera:si F(σ0;d) ≤ 0 entones µ = 0 y si F(σ0;d) ≥ 0 aumenta la variable esalar de daño; omoonseuenia de esto la rigidez se degrada de forma no reuperable.



2.6. MODELOS DE DAÑO PARA EL MORTERO 372.6.2. Energía libre y euaión onstitutiva del modelo de dañoLa energía libre de Helmholtz por unidad de volumen, para un modelo de daño isótropo, estádada por(2.72) Ψ = Ψ(ǫ; d) = (1− d)Ψ0(ǫ)

Ψ0(ǫ) es la energía libre de Helmholtz [43℄ elástia del material no dañado:(2.73) Ψ0(ǫ) =
1

2
ǫ : σ0Para problemas térmiamente estables se umple la desigualdad de Clausius-Plank [43℄:(2.74) Ξ =

(

σ − ∂Ψ

∂ǫ

)

: ǫ̇− ∂Ψ

∂d
ḋ ≥ 0

Ξ es la potenia disipativa. La euaión onstitutiva del modelo de daño isótropo es:(2.75) ∂Ψ

∂ǫ
= σ = (1− d)E : ǫ2.6.3. Leyes de ablandamientoLas leyes que rigen el daño esalar d, se determinan a partir del omportamiento uniaxialde materiales isótropos [69℄. Las leyes de ablandamiento dependen de su evoluión a traión yompresión. A ontinuaión se exponen diferentes urvas de ablandamiento (ver [70℄); de�nidaspara traión o ompresión.Evoluión lineal del dañoEn primer lugar se onsidera variaión lineal de la tensión on respeto de la deformaión:(2.76) σ (ǫ) = − σ2

0

2G∗
f

(ǫ− ǫe) + σ0En la Figura 2.12 se presenta la evoluión de daño lineal y las variables que intervienen en laeuaión de estado tensional 2.76. La dependenia del estado tensional σ y el daño esalar seobtienen soluionando la euaión 2.76 para deformaiones elástias. La evoluión del daño serige por(2.77) σ(d)

(1− d)E
=

(

σ0 +
σ2
0ǫ

e

2G∗
f

− σ(d)

)

2G∗
f

σ2
0

G∗
f es la energía de fratura por unidad de área, obtenida en funión de la energía de fratura

Gf , igual al área bajo la urva tensión-deformaión. E es el módulo de Young. Despejando de la
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σ
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e
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σ(d)
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(1-d)E
Gf

*

σ0

d· 0σ

(1-d)· 0σ

σ

E

Figura 2.12: Degradaión lineal de la tensióneuaión 2.77 la tensión dañada se obtiene(2.78) σ (d) = (1− d) 2G∗
fE + σ2

0

2G∗
f (1− d)E + σ2

0Es obvio que la euaión 2.78, no es una funión de daño lineal.Evoluión lineal del daño on interrupionesCuando el material es afetado por una fuerte disontinuidad en la relaión tensión-deformaión, se determina una ley (Figura 2.13)(2.79) σ(ǫ) = −(σ∗
0)

2

2G∗
f

(ǫ− ǫe) + σ∗
0Los valores de σ0 y de σ∗

0 (Figura 2.13) se obtienen de ensayos de laboratorio. La ley de evoluiónde daño esalar es:(2.80) σ(d) = (1− d)σ0 si (ǫ = ǫe)(2.81) σ(d) = (1− d)σ∗
0

2G∗
fE + (σ∗

0)
2

2G∗
f (1− d)E + (σ∗

0)
2
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Figura 2.13: Degradaión disontinua de la tensiónEvoluión exponenial del dañoEl modelo de daño esalar on evoluión de tipo exponenial, se formula siguiendo lassiguientes referenias, [69℄, [71℄, [72℄ y [73℄ entre otras. Esta resistenia no termina en ero,sino que tiende asintótiamente a ero. La Figura 2.14 desribe este modelo onstitutivo, y laeuaión 2.82 presenta la evoluión de la tensión.

Є
e

Є
e
(d)

G*f

(1-d)E

σ0 (d)

σ0

E

Є

σ

Figura 2.14: Degradaión exponenial de la tensión(2.82) σ (ǫ) = σ0 ∗ e
(

−
σ0
G∗

f
(ǫ−ǫe)

)La ley del evoluión de daño, está dada en forma explíita por(2.83) Ξ (σ, d) = 0 = σ (d) + (1− d)EG∗
f

σ0
(σ0 (d))− (1− d)(EG∗

f

σ0
(σ0)− σ0

)
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∂σ
(σ, d) = 1 +

1

σ
(1− d)EG∗

f

σ0Evoluión parabólia del dañoLa ley parabólia de daño se expresa mediante un polinomio de segundo grado:(2.85) σ (ǫ) = σ0



1−
(

2

3

σ0
G∗

f

(ǫ− ǫe)

)2


La Figura 2.15, desribe el daño parabólio. La euaión 2.85 representa la evoluión parabólia
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Figura 2.15: Degradaión parabólia de la tensiónde la tensión respeto de la deformaión sin daño. Al introduir el daño en la evoluión de latensión se alanza lo siguiente:(2.86) σ(d) = −1

2
C(d) + 1

2

√

(D (d))2 − 4C(d)(2.87) C (d) = −2 (1− d)σ0 + ((1− d)E)2

σ0

(
3

2

G∗
f

σ0

)2(2.88) D(d) = (1− d)2(σ2
0 −

(
3

2

G∗
f

σ0
E

)2
)

2.7. Modelos de ontato en una dimensión para la interfaz aero-mortero2.7.1. Formulaión generalEn este subapartado se presenta un ejemplo de ontato en una dimensión on el objeto deexponer la metodología básia de la meánia del ontato. El ontato es un fenómeno físio que



2.7. MODELOS DE CONTACTO EN UNA DIMENSIÓN PARA LA INTERFAZ 41se presenta uando en dos o más uerpos, delimitados por una super�ie, hay un punto de adauerpo situado en las mismas oordenadas. En ese punto ourre una transferenia de tensiones,desplazamientos, alor, et. Se toma omo ejemplo una masa m sujeta a un muelle, (on unarigidez k) y situada a una altura h, de una super�ie rígida. La masa se desplaza una magnitud
u haia abajo, por la aeleraión de la gravedad g, y haia arriba por la fuerza de reuperaión
k, omo se representa en la Figura 2.16. El sistema masa-muelle de la Figura 2.16 posee una

m g
k

2 m g
k

min

c

minFigura 2.16: Representaión grá�a y energétia del sistema muelle-masa-super�ieenergía inétia dada por la siguiente euaión: 1
2ku

2 y una energía potenial dada por m g u.La energía total del sistema es estaionaria y es igual a la suma de la energía potenial más laenergía inétia:(2.89) Π(u) =
1

2
k u2 − m g uPara alular los valores extremos (máximos y mínimos) de la funión de energía, se deriva éstarespeto del desplazamiento y se iguala el resultado a ero:(2.90) k u du−mg du = 0Despejando el desplazamiento u, se obtiene(2.91) u =

mg

kLa masa sujeta al muelle tiene una limitaión en su desplazamiento determinada por la super�ierígida, que bloquea su avane. La restriión de desplazamientos c(u) se establee en funión de:(2.92) h− u = c(u)Si c(u) > 0 entones u < h, es deir, hay desplazamiento libre del sistema muelle-masa.De lo ontrario, uando c(u) = h − u ≤ 0 existirá ontato. La variaión del diferenial de



42 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOdesplazamiento du está limitada por la super�ie de ontato, por esta razón, el desplazamientovirtual que umple la restriión de la super�ie rígida, se desplaza haia arriba. Al expresar deforma simbólia la anterior premisa se obtiene la desigualdad variaional:(2.93) k u du−mg du ≥ 0Si h = u, (es deir, uando u es máximo), la energía inétia es mayor que la energía potenial.Y en diho aso se produe ontato. El punto mínimo de la euaión de energía Πc
min estádeterminado por la restriión de desplazamiento, tal omo se presenta en la Figura 2.16. Seefetúa un ambio de variable del diferenial de desplazamiento en la euaión 2.93: du = vc − uen donde vc es una funión de prueba; esta funión debe umplir la ondiión vc − h ≤ 0. Alreemplazar en en la euaión 2.90 se obtiene(2.94) k u (vc − u)−m g (vc − u) = 0Se debe umplir la desigualdad mg > k u para que exista ontato entre la masa y la super�ierígida:(2.95) k u (vc − u) ≥ −m g (vc − u) = 0Al umplirse la anterior desigualdad aparee la fuerza de reaión RN , ver Figura 2.17. En lameánia de ontato lásia, se supone que la fuerza de reaión entre la super�ie rígida y lamasa soportada por el muelle es negativa; es deir, la super�ie rígida es sometida úniamente aompresión por la masa, omo se desribe en la euaión 2.96:(2.96) RN ≤ 0Lo anterior es válido si las fuerzas de adhesión entre la masa y el muelle son iguales a ero. Dela anterior desigualdad se in�ere que existen 2 estados; uno de ompresión, uando RN < 0, yotro inativo, on una fuerza de reaión RN = 0. Resumiendo, las ondiiones de restriión deontato son:Cuando la rigidez del muelle es lo su�ientemente grande para sostener la masa m sin toarla super�ie rígida, se umplen estas ondiiones:(2.97) c(u) > 0 y RN = 0Si la fuerza de gravedad m g es mayor que la fuerza elástia k u, hay ontato y se veri�anlas ondiiones(2.98) c(u) = 0 y RN < 0
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Figura 2.17: Sistema masa-muelle on ontato y fuerza tangenialLa ombinaión de las anteriores premisas es onoida en meánia de ontato omo lasrestriiones de Hertz-Signorini-Moreau [74℄, análogas a las ondiiones de Kuhn-Tuker [55℄[68℄ (euaión 2.34) usadas en plastiidad y daño. Formuladas en este ontexto se expresan omo(2.99) c(u) ≥ 0, Rn ≤ 0 y RN c(u) = 02.7.2. Friión apliada al ontato unidimensionalPara expliar el ontato on rozamiento, se utilizará el sistema masa-muelle 2.17, en el ualse observa que sólo si hay ontato puede haber rozamiento, es deir el ontato es una ondiiónneesaria para que exista friión. Este omportamiento se desribe utilizando el siguiente sistemade euaiones de equilibrio que relaionan las fuerzas horizontales y vertiales:
RN +mg − kh = 0(2.100) RT − FT = 0Para una mejor omprensión del anterior sistema de euaiones, se reomienda ver la Figura2.17. La friión entre la masa y el soporte rígido se arateriza por una euaión onstitutiva.Para este ejemplo, en partiular, se utiliza la ley de Coulomb [75℄. El modelo onstitutivo deCoulomb onsidera dos asos, deslizamiento y bloqueo; tiene lugar el bloqueo uando no haydesplazamiento tangenial relativo entre la masa y el soporte rígido. El deslizamiento suedeuando aparee el desplazamiento relativo uT , entre la masa y el soporte rígido. El siguienteonjunto de ondiiones, desribe la friión a partir del modelo onstitutivo de Coulomb.La desigualdad 2.101, determina la relaión entre las fuerzas normales RN y tangeniales

RT :(2.101) f(RN , RT ) = |RT |+ κRN ≤ 0
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FT

uT

RT

RT

Figura 2.18: Modelo de rozamiento de CoulombSiendo RT la fuerza horizontal, κ el oe�iente de rozamiento y RN la fuerza normal.El bloqueo ourre si se umple la siguiente desigualdad:(2.102) |RT | < κRNEs deir uando la fuerza tangenial es menor que la fuerza normal multipliada por eloe�iente de rozamiento.Hay deslizamiento, uando la fuerza normal es igual o menor que la fuerza tangenial, esdeir:(2.103) |RT | ≥ κRNLas anteriores ondiiones, esritas en la forma de Khun-Tuker 2.34 son:(2.104) |uT | ≥ 0 f < 0 |uT | f = 0El desplazamiento uT es independiente de la direión de la fuerza FT . En la Figura 2.18 seilustran los asos de deslizamiento y bloqueo, en funión del desplazamiento y de las fuerzastangeniales.2.7.3. Multipliadores de Lagrange apliados al ontato unidimensionalEl problema de ontato está determinado por la desigualdad c(u) = h − u ≥ 0,que establee la restriión de desplazamiento de la masa. La soluión se puede obtener
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Figura 2.19: Sistema masa-muelle on multipliador de Lagrangeutilizando multipliadores de Lagrange. El método de los multipliadores de Lagrange, añadeun multipliador a la euaión de la energía, es deir, que a la energía potenial m g h y a laenergía del muelle 1
2 k u2, se le suma un término λ c(u). De está manera, el potenial se puedeesribir de la siguiente forma general:(2.105) Π(u, λ) =

1

2
k u2 −m g u+ λ c(u)El multipliador de Lagrange λ es equivalente a la fuerza normal de reaión RN . Independizandolos difereniales du y dλ, se obtienen las expresiones(2.106) k u du−mg du− λ du = 0(2.107) c(u) dλ = 0La euaión 2.106 determina el equilibrio uando la masa entra en ontato on la super�ierígida, (ver Figura 2.19). La fórmula 2.107 muestra la fuerza que se ejere uando hay ontato,es deir:(2.108) λ = k h−m g = RNLos multipliadores de Lagrange se ativan uando hay ontato, (esta informaión se obtienealulando la fuerza RN .2.7.4. Modelo de penalizaión apliado al ontato unidimensionalPara modelar numériamente la interfaz que permite el deslizamiento de la barra de aerodentro de la funda de mortero, se utiliza el método de ontato por penalizaión. El método de



46 CAPÍTULO 2. ESTADO ACTUAL DEL CONOCIMIENTOontato por penalizaión es utilizado en el análisis por elementos �nitos. Ativa las restriionessumando el término de penalizaión a la rigidez, y de esta forma, permite inrementar el potenialnatural [76℄. La Figura 2.20 ilustra la formulaión utilizada. El potenial de energía viene dado

Figura 2.20: Modelo de ontato de penalizaiónpor(2.109) Π(u) =
1

2
k u2 −m g u+

1

2
kǫ [c (u)]2 ∀El parámetro kǫ es la rigidez de la super�ie de ontato, y a la vez, se onoe omo parámetrode penalizaión. La ondiión de equilibrio surge de la estaionariedad del problema.(2.110) k u du−m g du− kǫ c (u) du = 0Resolviendo la euaión diferenial anterior se obtiene(2.111) u =

m g + kǫ h

k + kǫLa euaión 2.111 determina la posiión de la masa sujeta al muelle en ualquier instante t. Elvalor de la restriión, para asos en que haya penetraión de la masa sujeta al muelle sobre lasuper�ie, viene dado por la euaión (2.112):(2.112) c (u) = h− u =
k h−m g

k + kǫEn un aso de ontato, en que mg > kh la masa penetra en la super�ie rígida, y esto,físiamente, equivale a la ompresión de un muelle. La euaión de restriión se umpleúniamente si:(2.113) ĺım
kǫ→+∞

c(u) = ĺım
kǫ→+∞

k h−m g

k + kǫ
= 0



2.7. MODELOS DE CONTACTO EN UNA DIMENSIÓN PARA LA INTERFAZ 47En el método de penalizaión se onsideran dos asos límite:(2.114) 





1) kǫ → ∞ Sin penetraión (restriión total de la penetraión)
2) kǫ → 0 Gran penetraión (sin restriión)Diho de otra manera, en el aso en que kǫ → ∞, el valor de la rigidez del muelle es muy grande,y la penetraión tiende a ero. El aso 2, representa una soluión libre en el que la rigidez dela super�ie de ontato es muy pequeña y ello ondue a una gran penetraión. La fuerza dereaión en el método de penalizaión se alula omo se india a ontinuaión (ver [76℄).(2.115) RN = λ = kǫc (u) =

kǫ
k + kǫ

(k h−m g)Para resolver el problema de la distania mínima en el ontato de penalizaión, se utiliza laeuaión de potenial energétio total (ver [76℄):(2.116) ΠS =
1

2

∫

S

(

kǫN
(gN)2 + kǫT gT · gT) dA, kǫN , kǫT > 0Los valores de kǫT y kǫN , representan la penalizaión del ontato tangenial y normal a lasuper�ie, respetivamente.(2.117) Cc =

∫

S

(
kǫN gN dgN + kǫT gT · dgT ) dA, kǫN , kǫT > 0La euaión 2.117 determina si hay deslizamiento o bloqueo sobre la super�ie de ontato. Lasvariables gN , gN y gT determinan el ontato de forma tangenial y normal (ver [76℄).
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3. Comportamiento de barras depandeo restringido
Este apítulo se divide en seis apartados. En el primer apartado se presentan los oneptosgenerales que orresponden al estudio del omportamiento estrutural de las barras de pandeorestringido, en el segundo apartado se presenta el modelo de plastiidad aoplado on daño delaero, en el terer apartado se presenta la ley de evoluión de daño para el mortero, en el uartoapartado se presenta el modelo de ontato tipo penalizaión en 3 dimensiones. En el quintoapartado se desribe la formulaión energétia que integra los 3 modelos anteriores, en el sextoapartado se presentan diversos ejemplos de omprobaión de los modelos de�nidos en el ontinuoen los apartados anteriores.3.1. Coneptos generalesEl omportamiento estrutural de las barras de pandeo restringido debe analizarse en funiónde los materiales que la omponen. En el presente trabajo se ha elaborado, para el aero, unmodelo fenomenológio de plastiidad aoplado on daño esalar y para el mortero, un modelofenomenológio onstitutivo isótropo de daño; para el ontato se propone un miro modelode ontato tipo penalizaión. El omportamiento de las BPR se desribe numériamente pormedio de los modelos onstitutivos que se detallan a ontinuaión, uya programaión se harealizado en Compaq Fortran Abaqus/Expliit [77℄, siguiendo una formulaión explíita. Seutiliza una formulaión explíita debido a que este problema está mal ondiionado para serresuelto de forma implíita ya que en una formulaión implíita, donde hay neesidad de invertirla matriz de rigidez, el modelo de ontato de penalizaión introdue un mal ondiionamientoen la matriz de rigidez generando problemas de singularidad. El omportamiento del aero delnúleo se representa mediante un modelo de endureimiento isótropo y inemátio [55℄ [56℄, on49



50 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOel �n de obtener dos tipos de urvas de histéresis y poder ompararlas on ensayos realizados enEuropa y EEUU, que se desriben en las referenias [2℄ y [4℄. El objetivo de esta estrategia esveri�ar que los lazos de histéresis obtenidos en los ensayos de laboratorio orrespondan on losdel modelo numério. Se representan por separado las no linealidades del aero, del mortero y dela interfaz entre el aero del núleo y el mortero. Finalmente, estos modelos se aoplan medianteun balane energétio global. Los lazos de histéresis obtenidos en los ensayos de laboratoriopresentan un omportamiento asi ideal [15℄ de la plastiidad perfeta en el aero. Es omo sino hubiese pandeo en una barra sin reubrimiento. Por esta razón es muy importante el modelofenomenológio onstitutivo del aero, para el que se estableen dos endureimientos plástios,uno inemátio y otro isótropo. El endureimiento inemátio onsiste en introduir un ambiode posiión del entro de la super�ie de disontinuidad. El endureimiento isótropo, permiteontrolar el ambio en la resistenia produida por el fenómeno plástio y esto se materializaomo un ambio homotétio de la funión umbral de plasti�aión. El modelo se implementaen funión del tensor tangente elastoplástio, utilizando el algoritmo de retorno radial. En lasgrá�as de los resultados experimentales [1℄, [4℄ y [2℄. En las grá�as (fuerza vs. deformaión) delas BPR, estas llegan primero a plasti�aión por traión que por ompresión. Este fenómenoserá representado por un miro modelo de ontato, tipo penalizaión. Se ha tenido en uentaeste tipo de modelo previendo que el núleo de aero sometido a grandes desplazamientos puedapandear y penetrar en el mortero irundante. Por ello se ha esogido el modelo de ontatotipo penalizaión, porque tiene en uenta la penetraión de una super�ie maestra sobre otraeslava. Esto se representa numériamente penalizando la matriz de rigidez, es deir oloandoun muelle de gran rigidez entre las super�ies de aero y mortero. Este valor de rigidez del muellese representa numériamente en los elementos que no perteneen a la diagonal prinipal de lamatriz de rigidez. Los grandes valores sobre una matriz, al invertirla, generan un gran osteomputaional por la asi singularidad de ésta. Por esta razón se utiliza el análisis dinámioexplíito, porque no requiere invertir la matriz de rigidez. Para el mortero se desarrolla unmodelo isótropo de daño de ablandamiento exponenial , es deir, que va a existir degradaióndel material y pérdida de rigidez hasta llegar a la falla. La �nalidad es uanti�ar numériamenteen qué punto pueda haber rotura del revestimiento y, por ende, pandeo en el núleo de aero. Se hainorporado el modelo propuesto por [78℄ por ser un modelo �able y de bajo oste omputaional,agilizando la onvergenia del análisis, ya que, uando se lleva a abo el análisis, hay que haermúltiples iteraiones. Cada uno de los modelos anteriormente itados será expliado de formaanalítia. Por último, se presenta un ejemplo de omprobaión para ada aso. Al obtener los



3.2. MODELO DE DAÑO Y PLASTICIDAD PARA EL ACERO 51resultados numérios esperados por separado, de ada material, es deir, al omprobar que,en realidad, hay endureimiento inemátio e isótropo en el aero, que hay transferenia detensiones del aero al mortero y que el mortero está representado por un modelo isótropo dedaño, se ensambla el modelo global. Esta operaión se efetúa poniendo espeial atenión en queel balane energétio sea estable, es deir, que la sumatoria de las energías permaneza onstante.Y esto se onsigue alulando y atualizando, para ada instante de tiempo, las energías internasy la energía disipada por efetos inelástios. Las energías se alulan por separado para ada unode los materiales y luego se suman. Por último se omprueba que el modelo funiona al apliarleaortamientos al núleo de la barra de pandeo restringido, hasta que la amisa de mortero falley pandee el núleo interno. En este simple ejemplo se observa que uando se plasti�a el aero,se trans�ere la tensión de la barra de aero al núleo. En resumen, se estudian los modelos deplastiidad del aero, el daño en el mortero y ontato entre el aero y el mortero. Se haeneesaria la de�niión, implementaión de los modelos de daño para el mortero, de daño y deplastiidad inemátia e isótropa para el aero y de ontato tipo penalizaión para la interfaz.Toda esta formulaión, es apropiada para tratar las barras de pandeo restringido, se onvierte enuna herramienta útil para uanti�ar el omportamiento de estos dispositivos. A ontinuaiónse presenta una desripión de los modelos formulados en el ontexto de la meánia de mediosontinuos on sus respetivos algoritmos y ejemplos de omprobaión.3.2. Modelo de daño y plastiidad para el aero3.2.1. Introduión y de�niión fenomenológiaEn el apartado 2.5 se desribe la plastiidad en una dimensión y en tres dimensiones.En este apartado se presenta una formulaión elasto-plástia aoplada on daño desarrolladapor el autor, para representar el omportamiento del núleo de aero de los disipadores deenergía previamente desritos. La formulaión está desarrollada en pequeñas deformaiones yse utiliza dentro de una on�guraión en grandes desplazamientos para representar el fenómenode inestabilidad elástia, produido por la ompresión que sufren estas barras. Hay evideniasen el omportamiento del aero, de que el daño y la plastiidad atúan juntamente [79℄, [80℄.Sin embargo, el fenómeno de degradaión de rigidez (daño) y las deformaiones permanentes(plastiidad), son de naturaleza muy distinta y no pueden ser simulados mediante un úniomodelo fenomenológio. Por este aoplamiento se desarrolla una formulaión para tratar ambosfenómenos simultaneamente. Todos los meanismos de daño tienden a produir deformaiones



52 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOplástias en los metales, porque el área efetiva Ā = (1 − d)A (parte no dañada del material)disminuye mientras la variable de daño ree. Sin embargo, no existe un �aoplamiento de estado�,sino a través del onepto de disminuión de área efetiva. En resumen, el aoplamiento esindireto y sólo aparee en las euaiones onstitutivas, debido a que el aumento de la tensiónefetiva σ̄ produe plastiidad, omo onseuenia de la disminuión de la seión donde inide (laaión produida por el daño), desrita en la Figura 3.1. En metales, mientras las deformaiones
huecos

d

n

Figura 3.1: Representaión esquemátia del omportamiento onjunto de la plastiidad y deldaño, al superar el segundo umbral en el espaio de tensiones.plástias ǫp reen desde ero, el daño permanee nulo durante la nuleaión de miro �suras [79℄.Esto orresponde a la aumulaión de miro-tensiones o disloaiones en metales que generanestas miro-�suras. Signi�a que existe un umbral de deformaión permanente, por debajo delual no se produe daño. Por esta razón, en este trabajo se introdue un modelo de plastiidadon endureimiento isótropo y inemátio, que omienza a atuar después de alanzar el primerumbral de disontinuidad plástia F̄ (σ − η;q) = f(σ − η) − fy ≤ 0. Este omportamientoplástio, está ontrolado por un endureimiento isótropo a través de evoluión de la resistenia delumbral de plastiidad (f̄y > 0), y el endureimiento inemátio para tratar el efeto Baushinger[81℄, es abordado en forma simple en el sentido de Prager y Melan [82℄, omo η̇ = ckǫp , en laual el fator ck tiene la forma ck = 2
3Hk, uando se utiliza la funión potenial de von Mises,y HK es un parámetro del material a determinar. En este aso partiular la funión de tensiónestá representada por la expresión de von Mises f (σ̄ − η) =

√
3
2dev (σ − η) : dev (σ − η) yel endureimiento isótropo por la expresión f̄y = f0

y + HI ǭp > 0 , on HI omo módulode endureimiento isótropo. ǫp = |ǫp| es la deformaión plástia uniaxial equivalente, y q el



3.2. MODELO DE DAÑO Y PLASTICIDAD PARA EL ACERO 53grupo de variables internas plástias que, en este aso, inluye la funión de endureimientoq ≡ f̄y. Cuando el estado de tensión efetiva supera este primer umbral plástio, el proesomeánio elastoplástio inrementa el tamaño de la funión umbral de plastiidad, manteniendosu forma, hasta alanzar el segundo umbral, en este aso estableido por la funión de daño
F (σ0; r) = G [τ (σ0)] − G [r] ≤ 0 , ya presentada en el apartado 2.6. Superado este segundoumbral en el espaio de tensiones, la plastiidad on endureimiento y el daño on ablandamientose omportan en forma aoplada. Este estado meánio de omportamiento aoplado se onsiguea nivel onstitutivo graias al onepto de tensión efetiva antes menionado. En la Figura 3.2se representa grá�amente el dominio de las funiones de daño y de plastiidad en el espaiotensional.

Figura 3.2: Representaión esquemátia del omportamiento de los umbrales de plastiidad ydaño en el espaio de las tensiones.3.2.2. Modelo de daño esalar aoplado on plastiidadIntroduiónEl modelo de daño y los oneptos introduidos en el subapartado 3.2.1 y en [78℄ se re�erena un material sin plastiidad. Cuando se formulan modelos en los que entran en juego lasleyes del daño y las leyes de endureimiento plástio a la vez, surgen distintas posibilidadesen relaión a si el daño aparee, o no, en los términos de la energía libre asoiados al fenómenoplástio. Conretamente, se podrían presentar diferentes asos [83℄, pero partiularmente en estetrabajo se utiliza un modelo de daño y plastiidad aoplado en forma débil, en el ual la fuerza



54 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOtermodinámia asoiada al daño es la misma que en el modelo de daño simple desrito en elapartado 3.3, f(τ) = ∂Ψ
∂d

y la funión de disontinuidad f(τ) oinide on la energía libre Ψ0. Estaformulaión simplemente onsidera que no hay aoplamiento entre el daño y el endureimientoplástio. Así, este enfoque onsiste en onsiderar separadamente los dos meanismos de dañoy plastiidad y sus orrespondientes funiones umbrales. Se tienen entones dos potenialesde disipaión independientes y dos fatores de onsistenia (multipliadores de Lagrange)deplastiidad γ̇ y daño µ̇ independientes.(3.1) F̄(σ̄ − η;q) = f(σ̄ − η)− f̄y ≤ 0(3.2) F(σ0; r) = G [τ (σ0)]−G [r] ≤ 0(3.3) ¯̇ǫp = γ̇
∂F̄ (σ̄ − η;q)

∂σ̄(3.4) ḋ = µ̇
∂F (σ0; r)

∂τLos multipliadores γ̇ y µ̇ se determinan a partir de las ondiiones de onsistenia plástia
˙̄
F (σ̄ − η;q) = 0 y de daño Ḟ (σ0; r) = 0, respetivamente; donde q representa el grupo devariables internas plástias. Este enfoque tiene la ventaja de permitir la onstruión de leyesindependientes, (pero aopladas por medio del onepto de tensión efetiva) entre la plastiidady el daño. En partiular, y según se regulen los umbrales de plastiidad y daño, se desribe elaso de daño frágil, en el que no se produen deformaiones plástias signi�ativas, por ejemploomo en el hormigón, erámios y ompuestos erámios. Por el ontrario ourren deformaionesplástias importantes sin que se produza daño omo en el aso de orte puro en aleaionesmetálias.Bases termodinámiasPara introduir la plastiidad y el daño simultáneamente se utiliza la siguiente expresión parala energía libre de Hwlmotz:(3.5) Ψ(ǫ,σp,q, d) = (1− d)Ψ0 (ǫ)− ǫ : σp +Ψp (σp,q)Donde σp es la tensión de relajaión plástia, Ψp un potenial plástio, q un onjunto de variablesinternas plástias y Ψ0(ǫ) la energía libre del material no-dañado; está se expresa omo:(3.6) Ψ0(ǫ) =

1

2
ǫ : E0 : ǫ



3.2. MODELO DE DAÑO Y PLASTICIDAD PARA EL ACERO 55Resultando la disipaión [84℄.(3.7) Ξ = σ̄ : ǫ̇− Ψ̇0 = σ̄ : ǫ̇− (1− d)
∂Ψ0

∂ǫ
ǫ̇+ ḋΨ0 + ǫ̇ : σp + ǫ : σ̇p −

∂Ψp

∂σp
: σ̇p −

∂Ψp

∂q : q̇
=

{

σ −
[

(1− d)
∂Ψ0

∂ǫ
− σ̇p

]}

: ǫ+ ḋΨ0 +

[

ǫ̇− ∂Ψp

∂σp

]

: σ̇p −
∂Ψp

∂q : q̇ ≥ 0De esta expresión surge la euaión onstitutiva seante que gobierna el omportamiento delmaterial tras apliar las ondiiones de Coleman [73℄:(3.8) σ = (1− d)
∂Ψ0

∂ǫ
− σp(3.9) ǫ =

∂Ψp

∂σpTambién se deduen las desigualdades de la disipaión produida por los proesos de daño yplastiidad:(3.10) Ξd = Ψ0ḋ ≥ 0 y Ξp = −∂Ψp

∂q : q̇ ≥ 0La variable termodinámia onjugada para el daño resulta:(3.11) f(τ) = −y = −∂Ψ

∂d
= Ψ0

y es una variable termodinámia de daño.3.2.3. Reglas de evoluión de la plastiidad y el dañoEl modelo que se presenta utiliza un aoplamiento on dos fatores de onsistenia, unoplástio γ y otro de daño µ, y dos poteniales independientes para daño y plastiidad. La evoluióndel daño se desribe en el subapartado 3.2.1 y en [78℄, mientras que a ontinuaión se presentala formulaión del problema plástio que enlaza on esta formulaión del daño.Respuesta plástiaDe auerdo a lo menionado en el subapartado 3.2.2, la respuesta plástia debe ser formuladaen el espaio de tensiones efetivas presentado en la Figura 3.2 y en tal sentido se formula lafunión umbral de plastiidad en diho espaio omo(3.12) f (σ̄ − η) =

√

3

2
dev (σ̄ − η) : dev (σ̄ − η)− f̄y



56 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOUtilizando la hipótesis de plastiidad asoiada y la ondiión de onsistenia plástia, se obtienenlas euaiones que desriben la evoluión de la respuesta plástia, en el espaio de deformaiones:(3.13) ∂f

∂σ̄
: ˙̄σ +

∂f

∂η
: η̇ +

∂f

∂q : q̇ = 0Siendo:
˙̄σ =

(
∂2Ψ0

∂ǫ⊗ ∂ǫ

)

︸ ︷︷ ︸

E0≡Ē

: ǫ̇− ˙̄σp

˙̄σp = γ̇
∂f

∂ǫ
= γ̇

∂f

∂σ̄
:
∂σ̄

∂ǫ
= γ̇

∂f

∂σ̄
:

∂2Ψ0

∂ǫ⊗ ∂ǫ(3.14) ∂2Ψ0

∂ǫ⊗ ∂ǫ
:

(

ǫ̇− γ̇
∂f

∂σ̄

)q = γ̇hResultando de la euaión 3.13 el fator de onsistenia plástio:(3.15) γ̇ =

∂f
∂σ̄

: ∂2
Ψ

0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ǫ̇

[
∂f
∂σ̄

: ∂2Ψ0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ∂f
∂σ̄

]

−
[

ck
∂f
∂η

: ∂f
∂σ̄

+ ∂f
∂q : h] ∀ γ̇ ≥ 0La relaión tangente efetiva se expresa omo:(3.16) ˙̄σ = Ē

T : ǫ̇Donde el tensor elastoplástio tangente efetivo resulta:(3.17) E
T =

∂2Ψ0

∂ǫ⊗ ∂ǫ
−

[
∂2Ψ0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ∂f
∂σ̄

]

⊗
[
∂f
∂σ̄

: ∂2Ψ0

∂ǫ⊗∂ǫ

]

[
∂f
∂σ̄

: ∂2Ψ0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ∂f
∂σ̄

]

−
[

ck
∂f
∂η

: ∂f
∂σ

+ ∂f
∂q : h]Este tensor es simétrio si se trabaja on plastiidad asoiada. A las de�niiones previamenteenuniadas, deben añadirse las ondiiones de fuerza/desarga plástia en el espaio de lastensiones efetivas [73℄:

F̄ (σ̄ − η;q) = F (σ̄ − η)− f̄y ≤ 0 ;(3.18) γ̇ ≥ 0 ;

γ̇F̄ (σ̄ − η;q) = γ̇
[
F (σ̄ − η)− f̄y

]
= 0Respuesta de dañoLas variables termodinámias, las funiones umbral y el parámetro de onsistenia de dañose presentan en el subapartado 3.3.



3.3. MODELO ISÓTROPO DE DAÑO PARA EL MORTERO 573.2.4. Tensor elastoplástio dañado tangenteEl tensor onstitutivo tangente, obtenido en la euaión 3.17, orresponde al problemaelastoplástio en el espaio de tensiones efetivas. Sin embargo, el problema aoplado daño-plastiidad exige que este tensor sea trasladado al espaio real, donde es afetado por la in�ueniadel daño. Así, el tensor tangente en el espaio de tensiones reales se dedue de la expresiónsiguiente (ver referenia [85℄):(3.19) σ = (1− d)
∂Ψ0

∂ǫ
− σp = (1− d)

(
∂Ψ0

∂ǫ
− σ̄p

)

= (1 − d)σ̄

σ̇ = (1− d) ˙̄σ − ḋσ̄ = (1− d) ĒT : ǫ̇− H

τ

∂Ψ0

∂ǫ
: σ̄ = E

T : ǫ̇(3.20) E
T = (1− d)ĒT − HD

τ

(

σ̄ ⊗ ∂Ψ0

∂ǫ

)Y resulta, en general, no simétrio, salvo en dos asos:1. σ̄ = ∂Ψ0

∂ǫ
, lo ual implia σ̄p = 0; es deir, para daño puro sin plastiidad.2. Plastiidad asoiada y HD = 0; es deir, en ausenia de daño.3.2.5. Algoritmo del modelo de daño esalar aoplado on plastiidadSe resuelve el problema en forma desaoplada, primero el problema de daño y luego el plástio,en forma iterativa, mediante un algoritmo de tipo retorno mapeado. En la Tabla 3.1 se presentael algoritmo implementado.3.3. Modelo isótropo de daño para el mortero3.3.1. Introduión y de�niión fenomenológiaEn el apartado 2.6 se presentan diferentes leyes de evoluión de daño o de ablandamiento.Kashanov [67℄ fue el primero en proponer un modelo onstitutivo de daño. Se han estudiado variasteorías de daño: [86℄, [87℄, [88℄, [89℄, [90℄ y [91℄ entre otras. El modelo numério requiere onoeruándo falla el mortero, es deir, uál es el límite de bifuraión [92℄ o pandeo [93℄ del núleode aero, on el objeto de que al generar el modelo se pueda determinar on �abilidad uandoempieza a pandear la barra. Esto no sería posible si no se asignase un modelo onstitutivo de dañoal mortero. A ontinuaión se presenta la ley de evoluión del modelo de daño implementado enAbaqus/Expliit.



58 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDO1. Obtenión del ampo de deformaiones en la etapa enésima; ǫn2. Calulo del preditor elástio rn y del umbral de daño dn3. Evaluaión de la energía libre no dañada (Ψ0
)
= 1

2ǫ
n : E0 : ǫn4. Evaluaión de la energía de daño τn = τ

(
Ψ0
)n5. Veri�aión del daño: si F (σ0; r)

n = G [τn (σ0)]−G [rn] ≤ 0 no hay daño.6. Evoluión del daño. Evaluaión de la variable de daño dn = G (τn)7. Atualizaión del umbral de daño: rn = τn8. Preditor elástio: rn = 0 (σ̄p)
n
0 = (σ̄p)

n−1 ; (q)n0 ≡
(
f̄y
)
=
(
f̄y
)n−1

; (σ̄)n0 =
(
∂Ψ0

∂ǫ

)n

− (σ̄p)
n
0 ; (η̇)

n
0 = ck (ǫ̇p)

n
09. Veri�aión de la ondiión de la super�ie de disontinuidad plástia F̄ =

(σ̄ − η;q)nk = F (σ̄ − η)nk −
(
f̄
)n

k
≤ 0. Si no hay evoluión plástia se ontinúaen el punto 14.10. Evoluión del proeso plástio. Iteraión.11. Cálulo del parámetro de onsistenia plástia

∆γ =
fn
k

{[
∂f
∂σ̄

: ∂2Ψ
0

∂ǫ⊗∂ǫ
: ∂f
∂σ̄

]

−
[

ck
∂f
∂η

: ∂f
∂σ

+ ∂f
∂q : h]}n

k12. Atualizaión de las variables plástias y de la tensión efetiva: (σ̄p)
n
k

=

(σ̄p)
n
k−1+∆γk

(
∂f
∂ǫ

)n

k−1
; (q)nk = (q)nk−1+∆γk (h)nk−1 ≡

(
f̄y
)n

k
= f̄y = f̄0

y+Hpǭp

(η̇)nk = ck (ǫ̇)
n
k ; (σ̄)

n
k =

(
∂Ψ0

∂ǫp

)n

− (σ̄)nk13. Regreso al punto 914. Fin del proeso de orreión plástia:
(σ̄p)

n = (σ̄p)
n
k
; (q)n = (q)nk ; (σ̄)

n
k (σ)n = (1− dn) (σ̄)n15. Fin del proeso de integraión de la euaión onstitutivaTabla 3.1: Algoritmo de daño esalar aoplado on plastiidad



3.3. MODELO ISÓTROPO DE DAÑO PARA EL MORTERO 593.3.2. Ley de evoluión de daño para el morteroLos modelos de daño desriben la degradaión experimentada por el material mediante unavariable esalar d, denominada índie de daño o degradaión, uyos valores están entre 0 (auseniade daño) y 1 (daño total) [73℄. Este oe�iente afeta el tensor de onstantes elástias iniiales
E0, de tal forma que la relaión onstitutiva entre las tensiones σ y las deformaiones ǫ se indiamediante la siguiente expresión tensorial:(3.21) σ = (1− d) E0 : ǫEl modelo de daño viene dado por σ = (1− d)E0 : ǫ; es destaable que si el modelos sin dañoes isótropo, esta propiedad se mantiene en el modelo de daño esalar previamente presentado.La Figura 3.3 representa esquemátiamente la apliaión de un modelo de daño para desribirel omportamiento uniaxial del mortero. En la Figura 3.3, E es el módulo de elastiidad y f ′

c

E

1

(1 -   )Ed
1

f ’t

f ’c

Є

σ

Figura 3.3: Modelo de daño del morteroy f ′
t representan las resistenias araterístias a ompresión y a traión, respetivamente; eneste trabajo éstas se onsideran omo las resistenias del mortero. Es destaable que se onsideraomportamiento lineal en las ramas de arga de ompresión y de traión. La apariión del daño sedeteta mediante un umbral r; iniialmente éste posee un valor r0 y a medida que la degradaiónprogresa, su valor (r) va aumentando. Ya que la degradaión del mortero es irreversible, r debeser igual o superior a r0. El modelo de daño requiere el onoimiento del índie d en ada instante



60 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOdel proeso de deformaión; para ello se de�ne una norma τ del tensor de tensiones sin daño σ0[73℄:(3.22) τ =

(

θ +
1− θ

f ′
c / f ′

t

)√

σ0 : E−1
0 : σ0En esta relaión θ es un oe�iente esalar que toma valores entre 0, en ompresión triaxial, y 1en traión triaxial:(3.23) θ =

∑3
i=1

〈
σi
0

〉

∑3
i=1

∣
∣σi

0

∣
∣En esta relaión σi

0 es la i-ésima tensión prinipal, onsiderando omo positivas las tensiones detraión. La norma τ representa, pues, una medida de la energía por unidad de volumen, referidaal omportamiento a traión. La Figura 3.4 ilustra, en un instante del proeso meánio, loslímites del dominio elástio G (τ) − G (r) = 0 en el plano de tensiones prinipales σ1
0 − σ2

0. Se

Figura 3.4: Dominio elástio del mortero en el espaio de las tensiones.die que un punto del sólido alanza el estado de daño, uando deje de umplirse la ondiión
F (τ, r) ≤ 0. La funión F se expresa omo:(3.24) F (τ, r) = G (τ)−G (r)



3.3. MODELO ISÓTROPO DE DAÑO PARA EL MORTERO 61En esta de�niión, G debe ser una funión monótona reiente que uanti�a la evoluión deldaño. En este trabajo se utiliza la siguiente funión de evoluión de umbral de daño [73℄.(3.25) G (r) = 1− r

r0
e
C
(

1− r
r0

)

0 < r0 ≤ rEn esta expresión se umplen los siguientes valores de extremo.(3.26) Estado no dañado : ĺım
r→r0

G (r) = 0(3.27) Estado de daño total : ĺım
r→∞

G (r) = 1(3.28) C =

(
G∗

f E

l∗ f ′2
t

− 1

2

)−1

≥ 0

C es un parámetro a dimensional positivo que expresa la reduión de pendiente de las ramas dedesarga en el diagrama onstitutivo de la Figura 3.3. El valor de C se obtiene integrando en eltiempo la disipaión de energía produida por el daño [94℄, resultando: En esta expresión, G∗
f esla energía de fratura por unidad de área y l∗ es una longitud araterístia del elemento �nitoutilizado en el análisis [95℄. La de�niión de la norma τ , (e. 3.22), muestra que el umbral iniialde daño r0 está dado, en funión de la resistenia a traión, por:(3.29) r0 =

f ′
t√
ELa evoluión del índie de daño d y del umbral de daño r se rige por las relaiones

ṙ = µ̇ ḋ = µ̇
∂F

∂τ
= µ̇

dG

dτ

µ es un parámetro de onsistenia de daño que se utiliza para araterizar las ondiiones dearga o desarga mediante las relaiones de Kuhn-Tuker (euaión 2.34):(3.30) µ̇ ≥ 0 F (τ, r) ≤ 0 µ̇ F (τ, r) = 0La integraión temporal de estas relaiones proporiona los valores atuales de d y de r:(3.31) d (t) =

∫ t

0
ḋ (s) ds = G [r (t)] r (t) = máx [r0, r (s)] 0 ≤ s ≤ tLa integraión de la euaión onstitutiva se implementa mediante un algoritmo que se presentaen la Tabla 3.2



62 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDO

1. Obtenión del ampo de deformaiones ǫ en el tiempo tc2. Obtenión de C según e. 3.283. Si t = 0, iniializaión de r en r = 04. Evaluaión de las tensiones no dañadas σ0 = E : ǫ5. Obtenión de r a partir del valor máximo de la norma τ6. Veri�ar se ha alanzado el riterio de daño r0 = r7. Atualizaión de las variables internas r = máx [r0, r (τ)] y d =

G (r)8. Atualizaión de las tensiones σ = (1− d)σ09. FinTabla 3.2: Algoritmo de daño de evoluión exponenial
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Figura 3.5: Desripión esquemátia del ontato3.4. Modelo de ontato para la interfaz aero-mortero3.4.1. Introduión y de�niión fenomenológiaEn este apartado se presenta un modelo de ontato tipo penalizaión para estableer elomportamiento del aero on el mortero en las BPR, a partir el trabajo realizado por P. Wriggers[76℄, [96℄. El ontato se formula para desplazamientos �nitos. La barra de aero del núleo esrepresentada por βs, y el mortero que la rodea está representado por βm (ver Figura 3.5). Cuandoel núleo de aero se aorta, éste se aproxima al mortero, ya sea por pandeo o por efeto Poissony las super�ies del aero Γs (super�ie maestra) y del mortero Γm (super�ie eslava) puedenentrar en ontato. En la Figura 3.5 se presentan las on�guraiones de referenia (iniial olagrangiana) y (espaial, atualizada, o euleriana). Se �ja un punto virtual en la super�ie delaero ps y otro punto sobre la super�ie de mortero pm en la on�guraión de referenia. En laon�guraión espaial, estos dos puntos tienen las mismas oordenadas espaiales x(ps) = x(pm)y por esta razón las ondiiones de ontato se formulan respeto de la on�guraión espaialatualizada. Para saber si las super�ies del aero Γs y del mortero Γm están en ontato sedisretiza en puntos s la super�ie del aero, y en puntos m la super�ie del mortero. Lasoordenadas espaiales de los puntos s y m se omparan, y si son iguales, se ativa la restriióndel ontato en los mismos, es deir: s ∈ s ⊆ m. El onjunto de puntos que umple las anterioresondiiones se agrupa en la matrizGc y la transferenia de fuerzas del aero al mortero se estableeen la funión RN que representa la fuerza de ompresión ejerida por la barra de aero sobre elmortero que la rodea:(3.32) RN (u)− f ext = 0En la euaión (3.32) f ext es la fuerza externa apliada. Para obtener la posiión del uerpo seminimiza el potenial energétio total Π(u). En el aso de la Figura 3.5, la minimizaión [97℄



64 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOestá expresada en funión del onjunto de nodos que estén en ontato J(u) (pm, ps), es deir:
Π(u) minimiza la distania entre super�ies.
G(u) es el onjunto de nodos en ontato.3.4.2. Desripión inemátia del ontatoEn desplazamientos �nitos, la ondiión de penetraión depende de la funión de la distaniamínima entre dos super�ies en ontato. Se onsideran dos uerpos on sus respetivos modelosonstitutivos, para el núleo de aero y el revestimiento, que está ompuesto de mortero,delimitados ambos por la super�ies Γs, para el aero y Γm para el mortero. El uerpo βq se re�erea ambos uerpos (βs y βm), esta notaión se introdue para mayor omodidad en el desarrollo.

Γn es la super�ie que limita el uerpo βq y onsta de uatro partes: Γnσ es la super�ie sobrela que atúan fuerzas exteriores, Γnu que es la super�ie sujeta a desplazamientos impuestos,
Γnc que representa la super�ie que está en ontato y la super�ie libre es Γnf . xn(ξ) estableelas oordenadas de la on�guraión atualizada, en xn = Xn + un, Xn se entiende omo laon�guraión de referenia del uerpo βn, y un signi�a el ampo de desplazamientos atualizado.Las oordenadas de los nodos del uerpo βm que onvergen sobre el uerpo βs se expresan en lasoordenadas onvetivas ξ = (ξs, ξm). En la Figura 3.6 el vetor unitario n̄s y el vetor tangenteno unitario Üs están en funión de las oordenadas onvetivas ξ. La barra superior designaun punto en partiular erano a xm. El límite del ontato se adsribe loalmente a una regióndeterminada por las oordenadas onvetivas [76℄. Las oordenadas espaiales del núleo de aeroson iguales a la on�guraión atualizada de las oordenadas onvetivas, es deir , x̄s = xs(ξ̄)que relaiona ada punto del mortero en la on�guraión espaial xm, en la super�ie del mortero
Γm, a un punto Γs de la super�ie del aero, utilizando la distania mínima.(3.33) d(ξ̄s, ξ̄m) = mı́nxs⊆Γs

‖xm − xs(ξ)‖ ⇒ gN = (xm − x̄s) · n̄sLa funión gN determina si hay penetraión, ontato o interseión del aero sobre las super�iesdel mortero y del aero. El punto x̄s se alula teniendo en uenta el onepto de distaniamínima presente en la euaión (3.33). Es deir, que x̄s resulta de la proyeión ortogonal delpunto xm, perteneiente a la super�ie eslava, sobre la super�ie maestra atualizada xs (Γnc).Una vez onoido el punto x̄s, se omprueba la ondiión de restriión de penetraión. Si nohay penetraión se umple la siguiente desigualdad:(3.34) gN = (xm − x̄s) · n̄s ≥ 0



3.4. MODELO DE CONTACTO PARA LA INTERFAZ ACERO-MORTERO 65Y si existe penetraión se umple la siguiente ondiión.(3.35) gN̄ = {(xm − x̄s) · n̄s < 0Si gN̄ = 0, ello signi�a que hay ontato y no hay penetraión.
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xSFigura 3.6: Distania mínima en las on�guraiones de referenia y espaial3.4.3. Condiiones de deslizamiento y bloqueoSe produe bloqueo tangenial (rozamiento) relativo entre las super�ies. Para este aso enpartiular las oordenadas onvetivas (ξ̄s, ξ̄m), proyetadas sobre el dominio Γn, no varían en eltiempo, es deir.(3.36) ˙̄ξΓ = 0El deslizamiento tangenial sobre las super�ies se produe al haber un ambio de posiión en eltiempo del punto xm que, al ser proyetado sobre la super�ie maestra, ambia las oordenadasdel punto x̄s. Las oordenadas onvetivas del desplazamiento ξ̄ =

(
ξ̄S , ξ̄M

) se determinanutilizando el onepto de distania mínima expresado en la euaión (3.33). En el aso de lasBPR el desplazamiento impuesto lo determina el núleo de aero, es deir, que la super�ie que sedesplaza es la maestra. En la Figura 3.7 se presenta la trayetoria del punto xm proyetado sobrela super�ie maestra, desde el instante t0 hasta el instante tf . También se presenta la veloidad
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t0

t1

t2

t

U(t )1

U(t )2

Figura 3.7: Trayetoria del punto xM respeto de la super�ie maestra.U̇ del punto xm, relativa a la super�ie maestra para los tiempos intermedios t1 y t2. Cuandohay deslizamiento on rozamiento, se integran las veloidades para obtener la trayetoria de xmsobre la super�ie maestra en ontato Γnc. El desplazamiento relativo tangenial del punto xmsobre la super�ie maestra se formula en forma de diferenial:(3.37) dgT = ¯̈Usdξ̄Γ = xsΓξ̄ΓEs deir, que el diferenial del desplazamiento tangenial está en funión del vetor unitario deaeleraión ¯̈Us (ver Figura 3.6), y de la distania mínima. Al integrar el diferenial dgt respetodel tiempo se obtiene(3.38) gT =

∫ t

t0

∥
∥
∥
¯̈UsΓ

˙̄ξ
∥
∥
∥ dtgT representa la funión de bloqueo al deslizamiento tangenial. Las ondiiones de Hertz-Signori-Moreau (euaión 3.39) resumen de forma onisa las ondiiones de penetraión, transfereniade tensiones a ompresión y de separaión:No hay penetraión si gN > 0.Cuando hay ontato entre el aero y el mortero, la presión normal es pN < 0.La tensión desaparee uando, el interstiio está abierto y la distania desaparee uandoel interstiio está errado es deir: si gN > 0 entones pN = 0 y si gn = 0 entones pN < 0.Los estados de ontato y separaión se resumen en las siguientes desigualdades:(3.39) gN ≥ 0, pN ≤ 0, pNgN = 0



3.5. BALANCE ENERGÉTICO 67Las anteriores ondiiones proporionan las bases para abordar el ontato on deslizamiento,on el objeto de de�nir las restriiones en los nodos. La fuerza de reaión en el método depenalizaión es alulada omo se india a ontinuaión (ver [76℄).(3.40) pN = λ = kǫc (u) =
kǫ

k + kǫ
(k h−m g)La variable k representa la rigidez del muelle; kǫ es el parámetro de penalizaión, m representala masa y g es la aeleraión de la gravedad. Para resolver el problema de la distania mínimaen el ontato de penalizaión se utiliza la euaión de potenial energétio total (ver [76℄):(3.41) Πcs =

1

2

∫

Γnc

(

kǫN
(
gN
)2

+ kǫT gT · gT) dA, kǫN , kǫT > 0

kǫT y kǫN , representan la penalizaión del ontato tangenial y normal a la super�ie,respetivamente.(3.42) Cc =

∫

Γnc

(
kǫN gN · dgN + kǫT gT · dgT ) dA, kǫN , kǫT > 0El valor de Cc en la euaión 3.42 determina si hay deslizamiento o bloqueo sobre la super�iede ontato. En la Tabla 3.3 se presentan, las operaiones para implementar el algoritmo deontato tipo penalizaión en el modelo de las BPR.3.5. Balane energétioEn este apartado se integran los tres modelos desarrollados en los apartados anteriores paragenerar un modelo del omportamiento uasi-estátio de barras de pandeo restringido. Se utilizael balane energétio De la euaión 2.6 se dedue que la energía inétia EK está dada por(3.43) EK =

∫

V

1

2
ρU̇ · U̇dVLa energía potenial EU es(3.44) EU =

∫

ρωdV =

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇dV

)

dt− ω0Para realizar el seguimiento físio de fenómenos distinguibles en ingeniería, se introduedesomposiión de la tensión, deformaiones y fuerzas. El vetor de fuerzas externas apliadas enla super�ie t se desompone en: fuerza distribuida sobre la super�ie tl, El vetor de proyeiónde fuerzas de masa tqb y fuerza generada por la friión entre super�ies tf . Teniendo en uenta
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1. De�nir el parámetro de penalizaión tangenial |kǫT | y el normal
kǫN .2. Determinar si hay ontato gN = 0 o penetraión gN < 0.3. Si hay ontato determinar si hay bloqueo o deslizamiento segúnlas ondiiones de Hertz-Signori-Moreau4. Ensamblar la matriz tangente KT = kǫCcC

T
c5. Obtener KT iterativamente mediante Newton Raphson:

KT (ui)∆ui+1 = G(ui)

ui+1 = ui +∆ui+16. Veri�ar la onvergenia de este proeso.7. Fin.Tabla 3.3: Algoritmo de ontato tipo penalizaión.



3.5. BALANCE ENERGÉTICO 69la anterior división del vetor t, el trabajo realizado por las fuerzas externas y por las fuerzas derozamiento entre las super�ies viene dado por:(3.45)
ĖWF =

(∫

S

U̇ · tldS +

∫

V

f int · U̇dV

)

−
(

−
∫

S

U̇ · tfdS)−(− ∫
S

U̇ · tqbdS) ≡ ĖW−ĖF−ĖQB

ĖW representa el trabajo realizado por las fuerzas externas, ĖQB es la energía disipada por elefeto de amortiguaión, ĖF determina la proporión de energía disipada por rozamiento en elontato entre las super�ies. El balane de energía para todo el modelo puede ser esrito omo:(3.46) EU +EK + EF − EW − EQB = cteSe despeja la energía potenial:
EU =

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇dV

)

dt =

∫ t

0

[∫

V

(σc + σv) : ǫ̇dV

]

dt(3.47) =

∫ t

0

(∫

V

σc : ǫ̇dV

)

dt+

∫ t

0

(∫

V

σv : ǫ̇dV

)

dt

= EI +EV

σc es la tensión derivada de la euaión onstitutiva sin inluir efetos de disipaión visosa,
σel representa la tensión elástia, σv es la tensión visosa y EI es la energía restante, es deir,la energía interna. El tensor de veloidad de deformaión ǫ̇ está onstituido por la suma de lostensores de veloidad de deformaión elástia ǫ̇e, plástia ǫ̇p y de daño ǫ̇d:(3.48) ǫ̇ = ǫ̇e + ǫ̇p + ǫ̇dLa energía interna se expresa omo:

EI =

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇

)

dt(3.49) =

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇edV

)

dt+

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇pdV

)

dt+

∫ t

0

(∫

V

σ : ǫ̇ddV

)

dtAl derivar la expresión anterior de la energía interna respeto del tiempo se obtiene la poteniadisipativa; ésta se desompone en: Ξe (orresponde a la energía elástia), Ξp (orresponde a laenergía disipada por plastiidad) y Ξd (orresponde a la energía disipada por el daño).
Ξ = Ξe + Ξp + Ξd



70 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDOSi se produe daño en el material, no toda la energía de deformaión elástia es reuperable. Enun instante dado, la tensión σ puede ser expresada en términos de tensión sin daño σ0 y delparámetro de daño ontinuo d:(3.50) σ = (1− d)σ0El parámetro de daño d, omienza en ero (sin daño en el material) y puede llegar a uno (materialtotalmente dañado). Por tanto la energía elástia es(3.51) Ξe =

∫ t

0

(∫

V

σ0 : ǫedV

)

dtA partir de la energía elástia, si hay daño se produe una disminuión irreversible de lasonstantes elástias. Por lo tanto, la energía de deformaión reuperable es igual a: La poteniadisipada por el daño es igual a:(3.52) Ξd =

∫ t

0

(∫

V

(dt − d)σ0 : ǫ̇edV

)

dt =

∫

V

∫ t

0

(

−Ψ0ḋdt
)

dVLa energía disipada por plastiidad se presenta en el subapartado 3.2. El balane energétiodel modelo numério aopla los tres modelos de daño, plastiidad y ontato presentados en elapítulo 3. Este balane energétio se implementa en la subrutina presentada en el apéndie C.3.6. Comprobaión de los modelos de�nidos en el ontinuoutilizando MEFEn este apartado se presenta, mediante ejemplos senillos, la omprobaión de los modelosnumérios utilizando MEF, de�nidos en el ontinuo en los apartados 3.2 para el modelo deplastiidad aoplada on daño, 3.3 para el modelo de daño del mortero, 3.4 para el modelo deontato tipo penalizaión de la interfaz y, por último 3.5 para el modelo numério de una barrade pandeo restringido.3.6.1. Comprobaión del modelo de daño aoplado on plastiidad para elaeroEn este ejemplo se somete un núleo de aero a ilos impuestos de desplazamientos axiales deamplitud reiente. El núleo tiene forma prismátia, on seión uadrada de 19 mm de lado y
76 mm de longitud. Las ondiiones de ontorno se representan grá�amente en la Figura 3.8. Elaero es del tipo S355 [98℄; las propiedades onsideradas se desriben en la Tabla 3.4. Los ilos



3.6. COMPROBACIÓN DE LOS MODELOS UTILIZANDO MEF 71Densidad Límite Resistenia Módulo de Coe�iente Endureimientoelástio última elastiidad de Poisson inemátio
ρ fy fu E ν H

(
Kg
m3

) (
N

mm2

) (
N

mm2

) (
N

mm2

) (
N

mm2

)7850 355 470 210000 0,3 21000Tabla 3.4: Parámetros meánios del aero S355de desplazamientos impuestos onsisten en ondas triangulares de amplitudes reientes 0,25 ∆y,0,5 ∆y, 0,75 ∆y, ∆y, 2,5 ∆y y 5 ∆y; entendiendo ∆y omo el desplazamiento de plasti�aión. Elomportamiento plástio del aero se desribe mediante un modelo de endureimiento inemátio.No se alanza el daño. El núleo se disretiza on elementos hexaédrios lagrangianos de 8 nodos.La Figura 3.9 muestra los ilos de histéresis obtenidos, es deir, el diagrama de la fuerza axial enfunión del desplazamiento. En esta Figura y en las siguientes, los alargamientos y las traionesse representan on valores positivos. El omportamiento histerétio de la Figura 3.9 es regular

Figura 3.8: Condiiones de ontorno de la barra sometida a desplazamientos ílios impuestosy responde a lo previsible en elementos metálios de estas araterístias [55℄ y [56℄.3.6.2. Comprobaión del modelo isótropo de daño para el morteroSe presenta la modelizaión de los omportamientos a alargamiento y a aortamiento deun elemento prismátio de 500 mm de longitud y seión uadrada de 100 mm de lado.Las propiedades del mortero se desriben en la Tabla 3.5. El elemento es sometido a dos
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ρ fc E ν ft

(
Kg
m3

) (
N

mm2

) (
N

mm2

) (
N

mm2

)2350 10 17520 0,2 1Tabla 3.5: Parámetros meánios del mortero de los ensayos numérios.reen linealmente hasta alanzar la resistenia, y luego dereen de forma aproximadamenteexponenial. Este omportamiento se ajusta al modelo isótropo de daño de la Figura 3.3, tambiénse observa la diferenia existente entre la resistenia a ompresión y traión.
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Figura 3.10: Comportamiento a ompresión del modelo numério



74 CAPÍTULO 3. COMPORTAMIENTO DE BARRAS DE PANDEO RESTRINGIDO3.6.3. Comprobaión del modelo de ontato tipo penalizaión para lainterfazEn este aso de omprobaión, se supone el ontato entre dos nodos adyaentes, unoperteneiente al núleo y otro al revestimiento on una separaión entre las super�ies del núleoy del aero de 0,12 mm, omo se india en la Figura 3.11. Se onsidera la barra (desrita en laFigura 3.11); sus araterístias son iguales a las de la barra desrita en la Figura 3.13 y analizadaen el siguiente subapartado. El núleo se somete a un desplazamiento transversal impuesto u(t),este desplazamiento onsiste en una rama iniial reiente linealmente hasta 0,25 mm y unarama horizontal onstante a partir de ese instante. En la Figura 3.12 se representan las historias

Figura 3.11: Condiiones de ontorno y disretizaión de la barra sometida a ontato tipopenalizaióntemporales de los desplazamientos longitudinales de los dos nodos menionados previamente. Alobservar la Figura, se apreia que al iniio no existe ontato y que, a partir del momento en queéste se establee, ambas urvas son paralelas.3.6.4. Comprobaión del modelo de las BPRSe presentan uatro asos en que la barra de pandeo restringido analizada en el subapartadoanterior soporta deformaiones axiales impuestas de aortamiento y alargamiento. La barra
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Nodo revestimiento

Figura 3.12: Simulaión numéria del ontato entre dos nodosonsiste en un núleo de aero de seión uadrada de 10 mm de lado, embebido en unrevestimiento de mortero de seión también uadrada de 30 mm de lado; la longitud es de100 mm. El aero y el mortero se disretizan on elementos �nitos hexaédrios lagrangianos deoho nodos; la Figura 3.13 muestra la malla resultante. El ontato entre el aero y el mortero sedesribe on un modelo de ontato de penalizaión, on las siguientes araterístias: oe�ientede rozamiento κ = 0, 1; direionalidad isótropa; no se onsidera límite en la transferenia detensiones tangeniales entre el núleo de aero y el mortero. En el mallado de la barra se haprourado que el ontato entre aero y mortero sea nodo a nodo. El movimiento axial se imponeal núleo de aero (ver Figura 3.13 a). En el primer y segundo asos se onsidera un semiilo deaortamiento y alargamiento, respetivamente. En el terer y uarto asos se onsideran ilos deaortamiento y alargamiento de amplitud reiente; en el terer aso las amplitudes son bajas yen el uarto son mayores. El mortero tiene las siguientes propiedades; ρ : densidad = 2, 75×10−6kg/mm3, E : módulo seante de deformaión = 17520 MPa ν : oe�iente de Poisson = 0,2; fc :resistenia araterístia a ompresión = 39, 92 MPa; ft : resistenia araterístia a traión= 3,992 MPa ; Gf : energía de fratura = 0,104 MPa. El aero tiene las siguientes propiedades;
ρ : densidad = 7,85 x 10−6 kg/mm3; E : módulo de Young = 210000 MPa , ν : oe�iente de
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Figura 3.13: (a) Vista frontal de la barra y (b) Mallado de una barra de pandeo restringido onsus ondiiones de ontornoPoisson = 0,3; fy límite elástio = 275 MPa ; Hk = endureimiento inemátio = 21000 MPa;
fu = resistenia última = 410 MPa; Gf : energía de fratura = 68,5 MPa. En el primer asola amplitud del semilo de aortamiento ha sido elegida para que se produzan suesivamentelos siguientes fenómenos: plasti�aión del aero, daño del mortero y daño del núleo de aero.La Figura 3.14 muestra el omportamiento obtenido; se representa el desplazamiento del núleoen funión de la fuerza axial en la barra (núleo y revestimiento) para la rama de arga delsemiilo. La Figura 3.14 muestra que la plasti�aión del aero genera una reduión de la
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Figura 3.14: Primer aso. Comportamiento a aortamiento de una barra de pandeo restringidorigidez (pendiente de la urva fuerza-desplazamiento); la rigidez resultante es más elevada que laque indiaría la rama plástia del diagrama onstitutivo del aero, debido a la transferenia de



3.6. COMPROBACIÓN DE LOS MODELOS UTILIZANDO MEF 77tensiones al mortero. En la Figura 3.14 se apreia que la rotura del mortero genera una nuevareduión de rigidez. Para mayores valores del desplazamiento, el daño del aero produe unarama horizontal. En el segundo aso, la amplitud del semilo de alargamiento ha sido elegidapara que se produza plasti�aión del aero y así poder observar su omportamiento en el rangoelastoplástio teniendo en uenta la resistenia última. La Figura 3.15 muestra el omportamientoobtenido.
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Figura 3.15: Segundo aso. Comportamiento a alargamiento de una barra de pandeo restringidoEn el terer aso se somete la barra a siete ilos; sus amplitudes son 1∆y en el primero,2∆y en el segundo, 3∆y en el terero y 5∆y en los uatro restantes. ∆y es el desplazamiento deplasti�aión del núleo desnudo. Los resultados se muestran en La Figura 3.16. La Figura 3.16muestra un omportamiento de histéresis regular, on estabilidad a lo largo del tiempo. Losilos se ajustan a los resultados experimentales obtenidos habitualmente, presentados en lasreferenias [1℄ y [18℄. En la zona de ompresión de la Figura 3.16 se observa un aumento dela fuerza debido al inremento de la rigidez, por la transferenia de tensiones tangeniales, através del ontato entre el aero y el mortero [1℄. En el uarto aso se somete la barra a seisilos; sus amplitudes son: 1∆y, 2∆y, 3∆y, 5∆y, 10∆y y 15∆y , donde ∆y es el desplazamiento deplasti�aión del núleo de aero desnudo. Estos valores han sido elegidos para que se genere dañoen el mortero. La Figura 3.17 muestra el omportamiento histerétio obtenido. En la Figura 3.17se observa un omportamiento histerétio on degradaión de rigidez y de resistenia en la zona de
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3.6. COMPROBACIÓN DE LOS MODELOS UTILIZANDO MEF 79aortamiento, debido al daño del aero. La zona de alargamiento presenta un omportamientosimilar al de ompresión de la Figura 3.16. La omparaión entre las Figuras 3.14, 3.15, 3.16y 3.17 muestra que el semiilo de la Figura 3.14 es similar a los orrespondientes semiilosa aortamiento de la Figura 3.17; las Figuras 3.15, 3.16 y 3.17 indian que los hemiilos dealargamiento son similares. La onlusión global de este apartado es que los modelos numériospropuestos son apaes de reproduir los fenómenos onsiderados.
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4. Modelizaión numéria de ensayos delaboratorio
En este apítulo se omparan resultados obtenidos en laboratorio on los simuladosnumériamente utilizando el modelo de�nido en el medio ontinuo que ha sido expuesto enel apítulo 3, el ual ha sido implementado en un programa de elementos �nitos utilizando lasubrutina desrita en el apéndie C. Este apítulo se divide en dos apartados, en el primerose onsideran ensayos realizados en la Universidad de Girona [1℄ y en el segundo apartado seonsideran los ensayos obtenidos en la Universidad de California [2℄.4.1. Ensayos realizados en la Universidad de Girona4.1.1. Desripión de los ensayosLa exatitud del modelo se alibra omparándolo on resultados experimentales desritos en[1℄. Los ensayos onsisten en someter uatro BPR (onoidas omo D1, D2, D3 y D4) a ilosde deformaión axial impuesta hasta alanzar la rotura del núleo (ver Figura 4.1). La Figura4.2 desribe las prinipales araterístias geométrias de estas barras y los signi�ados de losparámetros geométrios representados. En la Tabla 4.1 se presentan los valores orrespondientesa las BPR D1, D2, D3 y D4. En la Figura 4.1 se presenta una fotografía de los ensayos;en la parte izquierda la BPR está sujeta y en la parte dereha a la BPR se le aplian losdesplazamientos impuestos. La barra tiene sensores de desplazamiento (LVDT) y de deformaión(bandas extensométrias) en sentido horizontal y vertial y de fuerza en direión longitudinal.Estos sensores están dispuestos de tal forma que adquieran la mayor antidad de informaión enlugares rítios, omo los extremos y el entro de la luz (ver [4℄). Las barras ensayadas onsistenen un núleo de aero de seión irular maiza rodeado de mortero; a su vez, éste se enuentrarodeado por un tubo de aero. La interfaz deslizante entre el núleo y el mortero onsta de81
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Figura 4.1: Ensayo realizado en la Universidad de Girona [1℄

CORTE LONGITUDINAL SECCIÓN TRANSVERSAL

dtu

ttudcn

PLANTA

Figura 4.2: Geometría de las barras de pandeo restringido ensayadas en la Universidad deGirona[1℄



4.1. ENSAYOS REALIZADOS EN LA UNIVERSIDAD DE GIRONA 83Barras Lco Lcn Ltu Ldi dco dtu ttu dcn(mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm)D1 y D2 2808 200 2422 2466 10 90 3 80D3 y D4 2808 270 2152 2196 22 115 3 85Tabla 4.1: Parámetros geométrios de las barras ensayadas en la Universidad de GironaDensidad Límite Resistenia Módulo de Coe�ienteelástio última elastiidad de Poisson
ρ fy fu Es ν

(
Kg
m3

) (
N

mm2

) (
N

mm2

) (
N

mm2

)7850 275 410 210000 0,3Tabla 4.2: Parámetros meánios nominales del aero S275. Ensayos de la Universidad de Gironaun revestimiento antiadherente alrededor del núleo, una apa intermedia de grasa y una apaexterior de material elastómero. En ambos extremos de las barras se sitúan onetores de aero;uno de éstos se une a un soporte �jo, mientras que el otro se sujeta rígidamente a un ilindrohidráulio. El movimiento de este ilindro genera deformaiones axiales en el núleo de las barras.Las propiedades del aero y del mortero se presentan en las Tablas 4.2 y 4.3, respetivamente.Tal omo se expone más adelante, en la modelizaión numéria el aero del tubo se homogeneízaal mortero. Los valores indiadosen la tabla 4.2 son nominales, en la referenia [1℄ se desribenlos valores obtenidos experimentalmente; para las barras D1 y D2 fy = 307 MPa y fu = 427MPa y para las barras D3 y D4 fy = 300,5 MPa y fu = 423,5 MPa. Estos valores se onsideranen la modelizaión numéria. Dada la simetría longitudinal de las barras ensayadas, se modelasólo la mitad de su longitud; en la seión entral se onsidera una onexión empotrada (tantopara el mortero omo para el aero), mientras que en el otro extremo se onsidera que el morteroDensidad Resistenia Módulo Coe�iente Resisteniaa ompresión de elastiidad de Poisson a traión
ρ fc Ec ν ft

(
Kg
m3

) (
N

mm2

)
N

mm2
N

mm22350 39,92 17520 0,2 3,992Tabla 4.3: Parámetros meánios del mortero. Ensayos de la Universidad de Girona



84 CAPÍTULO 4. MODELIZACIÓN NUMÉRICA DE ENSAYOS DE LABORATORIOy el tubo de aero están libres, y que el núleo sufre los desplazamientos axiales impuestos.A efetos de la modelizaión geométria de la barra, su geometría es una seión transversalirular pero ésta se reemplaza por una geometría uadrada on la misma área. Este ambio seintrodue on la �nalidad de obtener una mayor uniformidad en las relaiones de aspeto de loselementos �nitos y para lograr que el ontato entre el núleo y el mortero se estableza nodoa nodo. Ya que los parámetros geométrios más relevantes para el ensayo (área y momento deineria) no varían signi�ativamente, esta modi�aión no altera sustanialmente los resultados.El aero del núleo y el mortero se disretizan on elementos hexaédrios de oho nodos. El aerodel tubo exterior se homogeneíza al mortero adyaente para evitar la existenia de elementos�nitos on relaiones de aspeto demasiado elevadas. El movimiento axial impuesto onsisteen ilos de amplitud reiente hasta alanzar ino vees el desplazamiento de plasti�aión(∆y); en los ilos siguientes se mantiene esta amplitud hasta alanzar la rotura de la barra.Las amplitudes de los primeros ilos son: 0, 25∆y , 0, 5∆y, 0, 75∆y , 1∆y, 2∆y y5 ∆y. Losdesplazamientos impuestos son los mismos para las barras D1, D2, D3 y D4. El omportamientoplástio del aero del núleo se desribe on un modelo de endureimiento inemátio on módulode endureimiento HK = 21 GPa; no se ha onsiderado daño. En el mortero la energía de fraturapor unidad de super�ie es Gf = 0, 104 MPa y la longitud araterístia l∗ es igual a la mediageométria de las aristas del elemento �nito [95℄. En el modelo de ontato el oe�iente derozamiento es κ = 0, 1; este valor ha sido elegido según las reomendaiones inluidas en lareferenia [76℄. La direionalidad es isótropa y no hay límite en la transferenia de tensiones deorte del aero al mortero. El periodo de disretizaión del desplazamiento impuesto es∆t = 0, 05s. En la integraión explíita el inremento de tiempo es igual al oiente entre la veloidad depropagaión de las ondas de orte en el aero y la longitud araterístia l∗ del elemento �nito[77℄. El mallado se efetúa mediante elementos �nitos hexaédrios de 8 nodos de interpolaiónlineal (Lagrangianos tipo C3D8R [77℄).4.1.2. Simulaión numéria de las barras D1 y D2En la Figura 4.3 se presenta un orte transversal de las barras D1 y D2. Tal omo se haomentado previamente, la seión es irular y en la disretizaión se generan elementos �nitoson relaiones de aspeto demasiado elevadas. Ello onlleva un mayor oste omputaional y unamayor propagaión del error. Para evitar esto, las seiones irulares se modi�aron a uadradas,onservando el área. Cada lado del orrespondiente uadrado equivale a la raíz uadrada de lasáreas expuestas en la Figura 4.3. En la Figura 4.4 se presenta la nueva seión de las barras. Con
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62,49
5083,65

417,05

Figura 4.3: Seión transversal de las BPR D1 y D2

Figura 4.4: Seión transversal de las BPR D1 y D2 modi�ada para su modelaión
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Figura 4.5: Desplazamiento impuesto a las barras D1 y D2este modelo, que permite un mejor mallado, se homogeneíza el tubo exterior de aero a morteroutilizando el oe�iente de equivalenia nE = Es/Ec = 11, 98. La Figura 4.5 el desplazamientoimpuesto al núleo de las barras D1 y D2. Estos ensayos han sido simulados on el modelopropuesto. En la Figura 4.6 se ilustra la omparaión entre los resultados experimentales y losresultados numérios onsiderando endureimiento inemátio del aero del núleo. En la Figura4.6 se presentan en trazo ontinuo los resultados obtenidos en el ensayo experimental y en líneapunteada los resultados del modelo numério desarrollado en este trabajo. Comparando las dosgrá�as se observa un ajuste satisfatorio entre los ensayos experimentales y el modelo numériopropuesto.4.1.3. Simulaión numéria de las barras D3 y D4En la Figura 4.7 se presenta un orte transversal de las barras D3 y D4. Al igual que en lasbarras D1 y D2 la seión irular se transforma en uadrada para failitar la disretizaión. LaFigura 4.8 representa la seión modi�ada. En la Figura 4.9 se desribe grá�amente la parteestaionaria de la funión que determina el desplazamiento impuesto al núleo de las barras D3y D4. En la simulaión numéria se utilizan básiamente los mismos valores que en las barrasD1 y D2, on exepión del periodo de disretizaión del movimiento impuesto. El periodode disretizaión del tiempo en la funión de desplazamiento representada en la Figura 4.9 es
0, 04089377 s; este valor ha sido elegido omo el periodo natural de vibraión del sexto modopropio de la mitad modelada del núleo. Este modo orresponde al omportamiento del núleodesnudo (es deir, en ausenia del mortero de revestimiento), estando sujeto rígidamente por
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Figura 4.6: Comparaión entre los ilos de histéresis numérios y experimentales de la barra D1

126,50
8824,6

1055

Figura 4.7: Seión transversal de las BPR D3 y D4
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126,50

1055
8824,6

Figura 4.8: Seión transversal de las BPR D3 y D4 modi�ada para su modelaión

Pseudo-tiempo

Figura 4.9: Tramo estaionario del desplazamiento impuesto al núleo de las barras D3 y D4



4.1. ENSAYOS REALIZADOS EN LA UNIVERSIDAD DE GIRONA 89un extremo y libre por el opuesto; la on�guraión del sexto modo orresponde a osilaionestransversales. El periodo del análisis se ajusta al de un modo propio del núleo para evitarla apariión de soluiones espurias que produzan propagaión de errores; se elige el sextomodo para lograr una soluión de ompromiso entre la rapidez y la estabilidad del álulo.La Figura 4.10 presenta, para las barras D3 y D4 (Tabla 4.1), una omparaión entre un lazo dehistéresis experimental y su simulaión on el modelo propuesto. La Figura 4.10 muestra un ajuste

Figura 4.10: Comparaión entre ilos de histéresis numérios y experimentales para la barra D3satisfatorio entre los resultados experimentales y los numérios onsiderando endureimientoinemátio del aero del núleo. Es destaable que en ninguna simulaión numéria se observadaño en el mortero, lo ual es oherente on los resultados experimentales [1℄.4.1.4. Comparaión entre los valores numérios y experimentales de laenergía disipadaYa que se dispone de los valores numérios de los resultados de los ensayos realizados en laUniversidad de Girona [1℄, en este subapartado se presenta una omparaión detallada entre losvalores numérios y experimentales del área enerrada por el lazo de histéresis de la barra D3representado en la Figura 4.10. A ontinuaión se desriben los valores obtenidos:Energía histerétia obtenida de forma experimental: 4477444, 559 Nmm.Energía histerétia obtenida de forma numéria: 4624423, 855 Nmm.Diferenia: (4477444, 559 Nmm - 4624423, 855 Nmm)/ 4624423, 855 Nmm = 3, 18%.
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Figura 4.11: Comparaión entre los lazos de histéresis obtenidos numérios y experimentales delos ensayos de Girona Disipador D1El ajuste es satisfatorio. Adiionalmente se efetúa un álulo similar para la barra D1:Energía histerétia experimental: 1110129, 582 Nmm.Energía histerétia numéria: 1047022, 737 NmmDiferenia: (1047022, 737 Nmm - 1110129, 582 Nmm) / 1110129, 582 Nmm = 1, 95%En la Figura 4.11 se presentan dos lazos numérios y experimentales de la barra D1.4.2. Ensayos realizados en la Universidad de California4.2.1. Desripión de los ensayosEn este subapartado se presenta una simulaión numéria on el modelo propuesto deensayos realizados en la Universidad de California en San Diego [2℄. Los ensayos onsisten ensometer uatro BPR a ilos de deformaión axial y transversal impuesta; sólo las omponenteslongitudinales son tenidas en uenta en la simulaión. La Figura 4.12 muestra las prinipalesaraterístias de estas barras. Los valores de los parámetros geométrios representados en laFigura 4.12 se indian en la Tabla 4.4. Las uatro barras se onoen omo 1G, 2G, 3G y 4G;las barras 1G y 2G son formalmente idéntias, al igual que las 3G y 4G. Las BPR ensayadas
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Figura 4.12: Barras de pandeo restringido ensayadas en la Universidad de California [2℄onsisten en un núleo de aero rodeado por un mortero autonivelante, �grout �ll�, en lenguainglesa, y un tubo uadrado exterior. En un extremo de las barras se sitúa un apoyo �jo y elotro extremo se �ja a un simulador de terremotos (�Shaking Table�). Las propiedades de losmateriales (interfaz, mortero y aero del núleo) se presentan en las Tablas 4.5,4.6 y 4.7. Lageometría de las barras 1G y 2G se desriben en la Figura 4.12 y en la Tabla 4.4 Dada la
t Le Lx Lt Lco W2 W4 Lb(in) (in) (in) (in) (in) (in) (in) (in)
11
2 5 51

2 32 7
16 1321

2 11 3
16 8 2083

8Tabla 4.4: Parámetros geométrios de las BPR ensayadas en la Universidad de California.simetría longitudinal de las barras ensayadas, se modela sólo la mitad de su longitud; en laseión entral se onsidera una onexión empotrada (tanto para el mortero omo para el aero),mientras que en el otro extremo se onsidera que el mortero y el tubo de aero están libres y queel núleo sufre los desplazamientos axiales impuestos. El aero del núleo y del tubo exterior y lalehada 3de emento se disretizan on elementos hexaédrios de oho nodos. El movimiento axialimpuesto onsiste en ilos de amplitud reiente. Existen uatro etapas; ada una de ellas onstade un número variable de ilos de amplitud onstante. La primera etapa onsta de ino ilos deamplitud ∆y. La segunda etapa onsta de dos ilos de amplitud 2 ∆y. La terera y uarta etapas
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Figura 4.13: Seión transversal de las BPR 1G y 2G
Densidad Límite Módulo de Coe�ienteelástio elastiidad de Poisson

ρ fy Es ν
(
lbf×s2

in4

)

(ksi) (ksi)

7, 345 × 10−4 37 29000 0,3Tabla 4.5: Parámetros meánios del aero A36. Ensayos de la Universidad de California
Densidad Límite Módulo de Coe�ienteelástio elastiidad de Poisson

ρ fy Es ν
(
lbf×s2

in4

)

(ksi) (ksi)

7, 345 × 10−4 42 29000 0,3Tabla 4.6: Parámetros meánios del aero A500-B. Ensayos de la Universidad de California



4.2. ENSAYOS REALIZADOS EN LA UNIVERSIDAD DE CALIFORNIA 93Densidad Resistenia Módulo Coe�iente Resisteniaa ompresión de elastiidad de Poisson a traión
ρ fc Ec ν ft

(
lbf×s2

in4

)

(psi) (psi) (psi)

2, 1521 × 10−4 8825 2541 0,2 883Tabla 4.7: Parámetros meánios de la lehada de emento. Ensayos de la Universidad deCalifornia.onstan de dos ilos de amplitud 3 ∆y y 4 ∆y, respetivamente. El omportamiento plástio delaero del núleo se desribe on un modelo de endureimiento inemátio e isótropo; no se haonsiderado daño. En el mortero la energía de fratura por unidad de super�ie es Gf = 0, 242MPa y la longitud araterístia l∗ es igual a la media geometria de las aristas del elemento�nito [95℄. En el modelo de ontato el oe�iente de rozamiento es κ = 0, 1; este valor ha sidoelegido según las reomendaiones inluidas en la referenia [76℄. La direionalidad es isótropay no hay límite en la transferenia de tensiones de orte del aero al mortero. En la integraiónexplíita el inremento de tiempo es igual al oiente entre la veloidad de propagaión de lasondas de orte en el aero y la longitud araterístia l∗ del elemento �nito [77℄. El mallado seefetúa mediante elementos �nitos hexaédrios de 8 nodos de interpolaión lineal (Lagrangianostipo C3D8R [77℄).4.2.2. Simulaión numéria de las barras 1G y 2GLa Figura 4.13 muestra la seión transversal de las barras 1G y 2G y la Tabla 4.8india los valores de los parámetros geométrios. El desplazamiento de plasti�aión es igual
Lax Lbx Lcx Lay Lby Lcy L(in) (in) (in) (in) (in) (in) (in)
14 133

8 11
2 14 133

8 8 16511
32Tabla 4.8: Dimensiones de la seión de las BPR 1G y 2G.a ∆y =

fy
E

∗ L = 1, 27 × 10−3 × 16511
32 in = 0, 21 in, donde L es la longitud de la BPRque debe ser modelada numériamente. Esta longitud se determina en funión de la distaniade separaión de los sensores de desplazamiento utilizados en los ensayos de la Universidad deCalifornia [2℄. Para estableer el periodo de disretizaión de la funión de desplazamiento, sesimula numériamente el núleo para hallar sus freuenias naturales. Los modos onsiderados



94 CAPÍTULO 4. MODELIZACIÓN NUMÉRICA DE ENSAYOS DE LABORATORIOorresponden al omportamiento del núleo desnudo (es deir, en ausenia del mortero derevestimiento), estando sujeto rígidamente por un extremo y libre por el opuesto. En la Figura4.14 se presenta el sexto modo de vibraión del núleo de la BPR 1G 1, valor que fue elegidopara determinar la disretizaión en el tiempo del desplazamiento impuesto. En la Figura 4.15

Figura 4.14: Sexto modo de vibraión del núleo de las BPR 1G y 2Gse muestra el mallado de las BPR 1G y 2G generado a partir de la Figura 4.13 por el método deextrusión. Los elementos �nitos son hexaedros de 8 nodos e interpolaión lineal (C3D8R) [77℄.El núleo de aero y la funda de mortero están disretizados por hexaedros de aproximadamente
11
2 in de arista. La Figura 4.16 presenta la relaión fuerza-deformaión obtenida en el ensayoexperimental. La Figura 4.16 muestra que la BPR 1G tiene un omportamiento de endureimientomixto, es deir una ombinaión de endureimiento inemátio e isótropo. La Figura 4.16 tambiénmuestra que el omportamiento de la barra es estable, y que la plasti�aión a traión empiezaon una fuerza aproximada de 480 kips, mientras que la plasti�aión a ompresión se iniia enaproximadamente 490 kips; esta diferenia se debe a la ooperaión del revestimiento produidapor el rozamiento generado al pandear el núleo. En la Figura 4.17 se presentan lazos de histéresis(relaión fuerza-deformaión), obtenidos numériamente, utilizando endureimiento inemátiopara el aero. Al omparar la Figura 4.17 on la Figura 4.16, se observa que el modelo desribesatisfatoriamente la relaión fuerza-desplazamiento. Se observa que los valores de plasti�aióna traión y ompresión son similares.1Para que el análisis onverja es onveniente determinar los periodos naturales del núleo de la BPR y elegiromo paso de tiempo para distretizar el desplazamiento impuesto un valor inferior a aquel uya in�uenia seonsidera relevante
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Figura 4.15: Mallado de las BPR 1G y 2G [2℄
fcb

ftb

Figura 4.16: Lazos de histéresis experimentales de la BPR 1G [2℄4.2.3. Simulaión numéria de las barras 3G y 4GLa Figura 4.18 muestra la seión transversal de las barras 3G y 4G. La Tabla 4.9 presentalos valores de los parámetros geométrios representados en la Figura 4.18. El desplazamiento
Lax Lbx Lcx Lay Lby Lcy tp L(in) (in) (in) (in) (in) (in) (in) (in)
16 153

8 93
4 16 153

8 93
4 11

2 1881
8Tabla 4.9: Dimensiones de la seión de las BPR 3G y 4G.



96 CAPÍTULO 4. MODELIZACIÓN NUMÉRICA DE ENSAYOS DE LABORATORIO
ftb

fcb

Figura 4.17: Modelizaión numéria de los lazos de histéresis de las barras 1G y 2G
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Figura 4.18: Seión transversal de las BPR 3G y 4Gde plasti�aión es: ∆ =
fy
E
L = 1, 27 × 10−3 × 1881

8 in = 0, 24 in, donde L es la separaiónentre los sensores de desplazamiento utilizados [2℄. Para determinar el periodo de disretizaiónde la funión de desplazamiento, se simula numériamente el núleo on el objetivo de hallar susfreuenias naturales. En la Figura 4.19 se muestra el terer modo de vibraión del núleo de laBPR 3G. La funión de desplazamiento impuesto se disretiza en el tiempo on el periodo de estemodo. La Figura 4.20 desribe el mallado de la BPR 3G. Los elementos �nitos son hexaedros deinterpolaión lineal (C3D8R) [77℄. En la Figura 4.21 se presenta la urva fuerza-desplazamiento
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Figura 4.19: Terer modo de vibraión del núleo las BPR 3G y 4G
16”

16”

188-1/8”

Figura 4.20: Mallado de las BPR 3G y 4G.obtenida en los ensayos realizados en la Universidad de California [2℄ para la BPR 3G. En esteaso los límites elástios a traión y ompresión son aproximadamente iguales. La Figura 4.22muestra la simulaión numéria de los resultados experimentales de la Figura 4.21; se onsideraendureimiento isótropo del aero. En la Figura 4.22 se observa que los límites elástios a traióny ompresión son aproximadamente iguales. Comparando los resultados para las barras 1G y 2G,por una parte, y 3G y 4G, por otra parte, se observa que en aquéllas los límites elástios a traióny ompresión son diferentes mientras que en éstas son aproximadamente iguales. Esta difereniase debe a que en las barras 1G y 2G la rigidez del núleo en su direión débil es baja por lo queéste tiende a pandear uando se enuentra omprimida generándose interaión longitudinal onel revestimiento.
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Figura 4.21: Lazos de histéresis obtenidos en la Universidad de California para la BPR 3G [2℄.
ftb

fcb

(k
ip

s)

Figura 4.22: Modelizaión numéria de la BPR 3G4.2.4. Comparaión entre los valores numérios y experimentales de laenergía disipadaEn este subapartado se presenta una omparaión entre los valores numérios y experimen-tales de las energías disipadas por las barras 1 G y 3 G. Las energías se omparan meramentede forma grá�a, ya que no se tienen datos numérios de los ensayos. En la Figura 4.23 se pre-sentan los lazos de histéresis numérios obtenidos al modelar la barra 1G on ambos riterios



4.2. ENSAYOS REALIZADOS EN LA UNIVERSIDAD DE CALIFORNIA 99de endureimiento. La grá�a 4.23(a) es el resultado de haber utilizado el modelo numériodesrito en este estudio on un endureimiento inemátio nulo y un endureimiento isótropoigual al 10% del módulo de elastiidad. Como era de esperar, se apreia laramente el re-imiento homotétio de la super�ie de disontinuidad, sin variar su entro. La grá�a (b) selogra utilizando Abaqus/Expliit on la subrutina implementada en el apéndie C, on un en-dureimiento inemátio equivalente al 10% y un endureimiento isótropo nulo. En la Figurase observa el reimiento homotétio de la super�ie de disontinuidad. En la Figura 4.23(b) seapreia el desplazamiento del entro de la super�ie de disontinuidad. Las grá�as mostradas

(b)Figura 4.23: Simulaión numéria de los lazos de histéresis de la barra 1G. (a) Endureimientoisótropo (b) Endureimiento inemátio



100 CAPÍTULO 4. MODELIZACIÓN NUMÉRICA DE ENSAYOS DE LABORATORIOen la Figura 4.24 representan la energía disipada, es deir, el área enerrada por los lazos dehistéresis. Las dos grá�as de la Figura 4.24 son m similares y presentan un omportamientode tipo exponenial. La Figura 4.25 es el resultado de hallar el área bajo la urva de la Figura

Pseudo-tiempo

Pseudo-tiempoFigura 4.24: Simulaión numéria de la evoluión temporal de la energía disipada en la barra 1G.(a) Endureimiento isótropo (b) Endureimiento inemátio4.16. La urva de energía representada en la 4.25 tiene un omportamiento exponenial menosaentuado que las obtenidos numériamente (Figura 4.24).
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Figura 4.25: Energía disipada por la BPR 1G. Resultados experimentales [2℄En las grá�as ontenidas en la Figura 4.26 se presentan los resultados de la modelizaiónnuméria de la barra 3G on endureimientos isótropo y inemátio, respetivamente. Elomportamiento de las grá�as de la Figura 4.26 es estable. La Figura 4.27 presenta los resultadosnumérios de la evoluión temporal de la energía disipada por la barra 3G en las Figuras4.27(a) y 4.27(b) se muestran los resultados onsiderando endureimiento isótropo y inemátio,respetivamente. Las urvas de la Figura 4.27 presentan un omportamientos de tipo exponenial;los puntos en que se produen aumentos brusos de la pendiente orresponden a inrementos dela amplitud del desplazamiento impuesto. El primer tramo de las urvas de energía 4.27 es nulotanto para endureimiento inemátio omo isótropo; esto se debe a que la energía disipada enel dominio elástio vale ero y va aumentando a medida que la BPR plasti�a. La Figura 4.28presenta los resultados experimentales orrespondientes a la simulaión numéria mostrada en laFigura 4.27. La omparaión entre ambas Figuras muestra que en los resultados experimentales ladisipaión de energía se produe ya en los primeros ilos; la Figura 4.21 on�rma esta apreiaión.
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Desplazamiento (in)Figura 4.26: Simulaión numéria de los lazos de histéresis de la barra 3G. (a) Endureimientoisótropo (b) Endureimiento inemátio
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Figura 4.28: Energía disipada por la BPR 3G. Resultados experimentales [2℄



5. Conlusiones e investigaionesfuturas
El presente trabajo propone un modelo numério del omportamiento estrutural de barrasde pandeo restringido (BPR). Las BPR onsideradas onstan de un núleo de aero, unainterfaz deslizante, un revestimiento de mortero y, eventualmente, una funda exterior deaero. El omportamiento del aero del núleo se representa mediante un modelo plástio deendureimiento inemátio o isótropo. El omportamiento de la interfaz entre el núleo y elrevestimiento se desribe mediante un modelo de ontato de penalizaión. El omportamientodel mortero se representa mediante un modelo isótropo de daño. La apaidad de estos modelos seontrasta, para un onjunto de situaiones senillas y representativas, on resultados esperables.Estos modelos se implementan en el programa Abaqus formulando el balane energétio yresolviendo las euaiones obtenidas on una formulaión explíita. Los resultados del modelo seomparan on resultados experimentales, el ajuste obtenido es orreto. El modelo presentadose onsidera un proedimiento adeuado y �able para resolver numériamente el problemaplanteado.5.1. Aportaiones de este trabajoEn este apartado se listan las ontribuiones originales desarrolladas durante esta investi-gaión.Adaptaión e implementaión de modelos numérios avanzados para desribir el ompor-tamiento estrutural de barras de pandeo restringido.De�niión en un medio ontinuo de un modelo de daño esalar aoplado on plastiidadpara el aero, e implementaión en Abaqus/Expliit.105



106 CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES E INVESTIGACIONES FUTURASModi�aión y ampliaión del modelo de ontato existente en Abaqus/Expliit paraque juntamente on los modelos del aero y del mortero sean apaes de desribir elomportamiento estrutural de barras de pandeo restringido.5.2. ConlusionesEn este trabajo de investigaión se ha desarrollado un modelo de elementos �nitos, basadoen la meánia del medio ontinuo, implementado en Abaqus/Expliit, que reprodue on�abilidad el omportamiento de una BPR al ser sometida a un ampo de desplazamientos íliosimpuestos. Se ha formulado un modelo onstitutivo tridimensional fenomenológio elastoplástioon daño para representar el omportamiento del núleo de aero de las BPR; este modeloestá aoplado de forma débil. El omportamiento meánio del mortero se analiza por mediode un modelo fenomenológio de daño isótropo on una ley de evoluión del daño exponenial.La interfaz entre el núleo de aero y el revestimiento de mortero se ha modelado a través deun algoritmo de ontato tipo penalizaión utilizando oordenadas onvetivas y rozamientode Coulomb. Se implementan estos tres modelos en un modelo global mediante el programaAbaqus/Expliit utilizando la subrutina desrita en el anejo C. Esta subrutina formula el balaneenergétio de ada modelo, el ual garantiza la estabilidad numéria de la soluión. El modelonumério propuesto es apaz de representar el pandeo del núleo graias al álulo en grandesdesplazamientos, que se utiliza para representar la inestabilidad por ompresión. La exatitudde este modelo se veri�a mediante omparaión on resultados experimentales obtenidos en lasuniversidades de Girona y de California. El modelo propuesto podría ser utilizado para diseñary dimensionar las BPR siguiendo las reomendaiones de la normativa vigente. A ontinuaiónse desriben las prinipales onlusiones preliminares obtenidas de la utilizaión del modelopropuesto.Las BPR on núleos de baja rigidez a �exión plasti�an a traión para valores inferioresde la fuerza que para ompresión. Esta irunstania se observa en las barras ensayadas enla Universidad de Girona y en algunas de las ensayadas en la Universidad de California,debido a que la seión del núleo es altamente ompata. Sin embargo, las BPR onnúleos de mayor rigidez a �exión plasti�an a traión y a ompresión para valoresaproximadamente iguales de la fuerza. Esta irunstania se observa en algunas barrasensayadas en la Universidad de California debido a que el núleo es menos ompato.Los modelos de endureimiento isótropo y inemátio (de una misma BPR) proporionan



5.3. INVESTIGACIONES FUTURAS 107aproximadamente la misma antidad de energía disipada.El modelo propuesto es apaz de predeir las siguientes magnitudes: el desplazamientode plasti�aión a traión y a ompresión, el daño en el revestimiento (y el onseuentepandeo global del dispositivo) y el desplazamiento de rotura del núleo a traión.5.3. Investigaiones futurasRealizaión de araterizaiones geométrias, meánias y energétias para obtener unaBPR optimizada dependiendo de su uso y de las araterístias meánias de los materialesdisponibles para su onstruión.Apliaión de los modelos numérios desarrollados a otro tipo de disipadores o a elementossimilares.Inlusión de la fatiga en el modelo del daño esalar aoplado on plastiidad para determinaron mayor exatitud las urvas de energía y poder predeir el momento del fallo. Sereomiendan las siguientes referenias: [99℄, [100℄, [101℄, [102℄, [103℄ y [104℄, entre otras.Análisis numério y experimental del omportamiento dinámio de estruturas queinorporen BPR.Generar un modelo onstitutivo de la interfaz entre el aero del núleo y el mortero que lorodea.Utilizar la teoría de fratales para determinar el tipo de endureimiento del aero en funiónde la estrutura ristalina en que solidi�a el aero de esta manera obtener las pendientesen las ramas plástias que aproximen mejor a las obtenidas en los ensayos de laboratorio.Estas atividades se orientan a promover la utilizaión de BPR (espeialmente en países envías de desarrollo) mediante el modelo numério sin la neesidad de haer ostosos ensayos enlaboratorios espeializados, los uales pueden no estar disponibles en numerosos países.
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A. Reseña sobre la formulaiónnuméria omplementaria utilizada
A.1. Método de las diferenias �nitasEl análisis dinámio explíito se resuelve mediante elementos �nitos, para ada instante detiempo (omo si fuese estátio) y el método de las diferenias �nitas se utiliza en el análisisdinámio explíito para soluionar las euaiones en el dominio del tiempo (ver [105℄ y [43℄)y onsiste en una aproximaión para enontrar la soluión numéria de las euaiones quegobiernan un sistema matemátio o un sistema ontinuo. La soluión por diferenias �nitasonsiste en que las derivadas son remplazadas por diferenias, onvirtiendo un problema deeuaiones difereniales en un problema algebraio de soluión por métodos matriiales.Aproximaión de las derivadas pariales mediante diferenias �nitas. Las fórmulas de aproximaión de diferenia para derivadas pariales de funiones multi-dimensionales son esenialmente iguales a las de difereniaión de funiones unidimensionales.Se onsidera una funión bidimensional f(x, y). La aproximaión de diferenia para la derivadaparial, on respeto de x, se dedue �jando y en un valor onstante y0, y onsiderando f(x, y0)omo una funión unidimensional. Las aproximaiones de diferenia pueden ser haia adelante,entrales y haia atrás. Estas derivadas pariales se esriben, respetivamente:(A.1) fx =

∂f

∂x
≈ f(x0 + δx, y0)− f(x0, y0)

δx

Error→ (δx)(A.2) fx =
∂f

∂x
≈ f(x0 + δx, y0)− f(x0 − δx, y0)

2δx

Error→ (δx)2(A.3) fx =
∂f

∂x
≈ f(x0, y0)− f(x0 − δx, y0)

δx

Error→ (δx)119



120 APÉNDICE A. FORMULACIÓN NUMÉRICA UTILIZADA
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Figura A.1: Condiiones de ontorno del problema de una barra unidimensionalEn el aso de las diferenias �nitas entrales, representadas por la euaión A.2, la propagaióndel error es diretamente proporional al uadrado del inremento en las absisas. Es deir, queuanto mayor sea la disretizaión de las absisas la propagaión del error reerá al uadrado.Para el aso de las diferenias haia adelante y haia atrás, en las euaiones A.1 y A.3, el erroraumentará linealmente respeto al inremento en las absisas.Diferenias �nitas en una dimensiónSupongamos que se va a resolver un problema unidimensional de ontorno. Se preisarádeterminar la funión u(x). Está funión debe satisfaer una euaión diferenial dada en unaregión delimitada por 0 ≤ x ≤ L, siendo sus ondiiones de ontorno: x = 0 y x = L. Comoejemplo, se onsidera una barra uniforme (módulo elástio longitudinal E) de seión onstantey área de seión transversal A, omo se muestra en la Figura A.1. La euaión diferenial queorresponde a la formulaión de éste problema es:(A.4) un +
f o

EA
= 0Con las siguientes ondiiones de ontorno:(A.5) u = 0 en x = 0(A.6) EA

du

dx
= f ext en x = LSe expresa la funión de fuerza longitudinal en la siguiente euaión (variaión lineal):(A.7) fo(x) = a · x
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l-1 l l+1

ooFigura A.2: Aproximaión utilizando diferenias �nitasPara resolver el problema utilizando el método de diferenias �nitas se empieza por difereniarla variable independiente x, esto es, onstruimos la malla L + 1 on puntos de malla disretos,igualmente espaiados, desritos grá�amente en la Figura A.2, y matemátiamente mediantela siguiente expresión: xl(l = 0, 1, 2, ....L) sobre el dominio 0 ≤ x L, dónde x0 = 0, xL =

L, xl+1 − xl = np = cte. El siguiente paso es reemplazar los términos de la euaión diferenial,obtenidos por operaiones algebraias. Este proeso requiere una aproximaión utilizando lasdiferenias �nitas (deduidas por medio de los desarrollos en serie de Taylor). Al sustituir laaproximaión de la diferenia entral de la segunda derivada, en el punto xl se obtiene:(A.8) E A

o
· (−ul+1 + 2ul − ul−1) = f ext · oDónde f ext es la fuerza apliada y f o(x) es la funión de fuerza en el punto de la malla xl.Y fext · o es la fuerza total apliada sobre la estaión de diferenia �nita. Las ondiiones deontorno están dadas por el apoyo en un extremo u0 = 0, y al extremo se le aplia la fuerzaf ext = E · Aul+1−ul−1

2·o . Para este aso se han tenido en uenta las ondiiones de ontorno en elextremo y se aplia la aproximaión de la diferenia entral en la primera derivada. El punto dela malla en xL+1 se adjudia on el objeto de imponer la ondiión de ontorno. Para la soluiónmediante diferenias �nitas se aplia la euaión A.8 en ada segmento disretizado de la viga
l = 1, 2, ..., L. Al apliar las ondiiones de ontorno al sistema se obtiene:
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122 APÉNDICE A. FORMULACIÓN NUMÉRICA UTILIZADALos elementos que no se muestran en la matriz son nulos. Los valores de la fuerza apliada vienendados por la siguiente relaión: f ext = f o · o, l = 1, ...., n − 1 y f o = f ext · (o/2) + f o. Laeuaión A.9 se resume en lo siguiente:(A.9) K · u = f ext
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La euaión A.9 se pudo haber obtenido derivando una serie de n elementos de resorte, ada unode rigidez E · A/np. Las fuerzas en los puntos de la malla orrespondientes a f b(x) se obtienenusando el valor de fuerza distribuida en el punto de la malla l y multipliando ese valor porla longitud de ontribuión (a para los puntos de malla internos y o/2 para los extremos de labarra). Es posible que on este ejemplo no se apreie la utilidad de las diferenias �nitas, pues lanaturaleza de la formulaión diferenial hae que su resoluión analítia sea viable por métodosde uso omún. No obstante, lo importante a realar, y que es onlusión general, es que hemosreemplazado un problema de determinaión de una funión ontinua desonoida u(x) por unproblema de resoluión de una euaión matriial para un onjunto de valores disretos u1. éstaes la esenia del método. Debe reordarse que la soluión u sólo aproxima a la soluión exatadel problema u(x), porque hemos reemplazado derivadas por diferenias. La soluión exataorresponde a:(A.10) u(x) =

(
−aẋ3

6

)

+
(f ext + 1

2 · a · L2
)
· x

E AEs evidente que el error deree a medida que se aumenta el número de puntos de malla. Estaes la onlusión inmediata en formulaión de las aproximaiones de diferenia por medio de losdesarrollos en series Taylor.Aproximaión y onvergenia al disretizarAl utilizar el método de las diferenias �nitas el error deree inrementando la densidad delmallado. Para expliar el proeso en una situaión determinada que no tiene soluión exata,



A.2. MATRIZ DE MASA CONSISTENTE 123se estudia la onvergenia del método en funión del re�namiento del mallado, para estimar lamagnitud de los errores ourridos al produirse una aproximaión. Si, por ejemplo, el error deuna aproximaión es de orden de δx2, entones los resultados de dos soluiones sobre mallas deespaiado δx y δy se extrapolan omo se explia a ontinuaión. Siendo que̟x y̟y orrespondena las soluiones para las mallas anteriores, 1 y 2 respetivamente, y que φe orresponde a lasoluión exata en el punto que se onsidera, se obtiene la siguiente expresión.(A.11) ̟e −̟x

̟e −̟y
=

(
δx
δy

)2De la euaión A.11 se extrae la soluión exata. Esta expresión se onoe omo extrapolaión deRihardson. Proporiona un método para mejorar la soluión a partir de los resultados obtenidospara dos mallas de distinto tamaño de espaiado. La euaión se aplia a asos bidimensionalesy tridimensionales.A.2. Matriz de masa onsistenteSe propone ahora un ejemplo del ensamblaje de una matriz de masa onsistente para unabarra. Siendo [M] una matriz de masa de representaión disreta, es denominada matriz de masaonsistente si se genera on la misma funión de forma [N] que on la matriz de rigidez. En la

Figura A.3: Viga uniformemente argadaFigura A.3 se representa una viga (barra) uniforme on sus respetivos desplazamientos en adaextremo. La matriz [u] está formada por los vetores [ux1, w1, ux2, w2]
T y [ux1, ϕ1, ux2, ϕ2]

T .En este ejemplo se onsidera el elemento barra mostrado en la Figura A.3 usando la euaión
[M] =

∫

Ve
ρ[N ]T [N ]dV , donde la funión de forma [N] =

[
(L−s)

L
s
L

] y {u} = {ui, uj}T . Se



124 APÉNDICE A. FORMULACIÓN NUMÉRICA UTILIZADAremplaza s por la oordenada x, el inremento de masa ρdV se representa mediante m/Ldx, enla que m = ρAL es la masa total del elemento. Las matries de masa de la barra superior de laFigura A.3 onsistente y diagonal son respetivamente:
[m] =

m

6











2 0 1 0

0 2 0 1

1 0 2 0

0 1 0 2











[m] =
m

2











1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1











(A.12)La matriz banda se obtiene situando en el medio todos los elementos de masa. m es partiularpara ada nodo. La parte m
2 aparee 4 vees en [m] por 4 vetores de aeleraión en los nodos queson resistidos por la ineria. Las funiones de forma para el elemento viga uniforme, representadoen la Figura A.3, son:

N1 = 1− 3x2

L2
+

2x3

L3

N2 = x− 2x2

L
+

x3

L2

N3 =
3x2

L2
− 2x3

L3(A.13) N4 = −x2

L
+

x3

L2La matriz de masa onsistente se onsigue al sustituir las funiones de forma e integrar enel dominio de volumen, en la euaión [M] =
∫

Ve
ρ[N ]T [N ]dV . Entones la matriz de masaonsistente de la barra inferior de la Figura A.3 es:

[m] =
m

420
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(A.14)En las matries A.12y A.14 m = ρAL india la masa total del elemento, la matriz de masadiagonal de la viga, que se esribe:(A.15) [m] =
m

2

[

1
βL2

210
1

βL2

210

]El segundo y uarto término de la diagonal uenta on rotaiones ineriales. En las rotaiones deineria algunas vees β = 0. Dado que la barra es delgada y uniforme se toma, para la longitud
L/2 y masa m/2 = ρAL/2, la ineria de la barra es:I = m

2

[
L

2×3

]2. En este aso β = 17, 5. Siada elemento no es uniforme en su densidad las matries de masa y rigidez ambian.



A.3. PROBLEMA DINÁMICO ELÁSTICO LINEAL 125A.3. Problema dinámio elástio linealEn este subapartado se desarrolla la soluión del problema elástio lineal mediante el análisismodal y el método de separaión de variables. Esta ténia permite esribir un sistema deeuaiones desaoplado a un grado de libertad, utilizando el onepto de diagonalizaión [106℄,[107℄, [108℄, [109℄ y [110℄. La euaión diferenial de equilibrio dinámio en el tiempo (t) es unaeuaión de oe�ientes onstantes de�nida en el dominio Γ de la siguiente forma(A.16) MÜ(t) + DU̇(t) +KU(t)− f ext(t) = 0En la euaión A.16 la matriz de masaM A.17 debe ser simétria y de�nida positiva; las matriesde amortiguamiento D y de rigidez K tambien deberán ser simétrias y de�nidas positivas.Este sistema de euaiones difereniales ordinarias, a oe�ientes onstantes, ya ontiene ladisretizaión espaial. El ampo de desplazamientos U(t), veloidades U̇(t) y aeleraiones Ü(t)están de�nidos en los nodos, en los puntos donde se soporta el polinomio de aproximaión loalo funión de forma N. En la euaión A.16 el ampo temporal es ontinuo. Dentro del espaiodisreto elástio lineal, aproximado mediante las siguientes funiones polinómias, se representanlas magnitudes:(A.17) M = AΓ

∫

V

ρN : NdVLas fuerzas internas se representan en la euaión A.18(A.18) f int
(U̇,U, t+∆t

)

= AΓ

∫

V

σ
(
∇SN) dV =

[

A

∫

V

(
∇SN) : ℑ :

(
∇SN) dV ]+ [AΓ

∫

V

(
∇SN) : E :

(
∇SN) dV ] : U̇ (t+∆t) =(A.19) = DU̇ (t+∆t) +KU (t+∆t)Las fuerzas externas orresponden a la euaión A.20(A.20) f ext(t+∆t) = AΓ

[∮

S

NtdS +

∫

V

ρN · bdV ]La �losofía preponderante para la resoluión de este problema lásio en dinámia lineal se basaen admitir el �onepto de separaión de variables�. Este método permite que los problemasespaiales y temporales sean independientes entre sí. Por esta razón, omo ya se ha diho, seestablee una estrategia diferente de resoluión para ada uno de los problemas. El problemaespaial se resuelve utilizando elementos �nitos, y el problema temporal se soluiona utilizando



126 APÉNDICE A. FORMULACIÓN NUMÉRICA UTILIZADAlas diferenias �nitas. La euaión A.16, que representa el equilibrio espaial, se solventa en adainstante de tiempo t. Los desplazamientos se desriben utilizando la ténia de superposiiónmodal.(A.21) U(t) =
n−modos∑

i=1

Uh(t)El vetor de desplazamientos es representado por Uh del modo iiesmo, que explia la forma delmovimiento de las n oordenadas normales de Lagrange λi(t) o grados de libertad del sistema.Cuando se perturba el grado iesimo se separan las variables y el desplazamiento se esribe parael grado iesimo, omo el produto entre su forma de vibrar Ui, y la amplitud en el tiempo de suoordenada normal ϕ(t).(A.22) Ui(t) = Ui · λi(t)La euaión A.21 se esribe de la siguiente manera:(A.23) U(t) =

n−modos∑

i=1

Ui(t) =

n−modos∑

i=1

Ui(t) · λ(t)

(A.24) U(t) = U · Φ(t) = [u1 · · · ui · · · un] ·







λ1(t)...
λi(t)...
λn(t)





Donde U es la matriz modal que ontiene los n vetores modales U1 normalizados respeto de lamasa, y Φ(t) es el vetor de oordenadas modales λ(t). Este vetor representa el omportamientode todas las oordenadas normales del sistema en el dominio del tiempo. Al sustituir la euaiónA.24 en A.16 obtenemos la expresión de equilibrio dinámio:(A.25) M U · Φ̈(t) + D U · Φ̇(t) +K UΦ(t)− f ext(t) = 0Pre-multipliando la euaión anterior por la matriz modal UT las propiedades de ortogonalidadde los auto vetores establee:(A.26) UT
i MUj =







0 ∀ i 6= j

1 ∀ i = j
; UT

i KUj =







0 ∀ i 6= j

ωf2
i = Λi ∀ i = j



A.3. PROBLEMA DINÁMICO ELÁSTICO LINEAL 127Siempre que estos auto-vetores estén normalizados respeto a la masa. Se onsigue el siguientesistema de euaiones difereniales de segundo orden a oe�ientes onstantes.(A.27) Φ̈(t) + NΦ̇(t)− ~Φ(t)− U
T · f ext(t) = 0
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Cada una de estas euaiones estan desaopladas:(A.29) λ̈h(t) + 2ℑh ωfh λ̇h(t) + ωf2
h λh(t)−

[
aexto (t)

]
= 0Con [aexth (t)

]
=
∑n−GL

i=1 Ui
h · f ext

i (t) que representa el movimiento de un osilador equivalente aun grado de libertad. Se aplian ténias de resoluión en el tiempo de la euaión diferenial deequilibrio dinámio a un grado de libertad. Las freuenias naturales están dadas por la funión
ωfh =

√
λh o, también denominadas freuenias angulares, que resultan de la obtenión de autovalores λh a partir de la euaión algebraia ‖K− λhM‖ = 0 de grado n−GL (número de gradosde libertad). Sus orrespondientes auto vetores Uh se obtienen de la soluión del sistema deeuaiones [K− λhM] ·Uh = 0(A.30) λ̈h(t) + 2ℑh ωfh λ̇h(t) + ωf2

h λh(t)−
[
aexth (t)

]
, ∀ 1 < o <n−Gl



128 APÉNDICE A. FORMULACIÓN NUMÉRICA UTILIZADALa soluión de este sistema de euaiones, mediante una ténia numéria de integraión diretade un paso, tiene la siguiente fórmula general reurrente:(A.31) Xt+θt = A
θ ·Xt + LFt+θ∆t, ∀ 0 ≤ θ ≤ ∞Siendo X =

{

λ̈h, λ̇o, λo

}

,la matriz A y el vetor LN son los operadores de integraión y fuerzarespetivamente, de manera que ada uno de esos operadores deben determinarse para adaalgoritmo de resoluión utilizado.



B. Desripión de los módulosutilizados en el programaAbaqus/Expliit
Abaqus/Expliit es un programa de elementos �nitos destinado a resolver problemas deienias e ingeniería. El programa resuelve asi todo tipo de problemas, desde un simple análisislineal hasta simulaiones no lineales omplejas. Abaqus/Expliit posee una extensa librería deelementos �nitos que permite modelar virtualmente ualquier geometría, así omo una largalista de modelos que simulan el omportamiento de una gran mayoría de materiales. Tambiénse pueden inorporar al programa nuevos modelos onstitutivos, permitiendo su apliabilidaden distintas áreas de ingeniería. El programa Abaqus/Expliit está instalado en la máquinadel entro de álulo de la Esuela Ténia Superior de Ingenieros de Caminos Canales yPuertos de Barelona, y uenta on las siguientes araterístias: Sillion Graphis Origin 300,8 proesadores MIPS R14000 a 600 MHz, 6 GB de memoria RAM, 162 GB de diso duro. Seaede a este ordenador desde ualquier sitio, on onexión a Internet, lo ual onstituye unaómoda herramienta para el trabajo del modelizaión matemátio de las BPR. La forma detrabajo se basa en la de�niión de modelos. A partir de datos experimentales que se simulan enAbaqus/Expliit obteniendo resultados, se omparan on la realidad y se saan las onlusionespertinentes. El AbaqusExpliit ontiene diferentes módulos de álulo, en los uales se ingresan losvalores orrespondientes a las ondiiones de ontorno requeridas en el modelo. Para la simulaiónen Abaqus se tienen en uenta dos grandes bloques que son, en su orden, de�niión del modeloy visualizaión de resultados. Se presentan en detalle a ontinuaión.129



130 APÉNDICE B. MÓDULOS ABAQUS/EXPLICITMódulo �Part�En este módulo se de�nen las propiedades geométrias de la seión. También los ejes, planos,puntos de referenia para posteriores partiiones, on diferentes propósitos en el análisis de lasBPR, espeialmente para el mallado.Módulo �Property�En este módulo se enuentran las euaiones onstitutivas que relaionan tensiones ondeformaiones; para el aero, que tiene un omportamiento de endureimiento inemátio oisótropo multiaxial, se esriben las onstantes neesarias para ensamblar la matriz tangenteelastoplástia. Se esriben las onstantes neesarias para modelizar el mortero del revestimientomediante una ley onstitutiva isótropa de daño.Módulo �Assembly�En él se representan las oordenadas globales del elemento a analizar, ya que estánsituadas omo loales en el menú �part�, donde se dibujan de forma independiente las partesorrespondientes al núleo, a la apa deslizante, al mortero y al tubo exterior. Este móduloensambla las partes y las ubia en oordenadas globales.Módulo �Step�Aquí se diferenia el tipo de análisis, es deir si es dinámio explíito, implíito, estátioo a perturbaión de pandeo et. En este aso se trabajará on análisis dinámio explíito porondiiones de oste omputaional. La relaión del oste omputaional vs grados de libertaddel análisis explíito es lineal, mientras que el implíito ree de manera exponenial. El análisisdinámio explíito tiene la ventaja de poder trabajar on no linealidades geométrias y delmaterial que para requiere el modelo de las BPR. Permite el paso, o los pasos, neesarios pararealizar un análisis dinámio que se aproxime lo mejor posible a las ondiiones del laboratorio.Módulo �Interation�Se determinan las super�ies de ontato maestra y eslava; si existe una apa entre lassuper�ies del modelo, y las ondiiones de ontato entre materiales. También el tipo deontato y su omportamiento a partir de unos modelos matemátios previamente estableidos enAbaqus/Expliit. Se analiza la interaión entre barra de aero del núleo, la interfaz deslizante y



131la amisa de mortero. Para de�nir la interaión se deben asignar unos oe�ientes de rozamiento,entre otros valores, para poder generar una simulaión.Módulo �Load�Este módulo ontiene las funiones de fuerzas, desplazamientos apliados a la BPR, los apoyoson sus restriiones en desplazamientos y rotaiones. Las fuerzas, desplazamientos apliadas almodelo están en funión de las ondiiones del análisis del modelo presentes en el �Step�. No sedeterminan arbitrariamente, tienen que ser ompatibles. Se aplia el desplazamiento ílio alnúleo a partir de los ensayos de laboratorio y sus respetivos apoyos, según lo determinado enlos ensayos de las BPR realizados en la Universidad de Girona [1℄ y California [2℄.Módulo �Mesh�Aquí se diseña la malla de elementos �nitos sobre la pieza, siguiendo los siguientes riterios:División de los elementos según ejes de referenia, tamaño de la pieza, o según la densidad demalla requerida. En el ontrol de mallado se diferenian los tipos de elementos a utilizar, bien seantetraedros, hexaedros o uñas. Se determina la ténia de mallado en forma libre, estruturadao por extensión. El mallado estruturado optimiza el posterior análisis por elementos �nitos.Luego se hae el mallado sobre el elemento, on las araterístias anteriormente menionadas,ya sea por partes, o sobre todo el modelo. Por último se veri�a si existen elementos on ángulosinferiores a 60o que puedan generar error.Módulo �Job�En este módulo se ejeuta el análisis tras valorar todas las ondiiones de ontorno. Se de�nenlas variables de tipo omputaional para produir el modelo, se paraleliza (si el ordenador tienemás de un proesador) y se determina si la preisión en el álulo debe ser doble o senilla. Alejeutar el programa se ve el avane de la ejeuión del análisis en el modelo errores y posiblesproblemas que ontenga el modelo.Módulo �Visualization�En la visualizaión se observan de forma grá�a los resultados de la modelizaión en elementos�nitos. Este módulo permite ver elemento por elemento, en forma global u operando, losresultados obtenidos al ejeutar el modelo. Esta es la parte en la ual se extraen los valores



132 APÉNDICE B. MÓDULOS ABAQUS/EXPLICITen forma grá�a o en tabla. Los resultados que muestra el Abaqus en su módulo de visualizaiónhan sido previamente de�nidos en el módulo �Step�.



C. Implementaión en Abaqus/Expliitdel modelo de daño para el mortero, dedaño esalar on plastiidad para elaero
En este apéndie se presentan el diagrama de �ujo y la subrutina utilizados para implementarel modelo fenomenológio de daño esalar aoplado on plastiidad para el aero de�nido en 3.2y el modelo isótropo de daño para modelar el omportamiento del mortero 3.3. Y por últimose inluye el balane termodinámio 3.5 utilizado para aoplar las dos no linealidades de losmateriales, aero y mortero, on la disontinuidad aero-mortero determinada por un modelo deontato tipo penalizaión 3.4. Los modelos implementados en la subrutina, se pueden ejeutar,de forma independiente, o de forma aoplada.

133



134 APÉNDICE C. ALGORITMO BPRC User subroutine VUMATBPRsubroutine vumatbpr (C Read only -* nblok, ndir, nshr, nstatev, nfieldv, nprops, lanneal,* stepTime, totalTime, dt, mname, oordMp, harLength,* props, density, strainIn, relSpinIn,* tempOld, strethOld, defgradOld, fieldOld,* stressOld, stateOld, enerInternOld, enerInelasOld,* tempNew, strethNew, defgradNew, fieldNew,C Write only -* stressNew, stateNew, enerInternNew, enerInelasNew )C inlude 'vaba_param.in'C dimension oordMp(nblok,*), harLength(nblok), props(nprops),1 density(nblok), strainIn(nblok,ndir+nshr),2 relSpinIn(nblok,nshr), tempOld(nblok),3 strethOld(nblok,ndir+nshr),4 defgradOld(nblok,ndir+nshr+nshr),5 fieldOld(nblok,nfieldv), stressOld(nblok,ndir+nshr),6 stateOld(nblok,nstatev), enerInternOld(nblok),7 enerInelasOld(nblok), tempNew(nblok),8 strethNew(nblok,ndir+nshr),9 defgradNew(nblok,ndir+nshr+nshr),1 fieldNew(nblok,nfieldv),2 stressNew(nblok,ndir+nshr), stateNew(nblok,nstatev),3 enerInternNew(nblok), enerInelasNew(nblok)C harater*80 mnameparameter ( zero = 0.d0, one = 1.d0, two = 2.d0,*three = 3.d0,third = one / three, half = 0.5d0,*twothds = two / three,op5 = 1.5d0)



135parameter ( tempFinal = 1.d2, timeFinal = 1.d-2 )CC Nombra la subrutina para el Aeroif(mname(1:5) .eq. 'ACERO') thenCCC Variables de estadoC STATE(*,1) = bak stress omponente 11C STATE(*,2) = bak stress omponente 22C STATE(*,3) = bak stress omponente 33C STATE(*,4) = bak stress omponente 12C STATE(*,5) = bak stress omponente 33C STATE(*,6) = bak stress omponente 12C STATE(*,7) = deformai\'on pl\'astia equivalenteC STATE(k,8) = m\'aximo valor aumulado de la energ\'iaC STATE(k,9) = Da\~no en el aeroC STATE(k,10)= Norma de energ\'ia
e = props(1)xnu = props(2)yield = props(3)hard = props(4)fu = props(5)Gfs = props(6)
twomu = e / ( one + xnu )alamda = twomu * xnu / ( one - two * xnu )term = one / ( twomu + twothds * hard )fs=fu/sqrt(e)danoa=zero



136 APÉNDICE C. ALGORITMO BPR S\'i el tiempo es igual a ero define el material el\'astioonst = sqrt(twothds)do k = 1, nblok* Atualiza las tensionestrae = strainIn(k,1) + strainIn(k,2) + strainIn(k,3)sig1 = stressOld(k,1) + twomu*strainIn(k,1) +. alamda*traesig2 = stressOld(k,2) + twomu*strainIn(k,2) +. alamda*traesig3 = stressOld(k,3) + twomu*strainIn(k,3) +. alamda*traesig4 = stressOld(k,4) + twomu*strainIn(k,4)if (nshr .gt. one) thensig5 = stressOld(k,5) + twomu*strainIn(k,5)sig6 = stressOld(k,6) + twomu*strainIn(k,6)end if* Atualiza las tensiones medidas desde "bak stress"s1 = sig1 - stateOld(k,1)s2 = sig2 - stateOld(k,2)s3 = sig3 - stateOld(k,3)s4 = sig4 - stateOld(k,4)if ( nshr .gt. one) thens5 = sig5 - stateOld(k,5)s6 = sig6 - stateOld(k,6)end ifC Parte desviadora del tensor de tensionesC Medida desde el "bak stress"smean = third * ( s1 + s2 + s3 )ds1 = s1 - smeands2 = s2 - smeands3 = s3 - smean



137C Magnitud de la parte desviadora de la difereniaC atualizada del tensor de tensionesdsmag = sqrt ( ds1*ds1 + ds2*ds2 + ds3*ds3+. two*s4*s4+two*s5*s5+two*s6*s6 )
 Se determina si hay o no plastiidadradius = onst * yieldfayld = zeroif ( dsmag - radius .ge. zero ) fayld = oneC Se previene dividir por erodsmag = dsmag + ( one - fayld )C Calula el inremento del fator de onsistenia pl\'astiadiff = dsmag - radiusdgamma = fayld * term * diffC Atualizai\'on de la deformai\'on pl\'astia equivalentedeqps = onst * dgammastateNew(k,7) = stateOld(k,7) + deqps

dgamma = dgamma / dsmagC Atualizai\'on del "bak stress"fator = twothds * hard * dgammastateNew(k,1) = stateOld(k,1) + fator * ds1stateNew(k,2) = stateOld(k,2) + fator * ds2stateNew(k,3) = stateOld(k,3) + fator * ds3stateNew(k,4) = stateOld(k,4) + fator * s4if ( nshr .gt. one) thenstateNew(k,5) = stateOld(k,5) + fator * s5stateNew(k,6) = stateOld(k,6) + fator * s6



138 APÉNDICE C. ALGORITMO BPRend ifC Ablandamiento del aeroA=one/((Gfs*e)/(harLength(nblok)*fu*fu)-half) Atualizai\'on de la deformai\'on Atualiza el tensor de deformai\'onst1 = sig1/(e)*(one-stateOld(k,9))st2 = sig2/(e)*(one-stateOld(k,9))st3 = sig3/(e)*(one-stateOld(k,9))st4 = sig4/(e)*(one-stateOld(k,9))if (nshr .gt. 1) thenst5 = sig5/(e)*(one-stateOld(k,9))st6 = sig6/(e)*(one-stateOld(k,9))endif
sb = sqrt(st1*sig1+st2*sig2+st3*sig3+2*sig4*st4+. 2*sig5*st5+2*sig6*st6)C Frontera.sa=max(sb,sa,fs)danoa=one-(fs/sa)*exp(A*(one-sa/fs)) ! funi\'on de da\~nostatenew(k,8)=sastatenew(k,9)=danosstatenew(k,10)=sbC Atualizai\'on de la tensi\'onfator = twomu * dgamma



139stressNew(k,1) = (sig1 - fator * ds1)*(one-danoa)stressNew(k,2) = (sig2 - fator * ds2)*(one-danoa)stressNew(k,3) = (sig3 - fator * ds3)*(one-danoa)stressNew(k,4) = (sig4 - fator * s4)*(one-danoa)if ( nshr .gt. one) thenstressNew(k,5) = (sig5 - fator * s5)*(one-danoa)stressNew(k,6) = (sig6 - fator * s6)*(one-danoa)end ifC Atualizai\'on de la energ\'ia internastressPower = half * (* ( stressOld(k,1)+stressNew(k,1) ) * strainIn(k,1) +* ( stressOld(k,2)+stressNew(k,2) ) * strainIn(k,2) +* ( stressOld(k,3)+stressNew(k,3) ) * strainIn(k,3))+* (( stressOld(k,4)+stressNew(k,4) ) * strainIn(k,4)+* ( stressOld(k,5)+stressNew(k,5) ) * strainIn(k,5) +* ( stressOld(k,6)+stressNew(k,6) ) * strainIn(k,6))enerInternNew(k) = enerInternOld(k)* + stressPower / density(k)CC Atualiza la energ\'ia disipada por plastiidadsmean = third **(stressNew(k,1) + stressNew(k,2) + stressNew(k,3))equivStress = sqrt ( op5 * (*( stressNew(k,1) - smean )**2 +*( stressNew(k,2) - smean )**2 +*( stressNew(k,3) - smean )**2 +*two * stressNew(k,4)**2 +*two * stressNew(k,5)**2 +*two * stressNew(k,6)**2 ) )plastiWorkIn = equivStress * deqpsenerInelasNew(k) = enerInelasOld(k)



140 APÉNDICE C. ALGORITMO BPR*+ plastiWorkIn / density(k)end doC Define la subrutina del morteroelse if( mname(1:7) .eq. 'MORTERO') thenC STATE(*,1) = rtC STATE(*,2) = da\~noC STATE(*,3) = rtaC STATE(*,4) = thetae = props(1) !m\'odulo de Elastiidadxnu = props(2) !Relai\'on de Poissonyield = props(3) !L\'imite el\'astio a trai\'onfp = props(4) !L\'imite el\'astio a ompresi\'onGF = props(5) ! Energ\'ia de fratura r0=yield/sqrt(e)n=fp/yieldtwomu = e / ( one + xnu )alamda = twomu * xnu / ( one - two * xnu )term = one / ( twomu + twothds * hard )C Si el paso de tiempo es igual a eroC el material es el\'astioC if (stepTime .eq. zero ) thendo k=1, nblokonst = sqrt(twothds)C Atualiza las tensionesA=one/((Gf*e)/(harLength(nblok)*yield*yield)-half)trae = strainIn(k,1) + strainIn(k,2) + strainIn(k,3)stressNew(k,1) = stressOld(k,1) + twomu*strainIn(k,1) +



141.alamda*traestressNew(k,2) = stressOld(k,2) + twomu*strainIn(k,2) +.alamda*traestressNew(k,3) = stressOld(k,3) + twomu*strainIn(k,3) +.alamda*traestressNew(k,4) = stressOld(k,4) + twomu*strainIn(k,4)if ( nshr .gt. one) thenstressNew(k,5) = stressOld(k,5) + twomu*strainIn(k,5)stressNew(k,6) = stressOld(k,6) + twomu*strainIn(k,6)end ifrt=zerodano=zerosig1=stressNew(k,1)sig2=stressNew(k,2)sig3=stressNew(k,3)sig4=stressNew(k,4)if ( nshr .gt. 1 ) thensig5=stressNew(k,5)sig6=stressNew(k,6)end ifC Atualiza las deformaionesst1 = sig1/est2 = sig2/est3 = sig3/est4 = sig4/eif ( nshr .gt. one) thenst5 = sig5/est6 = sig6/eend if
end do



142 APÉNDICE C. ALGORITMO BPRelsedo k=1, nblokA=one/((Gf*e)/(harLength(nblok)*yield*yield)-half)trae = strainIn(k,1) + strainIn(k,2) + strainIn(k,3)sig1 = stressOld(k,1) + twomu*strainIn(k,1)+.alamda*traesig2 = stressOld(k,2) + twomu*strainIn(k,2) +.alamda*traesig3 = stressOld(k,3) + twomu*strainIn(k,3) +.alamda*traesig4 = stressOld(k,4) + twomu*strainIn(k,4)if ( nshr .gt. one ) thensig5 = stressOld(k,5) + twomu*strainIn(k,5)sig6 = stressOld(k,6) + twomu*strainIn(k,6)end ifst1 = sig1/(e*(one- stateOld(k,2)))st2 = sig2/(e*(one- stateOld(k,2)))st3 = sig3/(e*(one- stateOld(k,2)))st4 = sig4/(e*(one- stateOld(k,2)))if ( nshr .gt. 1 ) thenst5 = sig5/(e*(one- stateOld(k,2)))st6 = sig6/(e*(one- stateOld(k,2)))end ifC Se determina el par\'ametro para saber si est\'a aC trai\'on o ompresi\'ontheta=(half*((abs(sig1)+sig1)+(abs(sig2)+sig2)+(abs(sig3).+sig3)))./(abs(sig1)+abs(sig2)+abs(sig3)+one)theta=int(theta)rta=(theta+((one-theta)/(n)))*. sqrt(st1*sig1+st2*sig2+st3*sig3+2*sig4*st4+.2*sig5*st5+2*sig6*st6)



143rta=sqrt(st1*sig1+st2*sig2+st3*sig3+2*sig4*st4+2*sig5*st5+. 2*sig6*st6) r0 es la frontera rt va a variar entre ero y rtrt = max(rt,rta,r0)dano=one-(r0/rt)*exp(A*(one-rt/r0))C Atualizai\'on de tensiones da\~nadasstressNew(k,1) = sig1*(one-dano)stressNew(k,2) = sig2*(one-dano)stressNew(k,3) = sig3*(one-dano)stressNew(k,4) = sig4*(one-dano)if ( nshr .gt. one ) thenstressNew(k,5) = sig5*(one-dano)stressNew(k,6) = sig6*(one-dano)end ifC Atualizai\'on de la variable de da\~nostateNew(k,1) = rtstateNew(k,2) = danostateNew(k,3) = rtastateNew(k,4) = thetastateNew(k,5) = AC Atualizai\'on de la energ\'ia internastressPower = half * (.( stressOld(k,1)+stressNew(k,1) ) * strainIn(k,1) +.( stressOld(k,2)+stressNew(k,2) ) * strainIn(k,2) +.( stressOld(k,3)+stressNew(k,3) ) * strainIn(k,3) ) +.( stressOld(k,4)+stressNew(k,4) ) * strainIn(k,4)+.( stressOld(k,5)+stressNew(k,5) ) * strainIn(k,5)+.( stressOld(k,6)+stressNew(k,6) ) * strainIn(k,6))enerInternNew(k) = enerInternOld(k).+ stressPower / density(k)C Atualizai\'on de la energ\'ia disipada por el da\~nosmean = third *.( stressNew(k,1) + stressNew(k,2) + stressNew(k,3) )



144 APÉNDICE C. ALGORITMO BPRequivStress = sqrt ( op5 * (. ( stressNew(k,1) - smean )**2 +. ( stressNew(k,2) - smean )**2 +. ( stressNew(k,3) - smean )**2 +. two * stressNew(k,4)**2 +. two * stressNew(k,5)**2 +. two * stressNew(k,6)**2 ) )plastiWorkIn = equivStress * deqpsenerInelasNew(k) = enerInelasOld(k). + plastiWorkIn / density(k)end doend ifend ifreturnend
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Figura C.1: Diagrama de �ujo de la implementaión de los modelos onstitutivos enAbaqus/Expliit
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Epílogo
Este trabajo se hizo on el objeto prinipal de ontribuir al desarrollo de tenologías enproteión sismoresistente en países en vía de desarrollo.
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