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RESUMEN

En esta comunicacion resumimos brevemente nuestras filtimas investigaciones en el campo del
andlisis lineal y no-lineal de estructuras laminares, medianite la utilizacién del Método de'Elementos
Finitos.

Nuestros requerimientos para el desarrollo de elementos generales de ldminas que puedan ser
utilizados como una herramienta confiable en la préctica ingenieril son discutidos y nuestra solucién
para satisfacer dichos requerimientos: la interpolacién mixta de componentes tensoriales es presen-
tada.

Por tltimo discutimos los métodos de resolucion que se utilizan en problemas no-lineales.

SUMMARY

We briefly present our latest research in the field of nonlinear finite element analysis of shell
structures.

We discuss the requirements for reliable analyses of shells in practical engineering environments,
and present our approach to meet these requirements: the mixed interpolation of tensorial compo-
nents.

Finally we discuss solution methods for nonlinear problems.
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INTRODUCCION

El analisis de estructuras laminares generales es un campo de trabajo ingenieril en
continua expansion.

Por un lado la creciente complejidad de las estructuras que deben analizarse y por
otro lado, la necesidad de implementar algoritmos de célculo que puedan ser utilizados
sin mayores ‘restricciones en andlisis rutinarios (por ej. aplicaciones de C.A.D.) hacen
que la condicion fundamental de los métodos de cdlculo que se desarrollan sea la
fiabilidad" .

El andlisis no-lineal de estructuras laminares utilizando el Método de Elementos
Finitos, tiene dos componentes principales:

a) Loselementos generales de ldmina a utilizar.

b) Los métodos de resolucién de las ecuaciones planteadas.

En la Seccién II discutimos los requerimientos que un elemento general de ldmina
debe satisfacer, a nuestro entender, para poder recomendar su uso fiable en la prictica
ingenieril, y en la Seccion III presentamos nuestra solucién para satisfacer dichos
requerimientos: los elementos generales de ldmina basados en la interpolacién mixta
de componentes tensoriales.

En la Seccién IV discutimos brevemente los métodos de resolucién de modelos
no-lineales y en particular un algoritmo de resolucién automdtica de problemas no-
lineales estéticos, apto para proseguir la solucién después de puntos criticos (problemas
de post-pandeo).

En la Secci6én V presentamos algunas consideraciones préacticas sobre la eficiente
implementacion computacional de los elementos descriptos, y finalmente en la Seccion
VI proponemos algunas ideas sobre futuras direcciones de trabajo en un tema que estd
lejos de haber sido agotado.

FORMULACION DE ELEMENTOS GENERALES DE LAMINA

Requerimientos

El desarrollo de elementos generales de ldmina ha sido un 4rea de trabajo muy activa
en las dos ultimas décadas. Muchos elementos han sido propuestos y los avances han
sido muy importantes, sin embargo, en el andlisis de l4minas atin no se ha llegado al
punto en que un programa de elementos finitos pueda ser siempre usadc en forma
rutinaria por analistas sin conocimientos sobre el método en sf. De ahf la necesidad
de continuar investigando y desarrollando sobre el tema.

En este punto debemos remarcar que, de acuerdo a nuestra experiencia, un buen
elemento de placa no necesariamente conduce a un buen elemento de ldmina, y un
buen elemento lineal de 14mina no necesariamente conduce a un buen elemento no-
lineal de ldmina. Por lo tanto, siendo nuestro objetivo el desarrollo de elementos
generales de ldmina nos abocaremos directamente a ello y luego, podremos particula-
rizar la formulacion y obtener asf elementos lineales de ldmina y también elementos de
placa.

Los requerimientos que nos hemos fijado para el desarrollo de elementos generales
de l4mina®7 estdn dictados por nuestro deseo de que puedan ser ampliamente utilizados
en forma rutinaria (por ej. situaciones de C.A.D.). Por este motivo, un elemento debe
idealmente satisfacer los siguientes criterios” :
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Criterio 1: El elemento debe ser formulado en una forma muy general, que permita
utilizarlo en cualquier andlisis de ldminas o placas.

Criterio 2: La formulacion teérica del elemento debe estar fuertemente basada en la
Mecdnica del Sélido, con hip6tesis en la discretizacién por elementos finitos que sean,
desde el punto de vista mecdnico, claras y bien fundamentadas. El elemento no debe
contener factores de ajuste numéricos.

Criterio 3: El elemento no debe contener modos rigidos esptireos y no debe sufrir
bloqueo®10 bajo ninguna circunstancia.

Criterio 4: El elemento debe ser lo mis simple y econ6bmico que sea posible,
cuando se emplee para ¢l andlisis de ldminas con 5 6 6 grados de libertad por nodo
(ver Seccidn V) y para el andlisis de placas con 3 grados de libertad por nodo.

Criterio 5: El elemento debe tener buena convergencia y ser, lo mds insensible que
sea posible a las deformaciones de la malla.

Los criterios enunciados constituyen la base para el desarrollo de elementos de ldmi-
na eficientes y fiables. Queremos remarcar una vez mds, que consideramos la fiabilidad
como la caracterfstica mas importante de un elemento; mucho mds importante, por
ejemplo, que su eficiencia computacional.

Los elementos de l4mina basados en la interpolacion mixta de componentes tenso-
riales, fueron desarrollados®? para poder satisfacer los criterios enunciados. En su
desarrollo hemos utilizado inspecciones analfticas de diversos aspectos del comporta-
miento de elementos de ldmina como asf también numerosas experiencias numeéricas.
Como una herramienta fundamental para examinar nuestros desarrollos hemos hecho
uso de la prueba de la parcela propuesta por Irons (Patch Test)!?, la que a lo largo del
desarrollo fue usada como un filtro: s6lo fueron considerados aquellos elementos que
satisfacfan esta prueba, los que a posteriori fueron utilizados para resolver algunos
problemas tfpicos, a fin de realizar estudios de convergencia.

Para realizar la prueba de la parcela se somete a la parcela de elementos (ver Fig. 9)
a condiciones de vinculo que restrinjan inicamente los movimientos rigidos y a fuerzas
externas nodales que correspondan a las condiciones de borde de un estado de tensiones
constante (ver Apéndice I); el andlisis de este modelo produce los desplazamientos
nodales y tensiones en los puntos interiores de la parcela. La prueba de la parcela tiene
éxito si los resultados obtenidos coinciden exactamente con los resultados analfticos.

En este trabajo comentaremos el elemento no-plano de 4 nodos que hemos desarrolla-
do con nuestra metodologfa (MITC4)*® y el elemento de 8 nodos (MITC8)7.

En las Refs. (4-5) hemos presentado un principio variacional para el elemento MITC4;
dicho principio variacional corresponde a una particularizacién del principio general de
Hu-Washizu?.

Una demostracion formal de convergencia del MITC4 en un problema particular fue
desarrollada en la Ref. (13).

Desarrollos similares al nuestro estdn siendo investigados por Crisfield** y Park y
Stanley?®. Huang y Hinton® han presentado un elemento de 9 nodos basado en nues-
tra formulacién.

El elemento standard

El elemento cuya concepcidn permite una mayor generalidad (ldminas finas y mode-
radamente gruesas, lineales y no-lineales) es el que fue introducido por Ahmad, Irons
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y Zienkiewicz'® para problemas lineales, y extendido a problemas no-lineales por
Ramm?®® , Bathe y Bolourchi® y otros. '

Este elemento presenta el problema fundamental del blogueo (locking) debido a las
tensiones de corte transversales® ? y en elementos curvos también bloqueo debido a las
tensiones de membrana®®.

Para ilustrar el fenémeno de bloqueo debido a las tensiones de corte transversales
consideraremos un elemento de viga basado en la formulacién de Ahmad, Irons y
Zienkiewicz, modelo numérico que corresponde-al modelo matematico de la viga de
Timoshenko (modelo en el que se incluyen deformaciones por corte). Es importante
destacar que si bien el ejemplo de una viga sirve para ilustrar el problema numérico de
bloqueo, el andlisis de este problema en elementos de ldmina es mucho mds complejo
que el an4lisis en el caso de elementos de viga y por lo tanto la solucién del problema
es también mucho mas compleja en el caso .de elementos de ldmina que en el caso de
elementos de viga.

Bloqueo debido a las tensiones de corte transversales en el elemento standard.

"

NOMENCLATURA:
ui‘g : desplazamiento del nodo k en la direccién I.
0% : rotacién en el nedo k.

E : médulo de Young del material.
G . : mé6dulo de corte del material.
b ancho de la viga.

Figura 1. Viga sometida a un momento flexor constante.

Para la viga eldstica lineal de la Fig. 1, el funcional de la Energfa Potencial * ** es:

L L 1
R R e | -t

donde,
_ 12Gk (L 2
voz =
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siendo = bh3/12 el momento de inercia de la seccién y & el factor de correccn"m de
la energfa elastica de corte®.

Es evidente de (1) que a>oocuando (A/L)>0, es dec1r que para elementos de viga
muy delgados, la segunda integral de la ecuaci6n (1) actiia como un término de penali-
zacibén para imponer la condicién,

Y = Uy, —0=0 2)

Si sobre esta viga imponemos las rotaciones que cortesponden a la solucion analftica

(curvatura constante), la satisfaccion de v = 0 impone el cumplimiento de (2) en los
dos puntos de integracién de Gauss sobre ¢l eje de la viga.

(3.2)
uz 1 1
_2__<1 ____> 9% =9
L 2\ 3

El sistema de ecuaciones (3.a) s6lo admite solucién para 6% = 0, en cuyo caso

“2—0
En efecto, usando en (1) la condicion de equlhbrlo 87=0, obtenemos, (ver Ref. 4),

0(2MEF) 1 o
= : (3.b)
B?AN) 1+ EE<£
E \n

lo que demuestra que para elementos muy finos, es decir L/a»oo, 8255 /05 x,>0
El problema numérico de bloqueo aparece debido a que la condlclén v =0 no puede
ser representada por las funciones de interpolacion del elemento:
En este punto entendemos importante realizar dos reflexiones.

Primero, la severidad del problema de bloqueo estd relacionada con la relacion
(h/1) de cada elemento, y no de la estructura que se analiza®.

Segundo, en el andlisis de l4minas delgadas, en que las deformaciones por corte son
en general despreciables, méds importante que una exacta representacion de dichas
deformaciones es el mantenimiento de la idea fundamental del elemento de Ahmad,
Irons y Zienkiewicz: la continuidad en C° (es decir, la‘interpolacién independiente de
desplazamientos y rotaciones).

Bloqueo debido a las tensiones membranales en los elementos curvos standard.

Para la viga circular de la Fig. 2, el funcional de la Energfa Potencial es,

EJ L L L
T=— U 0 ds+oy [ u?  ds+a, [ (Uy ,—0) ds] ~-M6* (4)
2 o ! o ! J o ’
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donde L es la longitud del arco de viga, s es la direccion tangencial a su eje y # es la
direccién normal al mismo.

Dado que oy = 12/h? y o, = 12Gk/h?, esevidente que cuando la viga es muy delgada,
las integrales segunda y tercera de (4) actiian como términos de penalizacién para
imponer las condiciones,

& =u . =0 (5.a)

7ns=un‘s—0“=“0 (5.b)

p 3
3 £
/H
—- &y

Figura 2. Viga curva sometida a un momento flexor constante.
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Figura 3. Analisis de una viga curva usando elementos isoparamétricos de ldmina standard.
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En la viga de 3 nodos de la Fig. 2, si imponemos las rotaciones 8* (i=1,2,3) corres-
pondientes a la solucién analftica, y las condiciones (5.a) y (5.b) en los tres puntos de
integracion de Gauss que estdn sobre su eje, obtenemos un sistema de 6 ecuaciones con
4 incégnitas u* para k=2,3; j=1,2 que no puede ser resuelto, demostrando asf el blo-
queo combinado corte/membranal.

En la Fig. 3 presentamos resultados correspondientes al andlisis de una viga curva
usando los elementos standard de 9 y 16 nodos; resuitados donde se pone de manifies-
to, claramente, el comentado efecto de bloqueo* ®.

Remedios para el bloqueo

Se ha observado que cuando en la integracién de las matrices de rigidez de los
elementos se utiliza integracién numérica reducida o selectiva?® el problema de blo-
queo desaparece. Sin embargo, en general, actuando de esta forma introducimos en
los elementos de I4mina modos rigidos esptireos® .

Estos modos rigidos esplireos representan una caracterfstica no deseable de los
elementos, especialmente en problemas no lineales.

Por lo tanto, es necesario buscar otra forma de solucién para el problema de bloqueo,
una formulacion controlada que no introduzca efectos indeseables en los elementos.

ELEMENTOS DE LAMINA BASADOS EN LA INTERPOLACION MIXTA
DE COMPONENTES TENSORIALES

Con el objeto de lograr elementos generales de ldmina que satisfagan los criterios
expuestos en la Seccion 11, hemos desarrollado una formulaciéon basada en la interpola-
cion mixta de componentes tensoriales.

En la presente Seccién comentaremos los dos elementos que hasta ahora hemos
desarrollado usando dicha formulacion.

Nuestro elemento de 4 nodos (MITC4)
Formulacién del elemento

El elemento MITC4 ha sido desarrollado en detalle en las Refs. (4 y 6).

El MITC4 est4 basado en el elemento de Ahmad, Irons y Zienkiewicz con las defor-
maciones membranales y de flexion calculadas en la forma usual, a partir de la interpo-
lacion de desplazamientos/rotaciones; pero con las deformaciones de corte transversales
interpoladas con una funcién de interpolacién especial.

Enfoques relacionados con el nuestro fueron usados por MacNeal®® y Hughes-
Tezduyar®® para desarrollar elementos lineales de placa y por Wempner, Talaslidis y
Hwang?® para desarrollar un elemento de ldmina. La Fig. 4. muestra esquem4ticamente
el elemento en cuestidn, los grados de libertad nodales y la interpolaciéon para las .
deformaciones de corte transversales:

DI

~ 1 ~ DI 1 ~
€13 =5 (14 7) €55 IA T -r) €,
' (6)

1 ~ DI
+—2—(1 —7'1) €93

~ 1 ~
€23 =T(1 T ) €y
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a) Descripcion del elemento.

Figura 4. Elemento de 4 nodos (MITC4)
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b) Funciones de interpolacién para las deflormaciones de corte transversales.

Figura 4. (continuaci6n)
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Para poder tratar elementos no-planos, en la Ec. (6) hemos interpolado las componentes
cevariantes del tensor de deformaciones, medidas en la terna convectiva del elemento?

En la Ec. (6), las variables & | ' . . [ son las componentes de deformacién en los

puntos A,B,C,D calculadas directamente a partir de la interpolacién de desplazamientos/
rotaciones. En nuestra notacién, el superindice “DI” significa interpolacion directa
de los desplazamientos y giros nodales. Por lo tanto estas variables son eliminadas
de la Ec. (6), expresdndolas en funcién de los grados de libertad nodales.

En la terma convectiva, las ecuaciones correspondientes a la configuraciéon en el
instante (nivel de cargas) ¢ + At, son derivadas del Principio de los Trabajos Virtuales®

+ ~c ~ 0
/ HHAL & ST z dV=t+At1§o 7

(]

\%

donde los I* oAt S son las componentes contravariantes del 2do. tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff; los7% f}t 'e”u son las componentes covariantes del tensor de defor-

maciones de Green-Lagrange; la integracion es calculada sobre el volumen original, °V,

del elemento y A1 Baes el trabajo virtual de las fuerzas exteriores.

Podemos realizar las siguientes observaciones:

* E] elemento que hemos desarrollado es un elemento general, no-lineal de ldmina,
(hemos usado en su planteo la formulacion total de Lagrange®), la tinica limitacion exis-
tente es la de pequefias deformaciones. Elementos hneales de ldmina y placa® pueaen
ser obtenidos como casos particulares.

* El elemento no presenta ni bloqueo ni modos rigidos espureos y es aceptablemente
insensible a las distorsiones de la malla.

* Para evaluar las matrices del elemento se usa integraciéon numeérica de Gauss de 2x2
en la superficie media del elemento; para materiales eldstico-lineales 2 puntos de inte-
gracion de Gauss (3 de Newton-Cotes) son usados en el espesor. En placas la integra-
cion en el espesor fue realizada en forma analftica®. Para materiales no lineales,
consideraciones de exactitud pueden llevar al uso de mds puntos de integracion.

Verificacion del élemento

La prueba de la parcela

De acuerdo a lo dicho en la Seccion II, el primer paso en la verificaciéon del elemento
es demostrar que el mismo satisface las diferentes pruebas de la parcela (en estado de
solicitacion membranal, de solicitacion por flexion, etc.).

En las Refs. (4-6) hemos presentado ejemplos numéricos mostrando que nuestro
clemento satisface las pruebas de la parcela indicadas en la Fig. 9. Las pruebas corres-
pondientes a estados membranales se satisfacen obviamente.

En la Ref. (7) hemos demostrado analfticamente que nuestro elemento satisface la
prueba de la parcela para un estado de solicitaciones por flexion. Esta demostracion
analftica, ademds de profundizar el entendimiento del elemento, también provee de
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pautas sobre los caminos a seguir a fin de desarrollar elementos de orden mayor que
también satisfagan las pruebas de la parcela.

Experimentacion numérica

En las Refs.(4-6) hemos presentado una ordenada investigacién numérica del elemento.
La misma demostré que: :

a) El elemento es consistente?*, es decir no presenta modos rigidos esptireos y satisface
las pruebas de la parcela.

b) El elemento puede aproximar las hip6tesis de Kirchhoff-Love para el caso de ldminas
delgadas (no presenta bloqueo).

c) El elemento presenta buena convergencia en los problemas tipo que se utilizan para
investigar el comportamiento de elementos de ldmina, aun utilizando mallas muy
distorsionadas.

d) El elemento tiene buen comportamiento en problemas no-lineales simples.
€) El elemento d4 buenos resultados en problemas no-lineales complejos.

En esta comunicaciéon mostramos s6lo algunos pocos resultados para ilustrar sobre
el comportamiento del MITC4.

R = 300
L = 600
¢ = 40°

espesor = 3.0 _
CE =21x108 V=00
peso especifico =0.208333

y

diafragma \\:J — - — solucién de referencia
. —— MITC4
0 Elemento de 16 nodos

v Elemento DKT

4 ~B
37 soluaén teorla de Iémlnas rebajadas
- soluc10n teoria de ldminas
ZD I (12x12)

3512 Aaxe

(5x5) Y(i6x16)
3.4
3.3

1 [ 1 J 1 l 1 I —

400 800 1200 1600
grados de libertad

Figura 5. L4mina de Scordelis-Lo (MITC4) Refs 25 2°
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Figura 6. Ldminas eldsticas con grandes desplazamientos,



ANALISIS DE ESTRUCTURAS LAMINARES

Sabir y Lock
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b. Problema de Sabir y Lock. Refs. 40 41

Figura 6. (continuacion)
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Figura 7. Andlisis de una ldmina cilfndrica elasto-pldstica con grandes desplazamientos/rotaciones.
Se usaron 9 elementos MITC4 en el 4rea ABCD. Ref.28:
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En la Fig. 5 presentamos los resultados correspondientes a la ya cldsica ldmina de
Scordelis-Lo; en las Figs. 6.a y 6.b los resultados correspondientes a dos ldminas
elasticas con grandes desplazamientos y en la Fig. 7 el resultado correspondiente
a una ldmina eldstica perfectamente plastica con grandes desplazamientos/rotaciones,
para los problemas no lineales hemos utilizado el algoritmo automdtico descripto en la
Secci6én 1V,

Nuestro elemento de 8 nodos (MITCS8)
Formulacion del elemento

El elemento MITCS8 ha sido presentado en detalle en la Ref. (7).

En nuestra busqueda de mejores elementos de lamina, seguimos aplicando el concepto
usado en el desarrollo del elemento de 4 nodos: la interpolacién mixta de componentes
tensoriales; para desarrollar ahora un elemento curvo de orden mayor.

Estudiando varias posibilidades de interpolacién mixta, analftica y numéricamente
hemos identificado el elemento de 8 nodos que describimos en esta Seccion, ver Fig. 8.

a) Geometria del elemento

2 5 ;
t 44—
2 E* ﬁa r
¢ 4 )
3 7 .
I
l

b) Nodos usados para interpolar desplazamientos y rotaciones.

Figura 8. Elemento de 8 nodos (MITC8)
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Figura 8. (continuacién)
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En cada nodo se usa la misma descripcion cinemética del elemento de Ahmad, Irons y
Zienkiewicz y del MITC4, es decir vectores directores y 5 grados de libertad® 28 Por
lo tanto la interpolacion de desplazamientos/rotaciones es la usual.

Para evitar el bloqueo por corte y el bloqueo por accién membranal, interpolamos
en forma independiente las deformaciones membranales en cada pliego del elemento
(deformaciones de pliego), y las deformaciones de corte transversales, mediante
funciones de interpolacion adecuadamente conformadas y.relacionamos los coeficientes
en estas funciones de interpolacion a las deformac10nes calculadas a partir de la
interpolacion desplazamientos/rotaciones.

La interpolaci6én de las deformaciones de pliego descnbe la accién membranal y la
accién por flexidon del elemento, en tanto que la interpolacién de las deformaciones por
corte transversales describe la accion por corte transversal del elemento.

Para formular el elemento general de ldmina interpolamos el tensor de deformacio-
nes expresado en término de sus componentes covariantes, €, y vectores base contra-
variantes, g', medidos en el sistema de coordenadas convectwas del elemento.

En lo que sigue consideraremos ¢l tensor de deformaciones en un tiempo cualquiera
del proceso de deformacion, Para la formulacion incremental referimos al lector a
nuestros trabajos anteriores sobre el tema4 5 8 y aquf prescindiremos del fndice
1zqu1erdo que en la notacién que usamos indica el tiempo que se considera (es decir,

tg). También, en lo que sigue; a los efectos de simplificar la notacién usaremos:

g gl 3 gs 92 ,gt g3
El tensor de deformaciones en un punto perteneciente al elemento es:

€ =€, g + 6,06 + € (Fd +-¢g)

deformaciones de pliego (8)

+ €, (g + g g) + €, (g + ¢g'¢)

deformaciones de corte transversales

Debe recordarse que el elemento se construye en base a la hipdtesis de espesor
constante, medido en la direccién de los vectores directores, lo que implica €, = 0% 5,

El paso mas importante de nuestra formulacién es el de encontrar unas funciones de
interpolacidén adecuadas para satisfacer todos los criterios expuestos mds arriba, en la
forma mds ajustada posible.

Nosotros hemos llegado a las siguientes funciones de interpolacién:

* Deformaciones de pliego (ver Fig. 8.¢)

e =2 WP el ©)

donde los 4} S se obtlenen de las funciones usuales de interpolacion del elemento 8
nodos® (Fig. s, 5), reemplazandor por r/a'y s por s/a; a=1//3.
Parai=123yv 4
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~ T DI > S sDI g S S DI
el =mee "+ e[ taG@e +en|” (0
Parai=5y7 ~ — — DI‘ _ 1 DI DI _ — —_ |DI
¢l =87y | +la x|t 6 T
5 5 b
. (11.a)
— _1_ DI DI L= r—s —s ~r DI
e e te[ 1 s @ v e
I - 1 DI DI — ) —y—, |DI
’g?:essgsgs7+39r [2(613 5]4)] 5.} 93 \
- 1 DI DI _ — . —— DI
+ §9r S| te )]-gs$ (g"g° +9°9")
3 4 7

gr = gr - (grs/gss)gg ,§5 :95 R ;at.=gt

- Los vectores indicados arriba se han construido de forma de queg, y g, estén en el
plano definido por g, y g, y ademds sean ortogonales.

Parai = 6y 8, usamos en la Ec. (9):

el = BT + 10, (5P e[t at vl
’ (12.2)
48 [ €2+ ePE,) @ e rer e
s = GWETT +| gs'[%(gl‘f‘ + eltH 154 e .

o (F e + ) @ +T el

donde, ,
§r =6, ;9, = 8 — (grs/grr) g ; _gt =g

La ec. (9) es una interpolacién de componentes tensoriales, desarrollada de modo
que sea satisfecha la prueba de la parcela en solicitacion membranal (para elementos
con lados rectos y nodos intermedios ubicados en el centro geométrico de cada lado),
y en elementos no planos sea evitado el bloqueo por accién membranal. Todo ello,
desde ya, sin introducir modos rfgidos esptireos en el elemento.

* Deformaciones de corte transversales (ver Fig. 8.d y e).

1~
(7 (&n

4
~ .t RT ~ _x .t([DI RT DI ~ |DI r ot |DI
€199 "21 hi” €,99 'i +‘;h5 Ra T € |rs) 199 |5 (13)

1™ { :

donde, las 4 se obtienen de las funciones de interpolacién serendfpiticas reemplazan-
dorporrfaya=1A/3.
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De la misma forma,
4 .
~ _ ST ~ (DI st ( | ,~ pI ~
est gs gt —izl hi Est gs gt i + h5 [ 2 (?st ];A + 6st l;é) ] gs gt ‘?I (14)

donde, las 4% se obtienen de las funciones de interpolacién serendfpiticas reemplazan-
dosporsfaya=1K/3.

Las Ecs. (13) y (14) corresponden a una interpolaciéon de componentes tensoriales,
desarrollada de modo que el bloqueo por accién de corte transversal sea evitado y la
prueba de la parcela, en solicitaciéon por flexion, sea satisfecha sin introducir modos
rigidos espureos en el elemento.

Podemos realizar las siguientes observaciones:

* El elemento que hemos presentado es un elemento general no-lineal, de ldmina;
(hemos usado en su planteo la formulacién total de Lagrange®), la tnica hmltacu‘)n
existente es la de pequefias deformaciones. Elementos lineales de ldmina y placa
pueden ser obtenidos como casos particulares.

* El elemento no presenta ni bloqueo ni modos rigidos esptreos y es aceptablemente
insensible a las distorsiones de la malla. .

* Para evaluar las matrices del elemento se usa integracion numérica de Gaussde 3 x 3
en la superficie media del elemento; para materiales eldstico lineales 2 puntos de inte-
gracién de Gauss (3 de Newton-Cotes) son usados en el espesor. Para materiales no-
lineales, consideraciones de exactitud pueden llevar al uso de mds puntos de integra-
cion.

Comprobaci6n del elemento

La prueba de la parcela

Tal como lo hicimos en el caso del elemento MITC4, comenzamos verificando que
nuestro elemento de 8 nodos satisfaga las diferentes pruebas de la parcela.

Las pruebas indicadas en la Fig. 9 son todas satisfechas exactamente.

Sin embargo, pequefios errores en los resultados correspondientes a desplazamientos
y tensiones, aparecen cuando los lados de los elementos son curvos o cuande los nodos
intermedios no se ubican en el centro geométrico de los lados.

Experimentacién numérica

En la Ref. (7) hemos presentado una ordenada verificacién numérica del elemento.
La misma demostré que:

a) Bl elemento es consistente®® es decir nunca presenta modos rigidos espreos y pasa
la prueba de la parcela, bajo las restricciones indicadas arriba.

b) El elemento no presenta bloqueos ni membranal ni por corte transversal.

¢) El elemento presenta buena convergencia en.los problemas tipo que se utilizan para
investigar el comportamiento de elementos de ldmina, aun utilizando mallas muy
distorsionadas. o '

d) El elemento presenta un buen comportamiento en el campo no-lineal.
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§xp
* {10,10)
(0,'0
£ = 2.1x100
(4,7) ®7 v ? - 0.3
espesor= 0.01
10 f
8,3
(2,2) (3
- (10,0} M
(0,0 g
B o
PARCELA DE ELEMENTOS CONSIDERADA
| _.
— — l T
|
SOLICITACIONES MEMBRANALES
— f
1 ? - —
e
SOLICITACIONES POR FLEXO/TORSION *

Figufa 9. Pruebas de la parcela. Para el elemento de 4 nodos los nodos intermedios sobre
los lados no estdn definidos.
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En esta comunicacién presentaremos solo algunos resultados para ilustrar sobre el
comportamiento del MITCS.

ved,s0
vafy =0 oll Oer /0aN
x 300 0.999
600 . 0.994
R N
900 0.981
N R = 20.
pesor = 0.2
-~ e’-.2. 1x106
5o
a) Resultados obtenidos con elementos no-distorsionados.
2 vafs0
. g
usy=ws(
B¢ 6y=0 \) ™
2{ OmeF/OaN
v'Ou-/o .
x 00 0.999
& _
30 1.000
R
50 1.001
30°
el <
X Omer /0an
00 0.999
30 0.974
=0 0.928
b) Resultados obtenidos con elementos distorsionados.

Figura 10. Andlisis de una viga curva usando elementos MITC8.
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L = 0.6
espesar = 0,013
presion = 1000
Material .

= 1.38x1010

Ean

Epp = 1.13x107

Egp = 5-31x109
= 1.17x10%

Teoria MivTCce
o 3.3543x1074 3.532x1074
wp 2.529x10°4 2.529x10°4
we 1.935x10°4 1.918x10°4
nla 37.49 38.26
ndp 3.69 3.68
nlp 2.68 2.8%
'\'ﬁ 3.17 3.04

43

Figura 11, Andlisis de una placa ort6tropa simplemente apoyada sometida a una presién uniforme.

Ref.2®

DIAFRAGMA RIGIDO

2100

s

g=3-107
v=0.3

DIAFRAGMA RIGIDC

Malla pars ABCD | wlEF/uWBN
Ix3 0.833
SxS 0.932
8x B 0.990
10 x 10 0.999

a) Resultados obtenidos con elementos no distorsionados.

Figura 12. Andlisis de un cilindro dometido a cargas concentradas. Ref, 3.
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——

X “ b
™ ;] 2a S 40
MEF /,,AN

C>< '.2 /u° .
[y 0.952
10 . 0.951

. I :
1.59 0.950 '
20 0.949
2.%0 0.949

b) Resultados obtenidos con elementos distorsionados.

Figura 12. (continuapibn)

R = 300.
L = 400.
espesor = 3.
E = 3.x10®
= 0.0
peso especifico = 0.20833

DIAFRAGMA RIGIDO '

Malla para ABCD u'"EF
2x 2 3.408
a4 x 4 3.65
& x 6 3.63

Soluci6n analftica wy = 3.6 Ref./2%/

Figura 13, Lémina de Scordelis-Lo (MITCS).
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Figura 14. Andlisis de una viga con grandes desplazamientos/rotaciones.

Bordes simplemente apovados e inméviles
* 2
L) —
i
[~
15 »
o
£ ,/
; A
1
/

E= 107 ) /
Vafo.s 05 /
espéénr h= v, 12 . [
a= 24 I
Q= :;rga distribuida I
. " 0 " - - <l

"0 100 200 . 300 400

® Levy /39/
K=qa¥/Ent

— mM17CH

Figura 15. Placa simplemente apoyada. Se usaron cuatro MITC8 para modelar un cuarto de la placa.
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En la Fig. 10 se presenta ¢l resultado correspondiente a la flexién de una viga
curva usando elementos no distorsionados y distorsionados (comparar con el resultado
presentado en la Fig. 3); en la Fig. 11 se presenta el resultado correspondiente a una
placa de material ortétropo en régimen lineal; en la Fig. 12 se presenta el resultado
correspondiente a un cilindro con cargas radiales concentradas, los resultados presenta-
dos fueron obtenidos utilizando mallas no distorsionadas y mallas distorsionadas; en la
Fig. 13 se presenta el resultado correspondiente a la ldmina de Scordelis-Lo y en la
Fig. 14 se presenta el resultado correspondiente a la flexién de una viga eldstica, con
grandes desplazamientos/rotaciones. En dicha figura hemos incluido junto a los resul-
tados correspondientes al MITC8 los del elemento isoparamétrico sin modificar de 8
nodos con “integracién completa”. Si bien en el campo lineal este Gltimo elemento
produce resultados exactos, en el campo no-lineal sufre el problema de bloqueo. Por
altimo en la Fig. 15 se indica el resultado correspondiente a una placa eldstica con
grandes desplazamientos, resultado obtenido empleando el algoritmo automético
descrito en la Seccion 1V,

SOLUCION DEL PROBLEMA NO-LINEAL

En la solucion por elementos finitos de estructuras laminares en régimen no-lineal,
es tan importante la formulacién del elemento de ldmina como la formulacién de algo-
ritmos adecuados para poder resolver las ecuaciones resultantes.

En la presente Seccion sélo comentaremos brevemente sobre los distintos algoritmos
que utilizamos; para una descripcion detallada de los mismos remitimos al lector a las
Refs4 8. 81 v 32

La ecuacién que se debe satisfacer en la posicidon de equilibrio correspondiente a
un instante (nivel de carga) t + Af es:

tHAtR _t+DtE _ g (1%
donde, 1+AfR. vector de cargas exteriores actuantes en el instante t+A¢

i+ DIE: vector de fuerzas equivalentes a las tensiones actuantes en el s6lido
en el instante t+Az. '

El esquema iterativo resultante® est4 dado por la ecuacién incremental linearizada,

T KD Ay = [HAIR _IHAIEGL) (16.2)

trArGy o tRALGGL) | Ay (16.b)

donde (i) es el ntimero de la iteraciéon y '+ DLy o] vector de desplazamientos nodales
correspondientes al instante f+Af.

La matriz T K% es diferente en los varios esquemas iterativos que pueden ser
usado® 31, 32

a) En la técnica modificada de Newton-Raphson la matriz es s6lo actualizada al comienzo
de determinados pasos y no se modifica durante la iteracion, dando una mayor econo-
mfa de computaciéon por iteracién. Esta economifa en algunos casos se ve severamente
disminuida por una lenta convergencia.
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b)En la técnica de Newton-Raphson se forma e invierte la matriz en cada iteracién,
dando un mayor costo de computacién por iteracion, pero en general, una rdpida
convergencia.

¢) La técnica BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) es un método intermedio
en que la inversa de la matriz es directamente actualizada en cada iteraciébn para
aproximar una iteracién con secantes, en lugar de la iteracién con tangentes de la
técnica de Newton-Raphson®.

La actualizacion de la inversa de la matriz es de la forma® :

[t (i-1) _

En general el método BFGS es muy efectivo desde el punto de vista de costo
computacional. -

Los tres métodos anteriores pueden ser combinados con biaisquedas lineales, en los
que la ecuacién (16.b) se reemplaza® ¥ ¥ por:

t+AtU(i) - t+AtU(i-1) +{3AU(” (18)

donde el escalar 8 se calcula de forma de minimizar el producto

En la anterior, hemos asumido;

* Fl analista prescribe los valores de ' T27R,

* La solucién se busca en niveles de carga inferiores a los de un punto crftico; es decir,
no se investigan respuestas en regfmenes post-crrticos.

Si se intenta relevar, como en muchos casos, la caracterfstica carga-desplazamientos
de un soélido (por ej. una lamina) en los perfodos pre y post-crfticos, asumiendo que la
carga varfa en forma proporcional, es decir:

donde !+ A1) es un escalar y R un vector carga de referencia. La ecuacién (16.a) se
reescribe,

TRED AYD = I+A{)\R . I+AIF(1-1) 21

Obviamente en problemas con puntos criticos (por ejemplo problemas con snap-
through) no es posible fijar Y27\ antes de conocer la solucion.

Riks y Wempner3® 3¢ desarrollaron la idea original de iterar en el espacio cargas -
desplazamientos, es decir, considerar a 1+81) como otra incégnita de la solucién.

De esta forma, la ecuacién incremental se reescribe como,

TK(i-l)Au(i) —_ (f"“At)\(l-l) + A)\(l)) R _ t+AtF(1-1) (22.3)
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tHALy AL L AD (22.v)

Una ecuacién adicional debe ser empleada para fijar la longitud del paso en el espa-
cio cargas-desplazamientos.

FOANY AUy =0 (23)

Diversas formas han sido propuestas para esta ecuacién adicional, como ser la
longitud constante de la tangente3? y la longitud esférica de arco constante3% 36,

En nuestra investigacion para lograr un método de solucién automaitica* 32 hemos
encontrado dos formas convenientes:

a) La longitud esférica de arco constante cuando la solucién est4 alejada de los puntos
crfticos.

b) El trabajo constante de las fuerzas exteriores en la proximidad de los puntos criticos.

Hemos desarrollado un algoritmo automatico disefiado para calcular la longitud de
paso, iterar, disminuir la longitud de paso si no hubo convergencia y reiniciar la itera-
cibn.

El algoritmo, implementado en el programa ADINA® | comienza iterando con la
técnica modificada de Newton-Raphson y si la convergencia se torna lenta, pasa a la
técnica de Newton-Raphson.

En los métodos iterativos arriba planteados debe fijarse un criterio para decidir
cuando, dentro de cierta tolerancia a fijar, la convergencm (equilibrio) ha sido alcan-
zada.

La cuestién no es simple, v en general los diversos criterios existentes son mds o
menos exitosos en diferentes problemas.

Un criterio de convergencia en general exitoso, es el de la energfa
blece que la convergencia se considera alcanzada en la iteracion (i) si:

e <t+AtR r+btpan ) < ETQL {Au(l)’l‘ <t+AIR _ ’F)] 24

8,831,382 que esta-

siendo ETOL fijada en base a la experiencia del analista.
Otros criterios que pueden fijarse son;:

| {HAIR _tHATEG1) ) (DESP) < RTQL . RNQORM (25.2)
jIHAIR _IHAIEGL) | (ROT) < RTQL . RMNQRM (25.b)
| AUD | (pesp) < DTQL - DNQRM ' (26.a)
| AUD || B9T) < DTQL - DMNQRM (26.b)

RNORM. RMNORM, DNORM, DMNORM, RTOL y DTOL son también valeres fijados
por el analista. '

En ADINA hemos considerado conveniente una implementacién que permita al
analista optar entre diversas combinaciones de los criterios arriba expuestos o usar
individualmente cualquiera de ellos.

Por ultimo deseamos hacer referencia a un problema no trivial en la implementacién
de un elemento de ldmina con grandes rotaciones.
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Si el elemento se emplea en un caso de pequefias rotaciones, el vector director, en un
nodo k, puede ser actualizado utilizando las dos rotaciones nodales que se han obte-
nido para ese nodo como resultado de la ecuacion incremental linearizada,

AV = IV e VS TV @7

Para oy »Bx » Vi v 'V} ver Fig. 4.

La Ec. (27) es vdlida pues las pequefias rotaciones pueden ser consideradas vectores,
no asf las grandes rotaciones; para el caso de grandes rotaciones, una forma aproximada
de actualizacién del vector director es®: ®

rhtye s yx p [Ty de + TV A, (28)
ok Sy
Los errores que introduce la (28), al igual que todos los errores inherentes a la
ecuacién incremental linearizada, son salvados en el proceso de iteracion, y en el
cumplimiento final (dentro de tolerancias) de la Ec. (15).
Otro enfoque para tratar la actualizacién de los vectores directores se presenta en la
Ref. (38). :

ALGUNAS CONSIDERACIONES PRACTICAS

En nuestra formulacién de elementos de ldmina, hemos utilizado 5 grados de liber-
tad por nodo: 3 desplazamientos incrementales y 2 rotaciones del vector director
correspondiente al nodo alrededor de dos ejes normales al-mismo. .

Muchas veces, debido a intersecciones de ldminas o a intersecciones de vigas con
laminas (l4minas rigidizadas) es necesario utilizar 6 grados de libertad nodales. Hacemos
esto transformando los 5 grados de libertad originales en 6, pero sin recurrir a la exten-
dida prédctica de adicionar resortes de rotacién artificiales en la direccién correspon-
diente a la rotacion alrededor del vector director.

No agregamos el mencionado resorte artificial pues de acuerdo a nuestra experiencia,
su inclusién puede resultar en puntos criticos artificiales en la respuesta de la estructura
y puede inhibir el uso de un algoritmo automadtico de resolucién, como por ejemplo el
descrito en las Refs. 32,

De esta forma, al implementar loselementosde ldmina en ADINA, hemos considerado
que un nodo perteneciente a un elemento de ldmina puede terner 5 6 6 grados de
libertad, a eleccion del analista: 5 grados de libertad son usados cuando ¢l nodo recibe
s6lo aportes de rigidez correspondientes a esos 5 grados de libertad y no se imponen
condiciones de borde para cuya especiaficaciéon se requiera el uso de las direcciones de
rotacién alineadas con los ejes de referencia globales; en caso contrario los 5 grados de
libertad son transformados en 6 grados de libertad en la direccién de los ejes globales;
as{ se pueden conectar los elementos de ldmina con elementos de viga isoparamétricos®,
representar intersecciones de ldminas, imponer condiciones de borde en la direccién de
los ejes globales, etc. ‘

CONCLUSIONES
En esta comunicacién comenzamos discutiendo los requerimientos que, a nuestro

entender, deben satisfacer los elementos generales de ldmina para poder ser usados
como herramientas fiables en la préctica ingenieril.
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A continuacion resumimos nuestra solucion para satisfacer dichos requerimientos:
La interpolacion mixta de componentes tensoriales, y examinamos dos elementos que
hemos desarrollado utilizando esta formulacion.

El elemento de 4 nodos (MITC4) es de alta fiabilidad y eficiente, y ya ha sido incor-
porado a la version 84 del programa ADINA.

El elemento de 8 nodos (MITC8), aparece como muy atractivo y ain permanece en
su etapa de verificaci6on. Algunos refinamientos en su formulacién serfan altamente
deseables, sobre todo en lo que hace a la satisfacciéon de la prueba de la parcela para
cualquier configuracion distorsionada.de elementos.

Hemos construido el elemento MITC8 basados en nuestra experiencia acumulada y
en la prueba de la parcela, serfa muy valioso contar con una formulacién matemdtica
que estructurara el desarrollo de estos elementos.

En cuanto a los métodos de resolucién de problemas no-lineales, es importante
investigar el desarrollo de métodos més eficientes. El estudio de la selecciéon automdtica
de criterios de convergencia y tolerancias es sumamente importante si se pretende
poder acoplar estos métodos de resolucion con sistemas de C.A.D.
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APENDICE 1

Comentarios Sobre la Prueba de la Parcela en Elementos con Interpolacion Mixta
de Componentes Tensoriales.

En el presente Apéndice estudiaremos la forma mds exigente de plantear la prueba
de la parcela.

A efectos de simplificar el planteo con51deraremos un elemento plano de tensiones,
de 8 nodos, constituido en base a la interpolacién de tensiones de pliego, usada en la
formulacién del MITCS.

Llamando B a la matriz de deformaciones/desplazamientos del elemento isopara-
métrico standard y B a la correspondiente matriz del elemento mixto, si U* es el vector
de desplazamientos nodales correspondiente a-un estado de deformaciones constante,
es evidente, del estudio de las funciones de interpolacién usadas que,

BU* = BU* (AL1)

y por consiguiente,

Ii

CBU* = CBU* (AL 2)
donde C es la matriz constitutiva del material del elemento.
En general,

/BTCBdVU*; /éTcédVU* (AL3)
v

v

La prueba de la parcela se cumple cuando valga el signo igual en la ecuacién (AL.3).

Por lo que, no es suficiente imponer en los nodos de la parcela, los desplazamientos
correspondientes a un valor de deformacién constante y verificar dicho valor en el inte-
rior de cada elemento; deben también verificarse las fuerzas nodales resultantes.

De ah1, que para verlﬁcar el cumplimiento de la prueba de la parcela hayamos
recomendado la metodologra enunciada en la Secci6n II.




