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Una formulacion numérica de volumenes finitos de alto
orden basada en el Método de Minimos Cuadrados
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Resumen En este articulo se presenta una metodo-
logia numérica para el cilculo de flujos compresibles
tanto en mallas estructuradas como en mallas no es-
tructuradas. El método de Minimos Cuadrados Mévi-
les (MLS) se utiliza para el cdlculo de los gradientes y
las derivadas de alto orden necesarias para la construc-
cién de un método de volimenes finitos de alto orden.
Ademas, las propiedades multiescala del método MLS
se utilizan para la construccién de un detector de ondas
de choque, que permite la utilizacién de los métodos de
limitacién de pendiente con métodos de orden mayor
que dos. Se muestran ejemplos numéricos de la preci-
sion y robustez del método numérico presentado.

NUMERICAL SIMULATION OF COMPRES-
SIBLE FLOWS BY USING HIGHER-ORDER
FINITE VOLUME SCHEMES BASED ON THE
MOVING LEAST SQUARES METHOD

Summary In this work we show a numerical metho-
dology for the resolution of compressible flows in both,
structured and unstructured grids. The Moving Least
Squares method (MLS) is used for the computation of
the gradients and successive derivatives in a higher-
order finite volume framework. Using the multireso-
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lution properties of the MLS methodology, we define
a shock-detection methodology. This new methodology
allows the extension of slope limiters to finite volume
methods with order higher than two. We present some
numerical examples that show the accuracy and robust-
ness of the numerical method.

1. Introduccién

El método de volimenes finitos tipo Godunov, es
uno de los mas ampliamente utilizados para resolver
problemas de flujos compresibles en mallas no estruc-
turadas [1-3]. En este tipo de mallas, el mayor pro-
blema para conseguir un método de alto orden reside
en el calculo de los gradientes y derivadas de alto or-
den que se requieren tanto para el calculo del término
viscoso de las ecuaciones de Navier-Stokes como para
aumentar la precisién de los términos convectivos. Esta
precisién serd tanto mayor cuanto mas alto sea el orden
de la reconstruccién de las variables en el interior de la
celda.

Los primeros intentos de obtener métodos de al-
to orden son las extensiones a dos y tres dimensiones
del método MUSCL (Monotone Upstream Schemes for
Conservation Laws) [4]. Estos intentos presentaban el
problema de no ser completamente multidimensiona-
les, pues estaban basados en extender directamente el
procedimiento unidimensional. Quizas los métodos més
exitosos en cuanto a multidimensionalidad han sido los
esquemas Residual Distribution o Fluctuation Splitting,
basados en la distribucién de fracciones de una lineali-
zacion conservativa del flujo por los nodos del elemento
[6—7]. El principal problema de estos esquemas es que
la linealizacion conservativa no estd siempre disponi-
ble. Ademas presentan problemas para alcanzar érdenes
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mayores que dos y en la discretizacion de los términos
viscosos. Otro enfoque consiste en el calculo de los gra-
dientes mediante minimos cuadrados o bien empleando
reconstrucciones basadas en el teorema de Green-Gauss
[8-11]. Sin embargo, mediante estos métodos es compli-
cado alcanzar érdenes de convergencia mayores que dos.

La reconstruccién k-ezacta [8,12] se basa en el calcu-
lo de una expansién polinémica en el interior de cada
celda que preserva la media de la variable en esa celda
y reconstruye exactamente polinomios hasta grado k.
Los coeficientes que definen ese polinomio se obtienen
minimizando, en el sentido de minimos cuadrados, el
error en la estimacién de los valores medios en algunas
celdas vecinas (que definen una plantilla o stencil). Este
método tiene problemas de condicionamiento cuando la
malla se “estrecha” (algo comun cerca de las paredes)
y también en el tratamiento de los flujos viscosos.

Por otra parte, los esquemas tipo ENO (Essentially
Non-Oscillatory) [13,14] emplean una plantilla (stencil)
adaptativa. Para cada celda se definen varios conjuntos
de celdas vecinas, y se reconstruyen los valores medios
de cada celda con aproximaciones polinémicas. Entre
todos los polinomios obtenidos para todos los conjun-
tos de celdas vecinas asociados a cada celda, se escoge
el menos oscilatorio. Si en vez de reconstruir los valores
medios en cada celda se reconstruyen los valores en ca-
da punto, es necesario construir los polinomios de forma
que la reconstruccién sea conservativa. Una versién me-
jorada son los esquemas Weighted ENO (WENO) [14],
en los que se obtiene una suma ponderada de polino-
mios para la reconstrucciéon a partir de los conjuntos
de celdas vecinas y sus reconstrucciones asociadas. Es-
tos métodos estan bastante desarrollados para mallas
estructuradas, pero su aplicacién en mallas no estruc-
turadas presenta problemas tanto de implementacién
como de coste y robustez.

Los métodos del tipo Galerkin Discontinuo (DG)
[15-19] han sido extensivamente investigados en los tlti-
mos anos. Estos métodos han centrado la atencién tan-
to de la “comunidad” de investigadores, que emplean
volimenes finitos como de la que utilizan elementos fi-
nitos, al proporcionar un puente entre la aproximacién
mediante funciones de forma de elementos finitos y la
tecnologia de los métodos de Godunov, que obtiene muy
buenos resultados en la simulacién de flujos con ondas
de choque. Para problemas puramente hiperbdlicos el
esquema resultante es muy compacto y da excelentes re-
sultados para flujos suaves. Sin embargo, el tratamiento
de los términos viscosos (de cardcter eliptico) y de las
discontinuidades junto con el considerable aumento en
el ntimero de grados de libertad, son los mayores incon-
venientes de este método.

Por otra parte, el método de voltimenes (finitos)
espectrales [20] utiliza reconstrucciones polindmicas a
trozos obtenidas mediante nuevos grados de libertad
creados dentro de cada volumen de control, median-
te subdivisiones del volumen de control, para después
construir un esquema de alto orden como en el méto-
do de volumenes finitos. Este método, aunque menos
preciso que DG, presenta ventajas en el tratamiento de
ondas de choque, ya que es posible aplicar las técni-
cas de limitacion desarrolladas para volimenes finitos
a cada subcelda.

Recientemente, se ha propuesto un método (FV-
MLS) basado en una discretizacién de voltimenes fini-
tos que utiliza minimos cuadrados méviles (MLS), una
técnica de interpolaciéon muy utilizada en los llamados
métodos sin malla o “meshfree” [21-25]. La interpola-
cién MLS es empleada en este método para el calculo de
gradientes y derivadas sucesivas de las variables necesa-
rios para la reconstruccion de las variables en el interior
de cada volumen de control, permitiendo su empleo en
mallas no estructuradas y obteniendo una reconstruc-
cién verdaderamente multidimensional. La reconstruc-
cién por minimos cuadrados moéviles es utilizada tam-
bién para la reconstruccién directa de los flujos visco-
sos. Este tratamiento permite realizar una discretiza-
cién clara y precisa de los términos viscosos. De este
modo, el método FV-MLS permite alcanzar 6rdenes de
convergencia elevados sin introducir nuevos grados de
libertad. Por otra parte, al ser un método de tipo Godu-
nov, permite un excelente tratamiento de las disconti-
nuidades. En este articulo se presenta una metodologia
numérica completa para el cdlculo de flujos compre-
sibles, incluyendo el tratamiento de discontinuidades.
La precisién del método se muestra mediante el calculo
del ruido generado por un par de vértices. Se calculan
ademads varios casos bidimensionales con ondas de cho-
que presentes en el flujo, comprobando la validez de la
metodologia global presentada.

2. El Método de Volumenes Finitos

En 1959 Godunov [2] presenté el primer esquema
conservativo para la resolucién de sistemas de leyes de
conservacion hiperbdlicas no lineales, basado en la solu-
cién exacta de un problema de Riemann. Las formula-
ciones de volimenes finitos actualmente empleadas son
una evolucién de este método.

En esta seccion se pretenden introducir las ideas ge-
nerales del método de volimenes finitos, y por claridad,
la exposicién se realiza para el caso unidimensional.

Supongamos un sistema de leyes de conservacién hi-
perbdlica no lineales, definido en el dominio 2 € (0, L), ¢ >
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0, de la forma:

U | OFU) _
n U?gf,()) = U°(x) (1)

U0,t) =U,(t) , U(L,t) = U,(t)

donde U es el vector de variables y F(U) es conocido
como el vector de flujo. Al ser una formulacién dife-
rencial, no es posible la resolucién de problemas en los
que la solucién presente discontinuidades. Sin embar-
go, en flujos compresibles es frecuente la aparicion de
ondas de choque, esto es, un tipo de ondas de compre-
sion que pueden aparecer cuando la velocidad del fluido
supera a la velocidad del sonido local. La derivada de
las variables en la direccién que atraviesa la onda de
choque es muy elevada, por lo que desde un punto de
vista matematico se puede asociar a una discontinuidad
en la solucién. Por tanto, es de gran interés que la for-
mulacién permita tratar soluciones discontinuas, para
lo cual se debe resolver la forma integral de (1). Asi,
dividiendo el dominio en un conjunto de volumenes de
control (celdas o elementos) que no se solapan:

ou OF(U)

—d+
2r 325 2 X

=0 (2)

La ecuacién (2) se aplica a cada volumen de control {2;.
Aplicando el teorema de la divergencia a la integral de
los flujos en (2) se obtiene:

W0+

F I'=
= | F)nar=o (3)

en donde n es la normal exterior unitaria al contorno I
del volumen de control {2;. La hipétesis basica del méto-
do es que para un determinado instante ¢ la solucién es
constante a trozos, tal y como se muestra en la Figura
1. Asi, los datos para un instante t,, pueden ser vistos
como pares de estados constantes (U7,UY, ;) separa-
dos por una discontinuidad en la interfaz entre celdas.
Con una distribucién de datos de este tipo, el valor del
flujo F(U) a través de cada interfaz I't no estard defi-
nido de forma tunica. Para resolver este inconveniente,
la propuesta de Godunov consiste en evaluar los flujos
en la interfaz para un valor de las variables correspon-
diente a la solucién de un problema de Riemann local
centrado en la interfaz entre dos volimenes de control,
(denotadas en la Figura 1 como I —% y I+ 1). Los valo-
res iniciales del problema de Riemann asi planteado son
los valores de las variables a cada lado de la interfaz.
Para evaluar los flujos, el método original de Godu-
nov resuelve cada problema de Riemann de forma exac-
ta. Variaciones posteriores del método introducen unas
funciones de flujo numérico que son soluciones aproxi-
madas a dicho problema (ver por ejemplo [26] y [27]).

U,

-1 112 1 2 I+

Figura 1. Solucién constante a trozos para un instante
n. En el eje x se indica el nodo I y sus vecinos, I +
1, I — 1. Las interfaces entre volimenes de control se
indican con la notacién I + 3, 7 — 1

Estas funciones proporcionan un valor unico del flujo
a partir de los valores de las variables a ambos lados
de la interfaz. Las funciones de flujo numérico incluyen
términos de descentrado en funcién de la direccién de
propagacion de la informacion en el flujo, con el fin de
tener en cuenta la naturaleza ondulatoria de las ecua-
ciones hiperbdlicas. Estos métodos reciben el nombre
de esquemas upwind.

De este modo, la discretizacién de la ecuacién (3)
en el espacio se puede escribir como:

ou
L+ H, (U, Up) —H; 1 (U;_1,Up) =0

A=, >
(4)

siendo H una funcién de flujo numérico. El esquema
dado por (4) es de primer orden en el espacio.

2.1.  Construyendo esquemas de orden superior

Una forma posible de aumentar el orden de este es-
quema numérico consiste en mejorar la reconstruccion
de la variable en el interior de la celda. Asi, por ejemplo,
se puede sustituir la hipdtesis de solucién constante en
el interior de cada celda por una reconstruccién conti-
nua de la solucién. Esta reconstruccion se puede hacer
de diversas formas, siendo la més usual la reconstruc-
cién polinémica. De este modo, la solucién sigue siendo
discontinua entre celdas, como se puede apreciar en la
Figura 2, pero los valores de las variables en la interfaz
ya no van a ser los valores de los centroides de las cel-
das adyacentes, sino un valor extrapolado. Esta forma
de proceder recibe el nombre de Método de Godunov
Generalizado. Asi, el esquema MUSCL propuesto por
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1 12 1 K12 1+

Figura 2. Reconstruccién lineal a trozos para un ins-
tante n. En el eje x se indica el nodo I y sus vecinos,
I+ 1, I —1. Las interfaces entre voliimenes de control
se indican con la notacién I + %, I—- %

Van Leer [4] utiliza reconstrucciones lineales alcanzan-
do segundo orden. Este procedimiento fue maés tarde
extendido por otros autores [28] a representaciones pa-
rabdlicas a trozos (PPM, Piece-wise Parabolic Method).
Para mallas estructuradas, se han aplicado estos méto-
dos de manera exitosa, empleando métodos unidimen-
sionales de reconstruccién en cada direccién coordena-
da. Sin embargo, en el caso de mallas no estructuradas,
la aplicacién directa de estos métodos de reconstruc-
cién es problemadtica, y aunque existen algunas solucio-
nes, éstas presentan un marcado caracter unidimensio-
nal que hace que presenten una fuerte dependencia de
la geometria de la malla.

Existen técnicas de reconstruccién con un cardcter
mas multidimensional, como las técnicas de reconstruc-
cién con ajuste por minimos cuadrados [8] o formas
discretas del teorema de Green-Gauss. La reconstruc-
ciéon mediante minimos cuadrados méviles, que se ex-
pondréa en el Apartado 3 también permite reconstruc-
ciones con caracter multidimensional.

La idea general para aumentar el orden de la re-
construccién de las variables en cada celda consiste en
la utilizacién de series de Taylor.

U(w):U[—I-VU['(ZC—(B])—F... (5)

en donde U7 es el valor promedio asociado al centroide
de la celda I, de coordenadas x;, y VU7 es el gradiente
de U evaluado en el centroide de I.

De este modo, a partir del valor en el centroide de
la celda, se reconstruye el valor de la variable en los
puntos de integracién en las interfaces entre elementos
con el fin de evaluar la integral de contorno en (3). En
resumen, el orden del esquema se aumenta mejorando
la reconstrucciéon de las variables en el interior de la
celda.

La principal dificultad a la hora de implementar
métodos de alto orden para mallas no estructuradas
utilizando esta idea reside en el calculo de los gradien-
tes y las derivadas de alto orden. Es por esto que la gran
mayoria de los métodos existentes sélo alcanzan hasta
el segundo orden. Sin embargo, una caracteristica ven-
tajosa de esta metodologia para aumentar el orden de
un esquema numeérico es que, a diferencia de los méto-
dos del tipo elementos finitos, se aumenta el orden sin
aumentar el niumero de grados de libertad.

Por otra parte, hay tener en cuenta que en (5) in-
tervienen valores promedios y derivadas evaluadas en
un punto. Asi, para érdenes mayores que uno, la re-
construccién (5) no conserva el valor medio, y se hace
necesario modificar la discretizacién de la ecuacién (3).
De este modo, siguiendo a Venkatakrishnan [11] se pue-
de escribir (3) como:

oV AU
ot

siendo R(U) el vector residuo que aproxima la segunda
integral de (3), V es el tamafio (drea en 2d) del elemen-
to de control y A es la matriz de masas. La matriz de
masas aparece porque la variacién del valor de U dada
por R(U) deberia calcularse respecto al valor medio de
U en el volumen de control y no a los valores puntua-
les asociados con el centroide. De este modo, la matriz
de masas relaciona el valor medio de la variable en un
volumen de control con el valor puntual de la variable
en el centroide de la celda. Asi, el sistema dado por
(6) estd acoplado. En problemas no estacionarios, esto
implica la necesidad de resolver un sistema de ecua-
ciones incluso con el uso de esquemas explicitos. Sin
embargo, es posible utilizar una técnica conocida como
mass-lumping, que consiste en reemplazar la matriz de
masas por la matriz identidad. Esta técnica mantiene la
precisién hasta segundo orden en esquemas de tipo cell-
centered (con las variables calculadas en los centroides
de las celdas) de voltimenes finitos, ya que aunque en
la reconstruccién dada por (5) se utilizan valores pun-
tuales, en el caso de la reconstruccion lineal coinciden
con la reconstruccion en términos de valores promedio.
Para esquemas de orden superior, es necesario introdu-
cir la matriz de masas. Es preciso remarcar que para el
caso de problemas estacionarios, el mass-lumping puede
emplearse sin restricciéon de orden.

Es posible prescindir de la matriz de masas si la re-
construccién (5) se realiza exclusivamente en funcién
de valores promedio [11], para lo que se anaden ciertos
términos con el fin de asegurar la conservacion del valor
promedio. Esto se ha hecho en este trabajo para alcan-
zar el tercer orden en problemas no estacionarios (ver
Subapartado 4.4.1).

+R(U) =0 (6)
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3. El Método Mowvin Least Squares(MLS)

El método FV-MLS reconstruye las derivadas su-
cesivas mediante una aproximacién por minimos cua-
drados méviles (MLS). Este método fue propuesto en
1981 por Lancaster y Salkauskas [29] para la recons-
truccién de superficies a partir de una serie de puntos
arbitrariamente situados. Ha sido ampliamente analiza-
do y utilizado en el contexto de los métodos sin malla
[30,31,32]. A continuacién se expondrén brevemente los
fundamentos de este método.

3.0.1.  Formulacion general

Se considera una cierta funcién u(x) definida en un
dominio £2. El método MLS reconstruye el valor de u(x)
en un determinado punto & mediante un ajuste por
minimos cuadrados ponderados en un entorno de x. Es
decir:

donde p”(x) es una base de funciones de dimensién m
y az) es un conjunto de parametros a determinar,
zZ=

tales que minimizan el siguiente funcional

J (a(z) z:m) =
Jyeo, Wz=y.)|__

wais],_Jon.

(®)

[uty) - P a(z)

W(z — yJL)‘ es un kernel (o funcién de suaviza-
do) con soporte compacto ({2;) centrado en z = .
El pardmetro h es la longitud de suavizado (smoothing
length), y es una medida del tamano de {2,. Este fun-
cional puede considerarse como una medida del error

cometido en la aproximacién.

El proceso de minimizacién de J conduce a:

u(y)d2y, = M(x)a(z)

z=x z=x

/ p(y)W (2, h)
IS

siendo M (x) la matriz de momentos definida como:

" (y) (10)

p

zZ=T

M(z) = / P —un)

En la aplicacién practica de este método, el dominio
{2 es representado por un conjunto de puntos dispersos.
Las integrales (9) y (10) se evalian utilizando los puntos

que se encuentren en {2, como puntos de cuadratura,
obteniendo

a(z) L= M Y (x)Po, W (x)ug, (11)
El vector ug,
wo, = (u(@r) u(@s) - u(@n,))" (12)

contiene los valores nodales de la funciéon u, que va a
ser reconstruida, evaluada en los n, nodos pertenecien-
tes a 2. Esquematicamente, esto se representa en la
Figura 3.

La expresion discreta de la matriz de momentos es
una matriz m x m dada por M (x) = PQwW(w)Pgw
donde Py,_, de dimensién mxng,, y W (x) de dimensién
Ng X Ng, Se obtienen como

Po, =(p(x1) p(x2) -~ p(2n,)) (13)

W(x) =diag{W;(x —z;)}i=1,...,ng (14)

De este modo, de (11) y (8) se deduce que la inter-
polacion MLS se puede expresar de la siguiente forma

a(z) = pT ()M ()P, W (x)ug, = (15)
NT(z)uq, = 372, Nj(x)u;

Asi, analogamente a la interpolacion del tipo ele-
mentos finitos, la aproximacion se puede hacer en térmi-
nos de las funciones de forma definidas en el sentido de
minimos cuadrados méviles (MLS), calculadas como:

N'(z) = p"(x)M ' (x)Po,W (z) (16)

3.1. La base de funciones

La base de funciones p (x) tiene un papel crucial
en la precision de la aproximacién por minimos cuadra-
dos moéviles. En [30] se presentan una serie de ensayos
numéricos que muestran que para una base de polino-
mios de orden r, el orden nominal de precisién en el
calculo de las derivadas de orden s es aproximadamen-
te (r — s + 1). La aproximacién MLS es capaz de re-
construir exactamente cualquier combinacion lineal de
funciones incluidas en la base, por lo que es de gran im-
portancia elegirla de manera adecuada . Normalmente
se utilizan bases de funciones polindmicas, aunque es
posible utilizar también otras bases de funciones [33].

El concepto de completitud se refiere a la capacidad
de un esquema para reproducir exactamente polinomios
y sus derivadas sucesivas. Asi, por ejemplo, una base
polinémica que da lugar a esquemas que proporcionan
completitud cuadratica es

p(CE) = (1=$7y727$97$27y27$2ay2722) (17)
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siendo (z,y, z) las coordenadas cartesianas del vector

().

Para obtener una reconstruccion cubica, habria que anadir

los términos de tercer orden:
($29a$22ay2$7y22722337223/73321273337y3723) (18)

La relacion entre el método MLS y otros como el Re-
producing Kernel Particle Method (RKPM) es muy es-
trecha [21]. Una de las mejoras que introduce el RKPM
es definir localmente y escalar los monomios que forman
la base. Esta modificacién hace que se mejore mucho el
condicionamiento de la matriz de momentos. De este
modo, si las funciones de forma IN(x) se van a evaluar
en un punto xy, la base de funciones (17) se evalia

enp<"”“”f>
h

escribir de la siguiente forma:

. Por tanto, la expresién (16) se puede

N"(x;) =p"(0)M " (z;)Pq, W(x;) =p" (0)C(x)
(19)

siendo

C(x;) = M~ ' (x)Pq, W(x)) (20)

3.2. Célculo de derivadas

Las derivadas de la funcién u(x) se obtienen de for-
ma aproximada a partir de las derivadas de la funcién
u(x) de forma

ou  ou(z)) "Z
a 8ma

~
~

0xq 0xq

r=a
=T

Pu _ O%u(x)
radzs

0z,0zg

=T

u . O%u(e)
02,0230 -

< PPN(x)

— 02,0230

=T

02,0230

=Ty

donde los subindices «, 3, varian desde 1 hasta 3. Las
derivadas de las funciones de forma MLS se pueden ob-
tener derivando la expresién (19):

0C (x)
0xq

0xy 0T (24)

*NT(x) 9*pT(0) 7, 02C(x)
0x,0z3 o 0x,0z3 Clx)+p (O)Gxaangr (25)
81) (0) 0C (= ) dp" (0) IC (z)

Oz, Ozg 0zg  0zq
83NT(:L') B
01,0507,

*p"(0) *p"(0) 9C(z) = 9°p"(0) IC(z) n
02,0230 0x,0x3 O 0z,0x, Oxg
op”(0) 9*C(xz)  9*p"(0)dC(z)  9p"(0) 320(4'3)Jr

0z, Oxgdr, Oxglx, O, Oxg 0r,0,
Ip"(0) P*C(x) #C(x)

Oz, 0x,01g 02,0230

(26)

Con el fin de reducir el esfuerzo de calculo de las
derivadas de las funciones de forma, es posible utilizar
“derivadas difusas’. Las derivadas difusas resultan de
no considerar las derivadas sucesivas de la matriz C(x)
dada por la ecuacién (20). Asi, las derivadas primeras
y segundas “completas” de las funciones de forma se
aproximan por medio de las derivadas difusas siguien-
tes:

ONT(x) ap”(0)
P e e(C) (27)
?NT(x) *pT(0)

~ 28
0x,0zg 8:5&8%0(33) (28)

Los resultados obtenidos con esta técnica son casi
tan precisos como con la utilizacion de las derivadas
completas. Ademds se puede demostrar [34] que las de-
rivadas difusas convergen de modo éptimo a las deriva-
das exactas. Debido al hecho de haber escalado local-
mente los monomios de la base polindémica, el término
p?(0) y sus derivadas sucesivas van a ser vectores con
s6lo un término no nulo, que tendrd un valor constante
de 1 en el caso de p” (0) y serd dependiente de h para

opT (0
sus derivadas. Por ejemplo, el valor de pT() sera:
ap™ (0) 1
=(0, —-,0,0,...,0 29
8xa ) h7 ) b ) ( )

por lo que las derivadas difusas de las funciones de for-
ma se obtienen directamente a partir de las filas de
C(x) multiplicadas por pardmetros dependientes de la
longitud de suavizado h. En este trabajo se han calcula-
do las derivadas primeras con su expresién “completa”,
mientras que para las derivadas de orden superior se
han utilizado derivadas difusas.
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3.3. Las funciones de ponderacién (funciones kernel)

El objetivo del kernel es la de ponderar la importan-
cia de cada punto que interviene en la interpolacién. Los
kernels que se emplean méds frecuentemente son splines
y funciones exponenciales [35]. Asi, uno de los kernels
mas utilizado es el spline cubico:

1-— §52 + 253 s<1

W(s) = 1(2 —s)? 1<s<2 (30)
61 s> 2

siendo s = ’% ‘ Las funciones kernel estan definidas

en un soporte compacto, limitado por la longitud de
suavizado (smoothing length) h. En un problema bidi-
mensional, si la misma longitud de suavizado se utiliza
para cada direccidn, el soporte serd un circulo de radio
2h (ver Figura 3), mientras que en el caso tridimen-
sional, seria una esfera. Es posible utilizar diferentes
longitudes de suavizado para cada direccién, y en ese
caso, el kernel debe definirse de algin modo. Asi, si se
define el kernel como el producto de los kernels de cada
direccidn, se obtiene un rectangulo en 2D (ver Figura 4)
y un prisma en 3D. Otros tipos de definiciones son posi-
bles, pudiéndose obtener otras geometrias (por ejemplo
elipticas). También es posible utilizar un kernel para
una direccion y otros diferentes para el resto de direc-
ciones. El uso de kernels anisétropos es recomendable
en el caso de distribuciones de nodos muy diferentes en
cada direccion. Por ejemplo, en el caso de capas limite
la discretizacion espacial se lleva a cabo refinando mu-
cho mas la direcciéon normal a la pared que las otras
direcciones. En estos casos la aplicacion de un kernel
isétropo provoca un mal condicionamiento de la matriz
de momentos, pudiendo suceder que M no sea inverti-
ble, o que su calculo presente errores inaceptables.

En los siguientes apartados se presenta la metodo-
logia haciendo uso de un kernel no isétropo.

Figura 3. Soporte compacto {2, centrado en P

Figura 4. Soporte rectangular, obtenido a partir de
diferentes longitudes de suavizado, y tomando el kernel
como el producto de los kernels en cada direccion

3.3.1.  Caso bidimensional

En este caso, se calculan los ejes principales de iner-
cia de la nube de puntos. La direccién de estos ejes
(Figura 5) se puede encontrar mediante

21,

Iwz - Iyy

tan(2a) = (31)

por lo que, haciendo un cambio de coordenadas, con

B=—o

« [cosfB —sing
* _(sinﬂ cosﬁ)w (32)

se obtienen las longitudes de suavizado en cada una de
las nuevas direcciones:

has = Ky max (||lz; —xz|)) j=1,..., g,
hy- = ky max (ly; —yrll) j =1, na, (33)

2hy
2hy

Figura 5. Orientacion de los ejes de inercia en 2D

El kernel rectangular vendra dado por:

W = W W, (34)
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En consecuencia, las derivadas en coordenadas glo-
bales pueden escribirse como:

ox on
x o x
_ <C(.)Sﬁ Slnﬁ) (35)
AN sinf cospf ON
dy dy”

mientras que las derivadas segundas vienen dadas por
la expresion:

821¥ 0°N
0a* Ox0y _ [cospB —sinf
2N 2N “ \sin8 cosp
(36)
O°N 0N _
Ox 9z~ dy (cosﬁ —sinﬁ)
92N 2N sin8 cosf

R

La obtencién de las derivadas de érdenes mas eleva-
dos es directa.

En el caso de kernels que no sean isétropos, la ma-
triz de momentos estd peor condicionada que en el ca-
so isOtropo. Asi, para realizar la inversion de M en la
préactica, se hace necesario necesario emplear métodos
especiales, como el método SVD (Singular Value De-
composition).

3.8.2. Caso tridimensional

El procedimiento para construir kernels tridimen-
sionales es el mismo que para el caso bidimensional.
En el caso de utilizar un kernel no isétropo basado en
splines la implementacion en ordenador es un poco mas
laboriosa debido a la necesidad de calcular los ejes de
inercia de cada nube de puntos [30, 36]. Sin embargo,
la utilizacién de un kernel exponencial (37) facilita en
gran medida la implementacién del cédigo, y presenta
una mayor robustez en mallados no estructurados:

e_(z)z — e_(%)z

W(z,2' k) = e (37)
1-— 67(7)

cons = |z; — x*|, d, = 2maz (|x; — z*|),i =1, ,ng,,

c= dTm. Ademsés k es un pardametro de forma y z* es

un punto de referencia alrededor del cual se centra la
funcién kernel. El kernel en tres dimensiones se obtie-
ne multiplicando los kernels unidimensionales en cada
direccién:

W(:I), :13/, Ry, Ky, ﬂz) =

W (a2, ko)W (g, o i)W (2, 2 1c2) (38)

El kernel en dos dimensiones se construye de forma
analoga.

Es posible que los parametros de forma en cada di-
reccion (kg, Ky K-) sean diferentes, construyéndose de
este modo un kernel no isétropo.

4. Aplicacién a las ecuaciones de
Navier-Stokes

El método FV-MLS combina la utilizacién de técni-
cas de aproximacién MLS con un esquema de alto orden
de volumenes finitos del tipo de Godunov generalizado,
aplicable a mallas no estructuradas. Como ya se ha co-
mentado, la obtencién de altos érdenes en estas mallas
con esquemas tradicionales de voliimenes finitos est4 li-
mitado por el calculo de los gradientes y de las derivadas
sucesivas. La utilizacién del esquema MLS permite su-
perar esta limitacién, dado que permite la obtencién de
buenas aproximaciones a partir de conjuntos de puntos
dispersos. Asi, en el ambito de la Mecanica de Fluidos
Computacional, el método FV-MLS utiliza la aproxi-
macion MLS para el tratamiento de:

= Flujos no viscosos: Célculo de gradientes y derivadas
sucesivas para la extrapolacién de los valores de las
variables a las interfaces entre voliimenes de control.
Con estas derivadas se consigue una reconstruccion
de alto orden de las variables en cada celda, median-
te el uso de desarrollos polinémicos de Taylor. Los
puntos donde se evaluardn las funciones de forma
MLS van a ser los centroides de las celdas.

s Flujos viscosos: Los flujos viscosos se obtienen di-
rectamente en la interfaz. Como se verd posterior-
mente, este enfoque permite una discretizacion mas
precisa y mucho més clara de los términos difusivos
que las empleadas habitualmente por otros méto-
dos de alto orden. Los puntos donde se evaluaran
las funciones de forma MLS van a ser los puntos
de integracion en las interfaces de los voliumenes de
control.

4.1. Ecuaciones de Navier-Stokes y modelo numérico

Las ecuaciones de Navier-Stokes tridimensionales es-
critas en forma conservativa son:

ou O\F.—FY) 0(F,—F)) 0(F.-F/
ailt]—’— ( ox )+ ( y@y J)+ ( 0z )
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siendo

PUz
pvz +p
F,=| pvvy
PUz V2
pu H

PUy
PULVy
y = p’l}; +p Fz -
PUyVz
puy H
0
TII
Try
TKEZ

Vg Tae + Uy Ty + Ve Tz — Gz

Tyz

Vg Tay + UyTyy + VaTyz — Qy

TZZ

Vg Tz + UyTyz + V2Tzz — 4z

H=p+7%
p
y
_ 9,0 2 (00, Ovy , Ov.
Tow = 2050 7 3P s Oy Oz
_9, 0 2, (90 Ovy | O
vy ay 3"\ oz "oy T 02
_9, 0 2, (9% | Ovy | O
= oz ~ 3"\ o dy 0z
; vy, Ovy
w =M dy or
B ov, Ov,
Tez =92 T o
dv,  Ov,
Tve = H oz Ay

(40)

pUz
PUL V2
PUyVz
pvi+p
pv, H
(41)

F = (F.,Fy F,) es el fluyjo no viscoso, y FV =
(FX,FX,FZ) el flujo viscoso. U es el vector de va-

riables conservativas, v = (vg,vy,v;) es la velocidad,
1 es la viscosidad efectiva del fluido, H es la entalpia,
E es la energia total, e es la energia interna y p es la
densidad.

El flujo térmico g = (¢, gy, ¢=), se calcula mediante
la ley de Fourier:

orT oT oT

= —A5- =—-A— = —-A— 48
@ or Ty oy e 0z (48)

Se asume que la viscosidad depende de la tempera-
tura, y que esta dependencia sigue la ley de Sutherland:

Tref + SO T b
= oo —— 49
W= Hoo e (Tgf> (49)

donde el subindice ref se refiere a un valor de referencia
y Sp = 110,4K es una constante empirica (Temperatura
de Sutherland).

Las ecuaciones de Euler se obtienen despreciando el
efecto de la viscosidad, con lo que resultan de considerar
nulos los flujos viscosos, es decir, F¥ = (0,0,0)

La ecuacién a resolver es la que resulta de aplicar la
discretizacién resultante de la aplicaciéon del método de
volimenes finitos:

nedger mngaurg

2 M SR CEy R

igau
iedge=1igau=1 g

(50)

en la ecuacién (50), V7 es el drea (en 2D) o el volumen
(en 3D) del volumen de control I, nedges es el nimero
de aristas (2D) o caras (3D) de I, U es el valor medio
de U en I (asociado al centroide), ngau; es el nime-
ro de puntos de cuadratura y Wigq. son los pesos de
integracioén.

En este trabajo se han usado tres puntos de cuadra-
tura en la interfaz, utilizando la reconstruccién MLS
cubica.

4.2. La nube de puntos

Al combinar el método MLS con un esquema de
volumenes finitos, es necesario definir los puntos que
van a intervenir en la reconstruccion MLS. El método
MLS es capaz de reconstruir una funcién a partir de
una nube de puntos dispersos, ya que se trata de un
método de aproximacién “sin malla”. Por otro lado, el
método FV-MLS, al estar basado en un esquema del
tipo volumenes finitos, necesita una malla y los valores
de las variables se calculan o bien en los centroides de
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cada volumen finito o bien en los vértices, segin sea
el esquema de volumenes finitos empleado. En este ca-
so, el esquema que se ha utilizado calcula los valores
de las variables conservadas en cada centroide. Asi, los
centroides van a ser los puntos que conforman las dife-
rentes nubes para la aplicacién del método MLS.

Para llevar a cabo los calculos, es necesario definir
una serie de plantillas (stencils) que determinen la nube
de nodos para cada punto donde se evalua la aproxima-
cién. Si las nubes de vecinos no cambian en el tiempo,
s6lo es necesario realizar la construccién de las plan-
tillas una vez, como parte del preproceso. Para evitar
que la matriz de momentos M sea singular o esté mal
condicionada, la nube de puntos vecinos debe cumplir
ciertos requisitos. Asi, el nimero de vecinos debe ser
superior a m (el nimero de funciones de la base). En la
practica, el nimero de vecinos se toma un poco mayor
que m. Es importante recordar que el tamano de M
no depende del nimero de vecinos incluidos en la nube,
sino del niimero de funciones de la base. Por otra parte,
la nube debe ser lo mas compacta posible para evitar la
influencia de puntos excesivamente alejados del punto
de evaluacién y mantener el caracter local y la eficiencia
del esquema.

En las Figuras 6 y 7 se muestran las plantillas uti-
lizadas para los casos bidimensionales. Es posible apre-
ciar en ellas que en las plantillas de los puntos préximos
a la pared se han anadido una serie de celdas fantasma.
Estas celdas tienen sus centroides situados en los pun-
tos medios de los lados sobre el contorno e intervienen
en la reconstruccion como un punto mas de la nube. Su
funcién es la de mejorar la imposicién de las condiciones
de contorno, y su valor se obtiene extrapolando desde
las celdas adyacentes o imponiendo en ellos el valor de
las condiciones de contorno, si eso fuera posible.

A

o

N

///
y 4

A7

Figura 6. Plantilla para la aproximacién MLS. Eva-
luacién en los centroides: puntos interiores y paredes

En el caso tridimensional las plantillas siguen el mis-
mo esquema. En el caso de celdas adyacentes a la pared,
se buscan las celdas vecinas mas cercanas hasta com-

Figura 7. Plantilla para la aproximacién MLS. Eva-
luacién en las aristas: puntos interiores y paredes

pletar el nimero de celdas requerido para que la matriz
de momentos M esté bien condicionada.

Aunque el empleo de nubes adaptables (tipo ENO)
es posible, en este trabajo s6lo se han empleado nubes
fijas, definidas en el preproceso. Una vez determinado
el conjunto de celdas que forman la nube de puntos
para la utilizacién del método MLS, se puede obtener
la longitud de suavizado h que define la medida del
soporte compacto del kernel. Esta es proporcional a la
maxima distancia entre el punto de evaluacién x; y los
nodos de la nube:

h =k max (||x — x1||) (51)

Los valores de k mas adecuados estan entre 0.52 y
0.7, si se usa como kernel el spline cibico (30). Con el
kernel exponencial (37), se ha tomado el valor k = 1.
Estos valores no tienen por qué ser los mismos para
las nubes definidas para los centroides (empleadas para
los términos hiperbdlicos) y las definidas para los pun-
tos de integracién en las interfaces (empleadas para los
términos viscosos) que se muestran en la Figura 7. La
eleccion del valor de k, asi como de los valores de los
parametros de forma k en el caso del kernel exponen-
cial, tiene influencia sobre las propiedades de dispersién
y disipacién de la metodologia de volimenes finitos con
interpolaciéon basada en esquemas de minimos cuadra-
dos mdviles [37].
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4.3. La aproximacion MLS

Los esquemas de alto orden estandar se construyen
mediante la sustitucion de una representacién constan-
te de la solucién dentro de cada volumen de control por
una representacion continua (normalmente polinomial)
de las variables del flujo en el interior de cada celda.
Debido al hecho de que las variables reconstruidas con-
tinian siendo discontinuas en la interfaz de las celdas,
la discretizacién de los términos viscosos debe realizarse
con precaucion.

Este procedimiento es muy diferente al del método
FV-MLS, que trabaja con valores puntuales de las va-
riables conservadas, asociadas con los centroides de las
celdas. La representacion espacial dada por la aproxi-
macién MLS es continua y de un alto orden de precision.
De este modo la aproximacion de los términos elipticos
(por ejemplo, los términos viscosos en las ecuaciones de
Navier-Stokes) es directa. Esta facilidad para la apro-
ximacion de los términos viscosos representa una gran
ventaja frente a métodos como el de Galerkin Disconti-
nuo, en el que la discretizacién de los términos viscosos
es problemadtica al tratarla de manera discontinua.

El tratamiento de los términos hiperbdlicos es dife-
rente. En este caso, se rompe la representacién continua
de la solucién para obtener una representacién continua
en cada celda mediante el uso de series de Taylor. De
este modo se obtiene un método que puede aprovechar
el buen funcionamiento de la técnica de voliimenes fini-
tos con los términos hiperbdlicos (ya que es un método
tipo Godunov generalizado) pero que presenta una dis-
cretizacion mucho mas clara y precisa de los términos
elipticos, al mantener la representacién continua de es-
tos términos. En las secciones siguientes se muestra en
detalle cémo se realiza el proceso de reconstruccion.

Es importante destacar el hecho de que al utilizar
aproximaciones MLS las derivadas se calculan a par-
tir de puntos situados en todas las direcciones (en una
celda interior estdndar). De esta forma, a diferencia de
la metodologia de cédlculo de derivadas utilizado tradi-
cionalmente en esquemas MUSCL, la informacién no
proviene sélo de una direccién. Esto implica una preci-
sion mucho mayor de las derivadas calculadas mediante
MLS. Por otra parte, es conocido el hecho de que, en
el caso de ondas propagandose en direcciones oblicuas
a la malla, el caracter unidimensional en el cédlculo de
las derivadas introduce disipacién adicional. El caracter
multidimensional de las derivadas calculadas a partir de
las aproximaciones MLS reduce la disipacién adicional
introducida en estos casos.

4.4. Calculo de Flujos

441,

Flujos no viscosos

Para aplicar un esquema de voliimenes finitos es pre-
ciso un método de reconstrucciéon para evaluar las va-
riables en los puntos de integracién en las interfaces de
cada volumen de control. Una forma comuin de realizar
esta reconstruccién es mediante el empleo de series de
Taylor. Asi, la reconstruccién lineal de las variables con-
servadas en el interior de cada celda I se puede expresar
como:

Ux)=U;+VU; (x—x) (52)

U es el valor medio de U en la celda I (valor asocia-
do al centroide), &; denota las coordenadas cartesianas
del centroide y VU es el gradiente de la variable en
el centroide. Se asume que el gradiente es constante en
cada celda, y que la variable reconstruida es disconti-
nua entre dos celdas. Las derivadas necesarias para la
reconstruccion se calculan empleando el método MLS.
Con esta operacién se rompe la continuidad de la repre-
sentacion espacial de la variable dada por los centroides
de las celdas.

Anélogamente, la reconstruccién cuadratica viene dada
por:

U@) = U, + VU, - (@—2)+ %(:p ) TH (2 - a)
(53)

donde H es la matriz hessiana evaluada en el centroide
de la celda I.
Para una reconstruccion cubicas:

1
U(z) = UI+VUI'(w_wl)+§($—$[)TH[(ZB—(I:I)+

+éA2w?TI (x —xy) (54)

con

A%f = (-2’ (y—y)’ (- 21)°) (55)
DU 3 0°Up 3 0°U;
oz 020y " 0220z

_ | 1,0°U; 8°U; ,9°U;

Tr= 38x8y2 oy? 383/28,2 (56)

0x0z° “oyoz?  02°

Como ya se ha comentado, en problemas no esta-
cionarios es necesario modificar la reconstruccién para
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expresarla en términos de valores promedios. Asi, se
introducen términos adicionales en (53) y (54) que ase-
guran la conservacién de la media:

1 / U(z)d2 = U, (57)
VI xEN

siendo V7 el drea del volumen de control en el caso bi-
dimensional y su volumen en el caso tridimensional. De
este modo, la reconstruccién cuadratica para problemas
no estacionarios se puede escribir como:

Ulx)=U;+VU;  (x—x5) +
+ %(m—wl)THI(w—a:I)
1[0
2V |7 02
0*U
*0yoz

o*U (58)
0xdz +

0*U

21,
+ 2y 0x0y
0*U
o

0*U

+ 21, 252

+Iy +Iz

con:

Ly = [o(x — x1)2d12,

Iy = fg(y —yr)?ds2,

L. = [, — 21)%0

Loy = fg(x —zr)(y —yr)de,
L. = [,(x —ar)(z — z1)df2

I. = fg(y —yr)(z — z7)dR2

La incorporacién de estos términos no reduce el orden
de la aproximacién dada por (53), y permite obtener
una reconstruccion basada en promedios en lugar de en
valores puntuales. De este modo es posible la utilizacion
de la técnica de mass lumping. En el caso de problemas
no estacionarios permite alcanzar hasta tercer orden.

Las derivadas de las variables se calculan directa-
mente en los centroides de las celdas, mediante MLS.
Asi los gradientes de una funcién vectorial U se escri-
ben como:

Mgy
VU; =) U;VN;(x;)
j=1
mientras que las derivadas segunda y tercera se obtie-
nen de:

PU; A PNj(x;) U, <A 9°Nj(x)
Ox? _;Uj Ox? Oxdy _jZ:Uj Ox0y

=1

TL;EI

82U[ - ZU‘aQNj(:BI)
= ji@ 5
= Y

oy?

PBU; & BNi(z;) BU; <. 9N(x;)
= U, J = U,—21 =2
ox3 ; 703 0x20y ; 7 0x20y
83U1 2l 83N(£B[) 83UI il 63N(£B1)
= U, J = Uv,—2 -~
Ox0y? ; 7 0xoy? oy ]Ez:l T oy3

Como se ha visto anteriormente, en lugar de calcu-
lar las derivadas completas es posible la utilizacién de
derivadas difusas.

Una vez calculado el valor de las variables en los
puntos de integracién del contorno de las celdas, se uti-
liza una funcién de flujo numérico para evaluar los flujos
no viscosos. Aqui se ha utilizado el flujo de Hénel [3§]
para los problemas con ondas de choque y el flujo de
Roe [26] para los problemas sin discontinuidades, ya
que son dos de los més utilizados en la bibliograffa. Sin
embargo, es posible utilizar cualquier otra funciéon de
flujo numérico.

En caso de soluciones que no sean suaves, es decir,
en presencia de ondas de choque, es necesario el uso
de algiin método de limitacion. En este caso es posi-
ble utilizar cualquiera de las técnicas desarrolladas pa-
ra métodos de volimenes finitos. La técnica méas ha-
bitual en voliimenes finitos es el uso de limitadores de
pendiente (slope limiters). Sin embargo, esta técnica no
es directamente aplicable a métodos numéricos de alto
orden. En el Apartado 5 se presenta una metodologia
desarrollada por los autores para deteccion de ondas
de choque, que permite generalizar el uso de los limi-
tadores de pendiente con métodos de orden mayor que
dos.

4.4.2.  Flujos viscosos

La discretizacién de los términos viscosos es pro-
blematica para los métodos que emplean aproximacio-
nes polinomiales continuas a trozos. En los términos
hiperbdlicos tiene sentido hablar de una direccién de
propagacion de la informacién, que permite plantear un
problema de Riemann a ambos lados de la interfaz y de-
finir un tnico valor del flujo. Sin embargo, en el caso de
los términos viscosos, de caracter eliptico, esto no es po-
sible. Asi, por ejemplo, los esquemas de segundo orden
emplean a menudo la media de las derivadas de las va-
riables del flujo a cada lado de la interfaz para calcular
los flujos viscosos. Esto no es aceptable para aproxima-
ciones de orden més elevado. Métodos del tipo Galerkin
Discontinuo (DG), recurren a descomponer el sistema
de segundo orden original en otro de primer orden. El
problema de esta aproximacién radica en la introduc-
cién de grados de libertad adicionales. Ademas, aparece
la necesidad de introducir un nuevo flujo numérico, cuya
definicién plantea problemas tedricos y que constituye
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una de las diferencias entre unos métodos DG y otros.
El método FV-MLS realiza una reconstruccién centrada
de los flujos viscosos en los puntos de integracion de las
interfaces, usando la informacién de las celdas vecinas
mediante el empleo del método MLS. Es importante
remarcar que esta reconstruccién es continua y de alto
orden.

La evaluacién de las tensiones viscosas (47) requiere
interpolar el vector velocidad v = (v, vy), la tempera-
tura T, y sus gradientes correspondientes Vv y VT, en
cada punto de integracién x;,. Mediante el uso de las
funciones de forma MLS, éstos pueden obtenerse como:

Niq Niq
vig =Y 0;Nj(@ig), Tig= Y T;Nj(mi) (60)
j=1 j=1
y
V’Uiq = Z'Uj X VNj(.’Bm), VT‘N] = ZT]VN](:B“I)
Jj=1 j=1

(61)

donde n;q es el nimero de centroides vecinos (que per-
tenecen a la nube de puntos del punto de integracion
iq). Los flujos difusivos se evaliian entonces mediante la
ecuacién (42).

Asi, este método permite que el orden de la recons-
trucciéon de los términos viscosos sea el mismo que el
obtenido en la reconstruccion de los flujos no viscosos
[23].

Es importante remarcar que en mallas fijas, el calcu-
lo de las funciones de forma MLS y de sus derivadas se
realiza sélo una vez, al principio de los cédlculos y como
parte del preproceso. Esto implica que el coste adicional
de célculo es reducido. De este modo, el coste adicional
en el calculo de las derivadas se reduce a realizar la ope-
racién dada por la ecuacién (21), que implica N X ng,
productos y N x ng, sumas adicionales por cada deriva-
da de cualquier orden (ng, es el nimero de elementos
en cada plantilla). Cabe mencionar que el orden del
esquema es aumentado sin incrementar el nimero de
grados de libertad. Los resultados, en términos de pre-
cisién, son comparables a los obtenidos con el método
de Galerkin discontinuo [23].

5. Aplicacion de filtros MLS Para la deteccién
de ondas de choque

La aparicién de ondas de choque es un fenémeno fre-
cuente en problemas de flujo compresible, y representa
un problema anadido a la simulacién de tales flujos.
El teorema de Godunov establece que no es posible la
existencia de métodos lineales que sean mondétonos y de

orden mayor que uno, por lo que es necesario recurrir
a técnicas especiales para la resolucién de problemas
en los que aparezcan fuertes gradientes, como es el ca-
so de las ondas de choque. En los apartados anteriores
se ha presentado la formulacién de un método de al-
to orden para la simulacién de flujo compresible. Sin
embargo, para poder aprovechar toda su precision en
flujos en los que se presenten ondas de choque, es ne-
cesario introducir alguna técnica para que el esquema
numérico mantenga su estabilidad y conserve su preci-
sién. Entre las técnicas posibles para la resolucién de
flujos con ondas de choque con esquemas lineales estan
la introduccién de disipacién artificial o la construccion
de métodos TVD (Total Variation Diminishing) [46].
Un enfoque diferente lo dan los métodos ENO (Essen-
tially Non-Oscillatory) y WENO ( Weighted Essentially
Non-Oscillatory) [13,14], en los que se escoge el stencil
que menos oscile entre todos los posibles, o una combi-
nacion convexa de ellos.

La aplicacién de limitadores de pendiente (slope li-
miters), ha demostrado ser una técnica robusta y que
ha dado buenos resultados practicos. Normalmente se
han disenado para aproximaciones de segundo orden, y
limitan la reconstruccion de la siguiente forma:

U(X):U[+X[VU['(w—CII1) (62)

siendo x; un valor entre 0 y 1 que se calcula con algun
algoritmo de limitaciéon de pendiente. La extensién mas
directa de esta técnica a reconstrucciones de Taylor de
orden mas alto consiste en utilizar el mismo valor de
para limitar todas las derivadas:

Ul)=Ur+x1 (VU (x —x1) + ...) (63)

Sin embargo, la aplicacién del coeficiente de limita-
cién (x7) (desarrollado para limitar las primeras deriva-
das) a las derivadas de orden superior presenta proble-
mas, que pueden dar lugar a anomalias en los resultados
de la simulacién.

Asi, si se quiere utilizar este tipo de métodos con
esquemas de orden elevado, es necesario introducir me-
joras en las técnicas de limitacién. Un posible procedi-
miento consiste en la utilizacién selectiva del proceso de
limitacién sélo en aquellos puntos en los que sea necesa-
rio. En el resto de puntos se continuara con el esquema
de alto orden. Este enfoque requiere el desarrollo de
técnicas de deteccién, que indiquen los puntos en los
que se activard la limitacion.

Una posible via consiste en el desarrollo de métodos
que indiquen la regularidad de la solucién. Asi, el de-
tector ha de ser capaz de indicar la presencia de fuertes
gradientes en la soluciéon que seran los puntos en los
que se aplique la limitacién. Un indicador de regulari-
dad puede construirse mediante el uso de las funciones
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de forma MLS, aprovechando sus propiedades multies-
cala. Asi, una propiedad interesante de las aproximacio-
nes MLS es su conexién con wavelets, donde se utiliza
para estimacién de error y adaptatividad [47]. Las wa-
velets se definen por medio de una funcién wavelet (¥)
y una funcién de escala. Es posible definir una funcién
wavelet a partir de las funciones de forma MLS.
Cuando se realiza una aproximaciéon MLS:

u () = Z u; N () (64)

la solucién aproximada u” conserva todas las resolu-
ciones y las propiedades de la solucién u(x), hasta la
escala h (longitud de suavizado). Asi, es posible ver a
las funciones de forma MLS como la funcién de escala y
a h como el pardmetro de escala. Un valor de h mas pe-
queno implica una solucién de u(x) de escala més fina.
A continuacion se expondrd como obtener una funcidn
wavelet a partir de las funciones de forma MLS.

Se considera una funcién u(x), y se definen dos con-
juntos de funciones de forma MLS N"(z) y N?"(x),
calculados con longitudes de suavizado diferentes h y
2h (o con dos pardmetros de forma k, diferentes). Se
obtiene asi una aproximaciéon con escala h y otra con
escala 2h (o escala Ky y escala Ky, correspondiendo el
primero a la aproximacién de mayor resoluciéon y kr,
a la aproximacién de menor resolucién). Como hemos
preferido utilizar el kernel exponencial, la exposicion se
realiza en términos de kg y k. Asi, el pardmetro de
escala de la funcion wavelet sera el parametro de forma
k. En el caso de utilizar el kernel basado en el spline
cubico sé6lo hay que cambiar kg por h y K por 2h:

De este modo, las reconstrucciones MLS de U con
diferente nivel de resolucién se escriben como;

nr nr
U™ (x) =Y U;N/"(x), U(xz)=)Y U;N"(x)
j=1 j=1

(65)

en donde se recuerda que la aproximacién de escala kg
se corresponde con la aproximacién de alta resolucién,
y la aproximacién de escala kj se corresponde con la
aproximacion de baja resolucién.

Asi, la funcion wavelet puede escribirse como:

®(x) = N (z) - N"* () (66)

Por otro lado, la solucién de escala ky puede es-
cribirse como la suma de la contribucién de las escalas
bajas (U™ (x)) y la de las escalas altas (¥(x)):

Ut (z) =U"™ (z) + () (67)

siendo

nr

(@)=Y U (@) = Y U, (N (@) - N ()

J=1

(68)

Asimismo, la baja escala U™ (x) podria seguir sien-
do descompuesta empleando el mismo procedimiento.

La funcién ¥(x) actia como un indicador de la
regularidad de U(z). Asi, cuando ¥(x) supere cierto
valor, el limitador se activard, permaneciendo desac-
tivado en todos los demads puntos. Este procedimiento
podria ser visto como una generalizacién para mallas no
estructuradas del filtrado selectivo basado en wavelets
propuesto en [48] para diferencias finitas. De hecho, la
operacion realizada en (68) es un filtrado de paso alto.

Sin embargo, surge el problema de definir a partir
de qué valor de ¥(x) se considera que la solucién no es
regular. Asi, es preciso definir el valor umbral a partir
del cual se activara el limitador. En este trabajo se ha
tomado la densidad como variable de referencia, y se
define el valor umbral en funciéon del gradiente de la
variable de referencia en la celda I.

T, = Ci |Vpl|, (A)) /M (69)

siendo M el ndmero de Mach, Aj es el tamafio (drea en
2D) del volumen de control I, d es el nimero de dimen-
siones espaciales del problema, y Cj. es un parametro.
Si Cj. = 0, entonces no hay limitacién selectiva. Es
evidente que a medida que el parametro Cj. se incre-
menta, el esquema tenderd a disminuir el ntimero de
celdas limitadas. Esto puede causar problemas de es-
tabilidad, que se resuelven disminuyendo el valor del
parametro. Lamentablemente, actualmente no es posi-
ble estimar a priori un valor éptimo del parametro, y
éste dependerd del problema considerado. Sin embargo,
en nuestra experiencia, un valor de Cj. = 0,32 es ade-
cuado en términos de precisién y robustez. Este valor ha
sido utilizado en todos los ejemplos numéricos presen-
tados en este trabajo. Una linea actual de investigacién
de nuestro grupo consiste en el desarrollo de técnicas
de determinacién automatica de este coeficiente.

De este modo, el limitador de pendiente se acti-
vara cuando se verifique:

w,| = ij(NjKH(X)—Nj”L(X)) >T, (70)

Cuando se aplica un limitador el efecto es el de
transformar las propiedades del esquema numeérico en
las que tendria un esquema de menor orden. Ademds,
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es importante comentar que un menor valor del coefi-
ciente (. hace que el esquema active el limitador pa-
ra frecuencias mas bajas. De este modo, un valor de
Cj. = 0 equivale a activar siempre el limitador.

Por motivos de estabilidad, cuando el detector acti-
ve el algoritmo de limitacién en una celda determinada,
se activard en todas las celdas de su stencil.

En los ejemplos numéricos de los Subapartados 6.4,
6.5 se ha empleado el limitador de Barth y Jespersen
[8]. Este método impone monotonicidad en la solucién
tras realizar la reconstruccién polinémica en el interior
de cada celda. Para ello se limita el valor del gradiente
y de las derivadas sucesivas de forma que la recons-
truccion no cree ningin nuevo maximo o minimo segin
la ecuacién (63). Cuando el limitador estd activo, la
reconstruccién vuelve a ser de primer orden. Cuando
x1 = 0 la limitacién es total y el esquema es de primer
orden, mientras que si x; = 1 no hay limitacién. Asi,
la variable U (x) verifica que

Umin < U(IB)[ < ymaz (71>
siendo

min __ ‘ . mazr _ < . )
U min (U;) U max(U;) (72)

en donde Aj es el conjunto de los primeros vecinos de la
celda I, siendo posibles otras configuraciones. La con-
dicién (71) se impone en los puntos de integracién, de
modo que en cada punto de cuadratura se calcula el
valor sin limitar U, y se halla x? de acuerdo con la
siguiente expresion:

anﬂ&ﬁ)w—m>o

UT—U;
q — , U'm'in_U
XI min 1, ﬁ UI(,I - UI < 0 (73)
1 Ul —Ur =0

Cuando se aplica limitacion selectiva, este algorit-
mo es aplicado sélo en las celdas en las que se verifica
la expresién dada por (70). En general, el método pro-
puesto es aplicable a cualquier algoritmo de limitacién
de pendiente.

6. Ejemplos numéricos

A continuacién se muestran una serie de ejemplos
numéricos. Con el primero de ellos, la propagacion de
un pulso acustico, se comprobara el orden de convergen-
cia del método. Seguidamente se resuelve la ecuacién de
onda lineal unidimensional, con la que se examinara la
influencia de los parametros de la funcién kernel en las
propiedades del esquema numérico. Ademds, utilizando
las ecuaciones de Navier-Stokes se resuelve el proble-
ma de dos vértices rotando en torno al mismo centro,

y se obtiene el campo actstico producido. Este proble-
ma muestra la precision y estabilidad de la formulacion
propuesta. La baja amplitud de las ondas que forman
el campo actistico hace que cualquier inestabilidad del
esquema numérico lo distorsione.

El caso del flujo subsoénico alrededor de un perfil
aerodindmico tiene por finalidad mostrar el incremen-
to en precisién obtenido con la utilizacién del método
de deteccién de choques. Finalmente, para mostrar la
efectividad de dicha metodologia, se muestran ejemplos
de flujo transoénico y supersénico.

En todos los ejemplos se ha utilizado un soporte pa-
ra los centroides como el mostrado en la Figura 6, for-
mado por 13 elementos para celdas interiores y 16 (13
elementos + 3 celdas fantasma) para las celdas proxi-
mas a la pared. En el caso de los flujos viscosos se han
usado soportes como los utilizados en la Figura 7.

6.1. Propagacién de un pulso actstico

A continuacién, como comprobacién del orden de
convergencia se resuelve el problema de la propagacion
de un pulso acustico, con el método FV-MLS de tercer
orden.

Las ecuaciones de Euler se resuelven en el cuadrado
[—50, 50] x [—50, 50], que es lo suficientemente extenso
como para evitar los efectos de las reflexiones en los
contornos en el instante de tiempo en el que se realiza
la comparacién.

La solucién inicial esta dada por:

p=1 (74)
po=1/v (75)
p=po+er- e (76)
vy = v, =0 (77)

donde v, v, son las componentes de la velocidad, p es
la presién, p es la densidad, €; = 0,01 es la amplitud del
pulso y r es la distancia desde el origen de coordenadas.

El parametro oy = esta relacionado con la mitad

n
Iz
del ancho de la curva gaussiana, b, que se toma como
b = 3. El subindice 0 indica el estado sin perturbar
en las ecuaciones (75) y (76). La solucién analitica ha
sido deducida en [39] por Tam y Webb, y tiene como
expresion:
2
_a [T 6(21571
2041 0

) cos (§t) Jo (§n) £dg (78)

donde en este caso n = r, y Jy es la funcién de Bessel
de orden cero.
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Para la discretizacién temporal, se ha utilizado un méto-
do Runge-Kutta de cuarto orden:

1
U, ZUn—i-gAtkl

1
U, =U"+ (kz - 3k1) At

Us =U"+ (k1 — ks + k) At (79)
1
Ut — A (k1 4 3kg + 3ks + ky) At
ki =L{U") ko =L(U)
ks = L(U2) ks =L(Us)

El paso temporal utilizado se ha escogido lo suficien-
temente pequeno para minimizar los errores debidos a
la discretizaciéon temporal. Las caracteristicas de con-
vergencia del esquema de volimenes finitos se evalian
calculando la norma Ly del error en la presién para un
tiempo adimensional ¢ = 10,606 en una serie de mallas
cartesianas refinadas sucesivamente. Los resultados se
presentan en la Tabla 1, y confirman que el esquema de
volimenes finitos alcanza la convergencia correcta (de
tercer orden).

Tabla 1. Convergencia espacial del método FV-
-MLS de tercer orden en el problema del pulso
acustico

Malla | Error (Norma Ls) | Ratio
40 x 40 7.14 E-05 _
50 x 50 4,26 E-05 2,31
60 x 60 2,60 E-05 2,711
65 x 65 2,07 E-05 2,75
70 x 70 1,67 E-05 2,78
75 x 75 1,38 E-05 2,84

6.2. Ecuacién de onda lineal unidimensional

Para ilustrar le influencia del pardmetro de la fun-
cién kernel sobre el funcionamiento del método, presen-
tamos un ejemplo unidimensional. Este ejemplo es el
primer caso del First ICASE/LaRC Workshop on Ben-
chmark Problems in Computational Aeroacoustics [41],
y esta disenado con el fin de evaluar las propiedades
de dispersion y disipacién de un método numérico. El
objetivo es resolver la ecuacion

ou ou

Eﬂ-a%—o (80)

con la siguiente condicién inicial

w(,0) = 0,5 ()] (81)

El problema se define con variables adimensionales
con las siguientes escalas:

= Fscala de longitud = Az
» Escala de velocidad = ¢ (velocidad del sonido am-

biente)
At

= Escala de tiempo = —

Coo
» Escala de densidad = p., (densidad ambiente)
= Escala de presién = pooc?,

La onda a transportar se puede considerar como la
suma de multitud de ondas armédnicas de diferentes fre-
cuencias y amplitudes. Asi, el esquema va a tener que
resolver ondas de frecuencias muy dispares, y si no es ca-
paz de resolverlas adecuadamente, la solucién sera una
onda muy distorsionada. El dominio de célculo se defi-
ne entre —20 < x < 450, y se obtienen resultados para
diferentes instantes de tiempo, ¢t = 100, ¢ = 400.

En las Figuras 8 y 9 se muestra la solucién para
varios valores del pardmetro de forma k, del kernel ex-
ponencial (37). Se observa el mayor carédcter disipativo
de la solucion con k,; = 4, junto con mayores errores de
dispersion. Asi, un valor recomendable seria k, = 1, ya
que el valor de k, = 6 marca el limite de estabilidad del
esquema numérico y podria conducir a inestabilidades
en problemas multidimensionales. Un andlisis mas de-
tallado de la influencia del kernel se puede consultar en
[40]. Por otra parte, cuando se utiliza el spline ctbico,
la variacion del pardametro k no tiene tanta influencia en
la solucién como en el caso del kernel exponencial. Para
este kernel, un valor de k = 0,6 6 k = 0,7 ofrece resul-
tados 6ptimos en términos de estabilidad y precision.
Para este kernel, el limite de estabilidad viene dado por
un valor de k = 0,5.

En problemas de propagaciéon de ondas, la resolu-
cién del esquema numérico es crucial para la obtencion
de una solucién precisa. Con resolucién nos referimos a
que el nimero de onda modificado del esquema numéri-
co coincida con el niimero de onda real en el mayor
rango posible del espectro. Asi, el aumento de orden
del esquema FV-MLS hace que la resolucién espectral
aumente y que ademds la disipacién se introduzca en
frecuencias més altas [40]. En la Figura 10 se muestra
una comparativa en dos instantes t = 100 y ¢t = 400,
con Az = 1 entre el método FV-MLS de tercer orden
y el método MUSCL de segundo orden con derivadas
calculadas mediante diferencias centradas de segundo y
cuarto orden. Se muestra también el método FV-MLS
de segundo orden, que coincide con los resultados ob-
tenidos por el método MUSCL con derivadas de cuarto
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Figura 8. Solucién FV-MLS de tercer orden al primer ejemplo del First ICASE/LaRC Workshop on Benchmark
Problems in Computational Aeroacoustics para diferentes instantes de tiempo y diferentes valores del parametro
de forma (k)del kernel exponencial (37), con CFL = 0,6, Az =1
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Figura 9. Solucién FV-MLS de tercer orden al primer ejemplo del First ICASE/LaRC Workshop on Benchmark
Problems in Computational Aeroacoustics para diferentes instantes de tiempo y diferentes valores del parametro
de forma (k)del kernel spline ciibico, con CFL = 0,6, Az =1
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Figura 10. Primer ejemplo del First ICASE/LaRC Workshop on Benchmark Problems in Computational Aero-
acoustics. Se muestra una comparativa en ¢t = 100 y ¢ = 400, con Az = 1 entre el método FV-MLS de tercer orden
(a) (CFL = 0,6, kernel exponencial ) y el método MUSCL con célculo de derivadas con diferencias centradas de
segundo (b) y cuarto orden (c). Se muestra también el método FV-MLS de segundo orden (d)
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orden. Sin embargo, esta equivalencia no se mantiene
en problemas multidimensionales. La mejora en los re-
sultados sobre el método MUSCL es evidente, y es atin
més pronunciada en problemas multidimensionales [42].

La menor disipacién introducida por el método de
mayor orden hace posible la resoluciéon de problemas en
los que la amplitud de las ondas es muy pequena, como
por ejemplo en problemas de aeroactstica. Un ejemplo
de problemas de este tipo se muestra en la Subapartado
6.3.

6.3. Dos vortices rotando en torno al mismo centro

El siguiente ejemplo numérico muestra las capaci-
dades de calculo del método FV-MLS de tercer orden.
Se calcula la evolucién de un par de vértices idénticos
que rotan en torno al mismo centro en un medio en
reposo. Se utiliza una malla no estructurada de unos
48000 elementos, utilizando el kernel exponencial (38),
con k, = Ky = 3 para el cdlculo de derivadas para la
reconstruccién de Taylor en los términos hiperbdlicos,
Y kg = ky = 1 para el célculo de los flujos viscosos. La
configuracién del problema se ha tomado de [43]. Una
representacién esquematica del problema se muestra en
la Figura 11.

(0"

Figura 11. Representacién esquemaética del problema
de dos vértices rotando en torno al mismo centro

Los dos vértices estan separados inicialmente una
distancia de 2rg. La distribucién inicial de la velocidad
tangencial de cada vértice viene dada por:

I'r

Vo(r) = )

(82)
siendo r la distancia radial desde el centro de cada vorti-
ce, de radio r.. La frecuencia angular del flujo conjunto
es 2, = 2nf. = I'/mrd, el perfodo es T, = 872 /r3 /T y
el nimero de Mach de rotacién es M, = I'/4wrgcy. Se

han tomado los siguientes valores, M, = 1/9, r./ro =
2/9, vy el ntmero de Reynolds Re = I'/v = 7500.

Los centros de los dos vértices se van acercando has-
ta que terminan por unirse. A partir de ese momento
el conjunto evoluciona como un tunico vértice. Para re-
presentar el campo sonoro utilizaremos la dilatacién,
© =V - v, siendo v = (vg,vy). Asi, en la Figura 12 se
aprecia el patron de doble espiral tipica de una fuente
cuadripolar rotatoria [44,45] en un instante de la simu-
lacion.

T T T T T T f
-80 -60 -40 -20 0 20 40 80 80

Figura 12. Campo de dilatacion del problema de dos
vortices rotando en torno al mismo centro. Se represen-
tan niveles de dilatacién de -15 a 15

6.4. Flujo subsénico alrededor de un perfil
aerodindmico

La posibilidad de que un limitador de pendiente se
active en zonas donde la solucién es suave y no existen
choques es uno de los mayores problemas que presenta
esta técnica, ya que se introduce una disipacién adicio-
nal innecesaria y el orden del esquema disminuye. En
este apartado se va a comprobar este efecto mediante
la resolucién de un flujo subsoénico, y se mostrard cémo
la utilizacién del detector basado en MLS mejora los
resultados obtenidos.

Asi, se va a resolver el flujo en 2D alrededor de un
perfil NACA 0012. El flujo en la corriente libre viene
dado por un niimero de Mach igual a 0,63, y un dngulo
de incidencia («) de 2°. Estas condiciones del flujo se
corresponden con un flujo suave alrededor del perfil, sin
aparicion de choques. Los coeficientes de arrastre y de
sustentacién calculados mediante un método hodografi-
coson Cp =0y Cp =0,335. La malla utilizada es de
cuadrilateros con 64 elementos sobre la cuerda del per-
fil (en cada cara). El nimero total de elementos es de
5322. Se ha utilizado el limitador de Barth y Jesper-
sen (BJ) [8]. El método FV-MLS de tercer orden con
y sin detector basado en MLS ha sido empleado en los
célculos.



Un método numérico de alto orden para flujos compresibles 101

\ T |
Q‘K‘E vages ‘..l‘:s.,../.

A A

S

e o e N A2

P N TR AL PR

e N I
R AR

/

K EP.SII‘..EE"I ausay

]
?‘
%
;‘Q
S
5
i
&
.
E’
7
%
-
¥
i
s
oA

Ny B
afiNy

n.’
Hor
i
)

A
—m
aw
I
T

0.00 =

Figura 13. Flujo subsénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0,63, a = 2. En la Figura A se muestran las
celdas donde el limitador estd activo (sombreadas). En la Figura B se muestran las celdas en los que el limitador
BJ estd limitando (x # 1), un valor rojo indica un valor de x = 0, es decir esquema de primer orden, mientras que
un color azul indica un valor de x préximo a uno. Se muestran ademas las isolineas de niimero de Mach

En la Figura 13 se muestran las isolineas correspon- que el limitador BJ estd activo en algunas celdas pese a
dientes al nimero de Mach obtenidas en cada caso, y  la ausencia de choques en la solucién. De este modo, se
las celdas en donde el limitador esta activo. Se observa introduce una disipacién adicional que no es necesaria
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Tabla 2. Flujo subsénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0,63, o = 2. Coeficiente de sustentacién (C7,)
y coeficiente de arrastre (Cp). BJ se refiere al limitador de Barth y Jespersen

‘ Esquema | Cr | Cp '
Célculos tedricos 0,335 0
BJ tercer orden 0,3183 | 5,29E-03
BJ tercer orden limitacién selectiva 0,328 1,24E-03

0,1

0,01

1E-3

Residuo (log)

1E-4

BJ malla gruesa
BJ malla fina
L.sel.malla gruesa
L.sel.malla fina

.,
Senpen
s,

RSP
—as!
s,

1E-5

T
10000

Iteraciones

Figura 14. Flujo subsénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0,63, o = 2. Convergencia de la solucién
empleando el limitador BJ con y sin el detector (limitacién selectiva). Se muestra el residuo en la densidad

celdas donde el limitador estd activo (sombreadas). A la derecha se muestran las celdas en los que el limitador BJ
estd limitando (x # 1), un valor rojo indica un valor de y = 0, es decir esquema de primer orden, mientras que un
color azul indica un valor de y préximo a uno. En la parte inferior se muestra una vista mas proxima al perfil
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Tabla 3. Flujo transénico a través de un perfil NACA 0012, Mach=0,85, « = 1. Coeficiente de sustentacién (Cp,)

y coeficiente de arrastre (Cp) para diversos esquemas

' Esquema l Cr l Cp
BJ segundo orden (malla 5322 elementos) 0,363 | 5,99-02
BJ cuarto orden (malla 5322 elementos) 0,365 5,98-02
BJ cuarto orden limitacién selectiva (malla 5322 elementos) | 0,368 | 5,89E-02
Referencia malla fina [21] (malla 12243 elementos) 0,369 | 5,86E-02

para la estabilidad del esquema numérico, y que provo-
ca anomalias en las curvas de numero de Mach cerca de
la superficie del perfil. Se observa que con la utilizacién
del detector basado en MLS estas anomalias desapare-
cen. En la Tabla 2 se muestran los valores obtenidos de
los coeficientes de arrastre y de sustentacién. La mejora
obtenida al utilizar el detector basado en MLS es evi-
dente. Se observa que el coeficiente de arrastre (Cp) se
reduce mas de cuatro veces.

Frecuentemente, el empleo de slope limiters impide
la convergencia total del esquema, debido a que el li-
mitador permanece activo incluso frente a errores del
orden del error de maquina. Asi, pequenas variaciones
de la solucién en celdas adyacentes provocan su activa-
cién, y el valor del residuo se “estanca”. En la Figura 14
se muestra la evolucion del residuo de la densidad. En
general, la utilizacion del detector basado en MLS per-
mite obtener una mejora en la convergencia.

6.5. Flujo transonico alrededor de un perfil
aerodinamico

A continuacién, se muestra un ejemplo transénico.
El nimero de Mach es 0,85 y el angulo de incidencia
(cr) de 1°. Con esta configuracién se van a formar dos
choques, uno en el intradés del perfil y el otro en el
extradds, como se puede observar en la Figura 15, en
donde se muestran los contornos del niimero de Mach y
las celdas en las que el limitador estd activo. Se observa,
que los choques son bien detectados por el método. La
malla utilizada en los calculos es la misma que en el
caso anterior.

Los resultados para varios esquemas se muestran en
la Tabla 3. La solucién de referencia se ha obtenido
mediante un método de segundo orden con limitador
BJ en una malla de 12243 celdas. De nuevo se obser-
van unos resultados méas préximos a los de referencia
con la aplicacién del filtro selectivo. En la Figura 15 se
aprecia claramente la mejora introducida al utilizar el

limitador selectivo. El limitador no esta activo en las
celdas aguas arriba y aguas abajo del choque, mientras
que el limitador BJ estd limitando en la mayor parte
de las celdas adyacentes al perfil. Ademads, la entropia
generada en el contorno del perfil es menor antes de los
choques (Figura 16), indicando el cardcter menos disi-
pativo del esquema numérico con limitacion selectiva.
Noétese que con la limitacién selectiva se obtienen unos
resultados practicamente iguales que los obtenidos por
el esquema de segundo orden en una malla con mas del
doble de elementos.

T T T T T
—— BJ orden 4 + limitador selectivo 1
0.2} | = BJorden 4 1 4
= = BJorden2 M

Figura 16. Flujo transénico a través de un perfil NA-
CA 0012, Mach=0,85, o = 1. Generacién de entropia en
la superficie del perfil. Sy es la entropia en la corriente
libre. La limitacion selectiva reduce la generacién de en-
tropia, y este efecto es mayor aguas arriba del choque.
El uso de un esquema de cuarto orden con limitacion
BJ no reduce la generacién de entropia
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Figura 17. Interacciéon de una onda de choque con un cuerpo triangular. En la figura se representan imagenes
Schlieren numéricas de la densidad para diferentes instantes de tiempo. De izquierda a derecha y de arriba a abajo,
se representan los instantes de tiempo adimensional t = 1,5, t =2,t =25t =4

<

.4.

<

<

Figura 18. Interaccién de una onda de choque con un cuerpo triangular. El sombreado indica las celdas en las
que el algoritmo de limitacion esta activo para los instantes de tiempo adimensional t =1,5,t =2,t =25t =14
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6.6. Interacciéon de una onda de choque con un
cuerpo triangular en dos dimensiones

Este ejemplo muestra la interaccién de una onda
de choque con un cuerpo triangular. La onda de cho-
que se mueve en direccién al cuerpo triangular, y su
nimero de Mach es My = 1,3. Para este caso exis-
ten datos experimentales en forma de imagenes Sch-
lieren [49]. El dominio computacional es el rectdngulo
[—2,6] x [-3,3], v los vértices del tridngulo se sittan
en los puntos v; = (0,0), v2 = (1,0,5), v3 = (1,—0,5).
En la superficie del tridngulo y en los contornos su-
perior e inferior del dominio, se imponen condiciones
de contorno de pared con deslizamiento. En los contor-
nos de entrada y salida, se impone la condicién exacta
segtn las condiciones de Rankine-Hugoniot. La onda de
choque inicialmente esta situado en x = —1. Las condi-
ciones iniciales antes (1) y después (2) del choque, son
las siguientes, obtenidas de acuerdo con las relaciones
de Rankine-Hugoniot:

p1=2122  py=14

p1 = 1,805 p2=1,0

vP =0,442 v =0,0

Las velocidades en la direcciéon y son nulas.

El problema se resuelve en una malla no estructura-
da de 471571 elementos, utilizando el método FV-MLS
de tercer orden y el limitador de Jawahar, [50]. Co-
mo método de integracion temporal se ha utilizado el
método TVD Runge-Kutta de tercer orden propuesto
por Shu y Osher [51].

En la Figura 17 se muestran las imagenes Schlieren
numéricas obtenidas en la simulaciéon. Estas imagenes
muestran el modulo del gradiente de densidad. Para
acentuar las caracteristicas débiles del flujo se aplica
una funcién de sombreado no lineal. Los resultados con-
cuerdan perfectamente con los resultados experimenta-
les de [49], asi como con otras simulaciones [52,53]. Se
observa cémo la onda de choque inicial genera una on-
da de choque reflejada circular al incidir sobre el cuerpo
triangular. Se observa ademds la formacion de reflexio-
nes regulares de Mach en la parte inferior y superior
del tridngulo. Una vez que la onda de choque principal
atraviesa el cuerpo triangular, se producen dos expan-
siones simétricas que producen la difraccién de los ta-
llos de Mach y la creacién de dos vértices. En la Figura
18 se muestra que el sensor MLS es capaz de seguir la
evolucion de un choque no estacionario.

7. Conclusiones

En este articulo se ha presentado una metodologia
numeérica para el calculo de flujos compresibles tanto en
mallas estructuradas como en mallas no estructuradas.
El método de Minimos Cuadrados Moéviles (MLS) se
utiliza para el calculo de los gradientes y las derivadas
sucesivas necesarias para la construccién de un método
de volimenes finitos de alto orden. Con la metodologia
propuesta se consigue un método de gran precisién que
no necesita la introduccién de grados de libertad adi-
cionales. Las propiedades de dispersién y disipacién del
esquema numeérico dependen de la eleccién de la funcién
kernel, y por tanto de la eleccién de los parametros que
la definen. Asi, si se utiliza el kernel determinado por
el spline ctbico, un valor del parametro k£ = 0,6 — 0,7
obtiene los mejores resultados en términos de precisién
y estabilidad. Valores inferiores para la discretizacién
de los términos hiperbdlicos pueden dar lugar a inesta-
bilidades, debido a que los errores de dispersiéon no son
disipados suficientemente. En el caso del kernel expo-
nencial, un valor de K = 1 es recomendable.

Se ha mostrado la mayor precisiéon del método FV-
MLS en comparacién con un método MUSCL. El au-
mento de coste computacional no es elevado si se tienen
mallas fijas, ya que el calculo de vecinos, funciones de
forma y sus derivadas sélo ha de realizarse una vez, co-
mo parte del preproceso, y el aumento en la precisién es
considerable. Asi, la mayor precisién del esquema FV-
MLS de tercer orden permite su aplicacién a problemas
de interés en ingenieria que requieran métodos muy pre-
cisos para su resolucién, como por ejemplo, problemas
de aeroacustica.

Por otra parte, se ha desarrolado un detector de on-
das de choque que permite la utilizacién de los métodos
de limitacion de pendiente con esquemas de orden ma-
yor que dos y que mejora los resultados obtenidos me-
diante el empleo de técnicas tradicionales de limitacion
de pendiente. Mediante la limitacién selectiva propues-
ta, se consigue aumentar la precisiéon de la solucién, al
mantener el orden de convergencia tedrico del esque-
ma numérico en las regiones alejadas de las ondas de
choque. En las zonas de grandes gradientes, el esque-
ma numérico vuelve a ser de orden uno, manteniendo
la monotonicidad. La metodologia propuesta depende
de un parametro Cj.. En nuestra experiencia, un valor
de (. = 0,32 obtiene buenos resultados en términos de
robustez y precisién. La robustez del esquema puede au-
mentarse reduciendo este parametro, pero a costa de un
mayor numero de celdas en las que el limitador esté ac-
tivo, con la consiguiente mayor disipacién introducida.
Por otra parte, se ha mostrado que la utilizacién de la
metodologia de limitacién selectiva propuesta permite
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una mejora en la convergencia del esquema numeérico,
en comparacion con el uso de otros métodos de limi-
taciéon de pendiente habitualmente utilizados. Asi, es
posible el empleo del método FV-MLS en problemas
que requieran la resolucién de flujo compresible en geo-
metrias complejas utilizando mallas no estructuradas.
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