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Prefacio

En las tiltimas décadas se ha propuesto la aplicacién de técnicas de control activo al campo
de las estructuras flexibles sometidas a acciones sismicas dando lugar a una nueva filosofia
de disefio conocida como Control Activo de Estructuras. Las estructuras resultantes

también conocidas como Estructuras Inteligentes son objeto de este libro.

El objetivo del control activo es ajustar los movimientos de la estructura a un
criterio preestablecido. Para ello se dispone en las estructuras sensores capaces de medir
sus desplazamientos y mecanismos actuadores que pueden ejercer sobre éstas acciones
mecénicas capaces de modificar sus deformaciones. La medida de los sensores es utilizada
para decidir, de acuerdo con un criterio denominado algoritmo de control, el valor de
las fuerzas a aplicar por los actuadores teniendo siempre la finalidad de adecuar los

desplazamientos a los valores deseados.

En este trabajo se propone una metodologfa para disefiar sistemas de control activo de
estructuras utilizando un algoritmo de control basado en la estrategia de control predictivo.
Se considera que el disefio del sistema de control consiste en seleccionar el ntmero,
el tipo, las caracteristicas y la posicién de los sensores y actuadores, y en escoger los
valores de los pardmetros que definen la estrategia de control predictivo. La metodologia
propuesta puede aplicarse de forma numérica o experimental; en este trabajo se utiliza
simulacién numérica pero en aplicaciones reales el disefio final debe ir precedido de ensayos

experimentales siguiendo la metodologia descrita en este trabajo.

La metodologia propuesta se basa en combinar la estrategia de control predictivo
con el concepto de control modal independiente, el cual consiste basicamente en disefiar
estrategias de control individuales para cada modo que se desea controlar. Se consideran

sistemas de control con un nimero reducido de sensores y actuadores.

El presente trabajo se organiza en cuatro capitulos: en el primero se presenta una
introduccién al control activo de estructuras, en el segundo se formula el algoritmo de
control predictivo de estructuras, en el tercero se presentan elementos para un analisis de
la eficiencia del sistema de control y estudios sobre condiciones de eficiencia en sistemas
de 1 grado de libertad, en el cuarto se aplican las condiciones de eficiencia recomendadas

en el capitulo anterior a sistemas de varios grados de libertad.







Indice General

PP S PR R TR 1

Capitulo 1
INTRODUCCION AL CONTROL ACTIVO DE ESTRUCTURAS

1.1 Tendencias actuales en la Ingenieria Sismica .......coviiiiiieriiiarrnenen i
1.2 El concepto de control activo de estructuras .........cooiieiiiiiiieniearaeane 2
1.8 Sistemas de control de estructuras .........v.viierinriiieitiaru s 3
1.3.1 SISEEITIAs PASIVOS ..uvvvvrrereenrseinsuunrorsesnnsenastsnaaanrueressnes 3
1.3.2 SiStEIas BCEIVOS 4. vuenerernvnrounrnerserrnsbatsasasnotsceussunesenenns 4
1.3.3 Sistermnas semi-actiVos .. ... veiiiiii it 6
1.3.4 Sisternas hibBridos .. ..ocvuereerinriarerarerarerirariaa e 6
1.4 Teméaticas relativas al control activo de estructuras ...........ocoovvviiiinrenrs 7
L e T R R AETEREEERRRLE 8

Capitulo 2
FORMULACION DEL CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS

2.1 TOETOAUECIOM « v vt v v vevevee s e e e s iassnnna s es s e s atataa et saeas et 9
2.2 Representacién de estado de sistemas .........ooviiiiiiiiiiiiiie 9
2.2.1 Sistemas y modelos diNAmMICos .. .....courrereeiiiriiiiiie e 9
9.2.2 El concepto de estado .......iviiiiiiiiiii e 10
2.3.3 Representacion en espacio deestado ........coviiiiiiiiiiiniiien e 11
2 3 Solucién de la ecuacién de estado de sistemas lineales ..........coovvnniniienn. 13
2.3.1 Sistemas en tiempo CONEINUO ......viiieiiiniiriiiiiiariiii s 13
9.3.2 Sistemnas en tiempo discTeto .......oiirviiiiiiiiiiiiii 16

9.3.3 Discretizacién del modelo de estado de tiempo continuo ................ 18




v Control predictivo en sistemas de proteccién sismica de estructuras

2.4 Respuesta dindmica de estructuras ................oooveiinneoi 19
2.4.1 Formulacién del algoritmo SSP ................. ... 21
242 Céleulode lamatriz & ........o.ooiiii 24
2.4.3 Esquema general de implementacidn del algoritmo SSP ................ 29
2.5 Control predictivo de estTucturas ............c.ooeoveveorsineen 30
2.5.1 La estrategia de control predictivo ...............oooeoeiini 30
2.5.2 Algoritmo de control predictivo ................oiiiiiiiii 30
2.6 Comentarios finales ........................o 39
Referencias ................... SRR 39

Capitulo 3
ELEMENTOS PARA UN ANALISIS DE EFICIENCIA
DEL CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS

3.1 Imtroduceidn ...l 41
3.2 Pardmetros del lazo de control ....................co 42
3.2.1 Pardmetros modales de la estructura .................coo0eeoeooo 43
3.2.2 Pardmetros del algoritmo de control predictivo ........................ 46
3.2.3 Pardmetros de los mecanismos actuadores .................oooooro.... 48
3.2.4 Pardmetros de la excitacibn ..................ooiiiiiiiiii 48
3.2.5 Perfodo de muestreo ..................o i 51
3.2.6 Tabla de pardmetros ................oooiiii i 51
3.3 Herramientas de andlisis .......................oooo i 51
3.3.1 Condiciones de estabilidad del control predictivo ....................... 52
3.3.2 Comportamiento dindmico equivalente del sistema con control . . .... ... 55
3.3.3 Indices de rendimiento y espectros de control ......................... 58

3.4 Analisis numérico de eficiencia en sistemas de 1 grado de Libertad.
Condiciones ideales ........................o 65

3.5 Andlisis numeérico de eficiencia en sistemas de 1 grado de libertad.
Condiciones irregulares ..o 68




Indice general V

3.6 Comentarios fINales ... ...ttt n ittt ttieanerevnnsossennnenennennnn 70
2111 =) 1 Lox £2 - SN 71

Capitulo 4
APLICACION DEL ANALISIS DE EFICIENCIA A
SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

-3 T R o T 03 (ot L -« R 73
4.2 Control predictivo modal independiente ............coooiiiiii i 74

4.3 Implementacién con un actuador y un sensor

en cada gradode libertad ........ .ot 77

4.3.1 ImplementaciCn ......c.uiiinit it 78
4.3.2 Ejemplos de simulacién numeérica .......cooveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn. 31

4.4 Implementacién con mimero reducido de actuadores ................ ... ...l 96
4.4.7 FormulaciOn . ....vevneorinn ettt aieanaan et 96
4.4.2 Solucién por minimos cuadrados ..........c.ciiiiiiiiii i 97

4.4.3 Solucién despreciando modos residuales ........ ... i, 99
4.4.4 Estabilidad y eficacia ..... ..ottt 100
4.4.5 Ejemplos de simulacién numérica ........ooviiiiiii i 100

4.5 Implementacidn con nimero reducido de sensores y actuadores ............... 107
4.5.1 Formulacion ......o.uieiininiiiiiiiiii i e 107
4.5.2 Estabilidad y eficacia ........ooiiiiiiiiiii 112
4.5.3 Ejemplos de Simulacién NUIMETICA ... voir v eneeeeeinennns 117

a) Estructura de la Universidad de Buffalo .......................... 117

b) Estructura de la Universidad de California - Berkeley ............. 120

¢) Edificio experimental en Japén ... 129

4.0 Conclusiones . ...ttt e e e 141

Referencias ....coovviiiiiiii it inernnens e 143







Capitulo 1

INTRODUCCION AL
CONTROL ACTIVO DE ESTRUCTURAS

1.1 TENDENCIAS ACTUALES EN LA INGENIERIA SISMICA

Las dltimas décadas han marcado un avance importante en distintos campos de la ciencia
y la Ingenieria Sismica no ha sido la excepcién. Ella se ha enriquecido sobre todo del
impulso dado por los ordenadores al estar al alcance de muchos usuarios, dando paso al
desarrollo de técnicas tan diversas como el andlisis espectral de sefiales sismicas, el cilculo
de estructuras por métodos més precisos, la simulacién numérica de problemas complejos

de interaccién suelo-fluido-estructura, etc.

Los cambios tecnolégicos han permitido adoptar nuevos criterios para el disefto de
estructuras ante solicitaciones sfsmicas. Los métodos de disefio en funcién de la resistencia
vy ductilidad de la estructura han pasado a ser tradicionales y hoy se habla de “estructuras
inteligentes” como la vanguardia en disefio de estructuras. Estas nuevas estructuras
incorporan sistemas activos de control que actian en el mismo instante en que actda
la excitacién, absorbiendo energia, modificando las caracteristicas dindmicas del sistema
y minimizando los efectos desfavorables de ésta sobre la estructura. El desarrollo de estos
sistemas ha abierto un nuevo campo en la Ingenieria Sismica conocido internacionalmente
con el nombre anglosajén de “Structural Control” (Leipholz y Abdel-Rohman 1986,
Meirovitch 1990, Soong 1990).

En los apartados siguientes se describen las caracteristicas generales de los sistemas

de control y de algunos temas relacionados con este nuevo campo cientifico.
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1.2 EL CONCEPTO DE CONTROL ACTIVO DE ESTRUCTURAS

La idea de controlar la evolucién temporal de un proceso, en este caso particular el
movimiento de una estructura ante solicitaciones dindmicas, ha sido una preocupacién
constante en el mundo de la técnica desde hace mucho tiempo. Se trata de actuar sobre
el proceso con ¢l fin de adecuar su comportamiento a ciertos valores deseados. Para ello,
se miden las caracteristicas de la evolucién del proceso y se comparan con los valores
preestablecidos para poder actuar en consecuencia. El concepto de control puede parecer
una idea totalmente nueva pero sin embargo ésta existe desde hace millones de anos, desde
el inicio mismo de la vida en muchos procesos naturales. Un ejemplo de proceso natural
sometido a una accién de control es el movimiento del ser humano: éste a través de los
sentidos adquiere informacién de su posicién la cual es procesada por el cerebro para poner
en accionamiento a los misculos con el fin de realizar los desplazamientos deseados, El
concepto de control automdtico surge cuando la actuacién sobre el proceso se hace sin

intervencién humana.

En las dltimas décadas se ha propuesto la aplicacién de técnicas de control al campo de
las estructuras flexibles dando lugar al control activo de estructuras. Fl objetivo de la
accidn de control es ajustar los movimientos de la estructura a un criterio preestablecido.
Se dispone en las estructuras sensores capaces de medir sus desplazamientos y mecanismos
actuadores que pueden ejercer sobre éstas acciones mecdnicas capaces de modificar sus
deformaciones. La medida de los sensores es utilizada para decidir el valor de las fuerzas
a aplicar por los actuadores teniendo siempre la finalidad de adecuar los desplazamientos
a los valores deseados.

El control activo de estructuras se aplica bésicamente a dos tipos de problemas:
reduccién de vibraciones de estructuras flexibles sometidas a acciones dindmicas
y correccion de distorsiones de estructuras que deban mantener una configuracién
preestablecida. Ambos casos se conocen en lengua inglesa como “vibration control” y
“shape control”, respectivamente. Un ejemplo de control de forma se da en el caso de un
espejo perteneciente a un telescopio el cual debe mantener una gran regularidad superficial,
en cuyo caso el objetivo del control es la minimizacién de los alabeos de la superficie del
espejo. Un ejemplo de control de vibraciones se tiene en una estructura de ingenieria
civil sometida a un sismo. En este caso el principal objetivo del control es reducir las
oscilaciones horizontales de la misma; este libro est4 orientado en la linea de la proteccién

sismica de estructuras.

En el presente capitulo se presenta una visién general de la problematica del control
activo de estructuras y de las aplicaciones de éste en los diversos campos de la ingenieria

civil.
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1.3 SISTEMAS DE CONTROL DE ESTRUCTURAS

En el campo del control de estructuras de ingenieria civil, el desarrollo de sistemas activos
ha sido precedido por los denominados sistemas pasivos; posteriormente a la aparicién de
los sistemas activos han sido propuestos los sistemas semi-activos y los hibridos. En los

siguientes subapartados se definen brevemente dichos sistemas.

1.3.1 Sistemas pasivos

En estructuras de ingenierfa civil y mecénica durante ios ltimos aiios se han utilizado
dispositivos externos a la estructura pero incorporados a la misma para absorber la energia
contenida en la excitacién y, consecuentemente, aumentar el amortiguamiento y modificar

su rigidez. Dichos dispositivos se denominan sistemas de control pasivo.

Entre los sistemas pasivos de control pueden distinguirse dos grupos: los sistemnas
pasivos asistidos que precisan un aporte de energia para su funcionamiento y los sistemas
puramente pasivos que funcionan sin necesidad de dicho aporte.

Para el caso de los sistemas mecanicos en los cuales la excitacidén es conocida, estos
sistemas se disefian de tal manera que incrementen el amortiguamiento para las frecuencias
cercanas a la natural del sistema y de esta manera reducir los efectos de resonancia. Para
los casos en los cuales la excitacién es aleatoria, que gemeralmente son estructuras de
ingenieria civil, dichos mecanismos deben disefiarse estimando previamente el rango de
frecuencias presentes en la excitacién. Generalmente su uso se ha orientado al control de

vibraciones.

Frecuentemente estos sistemas deben ser reemplazados después de la actuacién de
solicitaciones dindmicas violentas. Su capacidad para disminuir la respuesta de la
estructura es, por otra parte, limitada. En general, su principal ventaja es que los dafios se
concentran en estos elementos, protegiendo de esta forma a la estructura que no presenta

dafio alguno.

Estos sistemas no reciben informacién “on-line” (al mismo tiempo que actia la
excitacién) y por lo tanto no tienen capacidad para reaccionar de forma automéatica
e inteligente. De hecho mno son sistemas de control en el sentido estricto del control
automatico de sistemas. Ejemplos de éstos tenemos: los sistemas de aislamiento de base,
los sistemas de pasivos de masas sintonizadas TMD, los amortiguadores sintonizados de
columna liquida entre otros que han sido incorporados a una variedad de estructuras
en diversos paises. Otros sistemas se encuentran descritos en Leipholz y Abdel-Rohman
(1986), Soong (1990), Fujita (1991) y Andrade (1992).
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1.3.2 Sistemas activos

Son sistemas que utilizan en tiempo real {“on-line”) la respuesta medida de la estructura
para calcular un conjunto de fuerzas de control que se aplican a la estructura por medio
de dispositivos mecdnicos actuadores con el fin ya sea de reducir su respuesta o ajustarse
a una trayectoria predefinida (Zuk 1980, Yao 1972). Por su propia concepcién, estos
sistemas son capaces de adaptarse automaticamente a las caracteristicas de la excifacién
o perturbacién y alcanzar sus objetivos de forma mds eficiente que los sistemas pasivos.

El control activo utiliza conceptos y esquemas propios del Control Automdatico. El
Control Automadtico es una rama de la Ingenieria de Sistemas que se ocupa del disefio de
sistemas capaces de actuar en tiempo real sobre un proceso fisico para conseguir que su
evolucién temporal siga unas especificaciones dadas. El comportamniento de los procesos
objeto de control se representa mediante sistemas dindmicos, entendiendo por tales, entes
cuyo estado se caracteriza mediante los valores que toman un conjunto de pardmetros y
variables que evolucionan en el tiempo dependiendo de la interaccién con el exterior y de
las interacciones internas entre sus partes.

Existe un conjunto de variables que definen la relacién de un sistema dindmico
con el exterior: variables de entrada u(t) cuyos valores son manipulables, variables de
perturbacidn formadas por magnitudes no manipulables y variables de salida y(t) que
representan la respuesta del sistema y cuyos valores se suponen accesibles, es decir pueden

ser medidos u observados.

En los sistemas dinamicos se definen un conjunto de variables denominadas verigbles
de estado 2(t) caracterizadas por la propiedad de que, conociendo sus valores en un instante
determinado tg, es posible conocer la evolucién del sistema en cualquier intervalo futuro
[to, t a partir de los valores de la entrada y de la perturbacién en dicho intervalo. El valor
de las variables de estado en cada instante define el estado del sistema (¥ €l dominio de
dichas variables se denomina espacio de estado (subapartado 2.2.2)).

Se denomina controlador al sistema que manipula los valores de las variables de entrada
del sistema para que la salida del mismo alcance unos valores asignados denominados

consigna.

Los sistemas de control pueden operar basicamente de dos formas: en bucle abierto
(también conocido como lazo abierto) y en bucle cerrado (lazo cerrado). En lazo abierto
el controlador manipula los valores de la entrada siguiendo las indicaciones de la consigna
pero sin conocer los valores de la salida producida. La falta de informacién de la salida hace
que un control en lazo abierto no pueda corregir los efectos de las perturbaciones. Se trata
de una accidn de control en general de eficacia limitada. En lazo cerrado el controlador
conoce las valores de la salida a través de una realimentacién (feedback) y, de acuerdo con
dichos valores y con las indicaciones de la consigna, determina los valores de la entrada
siguiendo un proceso denominado estrategia de control. Existen distintos algoritmos para
implementar una estrategia de control: control por realimentacién negativa clsica, control
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4ptimo, control por asignacién de polos y muchos més {Meirovitch, 1890). En este libro
se adopta la estrategia de control predictivo.

Un sistema de control activo de estructuras es un sistema en lazo cerrado que consta
por tanto de: unos sensores que miden la respuesta de la estructura, un controlador que
calcula el valor de las fuerzas de control a partir de la respuesta de la estructura mediante
un algoritmo de control y unos actuadores que ejercen dichas fuerzas sobre la estructura. La
similitud del sisterna con lo cuerpos vivos ha hecho que se acuiie el término de estructuras
inteligentes. El tiempo de respuesta de los actuadores, es decir, el tiempo que transcurre
desde que éstos reciben la sefial de control hasta que aplican las fuerzas a la estructura
introduce un desfase que debe ser tenido en cuenta en la formulacién del algoritmo de

control. Dicho desfase origina lo que se conoce como tiempo de retardo.

El controlador puede ser implementado mediante una instrumentacién analdgica. En
dicho caso el problema de control se plantea en tiempo continuo y consiste basicamente
en formular una ley que genere u(t) en funcién de y(t) o de &(¢).

! l
sensores 1 5 actuadores
N B
)
o
£ 53]
Y(KT) C~J(kT)
Yez) = it)

a),9(0), 400 g
Ay su—

Figura 1.1 Esquema de un sistema de control activo de estructuras.

Debido al espectacular desarrollo de los ordenadores digitales en los ultimos ahos, es
cada vez m4s frecuente la introduccién de un ordenador digital en el lazo de control. Esta
es la tendencia actual en el control automatico de sistemas, donde el concepto de control
‘d.igita.l estd sustituyendo al de control analdgico. En un esquema de control digital el
problema de control se plantea en tiempo discreto y consiste basicamente en formular un

algoritmo de control que calcule en tiempo real y en cada instante de muestreo k el valor
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de la secuencia discreta de control 4(kT') en funcién de la secuencia discreta y(kT). T es
el periodo de muestreo que gobierna el lazo de control. En la figura 1.1 se muestra un

esquema de control activo digital de estructuras.

Ejemplos de sisternas activos de control son: deflectores aereodindmicos de geometria
variable, amortiguadores de masas activas AMD, sistemas de rigidez variable AVS,
sistemas de aislamiento activos de base, sistemas de cables activos ATS ¥ otros mas cuyas
aplicaciones se describen en Leipholz y Abdel-Rohman (1986), Lépez Almansa (1988),
Soong (1990), Fujita (1991) y Andrade (1992).

Se ha discutido a veces que una desventaja de los sistemas activos puede ser el
hecho de que necesitan una alimentacién externa de energia, razén por la cual se han
investigado modificaciones a estos sistemas que permitan solventar dichas limitaciones.
Los sistemas resultantes pueden ser semi-activos o hibridos. En los subapartados 1.3.3 y

1.3.4 se describen dichos sisternas.

1.3.3 Sistemas semi-activos

Los sistemas de control activo precisan un aporte de energia para gobernar el movimiento
de los actuadores. Si la energia utilizada es hidraulica deben disponerse instalaciones
de almacenamiento capaces de mantener una presion de alimentacién constante y, en
presencia de una excitacién dindmica violenta, son frecuentes las interrupciones en el
suministro de energia eléctrica por lo cual no suele ser posible suministrar fluido a presion
constante durante mucho tiempo. Para obviar estas limitaciones se proponen sistemas
serni-activos que se caracterizan por consumir una cantidad fnfima de energia durante su
actuacién. Los sistemas semi-activos se distinguen de los sistemas pasivos en que reciben
informacién on-line de la respuesta de la estructura y de los sistemas activos en que no
precisan un aporte exterior de energia en cuantia apreciable. Aplicaciones de estos sistemas
se describen en Andrade (1992).

1.3.4 Sistemas hibridos

En los subapartados anteriores se ha puesto de manifiesto que cada sistema de control
tiene umas limitaciones que reducen su aplicabilidad para resolver todos los problemas
dindmicos que pueden afectar a una estructura concreta. Parece, pues, una solucién
natural combinar en una misma estructura distintos sistemas de control de forma que se
complementen adecuadamente. Los sistemas resultantes se denominan sistemas hibridos.
Su campo de aplicacién estd centrado en los sistemas de reduccién de vibraciones.

Una de las perspectivas mds interesantes en el campo de los sistemas hibridos es
la colaboracién entre sistemas activos y pasivos. Ambos tipos de sisternas presentan
limitaciones complementarias que restringen frecuentermente su campo de utilizacién: los
sisternas pasivos no suelen ser aplicables a grandes estructuras por las importantes fuerzas
dindmicas que entran en juego y por el riesgo de comprometer la estabilidad general
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de la estructura, mientras que los sistemas activos tienen un coste muy elevado debido,
especialmente, a la importante cantidad de energia que se precisa para generar las fuerzas
de control. En los tiltimos afios se ha detectado un notable interés por este tipo de sistemas
( Reinhorn 1987, Kelly et al. 1987, Pu y Kelly 1991, Inaudi et al. 1992, Nagarajaiah et al.
1992, Yang et al. 1992, Feng et al. 1993, Rodellar et al. 1993). Muchos de estos sistemas
se encuentran en etapa de investigacién y desarrollo industrial por empresas japonesas,

francesas, neozelandezas y norteamericanas (Fujita, 1991).

1.4 TEMATICAS RELATIVAS AL
CONTROL ACTIVO DE ESTRUCTURAS

Existen muchas teméaticas intimamente ligadas al control activo de estructuras, entre ellas

se pueden mencionar:
~ Formulacién del problema de control
— Modelacién de la estructura
- Dindmica de sensores y actuadores. Tiempos de retardo
- Estrategias de control

— Estabilidad y eficacia

Robustez

Control modal y spiliover

Colocacién éptima de sensores y actuadores

Control de orden reducido. Ntmero reducido de sensores y actuadores

Control directo

Sistemas no lineales

Control adaptativo. Identificacion

1

Optimizacién y control

Observadores y filtros

i

Si bien todos estos temas son importantes, en este libro se abordan estudios relacionados
con los primeros nueve temas, siendo el objetivo fundamental el describir una metodologia
que permita implementar la estrategia de Control Predictivo en un sistema donde se ha
incorporado un niimero reducido de sensores y actuadores. Dado que una estructura en
realidad es un sistema con infinito ndmero de grados de libertad, la implementacién del
sistema de control con nimero finito de sensores y actuadores es un problema importante
a solucionar. En Meirovitch (1990) y Andrade (1992) se encuentra un extenso analisis de

todos estos temas.

En el capitulo 2 se tratan temas relacionados con la modelacién de la estructura, con

la formulacién del problema de control y con la estrategia de control, que para el caso
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especifico se refiere al Control Predictivo. En el capitulo 3 se abordan temas relacionados
con la estabilidad y eficacia, con la robustez Yy con la dindmica de sensores y actuadores. En
el capitulo 4 se desarrollan temas relacionados con el control modal, con la implementacién
en sistemas con nimero reducido de sensores y actuadores, con la colocacién éptima de.
éstos, con la estabilidad, eficacia y con el spillover.
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Capitulo 2

FORMULACION DEL
CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS

2.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presenta la formulacién del Control Predictivo de Estructuras. Dado
que ésta se sustenta en un modelo de la estructura en espacio de estado, previamente
se describen conceptos bésicos de representacién de estado de sistemas dindmicos
particularizando para sistemas lineales y con aplicacién a las ecuaciones de movimiento
de estructuras. Se introduce la estrategia de Control Predictivo mostrando su aplicacién
al control activo de estructuras y describiendo la deduccién de las ecuaciones que definen

el algoritmo de control.
2.2 REPRESENTACION DE ESTADO DE SISTEMAS

2.2.1 Sistemas y modelos dinamicos

Se puede definir un sistema como un ente cuyo estado estd caracterizado por un conjunto
de parametros y variables que evolucionan en el tiempo dependiendo de la interaccién con
el exterior y de las interacciones internas entre sus partes. Por tanto, en un sistema existe
una evolucién temporal del tipo causa-efecto, es decir una dindmica en su comportamiento.
Dicha dindmica estd relacionada con variables que tienen en cuenta la relacién del sistema

con el exterior. Las variables son de dos tipos:

— Variables de entrada: describen las acciones del exterior sobre el sistema. Estas
pueden ser de dos tipos: manipulables, como las fuerzas de control sobre la estructura,;
v no manipulables como la accién dindmica que produce un sismo (u otra excitacién)
sobre la estructura.

— Variables de salida: representan la respuesta del sistema la cual varia con el tiempo

por accién de las entradas. Pueden ser medidas y observadas a través de sensores,

asi por ejemplo, el desplazamiento y la velocidad de un punto cualquiera de un edificio.

Por tanto existe siempre una relacién dindmica entre las variables de entrada y salida de

un sistema. Un modelo es una herramienta que describe dicha relacién y permite hacer
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analisis y predicciones del comportamiento temporal del sistema frente a distintas entradas

posibles.

Generalmente para formular un modelo se hace uso de relaciones matemiticas
habitualmente en forma de ecuaciones diferenciales o en diferencias. Segim el tipo de

ecuaciones usadas se pueden dar distintas clasificaciones de modelos:

~ Modelos de tiempo continuo (el tiempo y las variables de entrada-salida se
comportan como continuas} descritos por ecuaciones diferenciales y modelos de
tiempo discreto (las variables de entrada-salida estdn discretizadas a intervalos de

tiempo) descritas en ecuaciones en diferencias.

— Modelos de pardmetros distribuidos (sus caracteristicas no estn localizadas en
puntos concretos sino repartidos sobre el sistema) descritos por ecuaciones en derivadas
parciales (en el caso de que se trate de modelos en tiempo continuo) y modelos
de pardmetros concentrados descritos en ecuaciones diferenciales ordinarias (en

tiempo continuo)

— Modelos estocasticos o modelos deterministas segin si los paridmetros o
variables entrada-salida son descritos mediante variables aleatorias o simplemente

deterministas.
- Modelos lineales o modelos no lineales segtin lo sean o no las ecuaciones.

— Modelos con pardmetros variables o con pardmetros constantes segiin la relacién
entrada-salida varfe o se mantenga constante en el tiempo.

La utilizacién de uno u otro modelo viene dada, por un lado, por la propia naturaleza del
sistema, y, por otro, por el grado de sofisticacién que se quiera introducir en la formulacién

matematica.

Concretamente, en el caso de una estructura sometida a cargas dindmicas, se tiene
de hecho un sistema con pardmetros {masa, rigidez, amortiguamiento) distribuidos, con
comportamiento no lineal (por las propiedades de los materiales y por las deformaciones
finitas), y que en rigor, considerando la aleatoriedad de las cargas dindmicas {sismo,
viento, trifico, etc.) y de las caracteristicas de la estructura, es estocdstico. Sin embargo,
una simplificacién frecuente es formular un modelo lineal con pardmetros constantes y
concentrados por discretizacién espacial por elementos finitos o por masas concentradas,
donde las variables de entrada-salida se consideran deterministas.

2.2.2 El concepto de estado

El estado de un sistema dindmico es el conjunto m4s pequefio de variables (denominadas
variables de estado} tales que el conocimiento de esas variables en ¢ = ¢, juntamente con la
entrada para ¢ > o, determinan totalmente el comportamiento del sistema para cualquier
tiempo t > &g,

Por tanto, el estado de un sistema dindmico en el tiempo ¢ gueda determinado




Formulacién del Control Predictivo 11

univocamente por €l estado en el tiempo fp ¥ la entrada para t > o, y es independiente
del estado y la entrada antes de #o.

Si se necesitan n variables de estado para describir totalmente el comportamiento de un
sistema dado, se pueden considerar a estas n variables de estado como las n componentes

de un vector 2(t). Este vector se denomina vector de estado.

El espacio n-dimensional cuyos ejes de coordenadas consisten en los ejes 21, @2, ...,
Zn, se denomina espacio de estado. Por tanto, se puede representar cualquier estado

del sistema como un punto en €l espacio de estado.

En el siguiente subapartado se plantea, como ejemplo introductorio, la representacién
en espacio de estado de un sistema descrito por una ecuacién diferencial de orden n.

2.2.3 Representacion en espacio de estado

Se considera la ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes y de orden n:

n n— n—2
(y)+a1( y1)+az( y )+---+an-1@+any=u (2.1)

en donde y es la variable de salida, § representa la primera derivada de y respecto al
tiempo, y (5) la derivada de y de orden p respecto al tiempo. Conociendo los valores de

y(to), ¥(t0), (n;l)(to) juntamente con la entrada u(t) parat > fo, se puede determinar

completamente el comportamiento futuro del sistema (para t > £;) si se toma a

y(t), 9(t), -+, (nal)(t) como las n variables de estado. En dicho caso, se define

T =Y

zy =19
(n-1)

Tp= Y

Entonces (2.1) es equivalente al sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden

2] = 2

Zy = T3

-1 =T
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Bp = —Qp1 — " — Q1&y + U

o en forma de ecuacién matricial

2=Fz+Gu (2.2)
donde
iz} 0 1 0 0
7 0 0 1 ] o
z= F=] : : : . G=1:
0 0 0 o1 0
Ty ~Qn —Qu_1 —Ap-2 ... = 1

La variable de salida y se relaciona con el vector de estado z mediante

L1
L2
Y= ( 1 0 0)
T
o lo gue es lo mismo
y=He (2.3)

La ecuacién diferencial de primer orden (2.2} se conoce como ecuacién de estado, y
la ecuacién (2.3) como ecuacién de salida. Es importante sefialar que en este caso
particular sélo existe una variable de salida medible y, por tanto la matriz H se ha
convertido en un vector fila. En los casos mds generales, la matriz H tiene una fila
por cada variable de salida medible e ¥ es un vector que recibe el nombre de vector de
salida, incluso se puede dar el caso que todas las variables de estado sean medibles y que
la matriz H se constituya en una matriz cuadrada, que comiinmente suele ser la matriz
identidad.
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2.3 SOLUCION DE LA ECUACION DE ESTADO DE SISTEMAS LINEALES

2.3.1 Sistemas en tiempo continuo

El caso més general de la ecuacién de estado (2.2) y de la ecuacién de salida (2.3) puede

ser representado en la forma

dz(t)
Tdt

y(t) = H(2)=(t) + D(t)u(?) (2.5)

= F(t)z(t) + G(t)u(t) (2.4)

F(t), G(t), H(t) y D(t) son matrices de dimensiones apropiadas que contienen los
parametros propios del sistema. Obtener la solucién de la ecuacién diferencial (2.4) puede
ser tarea compleja dependiendo de la variacién temporal de la matriz F. El caso mas

sencillo, que se considera a continuacién, supone F constante.

Consideremos la ecuacién (2.4) con F constante:

%ﬂ = Fz(t) + G()u(t) (2.6)

Se supone dada la condicidn inicial #(¢g) = #o. Hallemos primero la solucién de la ecuacion

homogénea

da(t) _
—r = F(t)=(2) (2.7)

La solucién de (2.7) que cumple la condicién inicial dada es

z5,(1) = exp[F(t ~ to)leo (2.8)

donde aparece la matriz exponencial definida como

o’ i
exp(6)=I+9+"-2-“!-+-"mph_-Pé1°§;!‘ (2.9)

La matriz exponencial verifica las siguientes propiedades fundamentales

exp(0) =T (2.10a)
exp(I)=el (2.100)

exp(©;) exp(0;) = exp(8; + ©2)  siy solo si 0;8; = 0,0 (2.10¢)
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La matriz exp(®) es siempre invertible y su matriz inversa es ignal a

esp(@) = exp(-6) (2:00)

La derivada respecto a A de la matriz exponencial A® (siendo © una matriz constante) se

obtiene por

d exp(A8)

D= = @ exp(38) (2.10¢)

La solucién 2(t) de la ecuacién completa (2.6) serd la suma de la solucién #,(¢) de
la ecuacién homogénea (2.7) y de una solucién particular 2,(t) de la ecuacién completa

(2.6):

2(t) = zi(t) + 2,(¢)
El cumplimiento de la condicién inicial #(y) = @y obliga a que 2,(fy) = 0. Para hallar

una solucién particular 2,(t) de (2.6) se utiliza el método de variacién de constantes
sustituyendo en (2.8) ¢ por un vector variable z(¢):

2,(t) = exp[F(t — to)]2(t) (2.11)

Obteniendo la derivada respecto al tiempo de (2.11), reemplazando en (2.6) y tomando en

cuenta (2.10d) se tiene

i‘dg_t) — exp[F(t - to)]G(t)u(t) (212)

Esta ecuacién diferencial se integra teniendo en cuenta la condicidn inicial z(¢p) = 0, de

lo que resulta

z(t) = ./: exp(—F(1 — t0)|G(T)u(r)dr (2.13)

La sustitucién de (2.13) en (2.11) y el uso de la propiedad (2.10c) conduce a

2,(t) = f: explF(t — 7)|G(r)u(r)dr (2.14)

En definitiva la solucién de (2.6) que cumple 2(¢9) = 2, tiene la forma
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2(t) = exp{F(t — to)]zo + /t.: exp{F(t — 7)]G(7)u(r)dr (2.15)

El primer término de (2.15} depende del estado inicial en #p v el segundo es un término
de convolucién o término forzado que representa la respuesta debida a la entrada al sistema
en [t,,t}.

Si definimos una matriz Y(t,7) = exp[F(¢ — 7)}, podemos comprobar a partir de las
ecuaciones (2.10) que cumple las siguientes propiedades:

T(r,7)=I  (mairiz identidad) (2.16a)
aY

S =FI(t,7) (2.165)

T(tz,to) = T(tg,tl)'r(t]_, to) (2.166)

T(tz,to) = T_l(tg, tz) (2.16d)

T(t,7) se conoce como la matriz de transicién asociada al sistema {(2.6). Para el caso
més general del sistema (2.4) con matriz variable con el tiempo F(t), la existencia de
una matriz de transicién T(¢,7) verificando las propiedades (2.16) esta garantizada si los
elementos de F(t) son funciones continuas. La solucién de (2.4} tiene la forma general

z(t) = T(t,t0)20 + ‘/: T, 7)G(T)u(r)dr (2.17)

La ecuacién (2.17) da la solucién formal de la ecuacién de estado, pero su aplicacién
practica requiere la obtencién previa de la matriz de transicién. No obstante, sélo en casos
especiales como el correspondiente a la ecuacién (2.6) con coeficientes constantes T(t,7)

admite una expresién cerrada.
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2.3.2. Sistemas en tiempo discreto

Los sistemas en tiempo discreto pueden ser representados en espacio de estado por

ecuaciones en diferencias de primer orden de la forma

2(k + 1) = fle(k), u(k), k] (2.18a)
y(k) = hlz(k),u(k), k] (2.18b)

donde % es un entero que denota el instante de tiempo ¢ = kAt. f debe cumplir en cada
caso las condiciones matemdticas necesarias para garantizar la unicidad de la solucién. ki
¥ h pueden ser funciones no lineales.

Una forma habitual de (2.18) considerando un modelo lineal es

(k +1) = A(k)2(k) + B(k)u(k) (2.19a)

y(k) = H(k)z(k) + D(k)u(k) (2.195)

donde las matrices de pardmetros A(k), B(k), H(k) y D(k) tienen dimensiones apropiadas,

La ecuacién (2.19a) es una ecuacién en diferencias de primer orden que, como puede
comprobarse por aplicacién sucesiva a partir de la condicién inicial 2(0) = 2, puede

escribirse en 1a forma

k—1 E k-1
2(k) = ]| A(r)zo + 3 IT] 4()IB(j - 1)u(j — 1) (2.20)
=0 F=1 r=j

donde

k-1
IT A(r)= Ak - 1)A(k - 2)--- A(5)

r=3{j<k)

Para j; = k se considera por convenio

k-1
[l A(r)=T  (matriz identidad)
r=k

Analogamente al caso de la ecuacién (2.15), el primer término en (2.20) representa la
contribucion del estado inicial a la respuesta del sistema, mientras que el segundo depende
de cémo la entrada fuerza al sistema. Podemos considerar en este caso una matriz de

transicién en tiempo discreto definida como

k—1
T(k,5) = [] A(r) (2.21)

g
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y escribir {2.20) en la forma

k
2(k) = T(k,0) + 3 T(k, 5)B( ~ 1)u(i - 1) (2.22)

=1

El cdleulo de la matriz de transicién es tedioso al requerir los productos implicados en
(2.21). En el caso en que la matriz A(k) es constante, la matriz de transicion tiene la

forma

T(k,j) = A* (2.23)

que facilita el calculo. La solucién de la ecuacién de estado es en este caso

2(k) = Akzo + Ek: A B(j — Du(j — 1) (2.24)

=1

La formulacién de un modelo en tiempo discreto puede tener su origen esencialmente
en: 1) que el sistema considerado tenga en si mismo una naturaleza temporal discreta; 2)

una discretizacidn artificial del tiempo.

En el primer caso el sistema exhibe la salida sélo en determinados instantes de tiempo.
El par entrada-salida puede representarse por un par de secuencias numéricas. Un proceso
controlado automaticamente por ordenador es un ejemplo tipico de sistema de tiempo
discreto. En efecto el ordenador, en cada instante de muestreo, recibe informacién de la
medida de Ia variable del proceso que se desea controlar y utiliza dicha informacién para
calcular en tiempo real el valor de la entrada a aplicar al proceso. El sistera completo
se representa por un par entrada-salida (secuencia de variables de control-secuencia de

medidas) que, en muchos casos, se relaciona por un modelo de estado como el expresado
en {2.19).

En el segundo caso el sistema tiene una evolucién continua y puede ser descrito por
un modelo de tiempo continuo. Aunque el sistema esté sometido a una entrada continua y
exhiba una respuesta en todo tiempo £, sélo se consideran sus valores en instantes discretos
de muestreo. Se renuncia a describir el comportamiento del sistema entre instanfes de
muestreo. Se formula un modelo en tiempo discreto que relaciona dichas secuencias de
valores. Una forma usual de formular tal modelo consiste en aproximar el modelo inicial en
tiempo continuo mediante algiin procedimiento numérico de discretizacién. A continuacién
se describe un método que se utiliza habitualmente para la discretizacién de la ecuacién
de estado lineal (2.6).
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2.3.3. Discretizacién del modelo de estado de tiempo continuo

Consideremos ¢l caso del modelo en tiempo continuo lineal con pardmetros constantes (2.6)
donde el tiempo ¢ estd discretizado en instantes separados regularmente por un intervalo
At. Para obtener un modelo de estado en tiempo discreto aplicamos la solucién de (2.6)
entre dos instantes consecutivos tomando tg = kAt y ¢ = (k + 1)At en la expresién (2.15).
De ello resulta -

2(k At + At) = exp(At F)z(k At)+
(k+1) Ae
+ fm exp{[(k + 1) At — 7] F} G(r)u(r) dr (2.25)

El desarrollo de la integral contenida en (2.25) permite expresar el valor de la
respuesta z(k At 4 At) a partir de la respuesta del instante anterior 2(k At) y hallar
asi recurrentemente la respuesta en todos los instantes de muestreo. Sin embargo no es
posible resolver dicha integral sin conocer la evolucién de G(r)u(r) entre los instantes &

yk + 1.

Si se considera que se conoce una secuencia discreta de valores de G y u en los
sucesivos instantes de muestreo, se puede reconstruir G(7)u(r) mediante algtin criterio de
interpolacién. Un criterio sencillo puede consistir en suponer una interpolacién de orden
cero que mantiene constante el valor muestreado durante el intervalo de discretizacidn; es

decir

G(7)u(r) = G(k At)u(k At) EAt <7 <(k+1)At (2.26)

Sustituyendo (2.26) en (2.25), utilizando el cambio de variable 1 = (k + 1)At — 7,
cambiando los limites de integraciém, se puede resolver la integral obteniéndose como
resultado

z(k At + At) = exp(At F)z(k At) + /ﬂm exp(u F)G(k At)u(k At) dp (2.27)

Omitiendo en la escritura el incremento de tiempo At la expresién (2.27) se escribe
en la forma de la ecuacién de estado de tiempo discreto (2.19) como

z(k 4 1) = Az(k) + B(k)u(k) (2.28)
donde A y B(%) son matrices definidas por:

A = exp(At F) (2.29a)
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B(k) = P~ (A - I)G(k) (2.29b)

Pueden utilizarse otros criterios de interpolacién resultando diferentes ecuaciones en
tiempo discreto tales como las propuestas por Rodellar y Barbat (1985), Lépez Almansa
et al. (1988b), aunque la interpolacién de orden cero da lugar a un modelo muy sencillo y
que, si el incremento de tiempo es suficientemente pequefio, ofrece una buena discretizacion

del sistema continuo.

2.4 RESPUESTA DINAMICA DE ESTRUCTURAS

El movimiento de una estructura sometida a unas cargas dindmicas en presencia de fuerzas
de control activo y representada por un modelo espacial discreto con n grados de libertad,

es regido por la siguiente ecuacién diferencial:

M) + Cd(t) + K d(t) = £.(t) + £(2) (2.30)

Si los materiales que constituyen la estructura tienen un dominio elastico y lineal de
deformacién y no se superan los limites de dicho dominio, M, C y K son las matrices
constantes de masa, amortiguamiento y rigidez. El vector d contiene los desplazamientos
de los n grados de libertad y los vectores f. y f contienen, respectivamente, las fuerzas

de control y de excitacién expresadas por sus componentes sobre los grados de libertad.

Las fuerzas contenidas en los vectores f.(t) y f(t) suelen conocerse frecuentemente
por valores en instantes discretos no ajustables a ninguna expresién analitica de forma que
{2.30) debe resolverse por métodos numéricos. Los procedimientos numéricos existentes
estan fuertemente condicionados por el tipo de matriz de amortiguamiento ¢ considerada,
puesto que un amortiguamiento de tipo clésico permite un desacoplamiento en coordenadas
modales de las ecuaciones del movimiento (2.30), mientras que con una matriz C arbitraria,
las ecuaciones en coordenadas modales quedan acopladas a través de la propia matriz de

amortiguamiento.

Para sistemas con matriz de amortiguamiento de tipo no cldsico (no desacoplables)
se han propuesto diversos procedimientos de integracién directa, algunos basados en
esquemas explicitos (método de las diferencias centrales, etc.) y otros en esquemas
implicitos (método de Hoiibolt, método & de Wilson, método de Newmark, etc.}, que
han sido analizados en detalle por Bathe y Wilson (1976). Todos elles parten de la
hipétesis de variacién lineal de la aceleracién de respuesta d del sistema durante el
intervalo basico de discretizacién At para resolver (2.30) en los instantes de muestreo.
Los procedimientos citados pueden conducir a una respuesta inestable e imprecisa si el
incremento de tiempo At considerado no es suficientemente pequefio con respecto a los
perfodos de los modos propios de vibracién del sistema. Puesto que la respuesta en cada
instante se calcula recurrentemente a partir de la obtenida en ¢l instante anterior los

errores son acumulativos y pueden ser importantes en analisis de duracién elevada. Todos
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los algoritmos de integracién directa citados pueden aplicarse en coordenadas generales o
en coordenadas modales, incluyendo en el cdlculo en este caso el nidmero de modos con
influencia significativa en la respuesta global del sistema. En esta tltima situacién, a la
imprecisién generada por el propio algoritmo se suma la debida a los modos superiores no

tomados en consideracidn.

Otro procedimiento aplicable a sistemas con amortiguamiento no cldsico es el
desacoplamiento modal en el campo complejo, Hurty y Rubistein (1964}, cuyo principal
mconveniente radica en el notable tiempo de célculo que se precisa, por la propia
configuracién del algoritmo y por la necesidad de operar con niirneros complejos.

También suele utilizarse en sistemas no desacoplables un sistema altamente
impreciso consistente en efectuar un desacoplamiento ficticio mediante relaciones de
amortiguamiento ponderadas en cada modo propio, Roesset et al. (1973).

Un dltimo procedimiento caj:oaz de determinar la respuesta dindmica de sistemas no
desacoplables es el andlisis en el campo de la frecuencia, Clough y Penzien (1975). En dicho
caso es necesario efectuar una doble transformacién discreta de Fourier (directa e inversa),
la cual es fuente de inexactitudes y precisa un tiempo de cilculo importante, aunque con
el desarrollo de la tranformada rapida de Fourier (FFT) se ha mejorado muchisimo los

tiempos de operacidn.

En sistemas desacoplables (o en sistemas con un solo grado de libertad) pueden
resolverse las ecuaciones escalares resultantes de desacoplar el sistema general mediante
algunos de los algoritmos citados para sistemas no desacoplables: métodos de integracién
directa y obtencién de la respuesta en el dominio de la frecuencia. Las ecuaciones escalares
en coordenadas modales pueden ademés ser resueltas por aplicacién de las integrales
de Duhamel, las cuales son capaces de proporcionar resultados muy precisos, (Clough
y Penzien, 1975).

El algoritmo que se propone es un método de integracién directa de Ja ecuacién
diferencial resultante de formular (2.30) en espacio de estade, presentado inicialmente
por Rodellar y Barbat (1985) como algoritmo SSP. Por no prejuzgar el comportamiento
de la aceleracién de respuesta d en el interior del intervalo de discretizacién y no
discretizar directamente la ecuacién (2.30) sino su solucién analitica en espacio de estado,
proporciona resultados de una gran precisién. Puede aplicarse en coordenadas generales o
en coordenadas modales, tomando en consideracién en dicho caso finicamente los modos
propios que influyen de manera apreciable en la respuesta. Si el algoritmo propuesto
se aplica a sistemas con un solo grado de libertad el proceso de cdlculo coincide con el
que resulta de utilizar las integrales de Duhamel, por lo que dicho algoritmo puede ser
considerado como una generalizacién para sistemas con varios grados de libertad de los

procedimientos basados en las integrales de Duhamel.
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2.4.1 Formulacion del algoritmo SSP

El algoritmo que se propone parte de la formulacién en espacio de estado de las ecuaciones
del movimiento (2.30). Considerando a los desplazamientos d y a las velocidades d de los
grados de libertad como variables de estado, se introduce un vector de estado  definido

d
= (&) (2.31)

La expresién (2.30) se transforma en espacio de estado en un sistema de ecuaciones

por:

diferenciales de primer orden

z=Fz+tv.+v (2.320)

donde F es 1a matriz del sistema de tamafio 2n X 2n cuyos elementos pueden ordenarse
en cuatro bloques » X n de acuerdo con la siguiente expresion:

0 I
_ 325
F (—-M“lK -M“10) (2.326)

v, es el vector de control y v es el vector de excitacién, definidos por:

0 0
v, = (M‘1 fc) v= (M‘lf) (2.32¢)

A partir de condiciones iniciales #(ts) = %o, usando la forma de Ia expresién (2.15), la
solucién de la ecuacién diferencial (2.32a) tiene la forma siguiente:

2(t) = exp[F (t — to)} 20 + ];: exp[F (t — 7)] [v.(7) + v(r)] dr (2.33)

Discretizando temporalmente con un periodo de discretizacién constante A, en forma
similar a (2.25), la ecuacién (2.33) entre dos instantes comsecutivos tp = kAt y
= (k + 1) At resulta igual a:

z(k At + At) = exp(At F)z(k At)+

(k+1) At
+ / exp{[(k + 1) At — 7] F} [u(r) + v(7)] dr (2.34)
k At

El desarrollo de la integral contenida en (2.34) permite comocer el valor de la
respuesta z(k At + At) a partir de la respuesta z(k At) del instante anterior y hallar
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asi recurrentemente la respuesta en todos los instantes de muestreo. Sin embargo no es
posible resolver dicha integral sin conocer la evolucién de los vectores de excitacién v y de

control v, entre los instantes k y & + 1.

La variacién del vector de control v, en el interior del intervalo (kAL EAL + At
depende del dispositivo de retencién utilizado en la conversién digital-analégica de la sefial
de control. Los convertidores D/A utilizados habitualmente incorporan un dispositivo de
orden 0 que genera una secuencia de vectores de control escalonada de acuerdo con:

v(r) =v(kAt) kAt <7< (k+1)At ' (2.35a)

Para el vector de excitacién v ha de elegirse también un criterio numérico de
interpolacién. Un criterio sencillo puede ser considerar v(t) constante en el interior del

intervalo de discretizacidn, es decir:

v(r)=v(kAt) kAt <7< (k+1)At (2.35b)

Sustituyendo las expresiones (2.35) en la ecuacién (2.34), utilizando el cambio de
variable t = (k + 1)At — 7, se resuelve la integral obteniéndose

z(k At + At) =
= exp{At F)a(k At) + _/;At exp(u Flv.(k At) + v(k At)] du =
= exp(At F)z(k At) + F [exp(At F) — 1] [ve(k At) + v(k At)] (2.36)

La expresién anterior tiene siempre sentido porque la matriz del sistema F es

invertible, y que su matriz inversa F~! es

~-K1C -K'M
-1 _
P (K0 ) n

La expresi6n (2.36) es similar a la expresién (2.28), en ésta para determinar el vector
de estado z en el instante & + 1 se requiere conocer las condiciones de estado del instante
anterior k y los vectores de excitacién v y de control v, en el instante k. Las aceleraciones
se pueden determinar por derivacién numérica utilizando la siguiente expresidn:

d(k At 4 At) — d(k At)
At

d(k At + At) = (2.384)

La aceleracién puede hallarse también a partir de [a ecuacién discreta del movimiento

para el instante k& + 1
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d(k+1)= M7 [-Cdlk+1) - Kd(k+ 1)+ f(k+1) + folk + 1)] (2.38)

Si se considera interpolacién lineal en vez de interpolacién constante parala excitacién
exterior, pueden obtenerse en general resultados mas precisos. En dicho caso debe
sustituirse la expresién (2.35b) por la siguiente férmula de interpolacién lineal:

w(k At + At) - v(k At)

- kAt <7< (kb+1)At (2.39)

v(7) = v(k At) + (7 — kB At)

Sustituyendo (2.35a) y (2.39) en (2.34) y utilizando nuevamente el cambio de variable
p = (k 4+ 1) At — 7,se concluye que el vector de estado en el instante ¥ + 1 obedece

ahora a la siguiente expresién:

(k At + At) = exp(At F)z(k At)+

. /Om () [(At_”) o(k At + A;Z “o(kAY) At)} dut
+/0At exp(pF)v.(k At)dp =

— Az(kAt) + Py o(k At + At) + Py [o(k At + At) — o(k At)] + P1v.(k At)

Omitiendo en la escritura el incremento de tiempo At, la expresién anterior se escribe

en. la forma

2(k+1) = Az(k) + Pyo(k + 1) + Pz [o(k + 1) - v(k)] + Prvc(k) (2.40a)

donde A4, P; y P; son matrices constantes de dimensién 2n X 2n definidas por

A = exp(AtF) (2.40b)
P,=F'A-1I (2.40¢)
Py =F? (éPl - A) (2.40d)

La matriz 4 se denomina matriz del sistema en tiempo discreto.
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La expresién (2.40a) es diferente a las expresiones (2.36) y (2.28), en ella para calcular
el vector de estado # en el instante £ + 1 a mas de las condiciones que se requieren en las
expresiones (2.28) y (2.36), existe la necesidad de conocer el vector de perturbacién v en
el instante k& + 1.

En e] presente trabajo se utilizan preferentemente las expresiones (2.40) en lugar de
(2.36) para obtener los desplazamientos y las velocidades en cada instante de muestreo.
Las aceleraciones se determinan por derivacién numérica a partir de (2.38a).

Bs interesante sefialar que las dos tinicas fuentes de error intrinsecas al procedimiento
descrito son: el criterio de interpolacién elegido para la excitacién, (2.35b) o (2.39), ¥
el cilculo necesariamente aproximado de la matriz 4 (2.40b). En el resto del proceso
de calculo intervienen tnicamente operaciones algebraicas que pueden ser consideradas
tedricamente exactas. Un estudio exhaustivo de estabilidad y precisién del algoritmo SSP
puede encontrarse en los trabajos hechos por Lépez Almansa (1988) y Lépez Almansa et
al. (1988a). En los parrafos que siguen a la expresién (2.54) se incluye un breve resumen
de dicho estudio.

A continuacidén se presenta un método para calcular el exponencial de una matriz a
partir de la cual se obtiene A, método que ha sido usado en este trabajo.

2.4.2 Calculo de la matriz A

El calculo de la matriz A es la operacién més delicada del algoritmo SSP por cuanto
involucra el cdlculo de la exponencial de una matriz y en ella se concentran todas las

inexactitudes inherentes a las operaciones matemdticas comprendidas en el mismo.

Para programar en un ordenador el calculo de la funcién exponencial de una matriz
existen dos tipos de procedimientos generales: aquellos que utilizan aproxirnaciones
tomando un nimero finito de términos en series enteras, especialmente de series de Taylor
y Padé¢; y los que calculan la funcién exponencial de una matriz determinando previamente
la de su forma reducida de Jordan y efectuando posteriormente un cambio de base (Lépez
Almansa et al. 1988a y Lépez Almansa, 1988). A continuacién se muestra el calculo de A
por desarrollo en serie de Taylor de At F.

La funcién exponencial de una matriz cuadrada X se define mediante la signiente serie

potencial:

- XP X X X
exp(X)zph_.}g§?=I+ﬁ+§-!—+---+}!—+--- (2.41)

Si se toma inicamente un nimero finito p de términos de la serie anterior se tiene el

siguiente resultado aproximado:
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X Xx? X*
exp(X):’I+ﬁ+*§!—+“'+~IT= »(X) (2.42)
Para que la expresién (2.41) tenga sentido es preciso considerar una norma para las
matrices que en ella intervienen. Al aproximar exp(X) mediante T,(X) es importante
disponer de un criterio de medida del error cometido y para ello también es necesario
elegir una norma. En el presente subapartado se considera la norma euclidea ordinaria.

Siendo X una matriz cuadrada e ¢ un vector columna de la misma dimensién, la norma
euclidea || X|| se define mediante:

I X|| = sup [X -yl (2.43)
llgi=1

La norma anterior [|X|| puede calcularse de forma més comoda teniendo en cuenta
que es también igual a la rafz cuadrada del mayor valor propio de la matriz simétrica y
definida no negativa X* X.

El error cometido al aproximar exp(X ) por Tp(X ) puede acotarse respecto de la norma

euclidea anterior mediante la siguiente expresién (Moler y Van Loan, 1978):

| To(X) ~ exp(X)]| < X7+ 1

S PrD I Xe D) ~° (2.44)

En la desigualdad (2.44) ¢ representa una cota méxima del error cometido en el calculo

aproximado de exp(X).

Si la norma de la matriz X toma valores elevados, la desigualdad (2.44) se convierte
en inoperante porque es necesario considerar un mimero p demasiado elevado de términos
para poder garantizar una cota de error ¢ razonablemente pequefia. En este caso es itil

aplicar la siguiente propiedad de la funcién exponencial:

exp(X) = exp (%)l ‘ (2.45)

La expresién (2.45) muestra como para calcular exp(X) es suficiente hallar exp(X/1)
y posteriormente multiplicar el resultado por s{ mismo [ veces. Ello tiene la ventaja de
que al sustituir X por X/l en (2.44) la norma de la matriz X /1 es I veces menor que la de
X v puede garantizarse un error razonablemente pequefio con un nimero p de términos

no excesivo.

Si se elige { como una potencia entera de dos (I = 27) la operacién de multiplicar
veces una matriz por si misma se sustituye por la operacién de elevar ¢ veces una matriz

al cuadrado tal como se muestra a continuacion:
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2 2

1=27  exp(X) = ---H[exp (g)rﬂ (2.46)

[N "
-~

q veces

La operacitn anterior es mas rdpida que multiplicar / veces una matriz por si misma puesto

que ¢ es mucho menor que [.

La igualdad (2.46) puede ser utilizada para evaluar numéricamente la matriz 4 (2.40b)
sustituyendo en dicha expresién X = AtF. Eligiendo el valor del entero g tal que la
vorma de la matriz (A¢/29)F sea menor que la unidad, al sustituir X = (At/29)F en
la acotacién (2.44) se obtiene una cota de error ¢ pequeiia sin necesidad de considerar un
nimero p de términos excesivamente grande. Sin embargo, al multiplicar ¢ veces la matriz
exp{(A¢/29)F] por s{ misma en (2.46) el error acotado por (2.44) (siendo X = (At/29)F)
resulta, en general, amplificado y para conocer una cota de error de la norma de exp(X)
se introduce una matriz de error E que verifica las propiedades (Moler y Van Loan, 1978):

XE=EX 1T, (2%) i = exp(X + E) = exp(X ) exp(E) (2.47a)
. i1 1

IX]| <277 = ||E|| < =] (2.47b)

| exp(X + E) — exp(X)| < || exp(X)|| || El| exp(]| ET}) (2.47¢)

Las expresiones (2.47) permiten acotar el error cometido al evaluar de forma
aproximada exp(At F) a través de [Tp{At/29)F)]%.

En el caso en que X = At F la matriz exponencial de X es 4 y los parametros p,
€ ¥ ¢ introducidos, respectivamente, en las expresiones (2.42), (2.44) y (2.46) influyen en
la precisién del cdlculo de A de forma distinta. El valor de ¢ debe fijarse previamente
mientras que los valores de p y ¢ se determinan posteriormente. El valor del exponente ¢
se obtiene a partir de la condicién [[(At/29)F}] < 1 de forma que depende tnicamente de
Ia norma de la matriz de estado F y, consecuentemente, el ntimero p de términos necesario
para garantizar una cota de error ¢ se halla a partir de (2.44) independientemente de la

norma de F. Un valor menor de ¢ se traduce en un célculo més preciso de A.

La cota de error ¢ dada por (2.44) sustituyendo X por (A#/29)}F no es aplicable a
At F pero las expresiones (2.47) sefialan que un valor mas alto de p proporciona un error
mads pequefio.

Las operaciones necesarias para calcular el valor de la matriz A pueden ser ordenadas

de la siguiente forma:
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1) Eleccién del mayor error & permitido en la norma de la matriz A.
2) Céleulo de la norma euclidea de la matriz At F.

Se trata de hallar la rafz cuadrada del mayor valor propio de la matriz (At F)* At F,
la cual puede expresarse segun:

(MK} (M'K) (MK} (M)

(M"‘l CY (M—l K) I+ (M—I C) (M"l C)) (2.48)

(At F)t (At F) = (At)? (

3) Determinacién del menor exponente ¢ tal que:

llAt F|j < 22 (2.49)

4) Célculo del niimero p de términos que deben considerarse en el desarrollo en serie de
Taylor de (Af/2?)F para poder asegurar que el error en la norma de la matriz 4 no
supera un valor prefijado. Sustituyendo X = (At/2?)Fen (2.44) resulta que p puede

tomarse como el menor entero que satisface la desigualdad siguiente:

L

(p+ 1) 1—”"—“

<e (2.50)

|7

5) Se halla exp[(At/29) F] de forma aproximada utilizando (2.42):

AtF 1AtF 1 [AtFN\? 1 (AL F\? AtF
co(8F) =1 555+ 5 (50) ¢ () =5(5) e

La igualdad (2.51) se expresa en forma de producto para minimizar los errores de

redondeo y para poder ser programada en ordenador con mayor facilidad. Se obtiene

el siguiente resultado:

At At F At F At F At F
_1+~2~;—F(I+ 7Y (I+ -3 (I+---(I+ T p_1 (I+ —2;—;))))) (2.52)

El calculo de esta expresién puede implementarse en cualquier lenguaje de
programacién mediante un bucle en el cual Ia operacién fundamental consiste en
premultiplicar en cada iteracién una matriz variable Y por (At/29)F. Llamando Y;
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(1 < 4,7 < 2) alos cuatro bloques cuadrados que configuran la matriz Y, a partir
de la expresién de F en (2.32b) se deduce inmediatamente la siguiente formulacién
del producto FY:

_ 0 I Yiu Y2\
FY = (—-M_IK —M‘IC) (Y21 ng) N

_ Y Yoo (2.53)
A\ -M1EKY -MCYy -M1EY;,-M1CY,, e

Si se tiene en cuenta la expresién particular del producto FY mostrada en (2.53)
al programar el cédlculo de (2.52), se obtiene una notable reduccién del nimero de
operaciones con respecto a las que se precisan si se programa el producto de las
matrices F' ¢ ¥ sin tomar en consideracién la constitucién de F en blogues indicada
en (2.32b).

6) La matriz A se obtiene finalmente por aplicacién de la igualdad (2.46):

= |- [ (5]

~

972 z

(2.54)

-~
q veces

Tal como se dice en el subapartado 2.4.1, Lpez Almansa (1988) realiza estudios del
error cometido en el cdlculo de A, a partir del error en la respuesta de desplazamiento
de un sisterna no amortiguado con vibracién libre sometido a un desplazamiento inicial
unidad. Para un modo propio ¢ dicho autor determina, por ejemplo, que con p = 5 y
g = 8 se obtiene un error menor a 10719 siempre que el intervalo At sea menor que 0.2 T;
(%} < 0.2}, siendo T; el periodo natural del modo propio. Para otros valores de p y de ¢
se obtienen errores igualemente pequefios.

La otra fuente de error constituye la interpolacién de la excitacién en (2.35b) o (2.39),
siendo esta mucho mas importante que el error que se introduce en el calculo aproximado
de la matriz A. Es decir, por més que se tomen valores de p y de ¢ que hagan més exacto el
valor de A, si el haber tomado un valor de At muy alto respecto al periodo de la excitacién
sinusoidal (o del contenido de frecuencias de una excitacién cualquiera) hace que el célculo
sea inexacto, esta inexactitud predominard sobre la otra. En general, el algoritmo SSP
es notablemente mds exacto que los otros métodos (diferencias centrales, § de Newmark
y ¢ de Wilson), y los valores de At que se pueden tomar en el algoritmo SSP pueden ser
varias veces mayores que los valores que se toman en esos métodos para alcanzar el mismo

nivel de exactitud.
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Respecto a la estabilidad, es necesario comentar que el simple anélisis de los valores
propios de la matriz A permiten conocer la estabilidad del algoritmo (ver capitulo 3),
es decir, si el médulo méximo de los valores propios estd dentro del circulo unidad,
el algoritmo SSP es estable. Estudios de estabilidad de sistemas dindmicos pueden
encontrarse en los trabajos realizados por LaSalle y Lefschetz (1961), Ogata (1967),
Willems (1970), Lépez Almansa et al. (1988a) y Andrade (1992).

2.4.3 Esquema general de implementacién del algoritmo SSP

Una secuencia de operaciones que puede seguirse en la implementacidn es la siguiente:

a) Obtencién de la matriz del sistema F a partir de las matrices M, C y K segim la
expresidn (2.32b).

b) Célculo de la matriz F~! a partir de (2.37).

¢) Determinacién de la matriz del sistema en tiempo discreto A de acuerdo con la
expresién (2.40b). Se utiliza en este caso el desarrollo por series de Taylor (apartado
2.4.2).

d) Céleulo de las matrices Py y P, definidas, respectivamente, en (2.40c) y (2.404d)}.
¢) Consideracién de las condiciones iniciales 2g.

f) Obtencién del vector de excitacién v en cada instante.

g) Obtencién del vector de control v, en cada instante.

h) Aplicacién recurrente de (2.40a) y (2.38) para conocer los desplazamientos, velocidades

y aceleraciones en cada instante de muestreo.
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2.5 CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS

El control predictivo fue formulado inicialmente en tiempo discreto (Martin Sinchez 1974,
1976) y su estrategia de control comsiste en predecir en cada instante de muestreo, un
valor de la salida para el instante siguiente y obtener la sefial de control imponiendo que
la salida predicha sea igual a una salida deseada. La salida se predice en cada instante
a partir del valor real del instante anterior mediante un modelo discreto que simula la
evolucién del sistema. Este modelo se denomina modelo predictivo.

Con posterioridad se amplia el alcance de las predicciones, definiendo un instante
posterior k + A hasta el que se puede predecir la evolucién del sistema (Rodellar 1982,
Rodellar et al. 1987). Al intervalo [, £+ A] se denomina intervalo de prediccién donde
A constituye la longitud del horizonte de prediccién. En cada instante el modelo
predictivo predice, a partir de la salida real del sistema en el instante k, la secuencia de
salidas en los instantes futuros anteriores al horizonte de prediccién. La accién de control

es generada en cada instante minimizando una funcién de coste.

A continuacién se presenta un esquema general de la formulacién de la estrategia del

control predictivo.

2.5.1 La estrategia de Control Predictive

Los puntos basicos para formular la estrategia de control predictivo pueden resumirse en:

1)} En cada instante de muestreo k se define un intervalo (horizonte) de prediccién
[k,k + )] sobre un nimero finito de instantes X.

2) Se considera un modelo del sistema en tiempo discreto para predecir una secuencia
de salidas en el intervalo de prediccién en funcién de una secuencia de control. Dicha
predicién se realiza a partir de la salida medida en el instante de muestreo k.

3) Se genera una secuencia de salida y una secuencia de control tales que verifiquen un

criterio de rendimiento en el intervalo de prediccién.

4} El control que se aplica al sistema en el instante k, es el primer valor de la secuencia
de control obtenida en 3). El resto de la secuencia de control en [k + 1,k 4+ Al nose
aplica al sistema, dado que el procedimiento se redefine en cada instante de muestreo
k.

En el siguiente subapartado se concretan estos puntos en la formulacién de una ley de

control activo de estructuras.

2.5.2 Algoritmo de Control Predictivo

El comportamiento dindmico lineal de una estructura sometida a una excitacién en
presencia de unas fuerzas de control activo puede representarse en espacio de estado
mediante el siguiente modelo discreto de primer orden:
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2(k+1) = Az(k)+ Bu(k — n,) + w(k) (2.55)

En la expresién anterior las matrices constantes A y B son, respectivamente, la matriz
del sistema en tiempo discreto y la matriz de control en tiempo discreto. z(k)
es el vector de estado en el instante k y w(k) es el vector que contiene las caracteristicas
de la excitacién. u(k — n,) es el vector de control generado en el instante b — 7., el
cual no ejerce su efecto sobre la estructura hasta el instante k, siendo el numero entero n,
el mimero real de retardos del sistema, es decir, el nimero de periodos de muestreo
que transcurren desde que se ordena a los actuadores que ejerzan una accién sobzre la
estriuctura hasta que esta accién se ejerce efectivamente debido a la inercia mecénica de
los mismos. Si se llama 7 al periodo de muestreo, ¢l tiempo de respuesta de los

actuadores T, se considera que es un miiltiplo entero de n,

1 =nT (2.56a)

El modelo mostrado en la expresién (2.55) puede ser generado a partir del algoritmo
SSP descrito en el apartado 2.4 estableciendo las siguientes equivalencias entre las
expresiones (2.40a) y (2.55):

Pyv.(k) = Bu(k — n.) (2.56b)
v.(k) = Lu(k —n,) (2.56¢)
B=P,L=P (g) (2.564d)

v.(k) es el vector de control que actda sobre la estructura en el instante k el cual es
generado en el instante & — n, y consiste en n, fuerzas cuyas caracteristicas se contienen
en el vector w. I es una matriz de dimensiones 2n X 1, que contiene a las submatrices 0
y J de dimensién n X n,. La submatriz J tiene como componentes a 0 o 1 dependiendo
de la presencia o ausencia de actuadores en los distintos grados de libertad.

El vector w(k) depende del tipo de interpolacién que se haya utilizado en la excitacion.
Para interpolacién constante de acuerdo con (2.35b) y (2.36) w(k) es igual a

w(k) = Pyu(k) (2.56¢)
Para interpolacién lineal de acuerdo con (2.39) y (2.40) w(k) es igual a

w(k) = Pyov(k+ 1) + Pz [v(k + 1) — v(k)] (2.56f)
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Las caracteristicas de la respuesta de la estructura se contienen en el vector de salida
y. Los vectores de salida y(k) y de estado #(k) en un mismo instante % se relacionan

mediante la siguiente expresién:

y(k) = Hz(k) (2.57)

donde la matriz constante H es la matriz de salida. En este caso, se considera que todas
las variables de estado son medibles y por tanto se relacionan con el vector de salida por
la matriz constante H, que en muchos casos se toma igual a la matriz identidad.

El modelo definido por (2.55) y {2.57) representa en tiempo discreto la evolucién
dinamica del sistema controlado, y para predecir la respuesta del sistema en el intervalo
de prediccién [k, k + X+ 7i,] se considera un modelo predictivo que se formula en base a
las siguientes igualdades: ‘

#2(k+j|k)=A&(k+j—1|k)+Bak+j—1-a,|k) (2.58q)
gk+ilky=He(k+5|k) j=1,... A+ (2.585)

Los vectores #(k + jlk) y §{k + 7|E) son, respectivamente los vectores de
estado y de salida predichos en el instante k para el instante futuro £ + j. El vector
@k + j — 1 — @, |k) es el vector de control predicho en el instante k para el instante
k+ J —~ 1 ~ fi,, siendo #, el niimero de periodos de muestreo que se estima como tiempo
de respuesta de los actuadores. k representa el instante de muestreo presente mientras
que [k, & + A+7,] es un intervalo de prediccidn ficticio en el cual el modelo (2.58) se usa
para predecir una secuencia de vectores de estado &(k + 1]k),...,2(k + A+, | k).

El modelo predictivo (2.58) tiene una estructura similar a la de {2.55) y (2.57) aunque
Ios valores de Ay deA, de By de B, de Hy de H , asi como los de n, y #, pueden diferir
por errores de estimacién. Ademds no se incluye la excitacién exterior en la prediccién

puesto que sus valores en los instantes futuros son desconocidos.

El objetivo fundamental del modelo predictivo (2.58) es predecir en los instantes
kE 4+ 1,...,k + A+ #, los vectores de estado &(k + j|k) y de salida §(k + 7|k)
(7 = 1,...,A+ #,) a partir del vector de estado real del sistema en el instante k, 2(k).
A tal efecto, el intervalo de prediccién [k,k + X + @] se subdivide en los intervalos
[k + A — 1)y [k + Ak + X+ 4,], figura 2.1.

La secuencia de vectores de estado predichos & proporcionada por la expresién (2.58a)
se comstruye recurrentemente a partir del estado real del sistema en el instante inicial k,

es decir .

2(k| k) = 2(k) (2.59)
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k E+ A E+ A+

Figura 2.1 Intervalo temporal ficticio de prediccion

La secuencia de vectores de control predichos &, en los instantes previos a k, son

iguales a los vectores de control u aplicados en dichos instantes sobre la estructura:

&(k“.?lk):u(k"j) (j=1,...,'ﬂ,..) (2‘60)

Los vectores de control fi correspondientes a los instantes comprendidos entre ky
k + A — 1 intervienen en la prediccién de #(k + jlk) (f = 1,...,A+ #,) mediante
(2.58a) y constituyen la secuencia desconocida de vectores que verifican un criterio de

rendimiento adecuado.

Los vectores de control # que corresponden al intervalo [k + Ak + A+ #ty] DO
intervienen en el modelo predictivo (2.58a) y no condicionan la prediccién de #(k + j | k)

7 = L.y A+ fin).

Un criterio de rendimiento para obtener el valor de la secuencia de vectores de control

@(k|k),..., 4k + X — 1|k) puede consistir en la minimizacion de la siguiente funcién
de coste:
J=3 2 [olk+51k) —u.(k+ 1R @Q; [k + 7] F) -y (k+ A R)H
=
1 A-1
+3 2 k4 k) R4k + 5[ F) (2.61)
i=0

donde la secuencia de vectores de salida y_(-| k) pertenece a una trayectoria de referencia
generada en el instante k a partir de la salida real del sistema en dicho instante y
que evoluciona en los instantes futuros hacia una consigna que en el control activo de
estructuras es siempre nula. @; (j = 1,..,A+7. )y R; (j = 0,...,2 — 1) son matrices

de peso simétricas.

La minimizacién de la funcién de coste J dada en (2.61) impone que los valores de
1a salida predicha estén préximos a los de la trayectoria de referencia en el interior del
intervalo de prediccién [k, k + A+ #,] limitando también los valores de los vectores .
La secuencia desconocida de vectores de control (k| k),...,%(k + A ~ 1|k) puede ser
hallada minimizando el funcional J, resultando ecuaciones matriciales de Riccati similares

a las que se obtienen en el control éptimo.
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La busqueda de soluciones méas sencillas conduce 2 la estrategia de pretender
unicamente el ajuste entre § e y, en el instante de prediccién & + X\ + fir, €0 CUYO
caso las matrices Q_,,- correspondientes a los instantes anteriores al mismo pueden elegirse

nulas:

Q="=Qus1=0 Qi =Q (2.62)

Una posibilidad que permite obtener unas expresiones sencillas en la minimizacién de
J es considerar una secuencia uniforme de los vectores de control #(-| k) en el intervalo

[k, + A — 1)

u(k) = (k| k) =@k +1[k)=--- =@k + A 1| k) (2.63)

Considerando la secuencia constante mostrada en (2.63), en la minimizacién de J
unicamente es preciso obtener el valor de un vector incégnita igual al vector de control
que debe ser generado en el instante k para aproximar en el instante & + A+ #, la salida
predicha a la salida de referencia. En el instante siguiente £ + 1, se genera una nueva
secuencia uniforme de vectores de control y se obtiene un nuevo valor u(k + 1) del vector
de control que aproxima en el instante & + 1 los vectores de salida predicho y de referencia.

La sustitucién de (2.62) y (2.63) en (2.61) proporciona la siguiente expresién para la
funcién de coste J:

i, \ R . R R
J =kt A+ 7 [B) =y, (b + X+ 2 [ R QUik + X+, | k) — 9, (k + A+ 7, | B)]+

-i—%u(k)‘ Ru(k) (2.64a)
donde
A-1
R=) R; (2.64b)
=0

En las expresiones (2.64) @ y R son matrices simétricas que ponderan en la
minimizacion de J la influencia de Ia diferencia entre la respuesta predicha y la respuesta
perteneciente a la trayectoria de referencia y la influencia del valor de la sefial de control,
respectivamente. Una matriz @ de valores elevados y una matriz R de valor mas Pequeiio
implica una disminucién importante de la diferencia entre ¥ e ¥, pero con una sefial de
control u grande. Por ¢l contrario, valores altos de la matriz B restringen fuertemente el
valor de la sefial de control y, consecuentemente, ésta no puede actuar eficazmente sobre

la estructura para reducir su respuesta.
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La expresion (2.64a) muestra la repercusién del valor del horizonte de prediccion A en
las caracteristicas del control: un valor pequefio de A supone pretender la aproximacién de
la respuesta al valor de referencia al cabo de poco tiempo y, por tanto, implica una accidon
de control enérgica con una importante disminucién de la respuesta de la estructura. Por el
contrario, un valor elevado de A corresponde a un control mds suave en el que tinicamente se
pretende la atenuacién de la respuesta al cabo de un horizonte mds lejano. La descripcidn
general de la estrategia de control predictivo contenida en el subapartado 2.5.1 muestra
que existen diferencias cualitativas (y por tanto cuantitativas) entre los casos A = 1y
A > 1. Cuando A = 1 la fuerza de control se calcula en cada instante k para que en el
instante siguiente k + 1 la funcién de coste J sea minima, y en dicho instante se parte de
la respuesta real para obtener una nueva fuerza de control que minimize a J en el instante
k 4+ 2. Por el contrario, cuando A > 1 la situacién es distinta ya que en un instante & la
fuerza de control se halla imponiendo la minimizacién de J en el instante k+ Xy, antes de
alcanzar dicho instante, se modifica la estrategia apuntando siempre hacia un horizonte
alejado una longitud A. Esta diferencia de comportamiento se pone de manifiesto en el

analisis desarrollado en este trabajo.

Para determinar el valor de 2(k + A+,
k + X+ #, a partir del instante k, puede aplicarse reiteradamente la igualdad (2.58a)

k), vector de estado predicho en el instante

pataj = 1,..., A + 7

#(k+1|k)=Az(k)+ Bu(k— )
s(k+2|k)=Az(k+1|k)+Buk+1-#)=
=4712z(k) +ABu(k—#,)+Bu(k+1-7,)
#(k+3|k)=Ag(k+2[k)+Buk+2-7,)=
— A 2(k)+ A" Bulk — ) +ABu(k + 1 - 7) + Bu(k +2— 4.)
#(k+ | k) =A&(k+ 7, — 1] k) + Bu(k-1) =
A (k) + A" T Bu(k — )+ - +ABu(k —2) + Bu(k - 1)

2(k + fy + 1| k) =A&(k + 2, | k) + Bu(k) =

—AMH z(k) + A" Bu(k-#,)+--+ABu(k-1)+ Bu(k)
#(k+ e + 2| B) =A&(k + 2, +1|k) + Bu(k) =

:A‘ +2z(k) +Aﬁr+1.§ﬂ(k—ﬁr)+ ..._.|.j12ﬁu(k—— ]_) +Abﬂ(k)+-§“(k)




86  Control predictive en sistemas de proteccion sismica de estructuras

#(k+ i, + 3| k) =A#(k+ 2, + 2| k) + Bu(k) =

L z(k) +;1ﬁ’+2j?u(k — )+t

+4° Bu(k — 1) +4° Bu(k) + A Bu(k) + Bu(k)

......

2(k+ . + A k)=A&(k+ 2, + A —1|k) + Bu(k) =

2 frbA=1

P (k) + A Bulk— )+ -+

=4
A s -1 s AA-2 & . o
+4 Bu(k—-1)+A  Bu(k)+A "Bu(k)+---+ABu(k)+ Bu(k)

La expresién anterior define el valor del vector de estado predicho al cabo del horizonte
de prediccién. Dicha expresién puede escribirse de la siguiente formas:

#(k + A+, | k) = Ta(k) + (k) + Zou(k) (2.650)
siendo
=AM (2.65b)
W(k)=Z1ulk— 1)+ -+ Za u(k — 7,) (2.65¢)
2:=AYTB (i=1,...4) (2.65d)
o=@ T4 4y A 1A DB (2.65¢)

Las expresiones (2.65) definen el estado predicho en el instante [k + X + #,] a partir
de] estado real del sisterna en el instante k.

Utilizando (2.58b) en (2.65) se obtiene la siguiente expresién para la respuesta
predicha:

9k + A+ 2, | k) = HT 2(k) + H (k) + H Zou(k) (2.66)

El valor de u(k) se halla minimizando la expresién de J en (2.64a) teniendo en cuenta
(2.66). La optimizacién de J exige la anulacién de su gradiente en la direccién del vector
u(k):
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aJ

E‘Iik_) = (2.67)

El caracter de minimo exige ademas que la matriz hessiana que contiene las derivadas
segundas de J respecto de u(k) sea semidefinida positiva. Si dicha matriz hessiana es

ademds definida positiva se tiene un minimo en sentido estricto.

Derivando la expresién (2.64a) y teniendo en cuenta (2.66) se obtiene el siguiente
resultado:

338‘,) = (H %) QHT2(k) + H (k) + H Zou(k) —y,(k+ A+ 4. [ k)] + Ru(k) (2.684)

Derivando nuevamente la expresién (2.68a) se obtiene el valor de la matriz hessiana:

*J PSP
== .68b

Utilizando la condicién de minimo (2.67) y con (2.68a) puede deducirse el valor del
vector de control u(k) que corresponde a un extremo relativo de J:

u(k) =

{50 Q (B Zo) + BY™ {(H Z0)' QUET'2(k) + H (k) - ,(k+ A+ A, | K)]}

(2.69)

La expresién (2.69) tiene dinicamente sentido si la matriz (HZ:)'Q(HZ) + R

es inversible. Dicha matriz coincide con la matriz hessiana hallada en (2.68b) ¥,

consecuentemente, si la matriz (H Z0)'Q (H Zo) + R es definida positiva se cumplen

simultineamente las dos condiciones siguientes: las expresiones (2.67) y (2.68) definen

univocamente el vector de control u(k) correspondiente a un extremo relativo de J y puede

asegurarse que dicho extremo es un minimo en sentido estricto. Por tanto, las matrices

de peso Q y R deben elegirse en cada caso de forma que la matriz (H %)t Q (HZ)) + R
sea definida positiva.

Para determinar en la expresién (2.69) el valor del vector u(k) es preciso generar la
trayectoria de referencia a la que pertenece el vector y.(k + A+ 7, ]k). La trayectoria
de referencia puede generarse en cada instante en tiempo discreto de forma recurrente
mediante un modelo de primer orden en el que no se tiene en cuenta a la perturbacion
exterior ya que en el contexto de la dindmica de estructuras sus valores futuros suelen ser
impredecibles. La expresién iterativa que define la trayectoria de referencia generada a
partir del instante k es la siguiente:
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Y (k+jfk)= Ay (k+7—1]k) (2.70)

En la expresidn anterior 4, es una matriz constante, independiente de & y de 7,
llamada matriz de referencia.

La trayectoria generada en el instante k parte de la respuesta real en dicho instante
y(k). Ello significa que en dicho instante la respuesta real del sistema ¥ ¥ la perteneciente
a la trayectoria de referencia g, son iguales:

v (k| k) =y(k) (2.71)

La aplicacién reiterada de (2.70) cuando j = 1,...,7, teniendo en cuenta (2.71)
permite obtener el valor de la respuesta de referencia en el instante 2 + A + #,:

en la que la matriz 7', tiene el siguiente valor:

T, = A} (2.72b)

Frecuentemente en la simulacién del comportamiento dindmico de estructuras se
considera una matriz de referencia A, = 0 de forma que se genera una trayectoria
de referencia nula. Dicho caso corresponde a una accién de control intensa en la que se
pretende que la respuesta predicha al cabo del horizonte de prediccién se aproxime a la
respuesta nula. Otra posibilidad es generar A, de la misma manera que se genera A en
(2.40b) a partir de F' en (2.32b), pero con la diferencia que en este caso se toma una
matriz C' que contiene unas fracciones de amortiguamiento elevadas. De esta forma, el
sistema al ser muy amortiguado tiende a reducir répidamente la respuesta y no producir
desplazamientos, es decir fisicamente se genera una trayectoria de referencia que tiende a

ser nula répidamente.

La sustitucién del resultado (2.72) en la expresién de u(k) en (2.69) proporciona el
siguiente resultado:

(k) = ~[(H Z0)' Q (H Zo)+ B (H Zo)' QH (T - T,)2(k) + (A Zo)' Q H (k)] (2.73)

Todos los elementos que intervienen en el segundo miembro de la igualdad anterior
son conocidos. Teniendo en cuenta (2.65¢) la expresidn (2.73) puede escribirse también de
la siguiente forma:
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u(k) = —D (k) - \Eff.; u(k ~ i) (2.74a)

=1

en la que D se denomina matriz de ganancia y tiene el siguiente valor:

D=[(HEZ)QUHZ)+R ™ (HZ)QHAT-T,) (2.74b)

Las matrices de memoria K; obedecen a la expresion:

Ei=[(HZ:)QUE %)+ B (HZ:)}QHEZ: (i=1,...,7%) (2.74c)

Las igualdades (2.74) y (2.65) y (2.72b) definen el algoritmo de control predictivo de

estructuras considerado en este trabajo.

2.6 COMENTARIOS FINALES

En este capitulo se ha presentado la formulacién del Control Predictivo de Estructuras que
se utiliza en los capitulos siguientes para realizar un andlisis de eficiencia del mismo. Dicha
formulacién se sustenta en una representacién en espacio de estado por lo que previamente

se han expuesto los conceptos basicos dé representacién de estado de sistemas.
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Capitulo 3

ELEMENTOS PARA UN ANALISIS DE EFICIENCIA
DEL CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS

3.1 INTRODUCCION

En el 4rea del control de estructuras la estrategia de control predictivo ha sido utilizada
hasta ahora en ensayos niimericos de simulacién o en aplicaciones experimentales sobre
modelos a escala reducida. Sin embargo, la mayor parte de estos estudios han sido
llevados & cabo sin determinar de forma sistematica la influencia de las caracteristicas
de los elementos que intervienen en el lazo de control (especialmente estructura, algoritmo
de control, mecanismos actuadores y excitacién) en el rendimiento del mismo. En este
capitulo se presentan las herramientas a partir de las cuales se realiza un andlisis numérico
de 1a eficacia del control predictivo de estructuras. En los apartados 3.4 y 3.5 se resumen los
més importantes resultados obtenidos en sistemas de un grado de libertad y en el capitulo
4 en sistemas de varios grados de libertad. Estas herramientas consisten esencialmente
en criterios de estabilidad y cuantificacién de la accién de control mediante el calculo de
frecuencias y amortiguamientos equivalentes y mediante indices de rendimiento modales.

El anilisis que se desarrolla en este trabajo es de naturaleza paramétrica, a este
respecto en este capitulo se presentan los parametros mas significativos que intervienen
en el lazo de control y que, por tanto, deben ser considerados en el an4lisis. La estructura
se caracteriza por medio de sus pardmetros dindmicos: periodos y amortignamientos para

cada modo de vibracién.

Se parte de la descripcién de la estrategia de control predictivo presentada en el
capitulo anterior para deducir condiciones de estabilidad del lazo de control, las cuales
pueden expresarse de forma sencilla mediante acotaciones del mddulo méaximo de los

valores propios de una matriz.

Se muestra que el efecto de la accién de control en ausencia de tiempos de retardo es
equivalente a un incremento de la rigidez y del amortiguamiento de la estructura.

La herramienta fundamental de andlisis utilizada son los espectros de control los
cuales son curvas que resumen los resultados de la accién de control sobre un modo (o
sisterna de un grado de libertad). Estos elementos son utilizados para estudiar de forma
numérica la eficacia de la estrategia de control predictivo sobre sistemas de un grado
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de libertad considerando condiciones ideales de funcionamiento del lazo de control cuyos
resultados se presentan en el apartado 3.4 mientras que en ¢l apartado 3.5 se muestran los
resultados de analizar la robustez del mismo. El anilisis de robustez considera distintas
situaciones irregulares de los elementos que intervienen en el lazo cerrado de control:
discrepancias entre los pardmetros de la estructura y los que definen el algoritmo de control,
funcionamiento de los actuadores en condiciones de saturacién, errores de medida de los

sensores y ofros.

En el capitulo 4 se extiende el analisis de eficiencia a sistemas con varios grados de
libertad.

3.2 PARAMETROS DEL LAZO DE CONTROL

Los pardmetros que definen las caracteristicas de un sistema de control activo de
estructuras pueden agruparse basicamente en cinco categorias:

~ Los que se refieren a las propiedades de la estructura.

~ Los que intervienen en el algoritmo de control, que en el caso presente se refieren a la

estrategia del control predictivo.

— Los que caracterizan las prestaciones de los mecanismos que aplican las fuerzas de

control sobre la estructura.
- Los que definen a la excitacidén que actia sobre la estructura.,
~ Periodo de muestreo del lazo de control digital.

Cada una de las categorias anteriores corresponde a uno de los elementos que intervienen
en el lazo de control representado en la figura 1.1. La influencia de los sensores se tiene en
cuenta en e] apartado 3.5. En los cinco subapartados siguientes se describen los pardmetros
que hay que fomar en cuenta, ordenados segin la clasificacién anterior. En el subapartado
3.2.6 se incluye una tabla de los pardmetros descritos en los subapartdos anteriores. Para
lograr un estudio independiente de las unidades en que se formule el problema, dichos
parametros se presentan en la medida de lo posible en forma adimensional.

3.2.1 Parametros modales de la estructura

En este subapartado se muestra que la estructura puede ser descrita fundamentalmente
por el periodo y el amortiguamiento de los modos de vibracién.

Toda estructura sometida a control tiene que estar representada por un modelo

dindmico que englobe sus caracteristicas mds relevantes.

En general, una estructura es un sistema continuo caracterizado por una geometria
mds o menos complicada y compuesto por materiales con ecuaciones constitutivas
diferentes y complejas. Un modelo dindmico excesivamente sofisticado da lugar en general
a complicaciones innecesarias pues las mejoras que puede proporcionar su utilizacién
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no son equiparables con la complejidad de los modelos matematicos o con los errores
cometidos durante el proceso de cdlculo. De ahi que normalmente se utilice un modelo
lo méas simplificado posible haciendo énfasis en ciertas caracteristicas particulares de
la estructura. A continuacién se describen los tres procedimientos mds habituales de

modelacién dindmica: en primer lugar los dos criterios de discretizacién espacial més

comunes (masas concentradas y elementos finitos) y posteriormente el planteamiento de

las ecuaciones en derivadas parciales del movimiento del medio continuo.

1} Cuando una estructura tiene mayor cantidad de masa en unos puntos que en otros, se

2)

3)

puede modelar la estructura por medio del método de las masas concentradas.
Este método considera la masa de la estructura concentrada en una serie de puntos
seleccionados de forma que el modelo dindmico es capaz de proporcionar una
descripcién suficientemente aproximada del comportamiento de la estructura real. El
mimero total de componentes de movimiento en que las masas concentradas vibran
se denomina ndmero de grados de libertad. El movimiento se rige por la ecuacién
diferencial

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = f(t) (3.1)

donde M, C y K son, respectivamente, las matrices de masa, amortiguamiento y
rigidez de la estructura, Los vectores d(¢) y f(f) son los desplazamientos y las fuerzas
de excitacién aplicadas en cada grado de libertad de la estructura.

Si el modelo requiere inicamente un desplazamiento para describir su deformada en
el tiempo, se dice que la estructura puede ser modelada como un sistema de un grado
de libertad (1 gdi).

Cuando la masa esta repartida de forma mds o menos uniforme la estructura puede
ser discretizada por el método de los elementos finitos. En éste el medio continuo
analizado es sustituido por un ndmero finito de subdominios interconectados entre
sf en un ndmero finito de puntos denominados nodos. Las funciones solucién no estin
definidas en todo el continuo, sino tnicamente en los nodos. La funcién solucién
en cualquier otro punto del continuo se obtiene utilizando funciones de interpolacién
adecuadas denominadas funciones de forma, las cuales se definen para cada elemento
finito. El método calcula los desplazamientos en los nodos para cualquier instante
de tiempo; cada desplazamiento constituye un grado de libertad para el modelo. La
exactitud de la solucién depende del niimero de elementos finitos utilizados, del tipo
de elemento o del miimero de nodos por elemento, y de las funciones de interpolacién
utilizadas. Una ventaja importante del método de los elementos finitos es que en el
proceso de discretizacion se sigue una metodologia sistematica de facil implementacién

en ordenador con la que se obtienen ecuaciones del movimiento de la forma (3.1).

El comportamiento del sistema continuo es descrito con mayor fidelidad por medio de
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las ecuaciones del movimienio en derivadas parciales. Considerando a modo
de ilustracién el caso de estructuras unidimensionales, se presenta la ecuacién del

movimiento transversal de una viga recta de seccién constante

6%d ad o4d
ﬂ%*é"t?-i-ﬂg“{‘f‘EIa? = F(:B,t) (3.2)

donde m es la masa por unidad de longitud, ¢ el amortiguamiento transversal por
unidad de longitud y ET la rigidez a flexién de la viga. Los desplazamientos dindmicos

d(=,t) pueden expresarse como suma de productos de funciones de forma Pi(z) ¥
funciones dependientes del tiempo B;(t).

d(z,t) = i'ﬁbi(z)ﬁi(t) (3.3)

i=1

Cada funcién de forma estd asociada a un modo de vibracién, por lo que la expresién
(3.3) constituye la superposicidn de los desplazamientos asociados a todos los modos

de vibracidn.

Un anélisis dindmico considerando los modos de vibracién de la estructura, o lo que es lo
mismo en funcién de las coordenadas naturales o modales del sistema (también llamado
analisis modal), puede transformar en ciertos casos un sistema de n grados de libertad en
un conjunto de n subsistemas independientes de 1 gdl. Para esto es necesario considerar
que la matriz de amortiguamiento de la estructura (en (3.1)) es de tipo clasico. En este
caso se dice que se ha hecho un desacoplamiento modal. A partir de (3.3) la ecuacién (3.2)
se descompone en infinitas ecuaciones desacopladas en coordenadas modales. Solamente
en algunos casos particulares existen soluciones explicitas, por lo que en general deben

usarse métodos numeéricos.

Por esta razén en algunas partes de este trabajo se considera dnicamente un sistema
de 1 grado de libertad pues las conclusiones que se obtengan pueden ser extrapoladas
a sistemas mds complejos modelados por cualquiera de los tres métodos descritos
anteriormente. En el capitulo 4 se estudia este aspecto con mayor profundidad.

Para caracterizar a una estructura modelada como un sistema con 1 grado de libertad
(o un modo) se necesita conocer su masa m, su amortiguamiento ¢ ¥y surigidez k. Un
sistema de estas caracteristicas bajo accién de control con fuerzas Je(t) y cargas dindmicas
f(t), estd representado por la ecuacién diferencial del movimiento:

md(t) + cd(t) + kd(t) = £(2) + £.(8) (3.40)

o por su equivalente
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d(£) + 2bwd(t) + wid(t) = %%) + ‘%ﬂ- (3.4h)

donde

k
W = J; E: 27; (3'50’)

son, respectivamente, la frecuencia natural de vibracién de la estructura sin

amortiguamiento w y el factor de amortiguamiento viscoso §.

La frecuencia de vibracién w se relaciona con el periodo natural sin amortiguamiento de

la estructura T,,; a través de

2r

3.5b
Teat ( )

W=

La sefial de control u (la cual tiene dimensiones de aceleracién) se relaciona con las

fuerzas de control f, mediante la expresion
fe(t)
t — T} = .5
u(t — 70} (3.5¢)

Independientemente de que la estructura haya sido analizada por el método de las
masas concentradas, de los elementos finitos o a partir de ecuaciones en derivadas parciales,

el movimiento de cada modo se rige por una ecuacién del mismo tipo que (3.4b).

En el andlisis que se efectia en este capitulo y en los siguientes se utilizan
indistintamente los términos modo y estructura. Asi, al hablar de una estructura de
1 gdl también se est4 hablando de un modo ¢ de vibracién y al hablar de periodo T, de la
estructura de 1 gdl también se estd refiriendo al periodo T; asociado al modo de vibracién
i.

Una estructura de 1 grado de libertad {como las consideradas en el presente andlisis) se
caracteriza por sus constantes de masa m, amortiguamiento ¢ y rigidez k. En condiciones
ideales (concepto definido en el capitulo 5) el lazo de control se comporta linealmente y la
influencia del valor de m (a igualdad de { y de w) es también lineal tal como se justifica
a continuacién. Para los casos sin control, la ecuacién (3.4b) muestra que si la excitacion
es sismica (f(t) = —ma(t)) la respuesta de la estructura es independiente de la masa,
mientras que si no es de tipo sismico al aumentar o veces la masa disminuird « veces la
respuesta de la estructura. En presencia de control la matriz de ganancia D para sistemas
con 1 gdl no depende de la masa (Andrade, 1992), consecuentemente, para los casos con
control ocurre lo mismo que en los casos sin control. En resumen, es suficiente representar
las tres constantes m, ¢ y k mediante sélo dos coeficientes Te,: y £ relacionados con aquéllas
en (3.5a) y (3.5b).
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La justificacién de la preferencia del uso en este trabajo del periodo de vibracién en
lugar de la frecuencia se encuentra en que de manera intuitiva se puede asociar un valor
aproximado del periodo fundamental de vibracién con el ntmero de pisos una edificacién.

En este capitulo se estudian los posibles beneficios que introduce la accién de control
sobre estructuras (o modos) con distintos T.,;. En adelante, para acotar el estudio, las
estructuras o modos se clasifican en los siguientes grupos de acuerdo con su 7Tby:

a) Modos rigidos, aquellos que tienen un perfodo natural de vibracién menor que 0.5

segundos.

b} Modos medianamente flexibles, cuyo periodo natural de vibracién se encuentra
entre los limites de 0.5 y 2.0 segundos.

¢) Modos muy flexibles, cuyo perfodo de vibracién es mayor o igual que 2.0 segundos.

Con esta clasificacién es maés sencillo describir €l comportamiento que presenta el control
predictivo sobre distintas estructuras (o sobre distintos modos de vibracién).

3.2.2 Parametros del algoritmo de Control Predictivo

En este subapartado se seleccionan los pardmetros que definen el algoritmo de Control

Predictivo aplicado a sistemas de un grado de libertad.

Para un modo de vibracién o para un sistema de 1 gd!l1a funcién de coste J presentada
en el capitulo anterior en la expresién (2.64a) se reduce a la forma

1
J= %ﬁ:(k At k) Q Bk + A+ lk) + su(k)* R u(k) (3.6)

en que la matriz de peso R se transforma en el coeficiente escalar R, la sefial de control
u(k) tiene una sola componente escalar u(k) (dimensién de aceleracién) y la matriz de
salida H es igual a la identided I (g =42).

En (3.6) se ha considerado una trayectoria de referencia nula (y, = 0) lo cual, segin
(2.70) y (2.72b), implica que

T.=0 (3.7)

La expresién (2.64a) muestra que una trayectoria de referencia nula supone pretender
que la respuesta de la estructura tienda a anularse de forma directa, generdndose una
accién de control enérgica. Consecuentemente, el valor nulo de 7> en (3.7) no constituye
una pérdida de generalidad de este estudio.

En la representacidn en espacio de estado dada en (2.31) el vector # tiene ahora dos

componentes: desplazamiento d y velocidad d. La funcién de coste J dada en (3.6) se
expresa en funcién de dichas componentes por
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L. = {@n le) (d) 1,
J==1d d ~l+=-v"Ru 3.8a
2 ( ) (Qm Qe / \d] 2 (884)
que desarrollada es
1. . ~2
= §(d2Q11 + ddQg + ddQi2 + d Q22 + u?R) (3.8b)

La matriz de peso @ debe tener elementos que relacionen en la funcién de coste J
desplazamiento-desplazamiento y velocidad-velocidad pero no desplazamiento-velocidad,
ya que el objetivo del control es Ia minimizacién del desplazamiento y la velocidad y no

es la minimizacién del producto de ambos. Por tanto se elige una matriz Q diagonal

Qi2=Qn =0 (3.9a)

Con la finalidad de trabajar con parametros que tengan las mismas dimensiones se
introducen los coeficientes Qq, Qv ¥ 7, los cuales se relacionan, respectivamente, con G,

Q22 ¥ R mediante

Qu = Q4 (3.9%)
Q22 =TQ, (3.9¢)
R=T'r (3.9d)

Qg se denomina coeficiente de desplazamiento, Q, coeficiente de velocidad y 7 coeficiente
de control. A partir de las igualdades (3.9) la matriz queda constituida como

Qa O
Q= ( ’ T2Q,,) (3.9¢)

quedando por dltimo la funcién de coste J expresada mediante:

J= [dz(k + A+ 7, R)Qa+ éz(k + A+ 7, [R)T*Q@y + uz(k)T‘*r] (3.10)

[ Rl

Los pardmetros del algoritmo de control cuya influencia en el mismo se analiza son
los coeficientes de peso Qg, @y ¥ 7, la longitud X del intervalo de prediccién, y el niimero
estimado de periodos de retardo #,.

Si la funcién de coste se constituye en una funcién de minimizacién de la energia
del sistema de control, los coeficientes Qg, Q. y 7 tienen dimensiones de [MT~?] y los
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cocientes @, /Q4 ¥ r/Qq4 son adimensionales ¥ por tanto independientes de las unidades
en que se modela la estructura,

3.2.3 Parametros de los mecanismos actuadores

En relacién a los actuadores, el objetivo de la mvestigacién desarrollada en los capitulos
siguientes es establecer cual debe ser la magnitud de la fuerza maxima que aplican a la
estructura y con qué velocidad debe cambiar.

Para el disefio de estos mecanismos es necesario conocer la fuerza que la estrategia
de control predictivo ha calculado en cada instante ¥ su valor maximo; conociendo dicho
iltimo dato se puede plantear que los actuadores sean uno o varios mecanismos que hagan
posible aplicar esa magnitud de fuerza de control sobre la estructura. Dichos mecanismos
precisan tener ademds capacidad para variar el valor de la fuerza aplicada tan rapido
como lo hace la fuerza de control calculada, es decir que el valor del producto de la
fuerza de control f. por su derivada respecto al tiempo f, (el cual es proporcional a
la potencia instantdnea desarrollada por los mecanismos actuadores y, por tanto, puede
ser considerada como seudo-potencia), debe ser compatible con la potencia instanténea
requerida por el algoritmo de control,

Otro factor a tener en cuenta es el tiempo de respuesta 7, relacionado en (2.563) con
el nimero de periodos de retardo n,.

En definitiva, se tendrdn en cuenta tres factores propios de los actuadores: fuerza
maxima de control |f.lmee, potencia maxima desarrollada |fefelmar ¥ Diimero real de
retardos n, de los mecanismos.

3.2.4 Parametros de }a excitacidn

Una excitacidén se caracteriza fundamentalmente por el contenido en frecuencias y la
amplitud méxima,

En el presente estudio se utilizan excitaciones sinusoidales (las cuales contienen una
sola frecuencia). Tomando distintos valores del periodo de la excitacién T.,. se analiza su

influencia en las caracteristicas de la accién de control.

El valor maximo de cada excitacién constituye la amplitud de la onda, que en este
caso se toma igual a 0.1 g, siendo ¢ la aceleracidn de la gravedad. Este valor se ha
seleccionado porque constituye un valor medio de las excitaciones que se presentan en
algunos fenémenos de la naturaleza tales como los sismicos. Mientras se estudie el efecto
de la accién de control sobre estructuras que trabajen en el rango lineal de esfuerzos, la
magnitud de la excitacién incide en el rendimiento de la accién de control de forma, lineal,
ya que todos los resultados serdn proporcionales a su magnitud y, consecuentemente, no
es necesario realizar un andlisis especifico de la influencia de Ia amplitud de la excitacién
en el rendimiento de la accién de control y la eleccién del valor anterior no tiene mayor

trascendencia.
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erettacion sinusoidal en la base, fuerza dindmica.

Para analizar la actuacién de la excitacién sobre la estructura hay que conocer ¢l punto
donde ésta se aplica: una excitacién en la base de la estructura (correspondiente, por
ejemplo, a una accién sismica), fuerzas concentradas en algunos puntos de la estructura,
o fuerzas distribuidas en toda la superficie como es el caso de la accién del viento. Para
sistemas de 1 gdl como los que aqui se consideran existen dnicamente dos posibilidades:
movimiento sismico de la base (caso representado por la figura 3.1a) y fuerza dindmica de

excitacién actuando sobre la estructura (figura 3.1b).

Para ilustrar el caso de movimiento sismico, la figura 3.2 muestra las oscilaciones laterales
de una estructura producidas por la actuacién de una excitacion en su base. Para cualquier
otro tipo de excitacién dindmica ejercida en la base de la estructura, la situacidn es
completamente similar. El valor d, es el desplazamiento que tiene la base de la estructura,
d, es el desplazamiento del sistema respecto a la base y d; es el desplazamiento absoluto

o total del sistema.

Particularizando (3.4a) para una estructura (o un modo) sometida a excitacién sismica

y controlada activamente se establece la ecuacién del movimiento

md.(t) + ed,(t) + kd,(t) = —ma(t) + fe(t) (3.11)
donde aft) es la aceleracién del terreno.

El desplazamiento absoluto del sistema d; se obtiene como la suma del desplazamiento

relativo d,. y del desplazamiento de la base d,

di(t) = do(t) + dr(t) (3.12a)

Derivando dos veces respecto al tiempo se obtiene
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Figura 8.2 Oscilaciones horizontales de una estructura sometida o une ezcitacion sismica.

di(t) = d,(t) + d.(t) - (3.12h)
Reemplazando (3.12b) en (3.11)
m{dy(t) ~ do(t)] + cd () + kd, (t) = —ma(t) + f.(£) (3.13)
ya que
md,(t) = ma(t) (3.14)

Reemplazado en (3.13)

m{dy(t) — do()] + cdy(2) + kd,(£) = —md,(t) + f.(£)

Simplificando y agrupando convenientemente resulta

mdy(t) = f.(t) — cd,(t) — kdo(£) = fi(£) (3.15)

donde f; es la fuerza en la base, es decir, la fuerza entre la estructura y €l terreno. El
maximo del valor absoluto de la parte izquierda de (3.15) constituye la fuerza total méxima
en la base, que en adelante se abrevia por | folmaz:

lfb'maz = !mc‘it(t)lmaz (316)
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3.2.5 Periodo de muestreo

El periodo de muestreo T' gobierna la evolucién temporal del lazo de control digital e
influye notablemente en el funcionamiento del mismo por lo que hay que tenerlo en cuenta

en este estudio.

En general puede afirmarse que tomar un valor de 7" pequefio produce una accién de
control més eficaz ya que se genera un niimero mayor de fuerzas de control a lo largo del
tiempo. No obstante, no es posible utilizar valores muy bajos de T debido a que todas las
operaciones involucradas en el lazo de control (en especial la aplicacién de las fuerzas de
control por los mecanismos actuadores) precisan tiempo para desarrollarse. En ensayos
experimentales (Rodellar et al. 1989) se han utilizado normalmente valores de T = 0.01 s.

Una manera de tener en cuenta el periodo de muestreo y de realizar un estudio
independiente del sistema de unidades es caracterizar a la excitacién y a la estructura
por pardmetros adimensionales: Tezc /Ty Test/T. Otra importante razén para considerar
estos pardmetros es que, en el estudio de estabilidad realizado en 3.3, los valores propios
de la matriz A (de acuerdo con las expresiones que presenta Andrade (1992)) dependen
de la relacién wT (o su equivalente Test/T), y no de Teut.

3.2.6 Tabla de parametros

Introduciendo los pardmetros Tost/T ¥ T.ze/T se logra que, a excepcién de |felmaz ¥
I fe fc imaz, los pardmetros involucrados en el analisis del lazo de control sean adimensionales:

£1 A, hra n‘l" T/Qd Y Qv/Qd

A manera de resumen se presenta la tabla 3.1 donde se muestran los pardmetros que
intervienen en el andlisis del comportamiento y de la eficiencia del control predictivo de

estructuras.

3.3 HERRAMIENTAS DE ANALISIS

En este apartado se presentan las tres herramientas que se utilizan en este trabajo para
realizar el anélisis numérico de eficiencia del control:

- Valores propios de A

- Frecuencias y amortiguamientos equivalentes o'y &

- Indices de rendimiento y espectros de control

A continuacién se explica en que consiste cada uno de ellos.
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TABLA 3.1

PARAMETROS A CONSIDERAR EN EL ANALISIS DE EFICIENCIA
DEL CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS (1 GDL)

Elemento Pardmetro
Estructura, Test/T periodo natural de vibracién / periodo de muestreo
¢ coeficiente de amortiguamiento
Q./Qq relacién entre coeficientes de peso para #
Algoritmo r/Qg relacién entre coeficientes de peso para u
de contro) A longitud del horizonte de prediccién
fip nimero estimado de retardos
Mecanrismos 1 felmas maxima fuerza de control
actuadores Ife fc lnee méxima sendo-potencia
. nimero real de retardos
Excitacién Teze/T periodo de la excitacidén sinusoidal / periodo de muestreo

3.3.1 Condiciones de estabilidad del control predictivo

En este subapartado se muestra que las condiciones de estabilidad pueden expresarse
mediante el médulo de los valores propios de la matriz A.

La estabilidad del lazo cerrado se estudia suponiendo que el lazo abierto (es decir,
sin control) es estable. La excitacidn exterior no se incluye en el anilisis porque sus
caracteristicas no modifican las condiciones de estabilidad.

Puesto que no se tiene en cuenta la excitacién exterior, la expresién (2.55) que
representa en espacio de estado la evolucién dindmica de la estructura (de varios grados
de libertad) se convierte en la siguiente ecuacién:

2(k+1) = Az(k) + Bu(k - n,) (3.17)

En el presente subapartado se estudian las condiciones de estabilidad del modelo
numérico (3.17) cuando el valor del vector de control % se obtiene a partir de la ley
de control predictivo (2.74). En la medida en que dicho modelo represente fielmente el
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comportamiento dindmico de la estructura, las conclusiones elaboradas a partir de dicho
modelo son extrapolables al comportamiento real del sistema. En Lépez Almansa (1988)
se muestra que el lazo abierto definido en (3.17) siendo u = 0 es estable.

Estudios especificos de estabilidad tanto en sistemas de tiempo discreto como de
tiempo continuo pueden encontrarse en LaSalle y Lefschetz (1961), Willems (1970) y
Lépez Almansa et al. (1988).

En el analisis se distinguen dos situaciones distintas: los casos en que no se consideran
retardos mi en el modelo predictivo (2.58) ni en el modelo del sistema (2.56) (es decir,
n, = n, = 0)y los casos en que en unc o en ambos modelos se toman en consideracion

retardos (es decir, n, # 0o @, # 0).

Cuando no se consideran retardos en la modelizacién de la estructura, la ecuacién
(2.56) que rige su comportamiento dindmico adopta la siguiente expresién simplificada:

z(k +1) = Az(k}+ Bu(k) (3.18)

Si en el modelo predictivo (2.58) no se incluyen retardos, la expresién (2.74a) se

transforma en

u(k) = —Dz(k) (3.19)

que proporciona el valor de la sefial de control u(k) y, sustituyendo dicho valor en (3.18),

se obtiene el siguiente resultado:

2(k+1)= (A - BD)a(k) (3.20a)

La igualdad (3.20a) simula ¢l comportamiento dindmico del sistema controlado sin
retardos y sin incluir el efecto de la excitacién. Dicha expresién puede escribirse también

de la siguiente forma:

2(k+1)= Az(k) (3.200)

siendo

A=A-BD (3.20¢)

La igualdad (3.20a) muestra que el proceso controlado sin retardos es asintética y
globalmente estable si el médulo de los valores propios de la matriz A es menor que la
unidad (Ogata, 1967).

Si se consideran retardos en el modelo predictivo o en el modelo del sistema se
distinguen a su vez dos casos distintos: las situaciones en que #, < n, # 07y las

situaciones en que 0 # B, < fir.
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Cuando es A, < m, # 0, las expresiones (3.17) y (2.74) pueden ser englobadas en

el siguiente sistema ampliado:

[ 2(k+1) (4 0
u(k) —D —ff1
... | o I
wlk—7n, +1) | ~
wk-n,+1)/ \ 0 0

0 B
0 0
0 0
I 0/

La expresién (3.21a) puede escribirse también en los siguientes términos:

Z2(k+1)=Az(k)

Siendo 2 un nuevo vector de estado y 4 la siguiente matriz:

h ]

\ 0

I

0

2(k)
u(k - 1)
wlk—#) (3.21a)
\u(k - n,.))
(3.210)
(3.21c)

La expresion (8.21b) muestra que, si los valores propios de la matriz A definida en
{3.21¢) son menores que la unidad, el control es globalmente estable.

Siesn, < #, ymn, es distinto de cero, puede escribirse una expresion similar a

(3.21a).

gk~ 1)
ulk)

ulk - n, +1)

u(k -, + 1)/

&

A 0
b -k,
o I
0 0

0

—Ki 1

0

I

0

—K;,

0

La igualdad (3.22a) puede escribirse también de la siguiente forma:

#(k+1) = Az(k)

(k)
u(k — 1)

u(k —n,)

\u(k )/
(3.22q)

(3.228)
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% es un nuevo vector de estado y A es ahora la siguiente matriz:

(A 0 - B . 0 0
_D -k, - -k, - —Kai1 -Kai

a=j ¢ r 0 0 0 (3.22¢)
0 0o -~ 0 .- I 0

Las igualdades (3.20b), (3.21b) y (3.22b) muestran que el lazo cerrado es globalmente

estable si los valores propios de la matriz A tienen médulo menor que la unidad.

Estudios de la influencia de X en la estabilidad del sistema pueden encontrarse en
Lépez Almansa (1988).

3.3.2 Comportamiento dindmico equivalente del sistema con control

En el presente subapartado se analizan las caracteristicas del comportamiento dindmico
de una estructura cuyo movimiento se controla mediante unas fuerzas de control activo
obtenidas a partir de un algoritmo de control predictivo. Se muestra que en ausencia de
retardos la accién de control equivale una variacién del amortiguamiento y de la rigidez

de la estructura.

El estudio de los sistemas dindmicos en tiempo discreto se realiza con la ayuda de la
transformada z (Ogata, 1988). Aplicando ésta a la ecuacién (2.55) suponiendo 2{0) =0y
haciendo usc de (2.56f) se obtiene

z2(2) = Az(z) + Bz ™ u(z)+ z(P1 + Py)v(z) — Pav(z) (3.23)
Aplicando de igual forma la transformada z a la ecuacién (2.74a) resulta
~ 1‘:" = A
u(z) = ~Dz(z) - > 2" K;u(z)
=1

y agrupando términos comunes se tiene el valor de u(z)

u(z) = — [I+ if*zt,-] ) Dz(z) (3.24)

=1

Reemplazando (3.24) en (3.23) y ordenando adecuadamente se obtiene
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[zI - (A - B [T+ i 2R —l.b)]z(z) = [Py + Po) - PoJo(z)  (3.75)

1=1

La matriz de transferencia H(z) entre v(z) y 2(z) del sistema dindmico (3.25) es

H(z) = [zI - (A ~ Bz I+ i K] ‘lb)] N [(P1 + P;) - P, (3.26)

1=1

Si 4, = n, = 0 la expresién anterior se reduce a
-1
H(z) = [zI —(4- Bb)} [Z(Pl +P3) - Pz] (3.27)

La matriz inversa de zI — (4 — BD) se escribe en Ia forma

1
det[2I - (A - BD)]

[1- (4-8D) ™ = adjfs7 - (4 - BD)]

Para una estructura con n grados de libertad 4 — BD es una matriz de dimensiones
2n X 2n y por tanto det [zI - (A- Bﬁ)] es un polinomio de grado 2n en z con coeficientes
r; (1= 1,--+,2n)

O(2) = 2" + 72 o P12t 7oy
.t
mientras que la matriz adjunta adj [zI —(A- BD)] tiene la forma polinémica

adj [zI - (A- Bﬁ)]it =2 1B 4+ 2 Byt o 4 2B + E,,

donde E; (i = 1,---,2n) son matrices 2n X 2n. Sustituyendo estas expresiones en (3.27),

la matriz de transferencia H(z) puede expresarse en la forma

1

&) =56

(z2”"1E1 + 222y 44 2B 1 + EZn) [Z(P1 + P;) — Pz] (3.28)

Las raices de ©(z) determinan los llamados polos del sistema cuya matriz de
transferencia es H(z), los cuales coinciden con los valores propios de la matriz A— BD que




Elementos para un andlisis de eficiencia BT

definen los modos del sistema. Estos valores son en general complejos y pueden expresarse

en la forma

z = a; + jb; = exp(T) (3.29)

En (3.29) o; es (Mickleborough y Pi 1989, Andrade et al. 1993)

a; = —wit] + jwiy1 - &7 (3.30)

donde ! y & son, respectivamente, la frecuencia y amortiguamiento equivalentes del modo
i por efecto del control. Reemplazando (3.30) en (3.29) se obtiene

zi= exp(ww;:&T) exp (jw;T 1— gg?) = ¢; exp (je,-) (3.31a)

en donde

¢; = yfa? + b} = exp (-—wi.f,fT) (3.31b)
&; = ta.n_nl(-—b.;/a,:) = wh/ 1- E’ET (3.31c)

De las expresiones (3.31) se obtiene

_ (@ +b) _ .
ST TH

wiy/1 - ¢% = Eﬂig’ﬂ = fo, (3.320)

Operando con las expresiones (3.32) se obtiene finalmente

= /12 + 3, (3.334)

i fl'
fi + 1,

wit; (3.32a)

A partir de las ecuaciones (3. 33) se puede estudiar la estructura controlada como un
sistema equivalente. Si w} y £ son mayores que los valores originales de la estructura sin
control, el sistema de control es eficiente para ese modo por cuanto se ha aumentado la
rigidez y el amortiguamiento. El procedimiento descrito en este subapartado se utiliza




58  Control predictivo en sistemas de proteccion sismica de estruciuras

como herramienta para el andlisis de la eficiencia del Control Predictivo en sistemas de 1
o varios grados de libertad.

En Andrade (1992) se presenta un estudio similar aplicable a sistemas con un grado
de libertad en el que las formulaciones en tiempo continuo y discreto se comsideran
equivalentes. En dicho estudio se obtienen intervalos de eficacia del control predictivo
en funcién de las caracteristicas de la matriz de ganancia D.

Cuando hay retardos no ha sido posible obtener expresiones equivalentes a (3.33).
No obstante, estudios numéricos desarrollados en Andrade (1992) y presentados en Lépez
Almansa et al. (1994) muestran que, para un nimero moderado de retardos, el efecto
del control sigue siendo aproximadamente equivalente a un aumento de la rigidez y del

amortiguamiento del sistema.

3.3.3 Indices de rendimiento y espectros de control

Para analizar el rendimiento de la accién de control hay que tener en cuenta los siguientes

purtos:

a) En estructuras de ingenieria civil sometidas a excitaciones sismicas u otras excitaciones
dindmicas transmitidas por la base el objetivo principal de la accién de control es Ia
disminucién del desplazamiento relativo y la aceleracién absoluta. La reduccién
del desplazamiento relativo miximo conduce a mejorar las condiciones de seguridad y
servicio de la estructura y; la disminucién de la aceleracién absoluta maxima mejora las
condiciones de confort humano y las solicitaciones a que se ven sometidos los elementos
no estructurales. Para cualquier otro tipo de accién dindmica no transmitida por la
base se trata simplemente de reducir el desplazamiento y la aceleracién ya que, por no
existir desplazamientos de Ia base, no hay distincién entre valores absolutos y relativos.

b) Las capacidades que deben poseer los mecanismos actuadores: fuerza de control
maxima que pueden aplicar a la estructura, y potencia instantinea maxima que

pueden desarrollar. .

¢) En estructuras de ingenieria civil es preciso tener en cuenta el efecto que producen las
fuerzas de control en la cimentacidn, es decir cémo se modifican & causa de la accidén
de control las fuerzas méximas en la base de la estructura.

El rendimiento de la accién de control se cuantifica mediante el estudio del comportamiento
de cinco indices de rendimiento adimensionales (A1, Ap, Az, Ay y Asg) que tienen que ver
con los tres puntos anteriores. Dichos indices se definen para cada modo o para sistemas

con un grado de libertad.

Una estructura sometida a cargas dindmicas puede fallar como producto de
desplazamientos excesivos, de ahi que dentro de la filosoffa de disefio, se hable
de los desplazamientos maximos que puede soportar una estructura ya sea para su
colapso definitivo o simplemente para pasar de un estado eldstico a uno plastico.




Elementos para un andlisis de eficiencia 59

Consecuenternente, €l objetivo primordial de la accién de control es reducir dicho
desplazamiento maximo, tal como ha sido dicho en el punto a) anterior. Los dos primeros
indices de rendimiento A; y As cuantifican los beneficios de la accién de control desde ¢l
punto de vista de la disminucién de la respuesta estructural. Para accién sfsmica (y otras

acciones dinamicas transmitidas por la base) se definen en la forma

ldrlmaz

Ay = ——= 3.34

= T e (3:34)
I&.rlmaz

Ag = Crlmaze (3.35)
|drlmaz

donde {d, oz ¥ [c'l'rlmw son, respectivamente, ¢l desplazamiento y la aceleracién maximos
relativos a la base de un sistema sin control; ¥ |drlmaz. |¢‘i.,|m,,;,3c son el desplazamiento y
1a aceleracién méaximos relativos a la base de la misma estructura cuando adicionalmente
a la excitacién actiian fuerzas de control activo. Para excitaciones no transmitidas por la

base A; y Ay se definen de la misma forma.

Las expresiones (3.34) y (3.35) muestran que A; y Az son adimensionales y por
tanto pueden representar el comportamiento de un sistema ante la accién de control
independientemente de las unidades en que se expresen las caracteristicas fisicas de la

estructura.

En caso de excitacién no transmitida por la base {no sismica) el control es beneficioso
para la estructura si los valores de los indices A; y Az son menores que la unidad, y aun
més beneficioso si éstos se aproximan a cero. 5i A; o A tiendenr a umo, la accién de
control no es adecuada, y la situacién es aun peor si estos indices son mayores que uUno,
ya que que en este caso la accién de control estd perjudicando a la estructura, es decir,
se est4 amplificando su respuesta en vez de disminuirla. El valor de A; representa el
pivel de seguridad de la estructura y el valor de A, corresponde fundamentalmente a las
condiciones de confort hurmnano y de seguridad de equipos e instalaciones.

En presencia de excitaciones transmitidas por la base (sismica), el indice A; tiene el
mismo significado que en el caso anterior. El indice A, carece de significado relevante ya
que la aceleracién relativa no caracteriza a las condiciones de confort humano. La mejora
en las condiciones de confort humano se expresa por la disminucién de la aceleracién
absoluta, la cual se analiza a partir del indice As que se define més adelante en la expresién
(3.38).

En un sistema real de control es necesario que existan mecanismos actuadores capaces
de aplicar a la estructura las fuerzas calculadas utilizando la estrategia de control, en este
caso control predictivo. Dichos mecanismos precisan tener capacidad para variar el valor
de la fuerza aplicada tan rapido como lo hace la fuerza de control calculada, es decir,
el valor del producto fuerza - velocidad = potencia debe ser compatible con la potencia
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requerida por el algoritmo de control,

De acuerdo con las consideraciones expuestas en el parrafo anterior, los indices Az y
A4 representan las prestaciones que se solicitan a los mecanismos actuadores y se definen

en la forma

JfCI‘m.aa:
Az = —T% 3.
5= [ Floes (3.36)

{f. Folmas
Ay = 222207 3.37
T 1 F Flmas (3:37)

donde f. representa la fuerza de control y f la fuerza de excitacién de acuerdo con (3.4a).
Cuando la excitacién es sismica basta con sustituir f(¢) por —ma(t) de acuerdo con (3.11).

Los valores éptimos de As son menores que la unidad, sin embargo valores mayores no
implican perjuicio a la estructura, sino simplemente representan necesidad de una fuerza
de control de mayor valor que la excitacién.

El indice A4 se relaciona con la potencia méxima que debe desarrollar el mecanismo
actuador. En efecto, tomando la idea fisica de que el mecanismo actuador puede estar
constituido por un sistema de pistones cuyo movimiento modifica el valor de la fuerza
aplicada, la velocidad de variacién de su movimiento multiplicada por la fuerza aplicada
da idea de la potencia instantédnea que desarrolla. De forma andloga, la velocidad con
que cambia la fuerza de excitacién multiplicada por la fuerza de excitacién da idea de la
potencia instantdnea que ésta posee. De la forma en que se han definido ambos productos
no tienen dimensiones de potencia, por lo que su denominacién correcta puede ser seudo-

potencia.

La relacién adimensional entre estas dos seudo-potencias estd representada por el
indice A4. También en este caso los valores menores que uno son 6ptimos, significando
que el mecanismo actuador puede tener una potencia menor que la maxima que tiene la
excitacién. Sin embargo si A4 es mayor que uno, el sistema de control no es perjudicial
para la estructura, simplemente el actuador debe tener mas potencia que la excitacién.

En presencia de excitaciones sismicas muchas veces se ha demostrado que el peor
dafio sufrido por estructuras no ha sido producto de que se hayan sobrepasado los valores
méaximos de desplazamiento, sino que ha ocurrido por fallo del suelo de cimentacién. Este
fenémeno hace que sea importante analizar también el efecto que produce en la cimentacién
¥ en el terreno el introducir fuerzas de control en la estructura. El indice Ag cuantifica la
accion del control sobre la cimentacién mediante Ia relacidn entre la fuerza total maxima
en la base de la estructura cuando hay control | folmas, ¥ la fuerza total maxima en la
base cuando no lo hay | filmae.
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Ay = Jelmez. (3.38a)

- lfbimaz

Puesto que |fblmaez Se relaciona con la aceleracién absoluta en (3.16), el indice Az

también es igual a

_ de@)lmez, (3.38)

5 —_— m
|de(t)lsmaz

TABLA 3.2

SIGNIFICADO DE LOS INDICES DE RENDIMIENTO
Excitacién transmitida por la base (sismica)

Indice Valor Sigrificado
Ay &dﬂ]’ﬂﬂ méaximo desplazamiento relativo
maT
(seguridad de la esiructura)
Az Il—fﬁllw fuerza de control maxima
.f maT
Ay fefelmas potencia instantinea mixima requerida
|f flmas
Ay Folmas cortante maximo en la base
f blmaz . .
: (seguridad en las cimentaciones)
Ag @M-’Mt aceleracién absoluta maxima
idt(t)imaw N N
(confort humano y seguridad de las instalaciones)

Para excitaciones transmitidas por la base (sismicas) el indice As tiene dos
significados: el primero de ellos (3.38b) relativo al grado de confort humano y de seguridad
de instalaciones que se puede tener dentro de una estructura al disminuir la aceleracién
total que experimenta, y el segundo (3.38a) referido a la fuerza mdixima que transmite la
estructura al terreno.

Cuando la excitacién o se transmite a través de la base, la ecuacién (3.15) muestra

que Ag = A, y por tanto dicho indice no tiene un significado especifico.

Para excitacién sismica los valores éptimos de Ag son menores que ]a unidad, lo cual
significa que la aceleracién total de la estructura con control es menor que la aceleracién
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sin control, y la fuerza maxima que se transmite a la base de la estructura disminuye por
efecto del control.

Bajo excitacién sismica (y, en general, bajo cualquier excitacién producida por
el movimiento del terreno) no se puede lograr simultdneamente una reduceién del
desplazamiento relativo (A;) y de la aceleracién absoluta (As), ya que ello implica
minimizar los movimientos relativos y absolutos al mismo tiermpo (una accién de control
intensa tiende a generar valores de A, proximos a 0 y de Ay préximos a 1), por lo que en
los objetivos de la estrategia de control es necesario buscar una solucidn de compromiso.
Los sistemas hibridos se disefian para cumplir ambas condiciones simultineamente.

En las tablas 3.2 y 3.3 se describen los significados e interpretaciones de los fndices
de rendimiento para, respectivamente, excitaciones transmitidas por la base (sismicas) y
excitaciones producidas por fuerzas dindmicas (no sismicas). En la tabla 3.3 se presentan
para A; y Ay las expresiones equivalentes a (3.34) y (3.35) cuando la excitacién no se
transmite a través de la base.

TABLA 3.3

SIGNIFICADO DE LOS INDICES DE RENDIMIENTO
Excitacién ne transmitida por la base

Indice Valor Significado
Ay %r"m—’ﬁ méximo desplazamiento
mar
(seguridad de la estructura)
Ag dlmaz aceleracién maxima
Idlmaz

{confort humano y seguridad de las instalaciones)

As J;f ez fuerza de control mixima
mazr

Ay {;_; ‘i ez potencia instantinea mixima requerida
mazr

Estos idices responden a la problemaética de control de la gran mayoria de estructuras
a las que les han sido aplicadas técnicas de control activo. En algunos casos particulares
puede ser necesario definir otros indices.

Los espectros de control se definen para un modo (o un sistema de un grado de libertad)
sometidos a una accién sinusoidal y a una accién de control, como curvas que representan
en abcisas a T,../T {cociente entre el periodo de la excitacién y el periodo de muestreo)
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y en ordenadas a uno de los {ndices de rendimiento A; definidos previamente.

Andrade (1992) presenta un estudio analitico del comportamiento de los espectros de
control que luego son verificados mediante el estudio numérico de varias experiencias de

control. E! aspecto general de un espectro de control para A se muestra en la figura 3.3.

12.

0. 100. 20 300. 400. 500.

0.
Texe/T

Figura 8.8 FEspectro de conirol aprozimado para Aq.

Las tres herramientas basicas presentadas en este apartado son utilizadas por Andrade
(1992) en un estudio numérico sistematico de la eficiencia de la accién de control cuyos

resultados se presentan en los dos apartados siguientes.
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3.4 ANALISIS NUMERICO DE EFICIENCIA EN SISTEMAS
DE 1 GRADO DE LIBERTAD. CONDICIONES IDEALES

Se estudia la eficacia del Control Predictivo analizando numéricamente la influencia
en el comportamiento del lazo cerrado de los pardmetros descritos en la tabla 3.1.
Posteriormente se indican los valores de dichos pardmetros que generan acciones de control
eficaces. Estos valores se presentan en forma de tablas y constituyen un criterio de partida

para el disefio de sistemas de control predictivo para proteccién sismica de estructuras.

Para la seleccién de estos valores se utilizan las tres herramientas de analisis descritas

en el apartado 3.3.

Se considera que el sistema de control trabaja en condiciones ideales cuando el
comportamiento real del sistema de control es igual al esperado, es decir: i) los parametros
de la estructura coinciden con los valores considerados en el algoritmo de control y ii) los
sensores, Jos actuadores y en general todos los elementos que intervienen en el lazo de

control funcionan correctamente.

Fl estudio realizado en este capitulo es valido para excitaciones sismicas (generadas
por un movimiento de la base) y no sismicas (provocadas por fuerzas dindmicas). El

anilisis en condiciones no ideales se desarrolla en el apartado 3.5.

Puesto que en este apartado el estudio se desarrolla en condiciones ideales, se tiene que
los pardmetros del lazo de control son iguales a los considerados en el modelo predictivo
(2.58):

A-A . B=B #,=n (3.39)

El estudio de la influencia de los pardmetros contenidos en la tabla 3.1 se divide en dos

partes:

1.- Se analiza la influencia de oot /T, 7/Qds A, for ¥ Toewe /T. Se seleccionan los valores
de dichos parametros que proporcionan acciones de control eficaces y se presentan en

forma de tablas.

o . Utilizando valores de 7/Qq, A ¥ #, recomendados en la parte anterior se estudia la
influencia de otros factores de menor importancia (como Q. /Qa ¥ £)-

Detalles complementarios de estos estudios pueden encontrarse en Andrade (1992). La

influencia de |fzlmez ¥ |fe- f.|mas s considera en el siguiente apartado.

La conclusién general de este apartado es que la estrategia de comtrol predictivo es
capaz de proporcionar acciones de control estables y eficaces para sistemas de 1 grado de
libertad en condiciones ideales de funcionamiento. A continuacién se describe la influencia

en el rendimiento de la accién de control de los pardmetros de la tabla 3.1.
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Teot/T. Para valores pequefios de este pardmetro (Tes/T < 25) es dificil generar
acciones de control eficaces especialmente para valores pequedios de Tez. /T (menores que
50), es decir, excitaciones con frecuencias altas. Los valores de T,,/T y de £’ no dependen

significativamente de este pardmetro.
¢. La influencia de este pardmetro es poco significativa.
Q./Qa. El valor éptimo de este pardmetro es 0.

r/Qq. En general, valores de r/Qq elevados (> 10%) generan acciones de control suaves
con escasa reduccién de la respuesta. Valores pequefios proporcionan acciones de control
mas enérgicas con grandes reducciones de la respuesta. Para r/Qq = 0 pueden aparecer
problemas de inestabilidad especialmente para A = 1§ Texe /T bajos.

M. Valores de A > 5 producen acciones de control suaves y valores menores de
dicho parametro producen acciones de control enérgicas. A = 1 genera comportamientos
cualitativamente distintos 2 A > 1. En general, es preferible considerar A> 1L

#,. Valores no nulos de #, deterioran la accién de control generando valores de Ay
As mayores que con 7, = 0.

Toze/T- Si Tewe/T < 50y Teat /T < 25 es dificil lograr acciones de control estables y

eficaces.

TABLA 3.8

INTERVALO DE VALORES RECOMENDADOS DE 2

Test/T
Sistemas 10 20 50 100 150 200 400
n.=0 1—2 2—4 2—-6 2-7 21 2—-8 2-10
n, # 0 2 3-4 3-6 3-7 3-7 3-8 3—-10

En las tablas 3.4 y 3.5 se presentan intervalos de valores de r/Qq recomendados en
funcién de T,y /T y A para, respectivamente, 1, = 0y n, # 0. A partir de dichos valores
de 7/Qq4 en la tabla 3.6 se recomiendan intervalos de valores de A en funcién de Ty /T
y n,. Los datos de estas tablas no pueden ser considerados como criterios definitivos de
disefio sino solamente como valores a partir de los cuales debe realizarse en cada caso

particular un estudio en mayor profundidad.
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3.5 ANALISIS NUMERICO DE EFICIENCIA EN SISTEMAS

DE 1 GRADO DE LIBERTAD. CONDICIONES IRREGULARES

En este apartado se presenta un anilisis numérico de la robustez del control predictivo
de estructuras. Dicho andlisis se realiza “a posteriori” (es decir, después de conocer de
acuerdo con el apartado anterior el comportamiento en condiciones ideales) y se limita
a sistemas con 1 grado de libertad. Se entiende por robustez el mantenimiento de las
caracteristicas de la accién de control bajo condiciones de funcionamiento irregulares, es
decir distintas de las idealmente consideradas.

En el apartado 3.4 se ha considerado que todos los elementos que intervienen en el lazo
de control se comportan de forma ideal: no existen errores de medida en los Sensores, no
hay discrepancias entre los pardmetros de la estructura y los valores utilizados para generar
el algoritmo de control, los mecanismos actuadores operan sin alcanzar sus condiciones de
saturacién y el tiempo de retardo considerado en el algoritmo de control coincide con el
valor real. En este apartado se estudia la sensibilidad de la accién de control respecto a
situaciones irregulares en cada uno de los aspectos anteriores.

Las herramientas de anslisis son las descritas en el apartado 3.3. Los valores propios
de la matriz A proporcionan informacién de la estabilidad del sisterna ¥ con los espectros
de control se analiza el deterioro en la eficiencia de la accién de control.

Debido a la gran extensién del anélisis, éste no puede ser exhaustivo. En cada caso de
diseflo se deben realizar andlisis de sensibilidad siguiendo las directrices a continuacién.

En este apartado se proponen los siguientes campos de estudio:
a) Errores relacionados con los sensores: calibracién incorrecta ¥ perturbaciones,

b) Errores en la estimacién de las caracteristicas dindmicas de la estructura (Test y &),
ocasionando discrepancias de valores en las matrices A y B respecto a las matrices A
y B.

c) Problemas con los mecanismos actuadores en lo referente a la fuerza méxima que
pueden aplicar y a la potencia méxima que pueden desarrollar. Ademads, también se
consideran diferencias entre el tiempo real de retardo en los actuadores n, y el valor

considerado en el lazo de control #,.

Las variaciones en las caracteristicas dindmicas de la estructura durante la accién de las
fuerzas de excitacién no son consideradas en este estudio, en Andrade (1992) se justifica

que ello no supone una restriccidn.

En la tabla 3.7 se resumen los aspectos estudiados en detalle por Andrade (1992) en lo

referente a andlisis de robustez y cuyos principales resultados se presentan a continuacién.

La conclusidn general de este apartado es que el control predictivo de estructuras
para sistemas con 1 grado de libertad es robusto frente a irregularidades moderadas del
funcionamiento del lazo de control pero puede ser sensible a situaciones irregulares de
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TABLA 3.7
ASPECTOS CONSIDERADOS EN EL ANALISIS DE ROBUSTEZ
DEL CONTROL PREDICTIVO DE ESTRUCTURAS
Elemento Problema
Errores de tipo aditivo en la medida del
desplazamiento y la velocidad.
Sensores Brrores de tipo multiplicativo en la medida del
desplazamiento y la velocidad.
Presencia de perturbacién aleatoria: ruido blanco.
Algoritmo Errores en la identificacién de los
de control valores de T.,: ¥ £.
Trabajo en condiciones de saturacion.
Mecanismos Valores limites: |fclmaz ¥ [fefelmaz
actuadores
Discrepancias entre el tiempo de retardo supuesto
y el real del sistema: #, # n,.

mayor importancia. Conclusiones particulares son las siguientes:

Sensores.- El control es robusto frente a errores multiplicativos de medida y frente a
errores aditivos sistematicos de magnitud moderada. Es sensible a errores aditivos elevados

o a perturbaciones aleatorias aditivas.

Algoritmo de control.- El sistema es robusto ante errores moderados en la estimacién

del amortiguamiento y del periodo natural de la estructura.

importantes (en especial por defecto) de estimacién de dicho periodo.

Es sensible a errores

Actuadores.- El sistema es robusto frente limitaciones moderadas de la fuerza de
control y de la potencia requerida pero es sensible a restricciones significativas de dichas
magnitudes. El sistema es robusto frente a discrepancias entre 2, y n, sift, > 2y sensible

sifi, < 2.
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3.6 COMENTARIOS FINALES

En este capitulo se han presentado los elementos a partir de los cuales se realiza en el
capitulo siguiente un analisis numérico de la eficacia de la estrategia de control predictivo
para reducir la respuesta dindmica de estructuras modeladas como sistemas de varios
grados de libertad.

Para desarrollar dicho anilisis se han tenido en cuenta todos los elementos que
intervienen en el lazo de control, especialmente la estructura, el algoritmo de control, los
sensores, los actuadores y la excitacién. La influencia de estos elementos en el rendimiento
del control se analiza estudiando el efecto de los parametros que los caracterizan. Los
pardmetros cuya influencia en la accién de control es méas importante son el periodo natural
de la estructura, el periodo predominante de la excitacién y otros parametros propios del
algoritmo de control predictivo. Para obtener un anilisis con la mayor generalidad posible
los pardmetros han sido normalizados de forma adimensional.

El comportamiento dindmico de la estructura se ha representado por un modelo
matematico (ecuaciones del movimiento en derivadas parciales o ecuaciones vectoriales
fruto de una discretizacién espacial) que puede descomponerse (en coordenadas modales)

en sistemas desacoplados de un grado de libertad.

Se han presentado las herramientas fundamentales de andlisis relacionadas con el
estudio de la estabilidad del lazo cerrado de control, con las caracteristicas dindmicas

equivalentes de la estructura y con los espectros de control.

La complejidad de las expresiones analiticas que definen al control predictivo hace
que sea dificil establecer la influencia de los parametros que se estudian por lo que
es imprescindible realizar un andlisis numérico. Dicho anélisis consiste en someter a
experiencias de control a estructuras con 1 grado de libertad a excitaciones arménicas.

El andlisis numérico para sistemas de un grado de libertad se realiza desde dos puntos
de vista: el primero en condiciones ideales, y el segundo orientado al estudio de la robustez.
El andlisis en condiciones ideales (apartado 3.4) consiste en considerar que todos los
parametros del algoritmo de control estdn correctamente estimados y no existe ningiin
problema de funcionamiento los mecanismos actuadores y en los sensores. FEl analisis
de robustez (apartado 3.5) considera distintas situaciones irregulares de los elementos
que intervienen en el lazo cerrado de control: discrepancias entre los pardmetros de la
estructura y los que definen el algoritmo de control, funcionamiento de los actuadores
en condiciones de saturacién, errores en la medida de los sensores y otros problemas que

pueden surgir en la implementacién real de un sistema de control.

Las tablas de valores recomendados para los distintos pardmetros deben tomarse como
valores de partida a partir de los cuales se debe ajustar el disefio definitivo del sistema de

control.
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Capitulo 4

APLICACION DEL ANALISIS DE EFICIENCIA A
SISTEMAS DE VARIOS GRADOS DE LIBERTAD

4.1 INTRODUCCION

En el capitulo 3 se ha presentado resultados de un estudio numérico de las condiciones de
eficiencia del control predictivo de estructuras modeladas como sistemas de un grado de
libertad. En el apartado 3.4 se considera que el 1azo de control evoluciona bajo condiciones
ideales y en el apartado 3.5 se plantea diversos problemas (andlisis de robustez) que pueden
darse en la implementacién de sistemas de control y su repercusién en la eficiencia de éstos.
El objetivo de este capitulo es la atilizacién de las conclusiones surgidas del estudio de
sistemas de un grado de libertad en el disefio e implementacién de controladores para
estructuras con varios grados de libertad. Para ello un sistema de n grados de libertad,
a través de un desacoplamiento modal, se transforma en un conjunto de n sistemas
independientes de un grado de libertad, para cada uno de los cuales se seleccionan los
valores de A y r/Qq de formaindependiente utilizando los criterios de eficiencia del capitulo

anterior de acuerdo con las caracteristicas de cada modo.

Una vez formulado el control predictivo modal independiente, se analizan tres casos
posibles de implementacién real de este control. En los dos primeros se considera que
existen sensores en cada uno de los grados de libertad, de tal manera que se conoce el
estado completo de la estructura. En el primer caso, se considera la implementacién con
un pumero de actuadores igual al mimero de grados de libertad de la estructura. En
el segundo, se utiliza un mimero menor de actuadores. El tercer caso, con vistas a una
implementacién més realista, utiliza un ntdmero de sensores y de actuadores menor que el

numero de grados de libertad.

Debido a la imposibilidad de realizar un estudio exhaustivo Ia efectividad del control
se analiza mediante ejemplos numéricos sobre tres estructuras de edificacién sometidas a
acciones sismicas: i) un modelo a escala 1:4 de una estructura experimental de seis plantas
que se encuentra en la “University of New York at Buffalo”; ii) un modelo de laboratorio
de un edificio dotado con un sistema de aislamiento de base existente en la “University
of California at Berkeley” y iii) la estructura de un edificio de 6 plantas a escala real
construido en Japén por la compafiia Takenaka con fines de ensayos de campo de control

activo.
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4.2 CONTROL PREDICTIVO MODAL INDEPENDIENTE

La ecuacién de movimiento de una estructura sometida a una excitacién exterior F)ya

acciones de control f, (¢t — 7,) de acuerdo con (2.30) es

Md(t) + Cd(t) + Kd(t) = f(t) + £.(t — 7)

(4.1)

el vector f, tiene n componentes, uno por grado de libertad del modelo de la estructura.

El estudio del comportamiento dindmico de la estructura se puede realizar por medio
del andlisis de n sistemas independientes de un grado de libertad, cada uno correspondiente

a un modo de vibracién de la estructura.

Sea & la matriz de cambio de base (dimensién n X n) de coordenadas modales 7 a

generales d, de tal forma que

d=%n d=8%y d=%4H

n=%'d #p=9'd H=81d
¥ que cumple la condicién de ser ortonormal a través de la matriz M:
FME=1

donde I es la matriz identidad.

Sustituyendo (4.2) en (4.1) y premultiplicando por $* se obtiene
S MEii(1) + FCBH(t) + B KEy(t) = $1() + B£.(t)
que se transforma en

(e + Ci(t) + D¥n(t) = £*(t) + £3(t — =)

donde
C* = $'CP
Q= $KP
f=#f

£ = %1,

(4.2q)

(4.26)

(4.3)

(4.4)

(4.5a)
(4.5b)
(4.5¢)

(4.5d)
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(4.4) es la ecuacién del movimiento en coordenadas modales. La matriz § es una matriz
diagonal que contiene las 7 frecuencias de vibracién w;, ya que & es ortogonal respecto a

K al provenir de la solucién del problema de valores propios (K — w?M)¢ = 0.

wh
w
Q - 2 ) (4.6)

Wn

La matriz C* en general no es diagonal, sin embargo si el amortiguamiento es de tipo
clsico la matriz de amortiguamiento en coordenadas modales C'* es diagonal. Del estudio
de robustez (apartado 3.5) se puede deducir que parece factible aproximar una matriz de
amortiguamiento cualquiera por una matriz € de tipo clisico ya que el amortiguamiento
natural de la estructura casi no influye en la respuesta con control (Andrade, 1992). Por
tanto, se considerardn dnicamente matrices con amortiguamiento de este tipo, de tal forma

que C* sea diagonal e igual a

2£1wy
26w
¢ = e (4.7)

26pwn

La ecuacién (4.4) se descompone en 7 ecuaciones independientes

Fi(t) + 26wi mi(t) + 0 m(t) = FO) + 50 - 7) (¢=1,...,n) (4.8)

en cada una de las cuales se pretende generar fuerzas de control modal f}, que sean funcion
de sus coordenadas modales 7; ¥ 7 (Meirovitch, 1990). Estas fuerzas de control modal
se generan a partir de la estrategia de control predictivo. En adelante se presenta el
desarrollo para la obtencién de dichas fuerzas. Utilizando representacién de estado para
(4.8) se obtiene

mE)\ [ 0 1 7i(t) 0 0 “
(ﬁi(t)) - (‘W-E" —251‘“’1') (ﬁi(t)) ’ (fi(t)) ¥ (ff;(t_"f)) (4:92)

o lo que es lo mismo

Zi(t) = FiZi(t) + v} (t) + v (2) (4.9b)
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donde
Zi(t) = ( Zg;) (4.9¢)
Fi= (“32 __2;_%.) (4.94)
vi(t) = ( ﬁ_‘(’t)) (£9¢)
0= () o

La solucién en tiempo continuo de (4.9b) de acuerdo con (2.32a) y (2.33) es

Z;(t) = exp[F;i(t — t0)]Z;(to) + ./;: exp[Fi(t — 7)][v}.(v) + v} (r)]dr (4.10)

Discretizando temporalmente con un periodo constante At, de igual forma que en el
subapartado 2.4.1, la ecuacién (4.10) se transforma de acuerdo con (2.40) en

Z.(k +1) = A1 Zi(k) + Pui(k + 1) + Py,[uf(k + 1) — v} (k)] + PLok(k)  (4.11)

donde A7, P}, P; son matrices constantes de dimensiones de 2 x 2 definidas por

A] = exp(AtF;) (4.12a)
Py =F'(4 - I) (4.120)
P}, = F;1 (—-P* - A7) (4.12¢)

La matriz A es la matriz del sistema del modo ¢ en tiempo discreto.

A partir de (4.11) se puede plantear el modelo predictivo, en el cual no se incluye la

excitacion exterior:

Zi(k+jik) = A; Zi(k+5~1k)+ B fr(k+j—1—-n,Jk) (= 1.+, A+ 7,) (4.13)

en donde A; es el valor estimado de A, Zyk + jlk} el valor predicho de Z; y
f*(k +3 — 1 — #,[k) el valor predicho de f7, y
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v es 0
B =P, L=P;, ( 1) (4.14)

siendo P:' el valor estimado de Pj,. Utilizando (4.13) se deducen las fuerzas de control

de forma similar a (2.74), con lo que se obtiene

fé“.—(k)=—f’*i($§g) __if{;;f;(k—j) (i=1,...,n) (4.15)

i=t
donde D" se puede denominar matriz de ganancia modal y es de la forma

D= (b1, D3) (4.16)

Los coeficientes D}, y D3, se calculan por las expresiones generales (4.52a) y (4.52b)
respectivamente. Los coeficientes ff:; se calculan por la ecuacién general (4.55b).

La expresién (4.15) permite calcular el valor de la fuerza de control modal S,
independientemente para cada modo. Si se eligen los valores de 7/Qq¢ ¥ A (para cada
modo) de acuerdo con los criterios de eficiencia del capitulo anterior la accién de control

sera, en general, eficiente.

Debido a que mo es posible aplicar directamente las fuerzas modales fX sobre la
estructura ya que son funcién de variables que fisicamente no son medibles, ¥y las
coordenadas modales no representan puntos de aplicacién en el espacio, es necesario
transformarlas en magnitudes factibles de ser aplicadas sobre la estructura. Dichas
magnitudes deben cumplir dos requisitos: 1) ser funcién de variables fisicas medibles;
2) tener puntos de aplicacién en el espacio. Las sefiales de control contenidas en el vector

u que se define més adelante satisfacen ambos requerimientos.

En los apartados siguientes se considera la transformacién de estas fuerzas de control
modal f* en sefiales de control en coordenadas generales u y se analiza la posibilidad de

jmplementarlas con un nimero variable de actuadores y/o sensores.

4.3 IMPLEMENTACION CON UN ACTUADOR Y UN SENSOR
EN CADA GRADO DE LIBERTAD

En este caso se considera igual nmimero de sensores y actuadores que de grados de libertad.
En el subapartado 4.3.1 se describe la formulacién general del problema y en el subapartado

4.3.2 se presentan ejemplos numéricos de simulacion.
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4.3.1 Implementacién

Como las fuerzas modales de control f* no se pueden aplicar directamente a la estructura
ya que no son fisicamente materializables por no tener puntos de aplicacién ni ser medibles
las coordenadas 0, es necesario transformar las fuerzas modales f* en sefiales de control

realmente implementables en un sistema de control.

Las n fuerzas modales en (4.15) pueden expresarse matricialmente por

=0 (1) - S kir - (417

K n . .’ Folit . - o’
donde D' es una matriz de dimensidn n X 2n y K ; son matrices de dimensién n X n.

~ ok . . % A e
D' esté formada por dos submatrices diagonales n X n D, y D,, cada una de las cuales
contiene los n elementos 1‘){‘. y f);“, de cada modo, es decir

D" =(D; D) (4.18q)
Dz,
bl = b (4.185)
Dt
D3, )
. Dy
b= B (4.18¢)
Dy

Los elementos de la matriz 1): corresponden a los desplazamientos 5 en (4.17) mientras que
los de .b; corresponden a las velocidades #. Las matrices diagonales n x n ff; contienen
igualmente los n coeficientes K 5 de cada modo

k; = o (4.184)
£,

Puesto que existe una fuerza de control por cada grado de libertad, el vector de fuerzas

de control en coordenadas generales f, puede escribirse como
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§.(k) = Mu(k) (4.19)

donde # (que tiene dimensién de aceleraci6n) es la sefial de control. Sustituyendo (4.19)
en (4.5d) se obtiene

£ (k) = $ Mu(k) (4.20)

La ecuacién (4.20) establece una relacién directa entre las fuerzas de control modal f7
generadas por algoritmos de control predictivos y las sefiales de control u que se aplican a
la estructura.

La relacién inversa de (4.20) siempre existe puesto que $* y M son matrices cuadradas

y no singulares. Operando en (4.3) se obtiene

@y '1=M% {(4.21a)

31 =%M (4.21b)

Sustituyendo (4.21b) en (4.20) resulta

u(k) = &f2(k) (4.22)

La expresién (4.22) muestra que en este caso es posible aplicar sobre la estructura
sefiales de comtrol contenidas en u de forma que las fuerzas de control modales f¢
tomen los valores requeridos por las estrategias de control consideradas en cada modo.
Clonsecuentemente, si los valores de Ay » /Qq se seleccionan para cada modo de acuerdo

con las recomendaciones del capitulo 3 la accién de control en general serd eficaz.

La ecuacién matricial (4.17) se puede expresar en funcién de las coordenadas medibles
d y d utilizando las relaciones (4.2b)

Fi))=-D" (::1‘;%2) - LK) (429)

Premultiplicando (4.23) por & y haciendo uso de (4.22), (4.20), (4.21b) y de la definicién
de 1a matriz de ganancia dada en (4.18) se tiene

u(k) = - (8D]#'M 3D M) (322) ~ \Z 3K ' Mu(k - j) (4.24)

g=1
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Se introducen las matrices de orden n X n

G, = 8D, &M (4.250)
G, =8D,8'M (4.25b)
E; = 8K, 8'M (4.25¢)

que permiten calcular las sefiales de control v (aceleraciones) por la expresién

u(k) = -G (:E:;) - ii‘,‘,—u(k —7) (4.26a}

donde

-

C=(G &) (4.263)

es de dimensién » X 2n. & y G son las matrices de ganancia del control en coordenadas
generales. Nétese que de acuerdo con el procedimiento aqui descrito estas matrices se han
generado a partir de las matrices de ganancia del control independiente para cada modo
D!y b;.

La expresién (4.262) permite que se implemente el cdlculo de la sefial de control u en
funcién de variables fisicas medibles d y d.

Por iltimo, las fuerzas de control en coordenadas generales f. se obtienen al
reemplazar (4.26a) en la expresién (4.19).
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En el presente subapartado se analiza a partir de un ejemplo la utilidad de los valores

TABLA 4.1

ESTRUCTURA DE LA UNIVERSIDAD DE BUFFALO

3.1879 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Matriz de 0.0 3.1879 8.0 0.0 0.0 0.0
Masa 0.0 0.0 3.1879 0.0 0.0 0.0
[EN s?/m] 0.0 0.0 0.0 3.1879 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 3.1879 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 3.1879
6.5080  -0.4169  -1.3930  -0.7441  2.0382  -1.2086
Matriz de -0.4169  3.4605  -2.1900  0.1976 0.4171  -0.0904
Amortiguamiento 1.3930  -2.1000  4.3428  -0.6368  -0.6766  0.6788
[kN s/m] -0.7441 0.1976  -0.6368  2.6856  -1.1980  0.5488
2.0382 0.4171  -0.6766  -1.1980  3.9167  -1.4660
-1.2086  -0.0904  0.6788 0.5488  -1.4660  2.2427
14332.58  -3988.15  -395.64  -164.23  -278.19  -101.32
Matziz de .3088.15  12318.34 -8153.99  -03.37 247.57  -81.48
Rigidez _395.64  -8153.99  12868.11 -4T15.70  343.20  -156.12
[kN/m] J164.23  -93.37  -47T15.70  9363.11  -4742.73  102.04
278,19 247.57 343.20  -4T42.73  9635.76  -5128.80
-101.32  -81.48  -156.12 102,04  -5128.80  5047.67
w fradfs] 9.80 28.84 49.70 65.66 71.86 84.07
Ton/T (T = 0,01 35) 64.11 21.79 12.64 9.57 8.74 7.47
£ [%) 2.34 0.59 0.61 2.16 0.80 1.11
Participacién modal [%) 83.50 9.08 1.35 4.44 1.44 0.19
0.024 -0.046 -0.054 0.179 0.127 -0.065
0.059 -0.128 -0.094 0.029 -0.061 0.147
Matriz modal 0.077 -0.127 -0.023 -0.084 -0,037 -0.155
normalizada 0.105 -0.051 0.152 -0.039 0.112 0.065
0.124 0.061 0.072 0.111 -0.132 -0.028
0.136 0.118 -0.119 -0.067 0.060 0.010
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recomendados por las tablas 3.4, 3.5 y 3.6 para disefiar acciones de control modal eficaces.
En este subapartado se presentan las tablas 4.1 a 4.5 y las figuras 4.1 a 4.9.

Se llevan a cabo ensayos de simulacién numérica sobre el modelo a escala 1:4 de
una estructura de 6 plantas que se encuentra en el laboratorio de SUNY /Buffalo, cuyas
caracteristicas (Wang, 1991) se detallan en la tabla 4.1. Se ha seleccionado este modelo por
el gran nimero de ensayos experimentales y de simulacién que se realizan sobre él, lo que
puede permitir en una etapa posterior comparar con los resultados de otras metodologias
¥ algoritmos de control.

El modelo se somete a la accién de 4 sismos, todos ellos normalizados a una amplitud
maxima de 0.075 g y con una duracién de 20 s. En la figura 4.1 se presentan los

acelerogramas de estos sismos.

Se plantean 9 condiciones de control (denominadas 4; a Ap). Las condiciones de
control para los nueve casos se encuentran detalladas en la tabla 4.2. Ei periodo de

muestreo T es 0.01 s.

En la tabla 4.3 se presentan los valores de las frecuencias ¥y amortiguamientos
equivalentes por efecto del control para los casos A; a A;. Estos valores equivalentes
se obtienen tal como se describe en el apartado 4.5. Para los casos Ag y Ay estos valores
no pueden obtenerse mediante la formulacion presentada en el apartado 4.5 ya que el
sistema tiene retardos. La comparacién entre los valores de w}, & en la tabla 4.3 y de w;,
§: en la tabla 4.1 pone de manifiesto la eficacia de la accién de control con excepcién del

caso Asz.

En la tabla 4.4 se muestran los valores maximos ¥y medios cuadrdticos del
desplazamiento relativo y aceleracién relativa en el sexto piso y los valores maximos y
medios cuadraticos de las 6 sefiales de control. Las siglas SC significan “Sin Control”. La
conclusién general de la tabla 4.4 confirma la de la tabla 4.3 y las de las figuras 4.2 a 4.9.

En el caso 4; las matrices de ganancia modal D; y D), definidas en (4.18) se generan
al imponer las condiciones de eficiencia recomendadas en las tablas 3.4 ¥y 3.6. Esta
condicién de control produce un aumento sustancial de las frecuencias ¥ amortiguamientos
equivalentes de la estructura para los 6 modos (tabla 4.3). La reduccién de la respuesta
es muy considerable respecto al caso SC tal como muestra la tabla 4.4.
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Figura 4.2 Reduccién del desplazamiento relativo del sezto piso. Sismo de El Centro. a)

Caso Ay b} Caso As.

0. En términos generales,

El caso A, corresponde a un caso extremo en el cual 7/Qq

A, conduce a resultados de control similares que A; como se puede observar en las tablas

4.3 v 4.4.

El caso As corresponde a otro caso extremo en el cual 7 /Qq toma un valor mayor que

¢l limite superior de la tabla 5.6. Bajo estas con iciones el control es ineficiente, ya que no

modifica de forma importante las caracteristicas dindmicas de la estructura y la respuesta

se asimila a la del caso SC como se muestra en la tabla 4.4.

Los casos A4, As y Ag se proponen con el fin de obtener un compromiso entre

disminucién de respuesta y fuerzas de control requeridas, es decir buscar un nivel de

reduccién no tan importante como el que proporciona A; a cambio de obtener menores

sefiales de control. En términos generales el caso As se adecda a este objetivo mejor que
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Figura 4.3 Mddulo de la transformada discreta de Fourier del desplazamiento relativo del

sexto piso. a) Caso SC b) Caso A, c) Caso As.
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Figura 4.4 Reduccidn de lo aceleracion velative del sesto piso. Sismo de El Centro. o)
Caso Ay b) Caso As.

los casos Ay ¥y As.

Fa el caso de control A7 se considera un valor del horizonte de prediccion (A =4)
comiin a todos los modos. En este caso los resultados del control son similares al caso A
por cuanto en ambos, para los primeros modos de vibracién (que son los importantes) se

mantienen las mismas condiciones de control.

Los casos Ag y Ag constituyen el estudio con retardos de sus homélogos As ¥ Ai.
Rl deterioro de la accién de control se refleja sobre todo en un aumento de los valores

maximos y medios cuadraticos de las sefiales de control.

En las figuras 4.2 a 4.9 se comparan desde distintos puntos de vista los casos A1 ¥
As. Dichos casos generan acciones de control eficientes. La principal diferencia es que con
el caso A; se logran mayores reducciones de la respuesta aunque con fuerzas de control

ligeramente superiores.

En las figuras en las que se superponen curvas correspondientes a casos con y sin
control, las lineas de trazo continuo representan casos con control y las lineas de trazo

discontinuo representan casos sin control.

En la figura 4.2 se presenta la comparacién del desplazamiento relativo de la sexta
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Figura 4.8 Sedales de conirol para el piso sexto. a) Caso Ay b) Caso As.

planta entre el caso sin control y los casos A; v As. El caso A; produce mayor reduceién
de la respuesta. La figura 4.3 presenta los médulos de la transformada discreta de Fourier
para los casos considerados en la figura 4.2. Los espectros de la figura 4.3 muestran que
el caso Ay los valores del espectro son menores y méas uniformes que el caso As. Ello

confirma las conclusiones de la figura 4.2.

De forma similar a las figuras 4.2 y 4.3, las figuras 4.4 y 4.5 presentan las historias
temporales y los médulos de la transformacién de Fourier de la aceleracién relativa del
sexto piso para los casos anteriores. Fl caso A; proporciona una mayor reduccion de

respuesta (figura 4.4) y un espectro mds uniforme y con valores mds pequefios (figura 4.5).

La tabla 4.4 muestra que el valor de la fuerza maxima de control en la sexta planta
ug no dismimuye para el caso As respecto al caso A;. En la figura 4.6 se presenta la

historia temporal de dichas sefiales de control ug para ambos casos y en la figura 4.7 su
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Figura 4.7 Médulo de la transformada discreta de Fourier de la sefial de control en el piso
sexto. a} Caso A; b) Caso As.

transformada de Fourier. Para el caso A; se aprecia que la fuerza de control tiene un

contenido de frecuencias mucho més uniforme que en As.

La diferencia entre las sefiales de control en el piso 1 es mucho m4s fécil de apreciar
en la figuras 4.8, en la que el caso A; presenta una fuerza de control mucho mas irregular
que la generada en As. El espectro de amplitudes de Fourier (figura 4.9) demuestra que
la fuerza generada por As practicamente tiene contenido de frecuencias entre 0 y 50 rad/s
mientras que la generada por A; tiene una banda mucho m4s ancha donde el contenido de
frecuencias es més uniforme (0-40 rad/s) y ademas el resto de frecuencias (> 40 rad/s)

tienen mucha representatividad.

En la tabla 4.5 se presenta un resumen de resultados para los dos casos de control
seleccionados A; y 4y para diferentes sismos. En ellos se verifica que la seleccién del
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0. s. 10, 5. 20.
tiempo (s)
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Figura 4.8 Seiiales de control en el primer piso. a) Caso A; b) Caso As.

caso A; es la mas adecuada ya que las fuerzas de control al tener un mayor contenido de
frecuencias se adectian mejor a los movimientos sismicos. Con ello se confirma que optar
por los valores de A y r/Qq recomendados en el capitulo 3 constituye en este caso una

seleccién adecuada para generar las matrices de control modal.
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4.4 IMPLEMENTACION CON NUMERO REDUCIDO DE ACTUADORES

En este apartado se considera que se dispone tinicamente de un nimero s de actuadores
(s < n). Para la generacién de la seiial de control ¥ de dimensién s se consideran dos
operaciones: 1) generar n fierzas modales independientes f; (una por cada modo) en las
cuales se imponen condiciones de eficiencia; 2) transformar f* en el vector de control u
que es el que realmente se aplica a la estructura. La operacién 1) se realiza de la forma
descrita en el apartado anterior. A continuacién se describe la problemética relacionada

con la operacién 2).

En el caso descrito en el apartado 4.3, la expresién (4.22) proporciona una relacién
biunivoca entre la sefial de control u y el vector de fuerzas modales f; através de la matriz
modal €. En el caso de implementacién que se considera en este apartado, el vector u
tiene s componentes y f; tiene n componentes por lo que, en general, no es posible hallar
un valor de u que genere el valor deseado de f*. En el subapartado 4.4.1 se presenta
una expresién equivalente a (4.20) para el caso s < n. Ya que dicha ecuacién no tiene
solucién en wu, en los subapartados 4.4.2 y 4.4.3 se presentan dos métodos de resolucién
aproximada de dicha ecuacién. La no existencia de una relacién biunivoca entre u y I
hace que la seleccién de los valores de A y »/Qg de acuerdo con los criterios del capitulo 3
no sea una garantia suficiente de estabilidad y eficacia de la accién de control global. En
el subapartado 4.4.4 se presentan criterios de evaluacién de la estabilidad y la eficacia del
control global. Por dltimo en el subapartado 4.4.5 se utiliza la metodologia propuesta en
este apartado en el ejemplo ya considerado en el subapartado 4.2.2.

4.4.1 Formulacién

El vector de las n fuerzas de control en coordenadas generales f. se relaciona con el vector

de las s seales de control 4 mediante la expresién

F.(k) = MJu(k) (4.27)
donde la matriz J (dimensién n x s) contiene en cada columna solamente un 1 y 0 en el

resto; la localizacién del 1 corresponde al grado de libertad en el cual est4 localizado el

actuador.

Las n fuerzas de control modal f se obtienen mediante la relacién (4.5d) que

reemplazada en (4.27) proporciona
Fi(k) = & MJu(k) (4.28)
Se introduce la matriz A de dimensién n x s dada por

A=8%"MJ (4.29)
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de tal forma que (4.28) se escribe de la forma

£2(k) = Au(k) (4.30)

Para la implementacién del control es necesario buscar una relacién que permita
obtener las sefiales de control u en funcién de las fuerzas modales f; deseadas. Puesto
que la relacién inversa de (4.30) no existe ya que la matriz A ni siquiera es cuadrada, es
necesario buscar un vector u(k) que aproxime la expresién (4.30). Para dicha aproximacion
se consideran dos criterios; minimizacién de una funcién de coste cuadratica y control de
s modos despreciando el efecto sobre los restantes (Lopez Almansa et al. 1991). Ambos

procedimientos se describen, respectivamente, en los subapartados 4.4.2 y 4.4.3.

Ya que en ambos procedimientos (4.30) no se cumple, la seleccién de los valores de
Ay r/Qqg (siguiendo las directrices del capitulo 3) para que generen acciones de control
eficaces en cada modo no garantiza necesariamente que la accién de control global sea
eficaz (ni siquiera estable). El anilisis de la estabilidad y la eficiencia del control global se
hace de forma numérica en el subapartado 4.4.5 a partir de un ejemplo concreto utilizando

los criterios expuestos en el subapartado 4.4.4.

4.4.2 Solucién por minimos cuadrados

Se trata de obtener el valor de u que proporciona el menor error minimizando una funcién

de coste Jy dada por

Ta = (f: - Aw)'O(f: — Au) (4.31)

donde © es una matriz de peso semidefinida positiva. Si, como es habitual, la matriz 6
se elige diagonal el elemento ©; de la diagonal principal representa la intensidad con que

se desea controlar al modo <.

El vector u que minimiza a Jj se obtiene anulando el gradiente en la direccién de u.

Derivando con respecto a % en (4.31) resulta

aJA . _ At * .
S = —AB(f: — Aw) = 0 (4.32)

de donde

u="T,f, (4.33)

T, es la matriz de dimensién s X n dada por

T'y=(A'GA)'A'O (4.34)
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Un caso particular es utilizar ® = I (cuando se pretende controlar a todos los modos con
igual intensidad) con lo que F'5 se reduce a la denominada seudo-inversa de A

Tp=(A*A)1Af (4.35)

Si ademds s = n, la matriz J es igual a la identidad y (4.29) y (4.3) muestran que
A = &7, sustituyendo dicho resultado en (4.35) resulta que I's = & y la expresién (4.33)
se convierte, para este caso particular en (4.22), es decir, la relacién inversa de (4.20).

La expresién (4.33) es la que permite obtener las s sefiales de control aproximadas en
coordenadas generales. Las n fuerzas modales de control f* se obtienen al igual que en el
apartado 4.3 por la expresién matricial (4.17). Premultiplicando (4.17) por T's, haciendo
uso de (4.2b) y de (4.30) se obtiene

u(k) = — (TAD; &1 T,D;81) (:Eg ) - iI'Af(;Au(k -7) (4.36)

=1

que se simplifica a

W)= - (F1 F2)e(k)- 3" Bu(k - j) (437)

=1

donde, utilizando (4.21b}, se definen las matrices

Fi =T D #'M (4.38q)
Fy =T\D, #M (4.38b)
F=(i F,) (4.38¢)

B, =T,\K;A (4.38d)

La relacién (4.37) es la que se utiliza para generar la accién de control que se aplica
a la estructura en funcién de la respuesta medida en todos los grados de libertad.

Las matrices de ganancia F; y I, de dimensién s X n se obtienen de acuerdo con
(4.38) a partir de las matrices de ganancia modal D: ¥ 1:); Estas tltimas se generan a
partir de imponer condiciones de eficiencia sobre cada modo segiin las recomendaciones
del capitulo 3. .i)j son matrices de dimensién s X s que asimismo se obtienen a partir de
las matrices de memoria modales K ; seglin (4.38d).
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Es importante insistir en que no es posible generar las n fuerzas originales de control
modal f* dadas por (4.17) a partir de las s sefiales de control u dadas por (4.37). Ello
es debido al proceso de seudoinversion necesario para obtener las matrices Fy, F,y f’:
Si en dicho proceso @4y =+ =@, =0, es decir, se pretende controlar Unicamente los
m primeros modos, las fuerzas modales f& .., f%, mo son nulas, es decir se produce
una transferencia-de excitacién desde Jos m modos controlados a los n — m modos no

controlados. Dicho fenémeno se conoce en lengua inglesa como spillover (Balas, 1978).

4.4.3 Solucién despreciando modos residuales

Si se pretende controlar inicamente s modos (generalmente los s primeros), las n — s
ltimas componentes del vector f son nulas y la expresién (4.30) puede ser descompuesta

en. dos partes

I, = A u(k) (4.39q)
0=A,_,u(k) (4.395)
En donde
fé (k)
RO (4.40a)
o, (k)
4
A, =1 P | MJ (4.400)
P,
¢,
Aoy=| + |MJ (4.40c)
@,

En (4.40b) y (4.40c) &; es la i-ésima columna de la matriz modal &.

Puesto que, obviamente, la matriz cuadrada A, tiene rango s la expresién {4.39a)

puede ser invertida para proporcionar el valor de u(k):

u(k) = A7 £2,(K) (4.41)

Ya que la igualdad (4.39b) no se cumple, los modos residuales (los n — s modos

superiores) se ven excitados apareciendo (al igual que en el método descrito en el
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subapartado 4.4.2) transferencia de excitacién desde los modos controlados a los no

controlados.

A partir de (4.41) el procedimiento de control se implementa de forma similar al caso
descrito en el apartado 4.3 (a partir de (4.33)).

4.4.4 Estabilidad y eficacia

Tal como se comenta al final del subapartado 4.4.1, ya que (4.30) no se cumple, la eleccién
de A y 7/Q)q para generar acciones de control estables y eficaces en cada modo no permite
asegurar que la accién de control resultante sea estable y/o eficaz, de modo que puede ser
preciso modificar dichos valores hasta obtener resultados satisfactorios. Los criterios de
modificacién de A y 7/Qgq son practicamente empiricos.

En este subapartado se presentan herramientas de analisis de la estabilidad ¥ la eficacia
de la accién de control. La estabilidad se analiza segin la metodologia expuesta en
el apartado 3.3 determinando el radio espectral de una matriz (raédulo miximo de los
valores propios). La eficiencia se evalia de forma numérica a partir de, principalmente,
las frecuencias y amortiguamientos equivalentes del sistema, controlado. En el siguiente
subapartado se aplican dichas herramientas a un caso concreto.

Puesto que la implementacién del control se realiza en coordenadas generales, su
estabilidad también se debe analizar en ese sistema de coordenadas, es decir, utilizando
la ecuacion del sistema en espacio de estado (2.55) donde la sefial de control u se calcula
por medio de {4.37).

Para este caso de implementacién (con menor ndmero de actuadores que de grados de
libertad) la matriz B de (2.85) tiene la forma

B=PL =P (3) (4.42)

donde P; se calcula segiin (2.40c¢) y L es una matriz de dimensién 2n x s que contiene a
las submatrices 0 y J de dimensiones n x s. Nétese que en caso de considerar la solucién
descrita en el subapartado 4.4.2 y de acuerdo con la nomenclatura utilizada en (4.37) es
preciso reemplazar las matrices Dy K ; por sus similares I y Pj en las ecuaciones (3.20c),
(3.21¢) ¥ {3.22¢) que definen a la matriz ampliada A4 sobre la que se estudia la estabilidad.

4.4.5 Ejemplos de simulacién numérica

El propdsito de este subapartado es ilustrar ¢émo las condiciones de eficiencia impuestas al
control independiente de cada modo se traducen en un control satisfactorio cuando éste se
implementa con un niémero reducido de actuadores. Para ello se utiliza el procedimiento
descrito en el subapartado 4.4.2 y se simulan numéricamente una serie de ensayos de
control sobre el modelo estructural a escala 1:4 de la “State University of New York at
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Buffalo”, cuyas caracterfsticas se describen en la tabla 4.1. De igual manera que en la
implementacién con 6 actuadores descrita en el subapartado 4.3.2, se somete la estructura
a la accién del sismo de El Centro con 0.075 g. de aceleracién méxima y duracién 20 s. El
valor del periodo de muestreo es T’ = 0.01 5. En estas experiencias de control se pretende

minimizar los desplazamientos relativos de la estructura.

En este ejemplo se considera el caso extremo de implementacién con un finico actuador
(s = 1). Se determina la ubicacién 6ptima de éste para obtener un control lo mas eficiente
posible. En Lépez Almansa (1988) se muestra que en una estructura tipo pértico dictil
como ésta puede ser mecesario colocar mas de un actuador para lograr una accién de
control eficiente. No obstante los resultados obtenidos en este subapartado muestran que

es posible generar un control eficaz.

La metodologia general de este estudio consiste en fijar una posicién del actuador
o intentar obtener la accién de control mias eficaz siguiendo las recomendaciones del
capitulo 3. Posteriormente se comparan las distintas ubicaciones con el fin de determinar

la colocacién mas adecuada.

En la tabla 4.6 se describen los 11 casos de control estudiados (B; a B;;) indicando el
grado de libertad en que se sitia el actuador. Enla tabla 4.7 se presentan los resultados del
estudio del comportamiento equivalente del sistermna sometido a accién de control obtenidos
por medio de la metodologia en tiempo discreto planteada en el apartado 4.5. En el caso
By no es posible obtener las frecuencias y amortiguamientos equivalentes por existir
retardos. En la tabla 4.8 se presentan los valores maximos de la respuesta y de la sefial de
control para los casos de control descritos en la tabla 4.6 y en ausencia de comntrol (SC).

En los casos By ¥ B se han impuesto las mismas condiciones de control seleccionadas
en el subapartado 4.3.2 como las mis adecuadas cuando el control se implementa con
6 actuadores. PEstas condiciones fueron adoptadas en el caso By ajustdndose lo mas
estrictamente posible a los valores recomendados en la tabla 3.4 y en By por valores que
proporcionen un control satisfactorio con fuerzas de control moderadas. En la tabla 4.7 se
observa que pata estos dos casos de control, la colocacién del actuador en la primera planta
no produce una modificacién sustancial de las caracteristicas dindmicas de la estructura,

ni una reduccién apreciable de la respuesta (tabla 4.8).

El caso de control Bs pretende generar fuerzas de control mayores al no restringir el
valor de 7/Qg. El objetivo no se cumple ya que el comportamiento de Bj es practicarnente
igual al de B;.

En el caso B, se mantiene constante el valor del horizonte de prediceién A = 2 para
todos los modos. Bajo esta condicién, de acuerdo con la tabla 4.7, se observa que existe
un aumento de rigidez pero una disminucién del amortiguamiento respecto al caso Bj.
Con estas propiedades dindmicas la estructura, tal como se ve en la tabla 4.8, aumenta su
aceleracion relativa maxima y disminuye de manera poco considerable su desplazamiento
relativo maximo. Las fuerzas de control mdximas son mucho mayores que para el caso By.
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En los casos de control By y Bg se utilizan las mismas condiciones de control de los
casos By y B, para una fuerza de control que actiie en el piso 2. Los resultados de la tabla
4.7 indican que se obtiene mayor aumento de amortiguamiento y rigidez para los primeros
modos en el caso By que en el caso Bg. Ello repercute en una mayor disminucién del
desplazamiento relativo. Nétese que existe un anmento en la aceleracién relativa maxima
de la estructura. También el caso Bg se puede considerar, en términos generales, como
poco eficiente para reducir la respuesta.

)

desplazamiento (cm)
0. .
1

tiempo (s)

Figura 4.10 Desplazamiento relativo del tercer piso. Sismo El Centro. Caso de conirol
Bs.

En los casos de control By a Bjp se mantienen los valores de A y r /@4 recomendados
por el capitulo 3 (tablas 3.4 y 3.6) y se sitiia el actuador en distintos grados de libertad.
Analizando las tablas 4.7 y 4.8 se destaca de manera general que cuanto mas alto se
coloca el actuador més efectivo es el control. Cuando la fuerza de control se aplica en
las dltimas plantas los valores maximos de desplazamiento relativo y aceleracién relativa
aparecen en pisos intermedios. La mejor ubicacién de la fuerza de control parece ser la
quinta planta (caso de control By), ya que se obtienen los mayores amortignamientos y
frecuencias generandose la mejor accién de control sobre el primer modo de vibracién.

Se presentan las figuras 4.10 y 4.11 correspondientes al caso de control seleccionado
By. En la figura 4.10 se presenta la historia de desplazamiento relativo para el piso tercero,
piso para el cual la accién de control By produce la mayor respuesta. La curva de trazo
continuo corresponde al caso con control (Bg) y la curva de trazo discontinuo corresponde
al caso sin control (SC). En la figura 4.11 se presenta la fuerza de control aplicada en el
quinto piso en el dominio del tiempo y en el dominio de la frecuencia.

El caso de control By; es homdlogo al caso Bg pero con presencia de retardos. En este
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caso se observa en la tabla 4.8 que existe un pequefio aumento de la fuerza maxima de
control y también una pequefia disminucién del valor cuadritico medio de dicha fuerza.

La accidén de control mantiene su eficacia.

De todo el estudio anterior se desprende que es de suma importancia la ubicacién de
las fuerzas de control, ya que de su colocacién depende cudles son los modos que modifican
en mayor medida sus frecuencias y amortiguamientos. Dicha circunstancia es importante
Ya que para que el control sea efectivo es necesario que éste actiie con m4s intensidad sobre
los modos que tienen mds influencia en la respuesta, que generalmente son los primeros.
También se concluye que ajustarse a los valores de A y 7/Qq recomendados en el capitulo

3 hace que en general se obtengan mejores resultados que cuando no se hace asi.

500.

25[ 0.

u {cm/s2)
0

0. s. 10, 15, 2.
tiempo (s}

(*10%)
2.5

1.5

| Fu|

T T T T T T T 3 T i T

0. 20. 40, 60, 80. 100. 120,
frecuencia (radfs)

Figura 4.11 Sedal de control aplicada en el quinto piso para el caso By a) En el dominio _
del tiempo b) En el dominio de la frecuencia.
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4.5 IMPLEMENTACION CON UN NUMERO REDUCIDO
DE SENSORES Y ACTUADORES

En este apartado se considera un némero de semsores m y un nimero de actuadores s
menores o iguales que el nimero de grados de libertad =. El niimero de actuadores debe
ser menor o igual que el nmimero de sensores, es decir s €< m < n. El niimero de modos
que se pretende controlar es igual al ndmero de sensores m. Mis adelante se justifican

estas restricciones.

Al igual que en los casos descritos en los apartados 4.3 y 4.4 puesto que las fuerzas
modales f* no son materializables ni las coordenadas modales 7 son medibles, para su
implementacién se requiere que éstas sean transformadas en sefiales de control u que se

calculan a partir de coordenadas medibles d y d.

En el subapartado 4.5.1 se describe el proceso de implementacién. En el subapartado
452 se establecen criterios globales de evaluacién de la estabilidad y la eficacia del
control. En el subapartado 4.5.3 se presentan resultados numéricos sobre tres estructuras

de edificacién.

4.5.1 Implementacion

El objetivo de este subapartado es formular un procedimiento que permita pasar de m
fuerzas modales de control f7, a s sefiales de control u; que son las que realmente se aplican

a la estructura.

Suponiendo que los m modos a controlar son los primeros, las n — m dultimas
componentes del vector f son nulas, dicho vector puede escribirse en la forma

fo= (’ Om) (4.43)

donde f; agrupa a las m primeras fuerzas modales de control. La expresion (4.43)
también puede escribirse como

fi=6nf.. (4.44)

donde

0, (I’“) (4.45)

siendo I, la matriz identidad de orden m.

La matriz ©,, es de dimensién » X m y corresponde a una matriz identidad n X n en
la que se han eliminado las n — m dltimas columnas. Dicha matriz refleja la eliminacién

de los modos no controlados. La matriz €, cumple la propiedad
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6.8, =1I, (4.46)

Las n fuerzas modales f se expresan en funcién de las s sefiales u a través de (4.28).
Utilizando la propiedad (4.46) en (4.44) y sustituyendo en (4.28) se obtiene

fo=eLf=6%MJu (4.47)
Se define la matriz ®,, de acuerdo con

&, = $0,, (4.48)

(4.45) muestra que en la matriz m X n &, se contienen las m primeras columnas de &.

La expresién (4.47) se puede escribir en la forma

2 (k) = Anu(k) (4.49)

en donde la matriz A,, viene dada por

A, =OL3MJ =06 A (4.50)

La expresién (4.49) permite expresar las m fuerzas modales en funcién de las s sefiales
de control. La implementacién del sistema de control requiere conocer u(k) a partir
de f; (k), luego es necesario encontrar la relacién inversa de (4.49), operacién que no
es posible realizar directamente por cuanto la matriz A,, no es, en general, ni siquiera
cuadrada. Por tanto, de forma similar al subapartado 4.4.2, se busca un vector u(k) que
aproxime la expresién (4.49) mediante la minimizacién de una funcién de coste cuadratica.
Si s < m u(k) puede obtenerse a partir de la seudo-inversa de A,, en la forma

u(k) = Ta,. £, (K) (4.51)

donde la matriz T'y,, de dimensién s X m se obtiene por la expresién

T4, = (AL AL) AL (4.52)

En el caso particular de que existan igual nimero de modos controlados que de sefiales
de control (s = m}, la matriz A, es cuadrada e inversible. Por tanto, no es necesario el
clculo de la seudoinversa ya que la relacién inversa de (4.49) es exacta y puede escribirse

COITL0
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u(k) = AL 7, (k) (4.53)

Las m fuerzas modales f;; se calculan por expresiones del tipo (4.15). Pueden ser
agrupadas en una sola ecuacién vectorial similar a (4.17) en la forma

=5 B () -k £ (450

Las matrices D}, .i); y ff: tienen la estructura diagonal definida en (4.18) con la
diferencia de que ahora tienen dimensién m X m. #,, ¥ %, son los vectores que contienen
las m primeras coordenadas modales y sus velocidades, respectivamente. La expresién
(4.54) permite obtener las primeras m fuerzas modales de control en las que se imponen
valores de A y r/Qg4 para reducir de forma eficiente la respuesta de cada modo.

Sustituyendo (4.54) en (4.51) se tiene

k) = Tanfon (9 = - (Tan B Ta5) (1001 - SSTa, K £, (k—3) (455)

Para obtener las m coordenadas modales %,, ¥ ,, se requiere implementar como
minimo 1a medicién de m coordenadas generales contenidas en los vectores dy, ¥ d,,. Esta
es 1a Tazén por la cual el niimero de modos a controlar es igual al niimero de sensores. dp,
contiene los m desplazamientos medidos por los sensores situados en m grados de libertad

seleccionados. El vector d,, se relaciona con d por la expresion

d,=L.d (4.56a)

donde la matriz L, es de dimensién m X n y contiene un 1 en cada fila y el resto son 0.
Fl 1 est4 ubicado en la posicién correspondiente al grado de libertad en el que se coloca
el sensor,

Anélogamente, los grados de libertad no medidos (eliminados) se contienen en el vector

d. que se relaciona con d en la forma

d, = L.d (4.560)

donde la matriz L. tiene dimensién (n—m)Xn y contiene un 1 en cada fila correspondiente
al grado de libertad donde no existe sensor y el resto 0. Las dos expresiones (4.56) pueden

agruparse en una sola ecuacién matricial
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(‘;’:) = (;’:)d (4.57)

donde la matriz formada por las submatrices L,, y L, es de dimensién n X n. Sustituyendo
(4.22) en (4.57) se tiene

(ﬁ:) = (i’:) In=V¥y (4.58a)

donde la matriz ¥ contiene las mismas columnas que & pero en distinto orden:

L,
¥ = 2 4.58b
( I, ) (4.585)

La matriz ¥ (dimensién n X n)} es objeto de una particién en 4 blogues con el fin
de que los vectores d,,, ¥ d. se relacionen con los modos controlados 1,. ¥ los modos no

controlados (eliminados) g, separadamente. Es decir

dn - ¥m ¥ome L/ (4’59)

de iem ie(-: 7.
Las submatrices ¥,,,, ¥ ¥,,, tienen dimensiones mxm y mx (n—m) respectivamente,
mientras que las matrices ¥em y ¥e. son de dimensién (n —m) X m y (n — m) X (r —m)

respectivamente. A partir de (4.58b) y de las caracteristicas de & es obvio que ¥,,,, y ¥..

son inversibles.

De igual manera que para los desplazamientos, se pueden definir unas matrices L,
y L, que indiquen la seleccién de los grados de libertad en los que se han instrumentado
sensores de velocidad, con lo que se tiene de forma andloga a (4.58a)

&m _ L, i B
(&e)_(Lé)iq_iq (4.60)

La matriz L, no debe coincidir necesariamente con L,, por lo que la matriz % pueden
m P q P
ser diferente a ¥’'. Haciendo una particién sobre la matriz ' se obtiene una expresién

similar a (4.59)
& [ Fm o\ (1
(7)- (% ) () o1
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donde las cuatro submatrices de (4.61) tienen igual dimensin que sus similares de (4.59).
¥,,. v ¥, representan la contribucién de los modos no controlados a la respuesta medida.
Si consideramos dicha participacién poco significativa frente a la de los modos controlados,

las expresiones (4.59) y (4.61) pueden aproximarse en la forma

d, = (‘!mm ‘!me) (r’m) & qmmqm (4‘62G)

e

dr = (¥ Froe) (1’“) ~ ¥ (4.62b)

€

Ya que ¥, ¥ ¥/, son regulares, de estas expresiones se obtienen las relaciones inversas

0, ~ %L dn, {(4.63a)

i ¥ (4.630)

que, sustituidas en (4.55) y haciendo uso adicional de (4.49), permiten obtener

e &—1 A -1 dm(k) & £ * ,
u(k) = — (Can D1 ¥ TanDo¥mm ) | = > Tp. K;Anu(k - j) (4.64)
dr’"(k) j=1
Llamando

Gry =T D%, (4.65a)

Gr, =T, D0, (4.65b)

G =(&, 8,) (4.65¢)

B, =Ty, KiAn (4.65d)

se obtiene finalmente la ecuacién que hace posible implementar el cdlculo de las sefiales

de control en un ordenador digital

u(k) = —(Brr &u) (ﬁg) - 3 Bju(e ) (4.66)

La matriz G, de dimensién s X 2m corresponde a la matriz reducida de ganancia
en coordenadas generales que surge de imponer condiciones al lazo cerrado de control en
- . s ¥ o X . -
coordenadas modales por medio de las matrices Dy y D), que intervienen en (4.54).
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4.5.2 Estabilidad y eficacia

En este subapartado se exponen consideraciones andlogas a las del subapartado 4.4.4. La
estabilidad del lazo de control se estudia en coordenadas generales mediante los criterios
del subapartado 3.3.1. Para que el sistema sea estable se requiere que los valores propios
de la matriz ampliada A se encuentren dentro del circulo unidad. En las expresiones que
definen a la matriz ampliada 4 ((3.20c), (3.21c) o (3.22c) segin el nimero de retardos)
se requiere reemplazar D por G, y K j por E,.j y las matrices A y B se obtienen por las
ecuaciones (2.40b) y (4.42), respectivamente.

En este subapartado se muestra que cuando no existen retardos es posible realizar un
andlisis de estabilidad en coordenadas modales que permite analizar el efecto del control
sobre cada modo. Dicho andlisis se describe a continuacién.

El estudio se basa en hacer una distincién entre los 7n modos controlados contenidos

en 1, y los n — m modos no controlados {eliminados) contenidos en 9,.

Para generar las sefiales u(k) se parte de imponer unos valores a las fuerzas modales
fai=1,...,m)y f2 =0 (i = m+1,...,n) pero cuando se implementa u en el lazo
cerrado de control en realidad se generan n fuerzas modales f;:‘ (¢ =1,...,n) que no
coinciden en general con las impuestas. Esto es debido al calculo aproximado de u en el
proceso de seudoinversién (4.52) y al calculo también aproximado de 5, en funcién de d,,
en (4.63). La sefial de control u que se aplica a la estructura genera fuerzas modales reales
de control f" que de acuerdo con (4.28) pueden escribirse como

T2 (k) = 8 MJu(k) (4.67)

donde u(k) se calcula mediante (4.66).

Consecuentemente es necesario estudiar la estabilidad tanto en los modos controlados
%, como en los no controlados g, ya que estos modos van estar sometidos también a una
accion de control no nula. Cada modo responde a una ecuacién de estado del tipo

Zi(k +1) = A} Zi(k) + B} (k) (i=1,...,n) (4.68)

donde f’* es la fuerza modal real en el modo ¢ que forma parte del vector f** dado en (4.67).
Las matrices A7 y B} estin definidas en (4.12a) y (4.14) respectivamente. Agrupando los
vectores de estado de los modos controlados y no controlados en sendos vectores

2, Zmt1

Z, Z,,
¢= (im) =" (=" (4.69)

Z,, Z,
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se tiene la ecuacién matricial siguiente que rige el comportamiento del sistema completo:

n(k+1 " k By, .

((k+1) Az J \ C(R) B;
donde A*, es una matriz de dimensién 2m x 2m que contiene las m submatrices 2 X 2
A? de los modos controlados. De igual forma A’ es una matriz que contiene las n — m
submatrices 4] de los modos no controlados. Las matrices By, (dimensién 2m X m) y

B’ (dimensién 2(n — m) X (n — m)) contienen respectivamente las submatrices B de los

modos controlados y no controlados.

Ya que en este caso no se consideran retardos, la sefial de control dada en (4.66) se
calcula mediante

u(k) = -G, (ﬁ:;) (4.71)

Las expresiones exactas de (4.62) pueden también escribirse en la forma

{4

i"n = (‘!mm ‘I‘me) (’:'m) = '!mf] (472&)

dn = (¥ ¥rc) (':'m) = ®.0 (4.720)

e

donde las matrices ¥,, y ¥/ son de dimensién m X n y pueden obtenerse directamente

por

¥,=L,& (4.73a)

¥ =L % (4.73b)

Utilizando (4.66) y sustituyendo las expresiones (4.72) en (4.71) se obtiene

u=—(G Grs) (':"‘Z) =— (G ¥n Gry¥,) (:) (4.74)

donde Gy, ¥., ¥ Gr2 ¥,, son matrices de dimensidén s X n.

Existe una transformacién lineal que permite escribir

Cm ) _ n
( c. ) =T¢q (”) (4.75)
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donde T, es la matriz 2n X 2n de dicha transformacién dada por

/10 0 0/0 0 0 0
0 0 0 0it 0 0 0
01 0 0(0 0 O 0
0 0 0 olo 1 0 0
Ten=1{0 0 1 0{0 0 0 0
0 0 0 0jo o 1 0

0 0 0 00
0 0 0 00 /

Esta matriz es ortogonal es decir

por lo que la relacién inversa de (4.75) es

()= (&)

Sustituyendo (4.78) en (4.74) se tiene

u = —--(é,lwm é"?i;“)TEn (ccm)

Se define la matriz Gy de dimensién s X 2n dada por

am = (an ¥, érz ‘E-n )1127,\

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80a)

que es objeto de una particién en dos submatrices: G,,,, de dimensién s X 2m relacionada
con los modos controlados y G, de dimensién s X 2(n — m) relacionada con los modos

no controlados, es decir
am - (émm éme )

Sustituyendo (4.80) en (4.79) se obtiene

i o [SOY e e (G
©=8m () =G 6o (65

(4.808)

) (4.81)
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Reemplazando (4.81) en la expresién de las fuerzas modales de control reales (4.67), resulta

F(k) = -8 MIGm (C”‘(k )) (4.82)

C(k)

Esta expresién es objeto de una particién en fuerzas modales reales que actdan sobre
modos controlados y no controlados segin

o (O (B st by (SO
o= () = (5 ) wo e ) () )

donde &, es de dimensién m X n y corresponde a la transpuesta de ®,, definida en (4.48).
&' de dimensién (n — m) X n es la matriz complementaria de ®,. La ecuacién (4.83)

(4.83)

puede escribirse en la forma

o N A
(%) - (G &) (5) =
donde se han introducido las matrices
G, =% MIGun (4.85a)
Gepe = 8, MIG e (4.85b)
G, = 8 MIGrim (4.85¢)
Gi.. = 8. MIG,,.. (4.85d)

Sustituyendo (4.84) en (4.70) se obtiene la expresién recurrente que rige en espacio de

estado el comportamiento del sisterna

Cm(k + 1) A:n - B, Z‘.':t:'wm -8B, é‘me C (k) riia
k+1)= = m m T ™ =A"C(k
C( ) ( Ce(k + 1) —B:G’tem A: - B:Gtee Ce(k) C( )
(4.86)
donde la matriz A” viene dada por
— (A% -BLGem —BuGu,
A = S ™At 87
( B:Cin A - BiGu (481)
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¥y condiciona la estabilidad del lazo cerrado de control. El sistema (4.86) es un sistema
acoplado, es decir, en la respuesta de los modos controlados ¢, influye la respuesta de los
modos no controlados {, y viceversa.

El término ‘B:nétme(e(k) en el desarrollo de (4.86) puede interpretarse como una
perturbacién sobre los modos controlados inducida por los modos no controlados. El
término — B Gr,.(,, (k) provoca fendmenos de “spillover”.

Si se escribe un sistema similar a (4.86) partiendo de la condicién (4.43), se pueden
analizar los cambios ocurridos debidos al proceso de seudoinversién (4.52) y al cambio
aproximado de coordenadas (4.63). En este caso se requiere definir la matriz b,
(dimensién m X 2m) formada por las m submatrices D de dimensién 1 X 2 definidas

en (4.16) que reflejan las condiciones de control impuestas a los m primeros modos.

5 %2
D, = . (4.88)
’ b*m
Se considera ahora que los n — m modos residuales no tienen acciones de control. Por

tanto el sistema de control responderia a la expresién

cun (GE10) - (5 2 (60) wan

donde la matriz A" viene dada por

o *—B.D. 0
A= (Am . A*) (4.90)

La comparacién entre (4.86) y (4.89) muestra que en el proceso de implementacién han
aparecido términos en la matriz del sistema (4.87) que no estén en (4.90) y gue alteran la
estabilidad original impuesta, ya que participan en la determinacién de los valores propios
del sistema.

Sin embargo si la relacién dada en (4.63) es suficientemente aproximada, la matriz G,y
definida en (4.80b) puede considerarse como mnula ¥ por tanto las matrices égme y @gee
seglin (4.85b) y (4.85d) lo serdn también. En tal caso el sistema (4.86) se simplifica a la

forma

(b + 1)\ _ (45— BrGerm, 0 [Cul)
(Ce(k +1) ) Bl ( -B:Gy.., A:) (Ce(k) ) (4.91)
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En este ltimo sistema se observa que los modos no controlados se comportan sujetos a
sus caracteristicas dindmicas originales representadas por A pero se excitan por efecto de
—B; Gi.,, aunque sin desestabilizarse, ya que este término no participa en la determinacién
de los valores propios, y por tanto se mantiene la estabilidad del sistema. Observando
(4.91) se deduce también que en la respuesta de los modos controlados no influye la

respuesta de los modos no controlados.

En el siguiente subapartado se estudia puméricamente la estabilidad del sistema a
partir de (4.86).

4.5.3 Ejemplos de simulacién numérica

En este subapartado se presenta la simulacion numérica del comportamiento dindmico
de tres estructuras: a) un modelo a escala 1:4 de una estructura experimental de seis
plantas que se encuentra en la “University of New York at Buffalo” (ya considerada en
los subapartados 4.3.2 y 4.4.5); b) un modelo de laboratorio de un edificio dotado con un
sistema de aislamiento de base existente en la “University of California at Berkeley” y ¢)
un edificio de 6 plantas a escala real construido en J apén por la compafifa Takenaka con

fines de ensayos de campo de control activo de estructuras.

El objetivo general de este subapartado es disefiar un sistema de control para el caso
c) a escala real utilizando las conclusiones obtenidas en los casos a) y b) a escala reducida.

a) Estructura de la Universidad de Buffalo

En este modelo experimental de estructura que se encuentra en SUNY/Buffalo y cuyas
caracteristicas se describen en la tabla 4.1 se hizo en los apartados anteriores la simulacién
de experiencias de control considerando en un caso la existencia de seis semsores y seis
actuadores y en otro la aplicacién de una tnica fuerza de control por medic de un actuador.
En este subapartado se considera que no hay posibilidad de medir todo el estado de la
estructura por existir un dnico sensor gue mide el desplazamiento relativo y la velocidad
relativa en un piso, medida a partir de la cual se calcula la secuencia de fuerzas de control
que se aplican a la estructura por medio de un actuador. Se tieme, por tanto, s = m =1.
Ya que el niimero de sensores m coincide con el niimero de modos a controlar, en este

ejemplo se pretende controlar tan sélo el primer modo.

El objetivo de este ejemnplo de simulacién es ilustrar cémo afecta a la respuesta de
1a estructura la colocacién del actuador y del sensor en uno u otro grado de libertad.
También se quiere ver si las condiciones de control recomendadas segiin el capitulo 3 como
las més eficientes para el primer modo son capaces de generar una accién de control global
estable y con un nivel de reduccién de respuesta satisfactorio. El objetivo del control es

minimizar los desplazamientos y velocidades relativos de la estructura.

En todas las experiencias de simulacién numérica se toma como periodo de muestreo
T = 0.01 s., valor que también se adopté en todos los ejemplos de los subapartados 4.3.2
y 4.4.5. La excitacién a que se somete 1a estructura es el sismo de El Centro de amplitud
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méaxima 0.075 g. y duracidén 20 s.

En la tabla 4.9 se detallan las condiciones de control en lo referente A y r/Qq ¥y se
indican los grados de libertad en que se encuentran colocados el sensor y el actuador.
En esta tabla también se dan los valores maximos y medios cuadraticos de la respuesta

(especificandose el piso en que se producen) y de la sefial de control.

Se proponen ocho casos de control (C a Cg)enlosque A=4yr/Qs=1 segin
las recomendaciones de las tablas 3.4 y 3.6 (para un control eficiente del primer modo) y
de los resultados del subapartado 4.4.5. Los 7 primeros casos no consideran la presencia
de retardos. Los resultados de estas experiencias son comparados con los obtenidos en la
simulacién del comportamiento dindmico de la estructura sin accién de control (SC).

En la tabla 4.10 se estudia el comportamiento dindmico equivalente de la estructura

atilizando la metodologia en tiempo discreto descrita en el apartado 4.5.

En el caso C; se coloca el actuador y el sensor en la primera planta, y de igual forma
que lo ocurrido con la implementacion con 6 sensores (caso By, tabla 4.8) la reduccién
de la respuesta es inapreciable. Existe un aumento considerable del amortiguamiento del
sexto modo (tabla 4.10), pero éste no tiene participacién apreciable en la respuesta total
de la estructura (tabla 4.1).

En el caso (5, manteniendo las mismas condiciones de control que en Cy se cambia
Gnicamente la colocacién del sensor al piso 2. En este caso el sistema es inestable y en la
tabla 4.10 se detecta que el control introduce factores de amortiguamiento negativos en
los dltimos modos, por lo que se puede decir que se ha producido el efecto de “spillover”
(transferencia de excitacién de los modos controlados a los no controlados).

En el caso C3 el actuador y el sensor estén ubicados en la tercera planta. En este caso
existe un aumento en los valores equivalentes de frecuencia y amortiguamiento (tabla 4.10)
para todos los modos. Este caso conduce a una reduccién considerable de la respuesta
segtin la tabla 4.9, no obstante, con otras colocaciones del sensor y del actuador pueden

obtenerse mejores resultados.

En el caso C4, manteniendo las mismas condiciones de control que en Cf, se cambia
la colocacién del sensor al piso 4. La diferencia de ubicacién entre el sensor y el
actuador, al igual que en Cy, produce inestabilidad en el sistema al introducir factores

de amortiguamiento negativos en varios modos (tabla 4.10).

En el caso (5 el actuador y el sensor se colocan en la sexta planta. En la tabla 4.10 se
aprecia un aumento considerable del amortiguamiento en todos los modos pero en especial
en los tres primeros; en lo referente a frecuencias, existe un gran aumento para las tres
primeras y una leve disminucién para las otras tres. En general la accién de control es
muy efectiva para la reduccién de la respuesta como se ve en la tabla 4.9. La maxima
respuesta ya no se da en la planta 6 (como en los casos anteriores) sino en la planta 4.

En el caso Cg el actuador se sitda en el piso 6 y el sensor en el 5. Aligual queen C3 ¥




120 Control predictivo en sistemas de proteccidn stsmice de estructuras

en (4, la no coincidencia del sensor y del actuador en un mismo grado de libertad hace que
el sistema sea inestable, detectdndose en la tabla 4.10 la presencia de amortiguamientos

negativos.

El caso de control C7 pretende buscar una solucién intermedia entre Cj y Cs, es decir,
buscar una colocacién del actuador no tan alta como en (s pero que aumente el nivel de
eficacia respecto a C'3. Esta colocacién hace que los modos sobre los que se actiia de forma
mas eficiente sean los intermedios tal como se observa en la tabla 4.10. La reduccién de

respuesta que se observa en la tabla 4.9 es significativa.

En el caso Cs las ubicaciones del sensor y del actuador son las mismas que en el Cy
pero se consideran retardos. El andlisis del comportamiento dindmico de la estructura no
puede realizarse por la metodologia planteada en el apartado 4.5 ya que existen retardos en
el sistema. De manera general, la presencia de los retardos hace que el control disminuya
su eficacia para reducir la respuesta de la estructura, aunque este deterioro no es muy

significativo en este caso.

Comparando los resultados de la tabla 4.9 (casos C3, C7 ¥ Cs) con los resultados de
la tabla 4.8 (casos By, Bs y Bio), se puede decir que de manera general la implementacién
con un $olo sensor no produce un deterioro considerable de la eficacia del control predictivo
para reducir la respuesta de la estructura, y por tanto se puede considerar como adecnada

Ia forma de implementacién ilustrada en este ejemplo.

En resumen, es necesario colocar el actuador y el sensor en un mismo grado de
libertad, ya que de esta manera se garantiza la estabilidad del sistema, y cuanto maés
alto esté el actuador mds efectivo serd el control ya que actuard sobre los primeros
modos de vibracién (se quiere controlar sobre todo el primero). Con el uso de condiciones
de control recomendadas en el capitulo 3 6 se generan acciones de control efectivas.

b) Estructura de Ia Universidad de California (Berkeley)

En este ejemplo se analiza de forma numérica la viabilidad de sistemas de control predictivo
como proteccién antisismica suplementaria a los sistemas de aislamiento de base (Kelly,
1990). Tal como ha sido descrito en el capitulo 1 este sistema hibrido participa de las
ventajas del control pasivo y del control activo. Al igual que en el ejemplo anterior se
considera un dnico actuador y un solo sensor lo cual implica que se pretende controlar un

modo (el primero). Se tiene, pues, s = m = 1.

Los sistemas de aislamiento de base permiten lograr un cierto grado de
desacoplamiento entre los rovimientos horizontales del edificio y del terreno. De
esta manera, ante excitaciones sismicas se puede lograr, al mismo tiempo, reducir
los desplazamientos relativos (fuente de dafios en la estructura) y las aceleraciones
absolutas (peligrosas para las instalaciones del edificio). Disefiando adecuadamente las
caracteristicas de los aisladores se puede lograr resultados suficientemente satisfactorios;
no obstante, puede haber situaciones en las que sea conveniente lograr una mayor reduccién
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de las aceleraciones absolutas, como en el caso de instalaciones especialmente sensibles. Sin
embargo, en estos casos no es posible utilizar otros sistemas pasivos que complementen
al aislamiento de base ya que dichos sistemas actfian cuando existen desplazamientos
relativos importantes entre pisos contiguos y éstos ya han sido disminuidos por el sistema
de aislamiento. Para producir este tipo de proteccién auxiliar pueden ser utilizados los

sistemas activos.

La minimizacién de las aceleraciones absolutas se realiza por medio de la reduccién
de los desplazamientos absolutos de la estructura. Esto implica la necesidad de formular
las ecuaciones del movimiento en coordenadas absolutas. A continuacién se describe dicha

formulacién.

La ecuacién del movimiento (4.1) bajo excitacién sismica puede escribirse en

coordenadas relativas en la forma

Md.(t) + Cd.(t) + Kd.(¢) = ~M1dy(t) + £.(t - 7) (4.92)
donde el vector unitario I contiene un 1 en cada grado de libertad:
1=(1 --- 1) (4.93)

Los movimientos relativos se expresan en funcién de los movimientos absolutos
{totales) mediante

d,(t) = dy(t) — 1do(t) (4.94a)
d.(t) = dy(2) — 1dy(2) (4.94b)
d.(t) = dy(t) — 1dy(t) (4.94¢)

Sustituyendo las expresiomes {4.94) en (4.92) se tieme la ecuacién del movimiento en

coordenadas absolutas

Mad,(t) + Cdy(t) + Kdy(t) = C1dy(t) + K1do(t) + f.(t ~ 7) (4.95)

La expresion (4.95) muestra que para realizar la simulacién numérica del
comportamiento dindmico en coordenadas absolutas del modelo se requiere conocer el
desplazamiento y la velocidad del suelo, es decir, en este caso las fuerzas de excitacién

son:

F(t) = C1dy(t) + K 1do(t) (4.96)
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Al igual que en el ejemplo anterior el objetivo de este ejemplo es ilustrar la influencia
de 1a colocacién del actuador en distintos grados de libertad y analizar cSmo modifica la
estabilidad del sistema el ubicar el sensor en un grado de libertad diferente al del actuador.

Las experiencias de simulacién numérica se realizan sobre el modelo de aislamiento de
base del laboratorio de Ingenieria Sismica de la “University of California at Berkeley”.

Este modelo a escala 1:4 se somete a la excitacién del sismo El Centro, considerando
0.075 de g como valor maximo de la aceleracién y duracién 20 s. En la simulacién se utiliza

como intervalo de muestreo T' = 0.01 s.

desplazamiento (cm)
0
|

0 5. 10, 15. 20,
tiempo (s)
E'_
A
b) o ]
[ B ==
=
2 ]
o .
A
S
T T T T T T 1
0. 5. 10. 15, 20.
tiempo (s)

Figura 4.12 Sismo El Ceniro. a) Regisiro de desplazamiento del suelo b) Registro de
velocided del suelo.
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TABLA 4.11

ESTRUCTURA DE LA UNIVERSIDAD DE BERKELEY

6800 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Matriz de 0.0 5897 0.0 0.6 0.0 0.0
Masa 0.0 6.0 5897 0.0 0.0 0.0
[kg] 0.0 0.0 0.0 5897 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 .0 5897 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 5897
69.4 -67.0 0.9 0.0 0.0 0.0
Matriz de -67.0 125.0 -58.0 0.0 0.0 0.0
Amortiguamiento 0.0 -58.0 115.0 -57.0 0.0 0.0
[EN s/m] 0.0 0.0 -57.0 107.0 -50.0 0.0
0.0 0.0 0.0 -50.0 88.0 -38.0
0.0 0.0 0.0 0.6 -38.0 38.0
34932 -33732 0.0 0.0 G.0 0.0
Matriz de -33732 62825 -29093 6.0 0.0 0.0
Rigidez 0.0 -20093 57714 -28621 0.6 0.0
[kN/m] 0.0 0.0 -28621  E3575  -24954 0.0
0.0 0.0 0.0 ~24954 44013 -19859
0.0 0.0 0.0 0.0 -19059 19059
w {rad/s] 5.59 34.94 64.91 92.59 115.67 133.94
Test/T (T =0.01 5) 112.40 17.98 9.68 6,79 5.43 4.69
¢ (%) 0.56 3.49 6.47 9.22 11.54 13.34
Participacién modal [%)] 99.876 0.115 0.007 0.002 0.001 0.000
0.157 0.208 -0.179 0.147 -0.128 -0.095
0.161 0.164 -0.033 -0.102 0.213 0.245
Matriz modal 0.166 0.073 0.165 -0.214 0.031 -0.251
normalizada 0.169 -0.038 0.223 0.050 -0.239 0,174
0.171 -0.155 0.068 0.251 0.207 -0.075
0.173 -0.249 -0.224 -0.152 -0.066 0.017
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En la figura 4.12 se presentan los registros de desplazamiento y velocidad.

En la tabla 4.11 se presentan las caracteristicas de esta estructura (Kelly et al. 1987).
Es de destacar el notable peso del primer modo en la respuesta sismica del sistema el cual
representa practicamente la respuesta total de la estructura, por lo que el comportamiento
dindmico de la estructura cuando no existe control puede asimilarse al movimiento de un
péndulo simple invertido. La observacién de la primera columna de la matriz modal de
]a tabla 4.11 muestra que la configuracién del primer modo es casi constante, es decir, los
valores correspondientes a cada planta son notablemente parecidos. Esta circunstancia se
da en la mayoria de estructuras de edificacién con aislamiento de base (Kelly, 1990).

Fn la tabla 4,12 se describen 7 casos de control, D; a Dy, en los cuales se mantienen
constantes los valores de A ¥ 7/Qq los cuales han sido seleccionados de acuerdo con las
recomendaciones del capitulo 3 para el modo 1. En los cinco primeros casos no hay retardos
y se estudia la influencia de diferentes ubicaciones del sensor y del actuador. En los dos

casos restantes hay retardos.

La tabla 4.12 contiene también los valores méaximos y medios cuadraticos del
desplazamiento absoluto, aceleracién absoluta y seiial de control indicando el piso para el

cual se obtiene la respuesta méxima. El caso sin control es 5C.

El estudio del comportamiento dindmico equivalente de la estructura se realiza por la
metodologia descrita en el apartado 4.5, y sus resultados se encuentran en la tabla 4.13.

En el caso D; se imponen las condiciones de control recomendadas en la tabla 5.6 ¥
el sensor y el actuador se colocan en el primer piso. Existe un aumento considerable en
las frecuencias de los primeros modos, pero sobre todo un aumento sustancial y uniforme
del amortiguamiento para todos los modos de vibracién, tabla 4.13. A diferencia de la
estructura de SUNY /Buffalo la colocacién en el primer nivel pro duce una notable reduccién

de la respuesta como muestra la tabla 4.12.

En ¢l caso D, se utilizan las mismas condiciones de control que en [} pero se
cambia la ubicacién del sensor a la segunda planta. En este caso el sistema sigue
manteniendo estabilidad y eficacia para reducir la respuesta. En lo referente a frecuencias
y amortiguamientos equivalentes (tabla 4.13), el control en este caso modifica de forma
efectiva sélo los valores correspondientes a los primeros modos de vibracién, pero la
alteracién que se obtiene con el caso Dz es de mayor importancia que en el caso Dj.

El caso de control D3 considera el caso extremo de calcular la sefial de conirol a
aplicar en el primer nivel en funcién de medir la respuesta en el dltimo piso. En este caso
el sistema es inestable, detectindose un amortiguamiento equivalente negativo del segundo
modo en la tabla 4.13.

En funcién de los tres primeros casos de control analizados, se observa que a diferencia
del modelo de SUNY /Buffalo, esta estructura admitela posibilidad de colocar el sensor y el

actuador en plantas distintas, aunque sin llegar a situaciones extremas como en el caso Ds.
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Figura 4.138 Desplazamiento para los casos SC y Dy. a ) Planta 1 b} Planta 2 c) Planta 6.

Ello se debe a que el primer modo propio es el tinico que interviene significativamente en
la respuesta (tal como lo muestra la tabla 4.11) y a que en dicho modo los desplazamientos

de todos los pisos son casi iguales.

En los casos Dy y Ds el sensor y el actuador se colocan respectivamente en los pisos 3y
6. La comparacién entre los casos Dy, Dy y Ds muestra gue la reduccién de la aceleracién
es similar aunque los desplazamientos son mayores en D, y Ds. Dichos tres casos son

eficientes aunque D; parece mds aconsejable.

Comparando los casos en los cuales se consideran retardos para un mismo piso de
aplicacién de la fuerza, D; con Dg y D4 con Dy, se observa que existe un deterioro similar
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en la reduccién del desplazamiento y que no hay modificacién de la aceleracion. Para
ambos casos Dg y Dy existe una ligera disminucién de las fuerzas maximas de control.

De manera general se puede decir que la influencia en esta estructura de la ubicacion
del actuador es menor que en el modelo de SUNY/ Buffalo, ya que en este sistema hibrido se
logra reducir la aceleracién absoluta en un 62% colocando en cualquier sitio el actuador,
mientras que en el otro modelo una fuerza aplicada en el primer nivel no produce una
accién de control eficiente. También se concluye que es posible colocar el sensor y el
actuador en plantas distintas siempre que éstas no se encuentren excesivamente alejadas.
La justificacién de estos hechos parece estar en que el dinico modo con influencia apreciable
en la respuesta es el primero y éste tiene una configuracién similar a la del movimiento de
un sélido rigido en que los movimientos de todas las plantas son iguales.

En la figura 4.13 se presentan las historias temporales de los desplazamientos absclutos
de las plantas 1, 2 y 6 para los casos SC (sin control en trazo discontinuo) y Dy (trazo
continuo). La comparacién entre los desplazamientos sin control muestra que todas las
plantas se mueven de la misma manera lo cual confirma la preponderancia del primer
modo sefialada en la tabla 4.11. La comparacién entre los desplazamientos con control
(caso D;) muestra que las plantas adyacentes (1 y 2) se comportan de manera parecida
pero las plantas mas alejadas presentan mayores diferencias. Ello explica por qué el caso
de control D» es eficiente mientras que Dj es inestable.

c) Estructura experimental en J apén

La estructura considerada en este punto ha sido construida por la empresa Takenaka en
Tokio y constituye uno de los primeros modelos a escala real sobre el que se realizan
experiencias de campo del control activo. Es un edificio de 6 plantas con estructura

metélica.

Aprovechando la experiencia adquirida en los ejemplos anteriores a) y b) el presente
ejemplo de simulacién numérica tiene como objetivos generales: i) buscar el mimero de
fuerzas que proporcionen una accién de control adecuada; ii) seleccionar la ubicacién
mas adecuada de los actuadores y de los sensores y ili) determinar unas condiciones de
control que generen fuerzas de control de magnitud moderada con un nivel de reduccion

de respuesta satisfactorio.

En la tabla 4.14 se presentan las propiedades dindmicas de la estructura. La
matriz de rigidez ha sido obtenida en ensayos de identificacién (Takenaka Techmical
Research Laboratory, 1990). Las matrices de masa y amortiguamiento han sido estimadas

directamente.

Una caracteristica importante que se deduce de la tabla 4.14 es que en la respuesta
sismica del edificio tienen participacién considerable los tres primeros modos de vibracién.
Bajo esta circunstancia se consideran tres grupos de cascs de control (generados de acuerdo

con la formulacién descrita en el subapartado 4.5.1): en el primer grupo en que se utiliza
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TABLA 4.14
EDIFICIO EXPERIMENTAL EN JAPON
1.00 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Matriz de 0.0 1.00 0.0 0.0 0.0 0.0
Masa 0.0 0.0 1.00 0.0 0.0 0.0
[k 5% /em] 0.0 0.0 0.0 1.00 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 1.00 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1.00
0.778 -0.234 0.003 -0,006  -0.002 ~0,001
Matriz de -0.234 0.588 -0.213  -0.008  -0.008 -0.004
Amortigeamiento 0.003 -0.213 0,509 -0.183  -0.013 -0.010
(kN s/cm) -0.006 -0.008 -0.183 0.437 -0.153 -0.018
-0.002 -0.008 -0.013  -0.153 0,366 -0.131
-0.002 -0.004 -0.010  -0.018  -0.131 0.216
1617.0 -783.7 133.0 -14.45 1,469 -0.0492
Matriz de -783.7 1091.0  -568.6 82.03 ~7.421 0.6298
Rigidez 133.0 -568.6 827.6 -413.8 48.01 -3.159
(kN fem)] ~-14.45 82.03 -413.8 608.8 -289.3 24.03
1.469 -7.421 48.01 -289.3 428.6 -179.1
-0.0492 0.6298  -3.159 24.03 -179.1 157.6
w [radfs] 4.11 10.99 18.35 25.88 34.63 47.90
Teae/T (T =0.01 5) 152.87 57.1% 34,24 24.28 18.14 13.12
£ %) 1.0 1.9 1.0 1.0 1.0 1.0
Participacién modal [%)] 77.20 11.71 4,52 2.59 2.01 1.97
0.210 0.564 0.876 1.138 1.528 2.246
0.570 1.335 1.559 1.231 0.405 -1.895
Matriz modal 0.961 1.664 0.684 -0.916  -1.944 1.013
normalizada 1.349 1.167 -1.259 -1.418 1.701 -0.366
1.696 -0.227 ~1.619 1.908 -0.777 0.091
1.953 -1.877 1.390 -0.708 0.175 -0.014

la nomenclatura I; se considera la existencia de un actuador ¥ de un sensor; en el segundo
grupo (casos IT;) dos actuadores y dos sensores; y en el tercer grupo (casos III;) tres
actuadores y tres semsores. En los casos I; se pretende, pues, controlar un solo modo (el
primero), en los casos IT; se pretende controlar los modos primero y segundo y en los casos
II; se pretende controlar los tres primeros modos. Dichos tres grupos de casos de control
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se describen mas adelante en las tablas 4.15, 4.17 y 4.18, respectivamente.

Ya que en la respuesta participan de forma significativa més de un modo, de acuerdo
con las consideraciones expuestas en los ejemplos a) y b) en todos los casos de control los

sensores y los actuadores se colocan en las mismas plantas.

La estructura se somete a los sismos de El Centro, Miyagioki y Hachinohe. Por tratarse
de una estructura a escala real la aceleracién maxima se normaliza a 0.10 g, la duracion
es de 20 s. y el periodo de muestreo es T = 0.01 s. Los resultados que se presentan en las
tablas 4.15, 4.17 y 4.18 corresponden al sismo de Hachinohe.

Las tablas 4.15 y 4.16 contienen datos relativos al primer grupo de experiencias
de control I;. La metodologia general seguida en este grupo de experiencias de control
(al igual que en los grupos 10; y HI;) es investigar, en primer lugar, cual es la ubicacién
més adecuada del actuador, para posteriormente seleccionar una condicién de control que
genere una accién moderada que conduzca a una reduccién satisfactoria de la respuesta
de la estructura. En total se analizan 11 experiencias de control (I; a Ij1) en este grupo.

En la tabla 4.15 se detallan las condiciones de control y los resultados maximos y
medios cuadraticos del desplazamiento, aceleleracién y sefial de control indicando la planta

en que aparecen los dos primeros.

La tabla 4.16 contiene los resultados del andlisis del comportamiento dinirmico
equivalente (frecuencias y amortiguamientos) por efecto del control. Estos valores han
sido obtenidos por la metodologia descrita en el subapartado 3.3.2. Para el caso I;; no
es posible encontrar estos valores por cuanto se considera la presencia de retardos en el

sistema.

Para los casos de control I; a Ig se ubica la fuerza de control en pisos sucesivos. Los
valores de #/Qg ¥ A son los recomendados en las tablas 3.4 y 5.6 para un control eficiente

sobre el primer modo.

Los casos de control I; y I corresponden a la aplicacién de la fuerza de control en los
pisos 1 y 2 respectivamente. Estas dos ubicaciones del actuador y del sensor no conducen
a una disminucién del desplazamiento maximo de la estructura pero s{ disminuyen la
aceleracién méaxima (tabla 4.15). En lo referente a frecuencias y amortiguamientos (tabla
4.16), se produce un incremento para los tltimos modos de vibracién, modos que tienen

poca importancia en la respuesta sismica de la estructura.

Un efecto beneficioso tanto en la disminucién del desplazamiento como de la
aceleracién se obtiene a partir de aplicar la fuerza de control sobre el piso 3 (caso I3).
Sin embargo, cuando la accién de control se aplica en las tltimas plantas (casos Iy, Is ¥
Is), la respuesta maxima de la estructura se produce para pisos intermedios como se puede

apreciar en la tabla 4.15.

En el caso I3 se observa en la tabla 4.16 una modificacién considerable de las

caracteristicas dindmicas del segundo modo.
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Una accién de control notablemente eficiente es aplicar la fuerza de control ¥ colocar
el sensor en el nivel 6 (caso Ig), obteniéndose en comparacién con los otros casos la menor
magnitud de la sefial de control (tabla 4.15).

La conclusién global de la comparacién entre los casos I, a Iz es que este dltimo
parece en general mas eficiente. Consecuentemente, los casos de control I¢ a 1o pretenden
seleccionar una condicién de control adecuada manteniendo el actuador y el sensor en el
piso 6. Se trata fundamentalmente de obtener menores fuerzas de control conservando un,

nivel de reduccién de respuesta satisfactorio.

El caso I se enmarca dentro de los valores recomendados de la tabla 3.4. Sin embargo,
el caso I no restringe el valor de r/Q, permitiendo que el sistema genere las fuerzas de
control que requiera. Bajo estas dos condiciones de control se obtienen practicamente los
mismos resultados tanto en respuesta maxima y sefial de control (tabla 4.15) como en
frecuencias y amortiguamientos equivalentes (tabla 4.16), es decir, el efecto de 7/Qq4 en el
caso Ig es practicamente inapreciable.

En el caso de control Iy se selecciona X = 7 segun la tabla 3.6 para la relacidén 7%, /T
(siendo T.,, en este caso el perfodo correspondiente al pritner modo) y se toma r/Q4 = 100
segin la tabla 3.4. Bajo estas condiciones de control se obtiene mayor reduccién de
respuesta que en los casos Is y Ir (tabla 4.15) y con fuerzas de control ligeramente menores.

En el caso de control Iy se toma un valor de A menor para que la accién de control sea
mas enérgica. Sin embargo, esta condicién esperada no se cumple ya que aungue aumenta
el valor de las fuerzas de control no hay una mayor reduccién de respuesta que en el caso
Is (tal como se observa en la tabla 4.15). En la tabla 4.16 se verifica que esta accién de
control Iy no es muy eficaz ya que estd actuando principalmente sobre el cuarto modo al
modificar sustancialmente su amortiguamiento.

El caso Iyo es muy similar al caso Ig, se ha buscado un valor mayor de r/Q4 que
esté dentro de los valores recomendados por la tabla 3.4 y que genere una accién de
control eficaz con sefial de control menor que las producidas en Is. En lo referente a seial
de control, esta condicién logra reducir los valores méximos en alrededor del 15% (tabla
4.15) manteniendo practicamente los mismos valores de respuesta maxima. En relacién
a la modificacién de frecuencias y amortignamientos (tabla 4.16), I p respecto a I tiene
menores frecuencias pero los amortiguamientos para los primeros modos de vibracién son
notablemente mayores.

El caso de control I;; considera la presencia de retardos manteniendo las mismas
condiciones de control que en Ijo. Se observa que existe un aumento en los valores
maximos de respuesta y un leve aumento del valor maximo de la sefial de control. Es
decir, en definitiva, se observa un ligero deterioro en la eficacia del control.

En resumen, los casos de control Is y 1o (los que mds se ajustan a las recomendaciones
del capitulo 3) son los que proporcionan mayor rendimiento cuando el sistema se
implementa con un solo sensor y un actuador. El caso I1o parece ofrecer mejores resultados
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que €l caso Ig.

Los resultados relativos al segundo grupo de experiencias de control (II; a IIg) se
presentan en las tablas 4.17 y 4.18. En estos seis casos, los valores de A son recomendados
en la tabla 3.6 de acuerdo a T;/T siendo T; el periodo de los dos primeros modos y los
valores de #/Qg se seleccionan partiendo de las tablas 3.4 y 3.5 y de los resultados previos
de 1a simulacién con un solo actuador (casos I a Ij;). Los objetivos de este grupo de
casos de simulacién son: i) seleccionar la posicién adecuada de los dos actuadores para
obtener la mayor reduccién de la respuesta con valores moderados de la sefial de control

y ii) comparar con los casos I; para un sensor y un actuador.

En la tabla 4.17 se presentan las condiciones de control y resultados (respuesta y
sefial de control méximas y medias cuadriticas) al considerar la implementacién con dos
sensores y dos actuadores. Ya que lo importante es determinar cual debe ser la colocacion
de los actuadores para que el control modifique las caracteristicas de vibracién de los
modos que tengan mas peso en la respuesta total de la estructura, en esta tabla se detalla
la colocacién de éstos. Al igual que en los casos I; y ITI; los sensores estan ubicados en el

mismo grado de libertad que los actuadores.

En la tabla 4.18 se presentan los resultados del estudio del comportamiento dindmico
equivalente de la estructura por accién de control. Este estudio se realiza mediante la
metodologfa presentada en el subapartado 3.3.2. Ya que en el caso IIg existen retardos no

es posible obtener las frecuencias y amortiguamientos equivalentes.

En los casos II; a II, los valores de A y 7/Qq son iguales y sélo se modifica la posicién
de los dos actuadores. Para el caso II; se obtienen los mayores incrementos de frecuencias
y amortiguamientos con los valores més altos de sefiales de control de los cuatro casos. En
el caso I14 la colocacidn en posiciones extrernas (pisos 1 y 6) de los actuadores proporciona
el mayor nivel de reduccién de respuesta con las menores sefiales de control, tal como
< observa en la tabla 4.14. Las experiencias II; (actuadores en los pisos 3 ¥ 5) y Ils
(actuadores en los pisos 2 y 6) son casos intermedios entre los dos anteriores que no
proporcionan las mayores frecuencias y amortiguamientos ni el mayor nivel de reduccién

de respuesta.

En el caso IIz manteniendo la misma ubicacién de los actuadores que en I, se busca
el valor de 7/Qq que proporcione el mismo nivel de respuesta que I;o para poder comparar
los casos con uno y dos actuadores. Se ha encontrado que el valor de r/Q4 que proporciona
dicho nivel de reduccién de respuesta equivalente es 7/@Qq = 1000.
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Comparando los casos II4 y IT5 se observa que el aumento en la respuesta maxima en
el caso IT5 con respecto a II4 no es tan significativa como la disminucién de los valores
maximos de sefial de control. Por tanto, el caso ITs es mds adecuado por generar menores

fuerzas de control, manteniendo un nivel de reduccién de respuesta adecuado.

El caso de control TIg considera la presencia de retardos manteniendo las mismas
condiciones de control que el caso Ifs. Tal como se observa en la tabla 4.17, en Il se
produce un deterioro en la capacidad de reduccién de respuesta en comparacién con Iis.
No obstante, las sefiales de control no modifican sustancialmente sus valores maximos y

medios cuadraticos,
De entre los casos II; el mis adecuado es IT;.

En las tablas 4,18 y 4.19 se muestran datos relativos al tercer grupo de experiencias
de control {casos III; a Il5). En éstos se considera la implementacién con tres actuadores
y tres sensores. Los objetivos de este grupo de experiencias de simulacidén numérica son:
i) seleccionar la posicién mas adecuada de los tres actuadores y ii) buscar las condiciones
de control que conduzcan a un nivel adecuado de reduccién de respuesta con sefiales de

control de magnitud moderada (similares a I;0 ¥ Is).

En la tabla 4.19 se presentan las condiciones de control para los casos III;. De acuerdo
con 1a formulacién descrita en el subapartado 4.5.1 se seleccionan tres conjuntos de valores
de A y r/Qq para controlar los tres primeros modos. Los resultados (respuesta y sefiales
de control mAximas y medias cuadraticas) corresponden a la excitacién del sismo de
Hachinohe. El piso en el cual se produce la respuesta maxima también se tabula.

En la tabla 4.18 se presentan las frecuencias y amortiguamientos equivalentes para los
casos IIT; obtenidos mediante la metodologia del subapartado 3.3.2.

En los casos III; y III, se imponen para el primer modo las condiciones de control
que condujeron a los mejores resultados en los casos I; {caso Ijo). Para los modos segundo
y tercero se eligen valores de Ay r/Qq de acuerdo con las tablas 3.4 y 3.6. La ubicacién
-de los actuadores en estos dos casos es distinta: en ITI; los actuadores se ubican en los
pisos pares y en I, en los pisos impares. La tabla 4.19 muestra que es mis eficiente la
colocacién en los pisos pares. En la tabla 4.18 se aprecia que en el caso III; existe un mayor
aumento del amortiguamiento y de las frecuencias para los primeros modos, mientras que
en III, el efecto del control se dirige hacia los modos intermedios.

En los casos IIl3 y I, ubicando los actuadores en pisos pares se pretende seleccionar
el valor de r/Qq con el cual se obtiene un nivel de reduccién de respuesta adecuado con
fuerzas de control moderadas. Una disminucién de respuesta similar a la de los casos Iio ¥
Il se obtiene con 7/Qq = 3000 en IIl4, aunque este valor se aleja de las recomendaciones
de la tabla 3.4.

" El caso de control Il utiliza las mismas condiciones de control que el caso ITl4 con la

diferencia de que en éste se considera la presencia de retardos. Los resultados del control
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(tabla 4.19) muestran que précticamente no existe deterioro de la eficacia de la accién de

control.
Del grupo de experiencias ITI; se considera al caso IIl4 como el més adecuado.

En la tabla 4.20 se presenta el resumen de resultados para los casos seleccionados de
cada grupo §; (Iyo), II; (Ils) y II; (IM4) cuando la estructura se somete a la accién de los
sismos Hachinohe, Miyagioki y El Centro.

Los casos 1o, Is y II4 han sido elegidos para lograr un nivel similar de reduccion de
la respuesta para el sismo de Hachinohe, siendo menor la fuerza de control conforme
aumenta el nimero de actuadores y de sensores. Los resultados para los sismos de
Miyagioki y El Centro confirman dichas circunstancias aunque se observa en general una
mayor reduccién en los casos Iy y ITl4. Los desplazamientos méaximos representados en la
tabla 4.20 muestran que los desplazamientos relativos entre pisos adyacentes son menores
conforme erece el nimero de actuadores; ello es un indice de mejor calidad de control
(Lépez Almansa, 1988).

En definitiva, estos ejemplos de simulacién numérica ilustran que las recomendaciones
de eficiencia dadas en el capitulo 3 basados en el estudio de sistemas de un grado de
libertad parecen ser extensibles a sistemas con varios grados de libertad (Andrade 1992,
Lépez Almansa et al. 1994).

4.6 CONCLUSIONES

La conclusién general de este capitulo y del trabajo en general es que las recomendaciones
de eficiencia dadas en el capitulo 3 basadas en el estudio de sistemas de un grado de
libertad parecen ser extensibles a sistemas con varios grados de libertad. Las conclusiones

especificas de los apartados 4.3, 4.4 y 4.5 se presentan a continuacion.

Apartado {.8. En la implementacién con igual nimero de sensores y actuadores
que de grados de libertad, las fuerzas de control generadas con los valores de A y r/Qq
recomendados en las tablas 3.4, 3.6 y 3.6 proporcionan acciones de control de buena
calidad. El estudio de la estabilidad y de la eficacia del control puede ser desarrollado
modo a modo de forma independiente analizando ¢émo los valores de los pardmetros de
control influyen en las frecuencias y amortiguamientos equivalentes.

Apartado 4.4. Para el caso de implementacién con menor nimero de actuadores que
de grados de libertad, utilizando los valores de A y 7 /Qg4 recomendados en el capitulo
3 se obtienen los mejores resultados de control. Es necesario realizar el estudio de
estabilidad y eficacia en coordenadas generales. Es importante estudiar la localizacion de
los actuadores, ya que de ésta depende cuales son los modos que modifican sus frecuencias

y amortiguamientos.

Apariado 4.5. En sistemas con un nimero reducido de sensores y actuadores los
criterios de seleccién de A y 7/Qq de el capitulo 3 generan buenas condiciones de control.
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Figura 4.14 Diagrame de flujo de la metodologia para la implementacion del control
predictivo en sistemas de proteccidn sismica de estructuras con nimero
reducido de sensores y actuadores.
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El estudio de estabilidad y eficacia puede hacerse en coordenadas generales o modales
(en ausencia de retardos). En general, es conveniente la colocacién de los sensores en los
mismos grados de libertad que de los actuadores. De manera general la implementacién
con un menor nimero de sensores no produce un deterioro considerable de la eficacia del
sistema de control con respecto a los sistemas considerados en el apartado 4.4. Es mas
adecuado implementar el control con un nimero de actuadores igual al nimero de modos

que tienen peso significativo en la respuesta.

En la figura 4.14 se ilustra el diagrama de flujo de la metodologia presentada por Andrade
(1992) que permite la implementacién del control predictivo en sistemas de proteccién

sismica con nfimero reducido de sensores y actuadores que grados de libertad.
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