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Resumen

El propósito de este art́ıculo es reflejar el desarrollo de las condiciones absorbentes locales en la resolución
de modelos eĺıpticos de propagación del oleaje monocromático. Las aproximaciones usuales derivadas para
tales ecuaciones son revisadas y discutidas. Nuevas condiciones absorbentes sobre dominios circulares y
sus generalizaciones a dominios no circulares son presentadas. Estas condiciones absorbentes permiten la
solución aproximada de la ecuación de Berkhoff en un dominio infinito usando el método tradicional de
los elementos finitos sobre dominios no circulares. La precisión de estas condiciones son investigadas para
fronteras eĺıpticas y circulares.

LOCAL ABSORBING BOUNDARY CONDITIONS OF BERKHOFF EQUATION WITH

GENERAL BOUNDARY SHAPE

Summary

The purpose of this paper is to provide a summary of the development of local absorbing boundary conditions
for monochromatic water wave propagationin elliptic models. The assumptions and approximations involved
in these expressions will be reviewed and discussed. New absorbing boundary conditions on circulares
boundaries and its generalizations to non-circular domain will be presented. These boundary conditions
allow the approximate solution of the Berkhoff’s equation in an infinite domain using traditional finite
element method on non-circular domains. The accuracy of these boundaries conditions are investigated for
elliptical and circular boundaries.

INTRODUCCIÓN

En la ingenieŕıa oceánica y costera la dispersión/evolución de ondas sobre estructuras
fijas o flotantes es un factor clave para su diseño. Estas presentan múltiples escalas en
lo que se refiere a longitudes de ondas y celeridades. También los obstáculos pueden ser
pequeños o grandes comparados con la longitud de onda; y poseer una geometŕıa simple
o extremadamente compleja. Por estos motivos, un amplio rango de interacciones entre
estructuras y ondas han sido investigadas, necesariamente dando lugar a varios modelos
de interacción básicos, los cuales en general representan alguna simplificación de las ecua-
ciones. Si el espectro de ondas incidente es conocido, una aproximación corriente a la carga
ondulatoria de las estructuras asume que los efectos de arrastre viscosos y los efectos iner-
ciales pueden ser superpuestos. Los efectos inerciales de la carga ondulatoria dominan los
efectos viscosos cuando el tamaño relativo de la estructura es mayor que una longitud de
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onda. Para una gran clase de problemas los efectos viscosos e inerciales pueden considerar-
se despreciables y el fluido puede ser considerado ideal. Una representación potencial del
campo de velocidades en el fluido con una condición linealizada de la superficie libre, origina
un modelo bidimensional que tiene que ser resuelto en un dominio que se supone infinito.
Para estas ecuaciones linealizadas existen muchos resultados anaĺıticos; sin embargo, la
simulación numérica usando tales modelos es un problema d́ıficil, aun en dos dimensiones,
involucrando algoritmos complejos y que consumen mucho tiempo de cómputo. En general,
el dominio se extenderá al infinito en direcciones horizontales. En este caso se requiere una
condición de radiación en el infinito para garantizar el buen planteamiento matemático del
problema de contorno no acotado. Esta condición establece que la solución corresponde a
ondas salientes solamente y es conocida como condición de radiación de Sommerfeld22,67,65.

La radiación de ondas al infinito representa una constante pérdida de enerǵıa y un
modelo matemático del sistema f́ısico tiene que ser capaz de describirlo. Por razones com-
putacionales, sin embargo, es necesario reducir el dominio computacional a un mı́nimo, y,
por tanto, el dominio del fluido será truncado a alguna distancia del área de interés por
las fronteras artificiales. Para obtener un problema acotado bien planteado son necesarias
condiciones de frontera también sobre las fronteras artificiales. También, dado que estas
fronteras son artificiales, es importante disponer de una condición de frontera que simule el
comportamiento de la parte excluida del dominio del fluido. Para el problema de la propa-
gación de ondas superficiales este último requerimiento significa que las olas superficiales
al aproximarse a una frontera artificial sean totalmente transmitidas (“absorbidas”) en la
frontera. Esto significa que la frontera tiene que ser transparente y, por lo tanto, las ondas
salientes no se reflejan en dicha frontera.

En la literatura han sido propuestos diversos métodos para absorber olas superficiales
y algunos de éstos son revisados en la referencia 23. Daremos en lo que sigue una breve
descripción de cada uno de estos métodos.

El empleo de condiciones de frontera periódicas ha sido favorecido en la mayoŕıa de los
modelos no lineales bidimensionales. La solución se supone periódica en el espacio. En el
caso de dominios rectangulares bidimensionales, los valores de las incógnitas sobre una de
las fronteras laterales pueden ser tomadas igual a aquéllas sobre las otras fronteras laterales
del dominio. Este procedimiento es de fácil implementación, y las fronteras artificiales
pueden ser seleccionadas a muy corta distancia del dominio de interés63, sin embargo, su
uso es limitado debido al requerimiento de la periodicidad.

La cuestión relativa a una condición de frontera más general no reflejante, eficiente y
precisa para su uso en la solución numérica de problemas exteriores para modelos ondulato-
rios, ha sido desarrollada desde principios de los años 1970 y ha recibido mucha atención en
los últimos años. La necesidad de una tal condición de frontera aparece en muchos campos
de aplicación de la ingenieŕıa oceánica, incluyendo la acústica subacuática, la geof́ısica, etc.

Es bien conocido que las condiciones de frontera artificiales simplificadas producen re-
flexiones “espurias” de las ondas desde la frontera hacia el interior del dominio computa-
cional, con lo que se originan grandes errores en la solución computada27. La efectividad de
la mayoŕıa de estas condiciones mejora cuando la frontera artificial es alejada del dispersor
hacia el infinito. En efecto, para resolver numéricamente un problema exterior ondulato-
rio dependiente del tiempo. Uno puede simplemente tomar la frontera tan lejos que las
ondas no alcancen esta frontera en todos los intervalos de tiempo en el cual la solución es
buscada. Sin embargo esta aproximación es altamente ineficiente debido al aumento del
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coste computacional. Por tanto, la tendencia en los últimos años ha sido el empleo sobre la
frontera artificial de una condición de frontera absorbente que sea suficientemente precisa
cuando la frontera está localizada próxima al dispersor. La evolución de las condiciones
absorbentes para la ecuación de onda en el caso transitorio y/o armónico en el tiempo,
tuvo sus inicios en los trabajos de Engquist y Majda20,21 para ecuaciones hiperbólicas me-
diante el uso y representación de ecuaciones diferenciales parciales como condiciones de
frontera absorbente. Ellos derivaron una secuencia de condiciones de frontera absorbente
de orden creciente usando aproximaciones racionales (tipo Padé) del śımbolo del operador
seudo-diferencial obtenido sobre la frontera. De esta manera desarrollaron un método sis-
temático para obtener condiciones de frontera locales en la frontera artificial del dominio
computacional.

Estas condiciones garantizan aproximaciones en diferencias estables y también mini-
mizan las reflexiones artificiales (no f́ısicas) que ocurren en la frontera. Tales condiciones
son más efectivas para ondas que inciden normalmente sobre una frontera artificial plana.
Estas ideas han sido desarrolladas posteriormente por muchos autores, como Wagatha y
Higdon31, los cuales presentaron una extensión del método que les permite absorber ondas
desde diferentes direcciones.

En el marco de la ingenieŕıa oceánica y costera tales aproximaciones para ondas armó-
nicas en el tiempo, fueron obtenidas mediante aproximaciones parabólicas de la ecuación
“mild-slope”. La aproximación parabólica puede ser vista como una modificación de la
teoŕıa de rayos, la cual incluye los efectos de difracción13. La ventaja de la eficiencia
numérica en la teoŕıa de rayos es preservada en la aproximación parabólica. Varias aproxi-
maciones de este tipo han sido derivadas por Radder62, Booij13, Kirby et al.42,41, etc. Tales
aproximaciones parabólicas tienen como limitaciones que las olas tienen que propagarse en
una dirección dominante y la reflexión puede sólo ser incluida a través de un esquema iter-
ativo debido a la dependencia del ángulo que forma la dirección de propagación del oleaje
y la normal exterior al contorno. Durán57 desarrolla una condición absorbente de primer
orden mediante un esquema iterativo que depende del ángulo de incidencia al contorno.

Otra posibilidad de absorción de olas en una frontera artificial es el uso de soluciones
simples del campo exterior. En el campo exterior las fronteras y las condiciones de frontera
son simplificadas de tal forma que las soluciones anaĺıticas puedan ser encontradas en forma
cerrada, usualmente expresadas como expansiones de funciones propias. En la frontera
artificial la solución anaĺıtica es entonces acoplada a la solución del dominio computacional.
Estudios teóricos respecto a las propiedades de convergencia de este procedimiento han
sido desarrollados en la referencia 47. Un ejemplo de esta técnica es el llamado método de
ecuación integral h́ıbrido, descrito por Lin y Abbaspour63 y aplicado para la difracción de
ondas por un cilindro infinito. Estos autores resuelven el problema potencial en el problema
interior con un método de ecuación integral y usan una solución anaĺıtica para el dominio
exterior que satisface la condición linealizada de superficie libre y la condición de radiación
de Sommerfeld en el infinito.

Berkhoff5 desarrolló una solución con potenciales de simple y doble capa para el pro-
blema de dispersión de una onda incidente debido a la presencia de obstáculos y de una
profundidad variable en una región de interés. Tal método utiliza como función de la fuente
la solución anaĺıtica exacta del problema exterior de Helmholtz en el dominio exterior. En
la aplicación del método realizó una distribución de fuentes ondulatorias sobre la superficie
de los obstáculos y el fondo variable. Dicho modelo expresa poco conocimiento de los
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coeficientes de reflexión para ondas incidentes oblicuamente, y origina valores no reales para
las alturas de las olas cercanas a las frecuencias resonantes en problemas de resonancia de
puertos, debido a la imposibilidad del modelo matemático de describir la pérdida de enerǵıa
en la solución computacional del dominio. En la aplicación del modelo a la descripción
de la difracción de olas alrededor de una isla circular totalmente reflejante los patrones
ondulatorios resultantes son muy sensibles a la interferencia de las ondas reflejadas.

Las soluciones numéricas a la ecuación de onda en dominios exteriores fueron bus-
cadas originariamente sobre la base de la representación integral del problema asociado a
la ecuación de ondas en el espacio de frecuencias, o sea mediante la ecuación de Helmholtz,
relajando las cantidades sobre la frontera f́ısica del problema. Tales formulaciones son
obtenidas mediante soluciones fundamentales como funciones de peso y empleo del teorema
de Green (procedimiento que t́ıpicamente es válido en la resolución de problemas lineales,
homogéneos e isótropos). Estas ecuaciones originan métodos de elemento de frontera direc-
tos e indirectos con el beneficio de la satisfacción de la condición de radiación en el infinito
y la ventaja de seleccionar soluciones sobre un dominio, que es de una dimensión menor que
la forma original del problema. Por otra parte, en este tipo de métodos se pueden encontrar
dificultades tales como la no unicidad de la solución de las ecuaciones integrales de fron-
teras continuas en los números de onda caracteŕısticos correspondientes pero f́ısicamente no
relacionados a problemas interiores. Ésta, en general no es una propiedad de las soluciones
exactas del problema de valores-frontera y puede originar el mal condicionamiento de las
ecuaciones discretas.

Los esfuerzos para resolver tal problemática han sido desarrollados mediante el método
CHIEF de Schenck64 , en el que la formulación integral es modificada por ecuaciones adi-
cionales que imponen que las soluciones se anulen en ciertos puntos del interior del dominio.
En 1994 P. Juhl38 mostró que el rango deficiente de la matriz de coeficientes BEM puede
ser mayor que 1, cuando dos frecuencias caracteŕısticas están cerca de la frecuencia de in-
terés, y obtuvo una relación entre el número de puntos “buenos” CHIEF y la frecuencia
de interés. Otros esfuerzos en resolver el problema de la no unicidad fueron realizados por
Fang Q. Hu34. Se basan en la implementación de un método espectral para remover sin-
gularidades y extraer la no suavidad del núcleo. Las formulaciones basadas en integrales
de contorno están limitadas a un número de onda constante y dependen asimismo de la
solución fundamental del operador en cuestión. Tales formulaciones son muy ventajosas,
en particular para problemas con geometŕıas suaves, debido a que permiten reducir el coste
computacional y, en particular, para problemas con geometŕıas suaves.

Otras soluciones acoplan elementos finitos con las soluciones anaĺıticas exteriores me-
diante soluciones en series. Tales procedimientos han sido propuestos por Zienkiewicz et
al.76, Chen y Mei15, etc.

En las técnicas anteriormente mencionadas se usan expresiones expĺıcitas de las solu-
ciones del dominio exterior acopladas en la frontera artificial. Bayliss, Gunzburger y Turkel4

obtuvieron otra sucesión de condiciones de frontera absorbentes basadas en la solución
asintótica de la ecuación de onda en grandes distancias. De esta manera derivaron un
conjunto de ecuaciones en derivadas parciales que pueden ser impuestas a una distancia
finita sobre una frontera artificial. Los operadores eliminan los primeros m términos de la
expansión y, por tanto, sustituyen de manera impĺıcita estas expresiones expĺıcitas. Los
operadores de orden inferior de este conjunto de condiciones de radiación representan las
condiciones de radiación aproximadas más usadas en el cálculo numérico. Las condiciones
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de primer orden fueron obtenidas por Engquist y Majda20,21. Estas condiciones han sido
usadas en un esquema de elementos finitos por Bayliss4, Pinsky y Abboud61,2. Higdon31

derivó una familia de condiciones de frontera locales que absorben todas las ondas con
ángulos de incidencia espećıfico. Condiciones de fronteras análogas en coordenadas circun-
ferenciales han sido derivadas por Kriegsmann45,46 para ondas acústicas y por Bin Xi Yu y
Panchang7 para ondas en el mar. Tales condiciones son parcialmente reflejantes, sobre todo
en presencia de bajas reflexiones en los contornos interiores, y dependientes de la distancia
al contorno en el campo cercano. Douglas Meade et al.49,52−54 han evaluado la relativa
precisión de las condiciones absorbentes locales basadas en las condiciones de radiación de
Bayliss y Turkel (BT ).

Otra estrategia para la simulación de un campo exterior infinito a una distancia finita
del dominio computacional es el uso de un amortiguamiento artificial, en particular en
forma de una capa de esponja. En este método un término disipativo artificial es añadido
(impĺıcitamente o expĺıcitamente) a las ecuaciones modelo cerca de las fronteras artificiales
del dominio truncado, tales que las ondas salientes sean absorbidas con cierta reflexión.
Este método ha sido empleado por Kosloff en la solución de la ecuación de Shrodinger44.
Un avance en este sentido fue desarrollado por Israeli y Orszag35 mediante el uso de ciertas
capas de esponjas en combinación con ecuaciones diferenciales parciales de primer orden.
Una extensión de este método al campo de la ingenieŕıa oceánica, en la cual son encontradas
y caracterizadas las propiedades reflectivas de ciertas funciones esponjas para ángulos de
incidencia, inclusive superiores a 70 grados, ha sido desarrollada por el autor10. Dicho
método es de fácil implementación y posee buenas propiedades de reflexión para un am-
plio rango de frecuencias, pero la necesidad de ampliar el dominio computacional debido
a la capa de esponja incrementa el coste computacional. Recientemente, F. Collino y
P. Monk17,18 desarrollaron una capa de esponja de forma especial para las ecuaciones de
Maxwell, básicamente mediante un cambio de variables de la capa de esponja de Bérenger.
En este procedimiento el término disipativo es incluido en la variable independiente. Tal
capa de esponja es optimizada en coordenadas rectangulares y extendida a coordenadas po-
lares mediante una transformación de coordenadas. El proceso de optimización se realiza
fijando el número de puntos de discretización de la capa en una longitud de onda, mediante
el cual la resolución de la malla es variada para minimizar las reflexiones en el contorno
interior. Este procedimiento controla las reflexiones emanadas de la capa de esponja sin un
alto incremento del coste computacional.

En algunos problemas prácticos es conveniente, a veces usar el método de dominios
ficticios a pesar del aumento del coste computacional. Florencio Millot y F. Collino55

emplean este método para resolver un problema acústico no estacionario. Tal método
consiste en expandir el dominio computacional (utilizando una malla uniforme en el exterior
del dominio) e introducir una nueva variable definida sólo en la frontera del mismo.

Otra manera de extender el dominio computacional al infinito es el uso de elementos
infinitos para resolver el problema exterior asociado a la ecuación de Helmholtz bidimen-
sional. Experimentos numéricos en esta dirección han sido desarrollados por P. Bettess6 y
Zienkiewicz77 . En la implementación computacional han seleccionado funciones de forma
que satisfacen la ecuación de Laplace en el campo lejano y cuya solución se obtiene me-
diante la superposición de potencias de estas funciones. Para una precisión dada se reduce
el procedimiento a la determinación de los parámetros que intervienen. En comparación
con los métodos de integrales de frontera y las soluciones a series acopladas con elementos
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finitos, estos métodos son más simples teóricamente y generan un tipo de elemento ligera-
mente diferente. Este método no destruye la simetŕıa de las ecuaciones, o su estructura de
banda, y ofrecen la posibilidad de tratar con ondas no lineales. No obstante, la obtención
de la solución de un problema exterior inherente a una ecuación diferente de la ecuación
de Laplace obliga al aumento del número de parámetros y, por lo tanto, al aumento del
número de ecuaciones a resolver.

Avances recientes en el empleo de elementos infinitos han sido alcanzados mediante el uso
de funciones de forma elipsoidales14 y el relajamiento de la condición de continuidad entre
los elementos finitos e infinitos, aśı como el uso de funciones de forma de orden superior29.
Tales herramientas han sido extendidas a la solución de problemas exteriores armónicos
según el tiempo para ondas acústicas en un medio 3D. Con estas nuevas tendencias se reduce
considerablemente el coste computacional; no obstante, el carácter local del método, el uso
de funciones de forma en un sistema de coordenadas predeterminado y la caracterización
del comportamiento en el infinito por dicho elemento conservan la esencia de los elementos
infinitos y con ello su carácter no perfectamente absorbente.

Una fuerte tendencia en el desarrollo de condiciones de radiación para problemas de
ondas en dominios no acotados ha sido el desarrollo de un nuevo tipo de condiciones de
frontera exacta en una frontera artificial para problemas cuyas propiedades son constantes
en el infinito (o sea, las ecuaciones que las describen tienen coeficientes con ĺımite finito en
el infinito). Basado en el método de perturbación, Hagstrom28 obtuvo una condición de
frontera exacta para una amplia clase de problemas con esas caracteŕısticas.

Una condición de frontera exacta y no local en el espacio, para la ecuación de onda
armónica y/o dependiente del tiempo, ha sido derivada por Givoli y Keller24 mediante el
método DtN (método Dirichlet a Neumann). El método DtN constituye hoy en d́ıa la
herramienta por excelencia en el medio continuo para la imposición de la condición de
frontera de radiación en la solución de un problema de propagación de ondas en un medio
no acotado. Sin embargo, se presentan ciertas limitaciones en la resolución de problemas
concretos. La implementación de tales condiciones destruye el patrón de banda de la matriz
de elementos finitos, aumenta ligeramente el coste computacional por almacenamiento y
depende esencialmente de las soluciones fundamentales particulares del operador de onda
2D o 3D en cuestión, lo cual imposibilita su generalización a otros operadores y su uso en
forma automática.

Por su simplicidad y fácil implementación en un código de elementos finitos el desarrollo
de metodoloǵıas que permitan derivar condiciones absorbentes locales más precisas sigue
constituyendo un reto en el campo de la ingenieŕıa oceánica.

En este trabajo son derivadas condiciones absorbentes locales de segundo orden sobre
fronteras circulares y extendidas a dominios no ciculares mediante la transformación de
Jin36. Tales condiciones de frontera representan aproximaciones parabólicas de la ecuación
de Berkhoff en las geometŕıas respectivas. Empleando una aproximación asintótica de la
función de Hankel hasta el orden dos son obtenidas nuevas condiciones absorbentes lo-
cales sobre fronteras circulares. La influencia de los términos de orden superior en dicha
aproximación es también discutida. Las nuevas condiciones obtenidas comprobadas com-
parándolas con contra soluciones anaĺıticas y soluciones obtenidas con otras condiciones
absorbentes locales ya existentes.

El orden del trabajo es como sigue: En la próxima sección se presenta el problema de
contorno para la ecuación de Berkhoff sobre un dominio no acotado. En la sección siguiente
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se presenta una revisión de las condiciones de radiación locales sobre geometŕıas planas y
circulares. En la tercera sección son desarrolladas ecuaciones parabólicas apropiadas para
el uso con modelos eĺıpticos de propagación del oleaje y las extensiones correspondientes a
dominios no circulares. En la cuarta sección mediante la formulación usual por elementos
finitos se realiza la verificación del modelo numérico en problemas de propagación del oleaje
con soluciones anaĺıticas y/o la comparación con otras soluciones existentes. Finalmente,
algunas consideraciones concluyentes expuestas.

UN PROBLEMA DE CONTORNO PARA LA ECUACIÓN “MILD-SLOPE”
SOBRE DOMINIOS NO ACOTADOS

En esta sección se formulan dos importantes problemas de valores-frontera para la
ecuación de Berkhoff en dominios no acotados. Consisten en un problema de banda semi-
infinita y un problema exterior. Un problema en una banda semi-infinita aparece en la
propagación de olas en canales y un problema exterior está asociado con el espacio infinito
exterior a un obstáculo o a un dispersor (tales como islas, rompeolas, etc.).

Ω
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Figura 1. Un modelo de dominio no acotado para problemas de radiación

y dispersión

Sea Ω ⊂ R2 una región no acotada del plano. Supongamos que la frontera de Ω,
designada por Γ, es suave a trozos (Figura 1). El vector normal unitario exterior a Γ es
designado por n = (n1 , n2). Asumimos que Γ admite la partición

Γ = Γg ∪ Γh (1)

∅ = Γg ∩ Γh (2)

Deseamos estudiar la dispersión de ondas en una región con el empleo de la ecuación de
Berkhoff . Sea B una curva suave sobre la región Ω, introducida artificialmente para truncar
este dominio, de tal manera que en la región no acotada (designada por Ω′) el número de
onda k = ω

C sea constante y tome el valor k0. Designemos por Ωt la parte acotada de
Ω, limitada por B. El problema de valores-frontera para la ecuación “mild-slope” en un
dominio no acotado se formula como sigue. Se trata de encontrar φ : Ω̄ → C, el potencial
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de velocidades sobre el plano horizontal, tal que

Lφ = 0 en Ω (3)
φ = g sobre Γg (4)

∂φ

∂n
= ikh̃ sobre Γh (5)

+ alguna condición de radiación en el infinito (6)

donde Lφ := ∇(CCg∇φ) + k2CCgφ es el operador de Berkhoff, que en la región Ω′ se
reduce al operador de Helmholtz; ∂φ

∂n = ∇φ · n es la derivada normal y ∇ es el operador
gradiente, g : Γg → C y h̃ : Γh → C son los datos prescritos. Para el caso en que Ω
sea una banda semi-infinita, tomamos h̃ = 0. La condición de frontera de Neumann (5)
representa un campo de velocidades prescrito sobre una porción de la frontera Γ, donde
h̃ es proporcional a la velocidad y la presencia del factor ik es una consecuencia de la
diferenciación respecto al tiempo. Las condiciones de frontera de Neumann son, por tanto,
muy comunes en situaciones f́ısicas que indican radiación. Una condición de radiación
al infinito para problemas bidimensionales definidos en todo el espacio infinito (o para
problemas exteriores) adopta la forma

lim
r→∞

√
kr

(
∂φ

∂r
− ikφ

)
= 0 (7)

donde r es la distancia desde el origen. La ecuación (7) es la condición de radiación
de Sommerfeld65, la cual describe sólo aquellas soluciones con ondas salientes al infinito.
Esta condición de frontera implica una forma integral, la condición de radiación Rellich-
Sommerfeld30

lim
r→∞

∫
B

∣∣∣∂φ

∂r
− ikφ

∣∣∣2d Γ = 0 (8)

La condición de radiación (8) refleja que el flujo de enerǵıa en el infinito es positivo.
Tal condición garantiza que el problema de frontera (3) - (7) tiene solución única y es un
problema bien planteado. Una representación apropiada de esta condición es crucial para
la precisión de alguna formulación numérica del problema. En la referencia 67 se hizo notar
que para regiones no acotadas, que no coinciden con todo el espacio, las condiciones en el
infinito pueden tener una forma distinta de las condiciones de Sommerfeld.

Una exitosa reformulación del problema no acotado (3) - (6) en un problema sobre un
dominio acotado depende de la selección de una frontera artificial adecuada B y un operador
B̃ sobre la frontera que sustituya la condición de radiación en el infinito. Tal condición
de frontera debe tener la propiedad de dejar pasar las ondas salientes (que arriban a B) a
través de la frontera artificial B sin generar reflexiones espurias hacia el interior del dominio
truncado Ωt.
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El problema no acotado (3) - (6) reformulado sobre el dominio acotado Ωt aparece ahora
en la forma

∇(CCg∇φ) + k2CCgφ = 0 en Ωt

φ = g sobre Γg

∂φ

∂n
= ikh̃ sobre Γh (9)

B̃φ = 0 sobre B (10)

donde B̃ es el operador sobre la frontera de radiación. Los trabajos de Givoli23, Moore et
al.56 proveen un buen resumen de los diversos procedimientos empleados en la reformulación
aproximada del problema (3)- (5) sobre un dominio acotado Ωt. Existe una condición de
frontera exacta con esta propiedad

B̃φ =
∂φ

∂n
− M φ = 0 (11)

donde M es un operador no local en el espacio. A. Majda y S. Osher51, L. Nirenberg58 y
M.E. Taylor66 desarrollaron condiciones de frontera perfectamente absorbentes para clases
generales de ecuaciones de ondas aplicando la teoŕıa de reflexiones de singularidades para la
solución de ecuaciones diferenciales21 . Desafortunadamente, estas condiciones de frontera
no son útiles para cálculos prácticos.

Recientemente, Givoli y Keller24,25,26 derivaron una condición de este tipo, donde M

es la aplicación de Dirichlet a Neumann (DtN). Esta condición de frontera es fácilmente
implementada en un método de elementos finitos. Sin embargo, debido a que el operador
de frontera M es no local en el espacio, la matriz del sistema de ecuaciones resultante no es
una matriz “banda”, lo cual redunda en un esfuerzo computacional extra para ensamblar y
resolver el sistema de ecuaciones. Estos aspectos son detractores del uso de esta condición
de frontera.

Por ahora, restringimos nuestra atención a condiciones de frontera locales (espacial-
mente) de diversos órdenes, las cuales aproximan a las condiciones de frontera teóricas
no locales, desarrolladas por Engquist y Majda en la referencia 20. Tales condiciones de
frontera locales, obtenidas mediante la parabolización de un operador eĺıptico (Radder62,
Booij13, Kirby41,43 y Bing Yi Xu et al.7), son aproximadas y tienen un carácter parabólico.
El orden de la condición de frontera de radiación (RBC) está relacionado con el número de
términos de la expansión apropiada y la precisión asintótica de las soluciones aproximadas
obtenidas.

CONDICIONES DE RADIACIÓN LOCALES

En esta sección se desarrolla una estrategia en la solución de la ecuación “mild-slope”
sobre un dominio no acotado mediante el uso de condiciones de radiación locales (RBCS).
Las condiciones de radiación locales han sido vastamente utilizadas en la ingenieŕıa oceánica
y costera. Un resumen de las condiciones de radiación locales planas y circulares más em-
pleadas son presentadas aśı como la derivación de las aproximaciones de Radder62, Booij13,
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(para el caso plano) y Bing Yi Xu7 (para el caso circunferencial). Una medida de la ca-
pacidad de absorción de estas condiciones viene dada mediante el cálculo del coeficiente de
reflexión en el campo cercano.

Condición de frontera de radiación plana

Engquist y Majda20,21 acometieron algunos de los primeros trabajos sobre condiciones
de frontera de radiación artificiales. Sus técnicas, basadas en la teoŕıa de operadores seudo
diferenciales, son las más efectivas para ondas incidentes normalmente sobre una fron-
tera artificial plana. Estas ideas han sido extendidas y generalizadas en diversas maneras
(Higdon31), con formas propias en el campo de la Hidrodinámica Costera, las cuales se
resumen a continuación mediante el operador de frontera M

Mφ = ik
(
a0φ +

a1

k2
φyy

)
− b1

k2
φxyy (12)

La selección de los parámetros a0, a1 y b1 en la ecuación (12) expresan la dirección de
apertura a ser considerada y el grado al cual la condición de transmisión exacta en incidencia
normal es relajada. En la Tabla I aparecen listados los coeficientes de las condiciones de
frontera plana de primero y segundo orden.

Tipo a0 a1 b1 Aproximación
Panchang59 1 0 0 inc. normal
Radder62 1 0,5 0 aprox. parabólica de bajo orden
Booij13

1 0,75 0,25 aproximación Padé
Kirby41

Kirby42 0,9947 0,8901 0,4516 aprox. minimax (70◦)

Tabla I. Coeficientes de reflexión de las condiciones de frontera de radiación

(RBC) de primero y segundo orden para una frontera plana

La selección de los parámetros en la aproximación minimax42 garantiza la máxima
apertura direccional a ser considerada. Los valores reflejados en la Tabla I no incluyen
algún efecto de los errores de truncamiento asociados con el esquema en diferencias empleado
para su implementación. Se trata ahora de conocer la capacidad teórica de absorción de las
condiciones de frontera, reflejadas en la Tabla I, lo cual nos posibilitará un mejor uso de ellas.
Por simplicidad, consideremos el problema para la ecuación de Berkhoff con profundidad
constante en un semiplano

φxx + φyy + k2φ = 0 , x ≤ x0 , −∞ ≤ y ≤ ∞ (13)

Esta ecuación admite soluciones en la forma de onda plana propagándose en un ángulo
θ0 respecto al eje x. Para un ángulo dado θ0, el potencial de velocidades sobre el plano
horizontal se expresa por
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φ(x, y : θ0) = φ(x).eimy; m = k sin θ0 (14)

Sustituyendo la ecuación (14) en la ecuación (13), se obtiene

φxx + l2φ = 0

donde l = k
[
1 − (m/k)2

]1/2. Seleccionamos una condición de frontera en x = x0(x0 >
0), tal que minimice las reflexiones de ondas que viajan hacia la frontera desde x < x0.
Considerando la onda incidente de amplitud uno, escribimos φ como

φ = e+il(x−x0) + Re−il(x−x0) (15)

donde |R| es el coeficiente de reflexión. Una condición de frontera de la forma

φx − ilφ = 0 ; x = x0 (16)

produce el resultado deseado R = 0 cuando sustituimos (15) en (16). Sin embargo, esta
condición no puede ser generalmente alcanzada. En el caso de simultaneidad de varias
ondas incidentes la condición de frontera seleccionada tiene que acomodarse a todas e-
llas simultáneamente. Kirby43 expresó cada condición de frontera de radiación (1) en su
expansión binomial, respecto a ε = m/k 
 1, produciendo l∗ apropiados cada vez más
próximos a l. Tales expresiones asintóticas son descritas a continuación. Una aproximación
de bajo orden

l∗1 = k
[
1 + O(ε)2

]1/2 = k + O(ε)2

corresponde a la condición simple de incidencia normal

φx = ikφ

seleccionada por Panchang et al.59. Usando una expansión binomial, l∗, es mejor aproxi-
mado por

l∗2 = k

(
1 − 1

2
ε2

)
+ O(ε)4

Ésta corresponde a una aproximación parabólica de bajo orden (Radder62)

φx = ik
(

φ +
1

2k2
φyy

)

El uso de aproximante Padé (Booij13, Kirby42,40 posibilita una importante mejoŕıa en la
aproximación a l mediante

l∗3 = k
1 − 3

4ε2

1 − 1
4ε2

+ O(ε)4
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Su representación operacional corresponde a la próxima aproximación parabólica de orden
superior

φx +
1

4k2
φxyy = ik

(
φ +

3
4k2

φyy

)

Kirby42 introdujo una aproximación minimax para �∗, dada por

l∗4 = k
a0 − a1ε

2

1 − b1ε2

la cual corresponde a la aproximación parabólica

φx +
b1

k2
φxyy = ik

(
a0φ +

a1

k2
φyy

)
Con este método se obtiene la más completa precisión respecto a la condición de inciden-

cia normal con la máxima apertura direccional a ser considerada (tablas de los coeficientes
para la variación de la apertura pueden ser encontradas en Kirby42, con un cambio de signo
en la notación)). Una estimación de los coeficientes de reflexión correspondientes a las
selecciones �∗1− �∗4 fue dada por Kirby43, sustituyendo (15) en la ecuación diferencial corres-
pondiente. La Figura 2 muestra gráficamente los coeficientes de reflexión (|R|) para las
cuatro selecciones de �∗. Nosotros apreciamos que el coeficiente de reflexión aumenta según
aumenta el ángulo de incidencia al contorno. La condición l∗4 muestra la mejor capacidad
de absorción para ondas salientes del dominio computacional con un ángulo inferior a 70
grados.
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Figura 2. Coeficientes de reflexión de las condiciones de frontera de radiación

(RBC) de primero y segundo orden para una frontera plana
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Condiciones de radiación para una frontera artificial circular

Una forma común para aproximar condiciones de frontera de radiación sobre un ćırculo
es considerar el operador de frontera B̃ (ecuación (10)) en la forma

B̃φ = φr − α(r)φ − β(r)φθθ (17)

donde (r, θ) son las coordenadas polares y α y β son funciones radiales seleccionadas
apropiadamente. Notemos que (17) es una condición de frontera local. Aún más, la im-
plementación de esta condición de frontera empleando elementos finitos lineales es muy
natural.

Tipo α1 β1 α2 β2

Majda y Engquist21 ik - 1
2r - ik - 1

2r
1

2k2r3 + i
2kr2

(ME)

Bayliss y Turkel4 -ik - 1
2r 0 -ik - 1

2r + 1
8r(1+ikr)

1
2r(1+ikr)

(BT)

Khebir, Ramahi y Mittra39 -ik - 1
2r 0 -ik - 1

2r + 1+(kr)−2

8r(1+ikr)
1+(kr)−2

2r(1+ikr)

(KRM)

Li y Cendes48 −kH1
1 (kr)

H1
0 (kr)

0 −k2r(g2(kr)−1)
(krg1(kr)−1)

1
r(krg1(kr)−1)

(LC)

Bing Yi Xu y Panchang7 ik - 1
2r - ik - 1

2r + i
8kr2

i
2kr2

(BYi-P)

Tabla II: Coeficientes de condiciones de frontera (RBC) de primero y segundo orden para
una frontera circular

La selección de los coeficientes α y β se basa a veces en una expansión de la solución en
el exterior de un ćırculo52 (Tabla II). Una sucesión de condiciones de frontera de radiación
aproximadas, Bm, pueden ser construidas truncando la expansión en un número creciente
de términos. Dos estrategias han sido desarrolladas en tal sentido:

• basadas sobre la expansión de la solución de la ecuación de Helmholtz; en el campo
lejano (Bayliss-Turkel4 , Douglas B. Meade52, Bing Yi Xu7, Li-Cendes48, Mittra-
Ramahi39, o

• mediante el método de separación del campo ondulatorio en ondas que marchan “hacia
adelante” y “hacia atrás”, dada la expresión operacional completa del operador21.

La precisión numérica de la solución computacional del problema acotado (10) está
influenciada por la localización de la frontera exterior del dominio computacional, en la
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cual es colocada la condición de frontera de radiación circular (17). Empleando la solución
exacta del problema exterior asociado a la ecuación de Helmholtz, el campo de ondas
salienete se representa por

φs(r, θ) = (H(1)
n (kr) + RH(2)

n (kr))einθ

en el cual el coeficiente de reflexión teórico | R | viene dado por la expersión

| R | =
| (H(1)

n (kr))
,

r − (α − n2β)(H(1)
n (kr)) |

| (H(2)
n (kr))

,

r − (α − n2β)(H(2)
n (kr)) |

(18)

Aqúı H
(1)
n la función de Hankel de primer grado y orden n y H

(2)
n la función de Han-

kel de segundo grado y orden n. La Figura 3 muestra las curvas de los coeficientes de
reflexión | R | en Db (o sea 20 log10 | R |) de las condiciones de radiación de segundo orden
listadas en la Tabla II, donde el radio exterior del dominio computacional ha sido colocado
a 2λ y 5λ longitudes de ondas. Notemos que cuando la frontera exterior es alejada del
dominio computacional, los coeficientes de reflexión disminuyen, observándose un mejor
comportamiento en el caso de la condición de radiación KRM .
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Figura 3. Coeficientes de reflexión de las condiciones de frontera de radiación

(RBC) sobre una frontera circular de radio r (en Db, o sea

20 log10(| R |)) a) r = 2λ, b) r = 5λ

APROXIMACIÓN PARABÓLICA PARA UNA CONDICIÓN DE
FRONTERA ABSORBENTE

La contribución fundamental en el presente trabajo está relacionada con la derivación de
una condición de frontera absorbente dependiente de la curvatura de la frontera del dominio
computational y su implementación en propblemas de propagación del oleaje. Para obtener
una aproximación parabólica de la ecuación de Berkhoff , transformamos ésta como sigue62
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∆Φ + K2Φ = 0 (19)

mediante las relaciones

Φ =
√

CCgφ y K2 = k2 − ∇√
CCg√

CCg

(20)

Aproximaciones parabólicas para la ecuación de Helmholtzen sistemas de coordenadas
no rectangulares han sido desarrolladas por Tsay y Liu68, Isobe1, Liu y Boissevain50,
Kirby43, Meade et al.52,54,53,19,60 y X. Antoine et al.3. Sin embargo, sus desarrollos no
son directamente aplicables a problemas de propagación del oleaje. Una aproximación
parabólica para la simulación de oleaje en puertos y empleada como condición de frontera
abierta ha sido derivada por Bing Yi Xu y Panchang7. Esta condición de frontera ab-
sorbente se basa en la asintótica de la función de Hankel en el campo lejano truncada en
el término de orden cero. Esta aproximación de bajo orden incide en un comportamiento
notoriamente oscilante de la solución numérica cuando la posición de la frontera abierta es
ubicada cada vez más lejos del dominio f́ısico de interés.

En esta sección, adoptando el método desarrollado por Bing Yi y Panchang obtendremos
una condición de frontera circular basado en la asintótica de la función de Hankel truncada
hasta el segundo orden, y, posteriormente, en base a la transformación de Jin presentaremos
el cambio de variable para fronteras suaves de curvatura finita κ.

Para obtener una ecuación parabólica adecuada para las aplicaciones a lo largo de un
segmento circular, la ecuación (19) es escrita en coordenadas polares

Φrr +
1
r
Φr +

1
r2

Φθθ + K2Φ = 0 (21)

Nuestro interés es caracterizar el campo de ondas dispersadas por una isla, un rompe-
olas, o un puerto, o sea el campo de ondas salientes del dominio computacional, cuya
representación en el campo lejano adopta la forma siguiente

Φ(r, θ) ∼
∞∑

n=0

An(θ)fm(k0r)
√

2
πk0r

exp {i[k0r − (n +
1
2
)
π

2
]} (22)

donde k0 se refiere a la profundidad constante en el campo lejano, lo que significa que
K = k0 en el exterior del dominio computacional y m representa el orden de truncamiento
en la expansión asintótica de la función de Hankel de primer tipo y orden n. Para retener la
forma de (22) en aplicaciones más generales, seleccionamos la solución en la forma siguiente

Φ(r, θ) = Ψ(r, θ)
fm(k0r)√

k0r
eik0r (23)

para los valores de m = 0, 1, 2 y los respectivos coeficientes reflejados en la Tabla III. Esta
selección se reduce a la solución propuesta por Bing Yi Xu y Panchang para m = 0, en la
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cual k0 puede ser definido por el número de onda caracteŕıstico a lo largo de la frontera
abierta. Sustituyendo (23) en (21) y poniendo gm

r = fm
r

fm , gm
rr = fm

rr
fm , tenemos

Ψrr + (2ik0 + 2k0gm
r )Ψr +

1
r2

Ψθθ + (K2 − k2
0 + 2ik2

0g
m
r + k2

0g
m
rr +

1
4r2

)Ψ = 0 (24)

La aproximación parabólica deseada puede ser obtenida eleminando el término Ψrr (al
igual que Kirby et al., Bing Yi Xu y Panchang 7), lo cual significa asumir que los efectos
de difracción son débiles en la dirección radial. Despreciando además las variaciones de la
batimetŕıa local a lo largo del arco circular, se obtiene la siguiente ecuación en las variables
primitivas

φr + pφ + qφθθ = 0 (25)

donde los coeficientes p y q adoptan la forma

p =
K2r2 + k2

0r
2 + ik0r + 1

4

2ik0r2 + 2k0r2gm
r

+ (k0r)2
gm
rr − 2(gm

r )2 + gm
r

k0r − 2igm
r

2ik0r2 + 2k0r2gm
r

(26)

q =
1

2ik0r2 + 2k0r2gm
r

(27)

Para evaluar las condiciones de fronteras desarrolladas anteriormente, examinamos
el error absoluto entre la condición de frontera aproximada y la derivada normal exac-
ta de la función de Hankel de primer tipo y orden n para los modos circunferenciales
n = 0, 1, 2, 3, 4, 5 y en el rango de una longitud de onda desde el dispersor.

m fm(k0r) fm
r (k0r) fm

rr (k0r)
0 1 0 0
1 1 + 1

8ik0r
i

8(k0r)2
− i

4(k0r)3

2 1 + 1
8ik0r − 9

64(k0r)2
i

8(k0r)2
+ 9

32(k0r)3
- i
4(k0r)3

- 27
32(k0r)4

Tabla III: Términos dependientes de (k0r) en la expansión asintótica de la función de Hankel
de primer tipo y orden n

El comportamiento de estas aproximaciones sobre diferentes fronteras circulares es
mostrado en la Figura 4. Podemos apreciar que la condición desarrollada para m = 1
tiene el mejor comportamiento en general, que resulta muy notable en el caso de incidencia
normal. Todas las condiciones examinadas tienen un comportamiento muy similar para los
modos de orden superior. Esta comparación revela la posibilidad de mejorar la precisión de
la expansión asintótica de la función de Hankel en el término de orden m = 1. Es nuestro
interés en este trabajo extender las condiciones absorbentes para una frontera circular ya
desarrolladas a una frontera suave de forma general. Para ello emplearemos una sustitución
directa, basada en la transformación de Jin36

∂

∂r
�→ ∂

∂ν
(28)

1
r
�→ C (29)

1
r

∂

∂θ
�→ ∂

∂τ
(30)



Condiciones absorbentes locales para la ecuación de Berkhoff sobre una frontera de forma general 119

0

0.0002

0.0004

0.0006

0.0008

0.001

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

m=0

m=1
m=2

n=0

m=0

m=1,m=2

n=4

E
rr

or
 A

bs
ol

ut
o

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.0035

0.004

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

m = 0

m=2

m=0

m=1,m=2

n=1

n=5

E
rr

or
 A

bs
ol

ut
o

E
rr

or
 A

bs
ol

ut
o

E
rr

or
 A

bs
ol

ut
o

E
rr

or
 A

bs
ol

ut
o

λ λ

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

m=0

m=1,m=2

n=3
E

rr
or

 A
bs

ol
ut

o

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

m= 0

m=1,m=2

n=2

λ λ

λ λ

Figura 4. Comparación de condiciones de frontera absorbente para la ecuación

de Berkhoff sobre un fondo plano con k0 = 2 ∗ π cuando la frontera

artificial es un ćırculo
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lo cual representa un cambio de coordenadas del sistema de coordenadas polares (r, θ) a un
nuevo sistema de coordenadas (ν, τ), definido en la región exterior del dominio computa-
cional. Usando esta substitución (28), se obtiene la condición de frontera absorbente sobre
una frontera no circular

φν + pφ + (qφτ )τ = 0 (31)

con coeficientes p y q dependientes localmente de la curvatura del arco de curva seleccionado
y de las propiedades f́ısicas locales tales como la profundidad h y el número de onda k0.
Dichos coeficientes para m = 0 y para m = 1 son dados a continuación:
para m = 0 se tiene

p = −(i
(K2 + k2

0)
2k0

− C
2

+ i
C2

8k0
) (32)

q = − i
2k0

(33)

y para m = 1

p = −(i
(K2 + k2

0)
2k0

− C
2

+ i
C2

8k0
− C2

2k0
∗

10 + i(16 + C2

k2
0
)

( C
k0

+ 8i)2
) ∗ (1 − C2

8k2
0 + C2 − ik0C ) (34)

q = −(
i

2k0
) ∗ (1 − C2

8k2
0 + C2 − ik0C ) (35)

Deseamos hacer notar que las condiciones absorbentes derivadas son de fácil imple-
mentación en un código usual de elementos finitos, ya que en esencia su formulación débil
mantiene la misma estructura de las condiciones absorbentes de segundo orden usuales8,
originando una matriz de contorno global tridiagonal para elementos finitos lineales. También
las nuevas expresiones para los coeficientes p y q no representan un sustancial incremento
del coste computacional, ya que son evaluados directamente.

PROBLEMAS DE PROPAGACIÓN DEL OLEAJE

Para ilustrar la aplicación práctica de las condiciones desarrolladas se abordan dos prob-
lemas de propagación del oleaje relacionados con la dispersión de ondas largas superficiales
por la presencia de islas circulares.

Dispersión de ondas por una isla circular localizada sobre un fondo parabólico

La predicción de los patrones de ondas largas superficiales que viajan en un océano de
profundidad constante y son modificadas por un área de profundidad variable, representa
un problema de particular interés para describir el comportamiento de ondas largas como,
por ejemplo, “tsunamis” en las proximidades de las costas.
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Figura 5. Diagrama de una isla idealizada sobre una elevación parabólica del

fondo con h = αr2; a) vertical, b) horizontal

El caso de estudio aqúı seleccionado consiste en una isla circular localizada sobre una
elevación parabólica del fondo, en un océano infinito de profundidad constante y que es
atacada por un tren de ondas largas monocromáticas de pequeña amplitud (Figura 5). La
profundidad es h = αr2, para ra ≤ r ≤ rb y h = hb para rb ≤ r ≤ +∞, para 0o ≤ θ ≤ 360o.
El sub́ındice a designa el valor en la ĺınea de costa y el sub́ındice b el valor en la frontera
exterior de la elevación.

El campo de ondas alrededor de la isla es calculado de acuerdo con la teoŕıa de di-
fracción9,12,11. La batimetŕıa para este caso es mostrada en la Figura 5. Este tipo de
isla es considerada como representativo de casos reales (Homma32, Vastano y Reid70,71,
Jonsson37).

En aguas poco profundas el problema de difracción tiene solución anaĺıtica. Para este
caso Homma32 resolvió un conjunto infinito de problemas de frontera lineales unidimen-
sionales y basado en el principio de superposición representó la solución mediante una
serie.

Sobre un fondo variable el cálculo de la difracción de ondas en el mar basado en el
método de los elementos finitos fue hecho inicialmente por Berkhoff, Chen y Mei15,16. Chen
y Mei usaron una expansión de Fourier-Bessel como una solución exterior en un problema de
difracción de ondas, y una formulación variacional especialmente desarrollada para compati-
bilizar la solución exterior con las soluciones por elementos finitos en el interior del dominio.
Zienkiewicz et al.72−76 hicieron una importante contribución en este campo mediante la
proposición de una metodoloǵıa general para la solución de este tipo de problemas. En
esta dirección fueron desarrolladas diversas estrategias, que permitieron compatibilizar las
soluciones por elementos finitos con algún tipo de solución del problema exterior asociado
a la ecuación de Helmholtz(anaĺıtica, series, o integrales de frontera). Este problema ha
sido resuelto también por P. Bettes, Tsay y Liu69, Houston33, Bing Yi Xu7 y Bonet9, quien
incorporó la condición de radiación exacta en el infinito en un esquema numérico por medio
de un filtro de esponjas.
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Un estudio comparativo del comportamiento de las condiciones de fronteras circulares y
no circulares desarrolladas en la sección anterior para las aproximaciones asintóticas m = 0
y m = 1 es presentado a continuación. Diversas soluciones numéricas han sido obtenidas
usando el método de los elementos finitos en combinación con condiciones absorbentes
locales de segundo orden sobre fronteras circulares o eĺıpticas. Una malla de elementos
finitos empleada para el cálculo con condiciones absorbentes sobre una frontera eĺıptica de
radios ry

rx ≈ 2, 5 puede ser apreciada en la Figura 6.

Figura 6. Malla de elementos finitos para el cálculo empleando condiciones de

frontera absorbente sobre una frontera en forma de elipse

En el dominio computacional mostrado en la Figura 6 fueron empleadas las condiciones
de frontera absorbentes eĺıpticas de aproximación asintótica m = 0 (em0) y m = 1 (em1), las
cuales son comparadas con sendas condiciones de frontera absorbentes tipo Byaliss-Turkel
propuestas recientemente en la literatura por X. Antoine y H. Barucq3 y llamadas eEM
y eBT respectivamente. Estas condiciones absorbentes para ondas acústicas propagadas
en medios con fronteras no circulares pueden ser aplicables a la ingenieŕıa oceánica sólo
en el caso de considerar el fondo horizontal en la región exterior al dominio computacional
elegido. La solución numérica por elementos finitos empleando diversas condiciones de
frontera de segundo orden es mostrada en la Figura 7. Tales soluciones numéricas fueron
obtenidas colocando la frontera absorbente a 5 y 9 longitudes de onda de la ĺınea de costa
en los dominios circular y eĺıptico respectivamente.

La Figura 7 refleja las curvas de amplitud relativa A/Ai en r = ra respecto al azimut
θ. Las amplitudes relativas en la ĺınea de costa (con un radio de ra = 10 km) corresponden
a los resultados reproducidos en otros trabajos32,33 para un periodo de T = 240 s.

Estas curvas tienen la misma forma de las curvas obtenidas por Zienkiewicz et al.,
pero existe una discrepancia con las amplitudes relativas reportadas por ellos, debido a la
diferencia en los parámetros geométricos relativos al fondo parabólico. Nosotros notamos
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que para el mismo peŕıodo, un aumento del parámetro α origina un crecimiento de la
amplitud relativa en la isla. En la Figura 7 se puede apreciar cierta discrepancia al describir
los máximos y un comportamiento semejante en todas las soluciones numéricas mostradas,
siendo un ı́ndice favorable del buen comportamiento de las nuevas condiciones absorbentes
propuestas en este trabajo.

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

cm0

exacta

cm1

em0
em1

eEM
eBT

θ

A
m

pl
it

ud
es

 r
el

at
iv

as

Figura 7. Relative amplitude A/Ai vs. azimuth θ
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Figura 8. Dispersión de una onda plana (en θ = 0) debido a una isla circular: a)

localizada sobre un oceáno constante; b) localizada sobre una elevación

parabólica

La Figura 8 representa la influencia de la elevación del fondo en las ondas dispersadas.
En ella podemos notar que la elevación del fondo ha retardado el campo de ondas “no
perturbado”, originando una nueva área de “sombra geométrica”. En la aproximación de
aguas someras la elevación del fondo actúa como una “gúıa de onda”, dado que la velocidad
de fase es proporcional a la distancia desde el centro de la elevación. Tal comportamiento
ha sido descrito empleando condiciones de frontera absorbente circulares.
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(a)em0 (b)em1

Figura 9. Dispersión de una onda plana (en θ = 0) debido a una isla circular loca-

lizada sobre una elevación parabólica empleando condiciones de frontera

absorbentes de segundo orden sobre una frontera no circular

La Figura 9 muestra el campo ondulatorio dispersado por la presencia de la isla circular
sobre el fondo parabólico, calculado empleando las condiciones de frontera eĺıpticas em0 y
em1, correspondientes a la aproximación asintótica m = 0 y m = 1. Notemos en la figura
que el comportamiento cualitativo es semejante entre ambos cuadros, al igual que respecto
al mostrado en la figura anterior para una frontera circular.

Con el objetivo de demostrar las ventajas del uso de condiciones de frontera absorbentes
sobre fronteras no circulares, presentamos un segundo caso de prueba relativo a la dispersión
de una onda plana debido a la presencia de dos islas circulares, donde el eje de simetŕıa es
paralelo al frente de ondas de la onda plana incidente.

Dispersión de ondas por dos islas circulares localizadas sobre un fondo plano

El presente problema describe la dispersión de una onda plana por dos islas circulares
de 10 km de radio, localizadas sobre un fondo plano, cuya profundidad es de 4 km. En
particular nos interesa estudiar la dispersión de un frente de ondas plano que viaja parale-
lamente al eje de simetŕıa de las islas (de izquierda a derecha). Las islas fueron colocadas
a una distancia de cuatro longitudes de ondas, de manera que el efecto de interacción en la
dispersión de las ondas fuera menos significativo.

La Figura 10 muestra los dominios computacionales elegidos para el estudio. A la
izquierda se ha seleccionado un dominio circular de aproximadamente 2, 7 longitudes de
ondas de radio, que está cubierto por una malla de elementos finitos de 5988 elementos
triangulares lineales y 3227 nodos. A la derecha, se muestra un dominio limitado por una
élipse de dimensiones rx y ry

( ry
rx = 2, 4834

)
y cubierta por una malla de elementos finitos

triangulares lineales de 2208 elementos y 1231 nodos. El dominio eĺıptico representa un
40% del dominio circular, lo cual es notablemente apreciable en la figura. Se realizaron
varias corridas empleando las condiciones de frontera absorbente de segundo orden, cm0
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(para una frontera circular), y em0 y em1 (para una frontera eĺıptica). Los resultados
numéricos obtenidos son mostrados en la Figura 11. Como se aprecia en la misma, se
obtiene una excelente correspondencia entre las soluciones numéricas resultantes con el
empleo de las condiciones de frontera absorbentes no circulares em0 y em1 respectivamente.
Tales resultados numéricos muestran, en general una buena correspondencia con la solución
numérica debido al uso de la condición de frontera circular cm0. Aqúı se confirma el uso
de condiciones de frontera absorbentes no circulares, sin necesidad de sacrificar la precisión
de la solución numérica. Los resultados numéricos discrepan de la solución anaĺıtica para
el caso de dispersión de una onda plana por una isla circular sobre un fondo plano, hecho
que atribuimos a la presencia del efecto de interacción en la dispersión de las ondas.

(a) Dominio circular (b) Dominio eĺıptico
Figura 10. Malla de elementos finitos para el cálculo empleando la condiciones de

frontera absorbente de segundo orden
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La Figura 12 muestra los mapas de curvas de isoalturas alrededor de una isla circular
(relativos a la isla ubicada en la parte superior del dominio computacional). Como se aprecia
en la figura, el campo ondulatorio alrededor de las islas y muy próximo a ellas resulta ser
muy semejante cualitativamente, manteniendo una buena correspondencia con el campo
ondulatorio mostrado por la Figura 8 a) para el caso de dispersión de ondas alrededor de
una sola isla.

(a) Dominio circular (b) Dominio eĺıptico

Figura 12. Mapa de isoalturas empleando las condiciones de frontera absorbente

de segundo orden (izquierda) circular, (derecha) no circular

Deseamos notar que este caso muestra las ventajas y conveniencia del uso de condiciones
de frontera no circulares, demostrando la obtención de soluciones computacionales con
buena precisión y un ahorro de un 60% en el área del dominio computacional y, por tanto,
en una reducción drástica del coste computacional, aspecto de crucial importancia en la
simulación de problemas costeros empleando modelos eĺıpticos de propagación del oleaje.

CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos propuesto nuevas condiciones de frontera absorbentes
locales en el marco de la ingenieŕıa oceánica y costera para el empleo de modelos eĺıpticos
de propagación del oleaje. Lor resultados numéricos muestran la posibilidad de flexibilizar
el uso de las condiciones de frontera absorbentes circulares en dependencia de la forma
del dominio f́ısico de interés. Tales condiciones absorbentes sobre fronteras no circulares
son dependientes de la curvatura de la curva dada por la frontera artificial del dominio de
interés. El uso de las condiciones de frontera absorbentes locales no circulares derivadas
en este trabajo permiten en determinadas situaciones prácticas una reducción importante
del coste computacional sin sacrificar demasiado la precisión, lo cual representa un aspecto
importante en la simulación numérica de problemas de propagación del oleaje en regiones
costeras y favorece la incorporación en el modelo de diversos dispersores y su interacción,
aśı como el estudio en zonas costeras extensas. Nuevas investigaciones en este sentido se
desarrollarán para la incorporación de sensibles variaciones del fondo en las aproximaciones
aqúı presentadas.
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Nomenclatura

Lista de śımbolos Descripción
k número de onda
ω frecuencia angular del movimiento ondulatorio
λ longitud de onda
H altura de la onda
(x,y,z) coordenadas rectangulares del espacio R3

∇ operador gradiente horizontal
∂ śımbolo de derivada parcial
g aceleración gravitatoria
h profundidad local de la capa de ĺıquido
∆ laplaciano
C celeridad de fase
Cg celeridad de grupo
∂Ω frontera de Ω
Γg frontera tipo Dirichlet
∂φ
∂n derivada de φ en la dirección normal
r distancia al origen en coordenadas polares
Reφ parte real de φ
Imφ parte imaginaria de φ
M matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones lineal
K̃ matriz de rigidez global modificada
F matriz DNL
I matriz identidad
hθ longitud de un elemento e en la dirección θ

φ̇, φ̈ primera y segunda derivadas de φ
φr, φrr 1ra y 2da derivadas de φ respecto a r

i =
√−1 unidad imaginaria

� parte imaginaria de un número complejo
i, j sub́ındices
Aj matriz correspondiente a la capa j + 1
Bj matriz correspondiente a la capa j

Fj matriz DNL en la capa j
Cj matriz correspondiente a la capa j − 1
B curva suave sobre la región Ω
Ω dominio computacional
Ω′ dominio semi-infinito
φ potencial de velocidades
L operador de Berkhoff
H(n)

ν funciones de Hankel de orden ν y grado n

H(′)
0 derivadas de la función de Hankel de orden cero

O() orden de magnitud
B̄,M operadores no locales sobre la frontera
∞ infinito
|R | coeficiente de reflexión
Ri coeficiente de reflexión
l∗1,2 aproximación racional según Padé
Nlay número de nodos sobre la dirección transversal
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