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Presentacion

Esta monografia trata la “dinamica no-lineal” de los sistemas estructurales. Existen diversos
enfoques para esta materia y por ello intento que este trabajo aporte un punto de vista mas
al estudio dinamico no-lineal.

La motivacién para escribir estas paginas se basa en la necesidad de contar con un material
de estudio para la asignatura de “Dindmica no-lineal” que dicto en doctorado del
departamento de ‘“Resistencia de Materiales y Estructuras en la Ingenierfa” de la
Universidad Politécnica de Cataluna.

Espero que estas notas ayuden a la mejor comprension de la dinamica e incentiven a lector
a una mayor profundizacion.

Barcelona, Enero de 2002

Sergio Oller
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B 1 Introduccion.

B1.1 Presentacion.

La dindmica de estructuras estudia el equilibrio estructural a lo largo del tiempo entre las
acciones externas, las fuerzas elasticas, las fuerzas masicas y las fuerzas de
amortiguamiento, para un sistema estructural discreto en forma de puntos vinculados
internamente entre si y todos ellos a un sistema de referencia fijo. Estos vinculos internos
entre los puntos que describen el sistema estructural pueden o no ser elastico, en el caso
que no lo sean, el comportamiento del sistema de puntos es no conservativo y por lo tanto
se dice que el material de la estructura tiene un comportamiento constitutivo no lineal disipativo.
Ademas de este comportamiento no lineal, también existe el comportamiento no lineal disipativo
por influencia de la viscosidad del material, que da lugar a fuerzas de amortiguamiento
dependientes de la velocidad del sistema. En algunos casos mas simples, la no linealidad
por amortiguamiento se debe al desarrollo de fuerzas viscosas proporcionales a la
velocidad, pero en otros casos mas complejos puede ocurrir que el propio término de
viscosidad es dependiente del tiempo. La no linealidad del sistema, también se manifiesta
en aquellos casos en que hay grandes movimientos y el sistema trabaja fuera de su
configuracién geométrica inicial, motivando un comportamiento cnemiitico no lineal. Esta
ultima no linealidad se profundiza mas en aquellos casos en que ademas de los grandes
movimientos, ocurren grandes deformaciones, situaciéon que hace mas compleja la solucién
del problema dinamico de la estructura.

Toda esta descripcion que antecede sera tratada con mas profundidad a lo largo de este
trabajo, cuyos conceptos se fundamentan en la dindmica lineal de las estructuras, en la mecinica
de medios continnos y en las técnicas numéricas entre las cuales esta el método de los elementos finitos.

Existen diversos enfoques sobre el contenido y el desarrollo de los conceptos que debe
contener un curso de dinamica no lineal de las estructuras y todos ellos son validos en
consecuencia con los objetivos que se proponen alcanzar. El presente trabajo se ha
decidido trata los conceptos necesarios para completar la formacién basica de quien haya
sido formado en la dindmica lineal de las estructuras, en la mecanica de medios continuos y
en el método de los elementos finitos. Es por esta razéon que a lo largo del desarrollo de
este trabajo, no se insiste sobre temas que estan incluidos en ésta formacién basica de las
estructuras y que ya se suponen sabidos por el lector.

A continuacién se hace una descripcion breve del contenido que se desarrolla en las
paginas de este libro. En el capitulo B2, se hace una introduccion a las bases termodindmicas de
la ecnacion del movimiento. Este capitulo fundamental muestra los origenes del problema y lo
enmarca dentro de una formulacién estructurada que permite abordar con coherencia
todos los temas restantes. En el capitulo B3 se muestra con detalle los métodos para
resolver la ecuaciéon del movimiento, presentandose los procedimientos implicito y
explicito, como asi también las ventajas y desventajas que presentan cada uno de ellos. El
capitulo B4 estudia el concepto de estabilidad de la solucién de sistemas conservativos
para distintos métodos de resolucioén de la ecuacion del movimiento. Una vez establecidas
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las bases de estudio de la estabilidad de soluciéon para sistemas lineales, se hace una
aproximacion al problema no lineal y se dan criterios para el estudio de la estabilidad
exigiendo la conservacion de la energia como requerimiento fundamental. Esto mismo, da
lugar a la “formulacién de métodos de solucién conservativos”, que actualmente se estan
utilizando en la dinamica no lineal. Establecidas las bases fundamentales de la dinamica no
lineal, el capitulo B5 aborda la formulaciéon constitutiva independiente del tiempo, tales
como la plasticidad y el dafio, y muestra la forma en que estos comportamientos afectan a
la no-linealidad de la estructura. De manera analoga, el capitulo B6 detalla el
comportamiento constitutivo de los materiales dependientes del tiempo, tales como la
elasticidad retardada y la relajacion, donde se introduce en forma natural la no linealidad
por amortiguamiento. Sobre este punto se insiste pues, se considera que es uno de los sitios
de la dinamica no lineal donde se encuentra un gran vacio conceptual.



B 2 Bases Termodinamicas
de la Ecuacion del
Movimiento.

B2.1 Introduccion.

Este capitulo introduce las bases termodinamicas necesarias para definir el
comportamiento lineal o no lineal de un soélido durante el tiempo que dure el proceso
mecanico. LLos conceptos que aqui se sintetizan ayudan a comprender el comportamiento
no lineal de los sélidos y permiten establecer claramente el equilibrio del mismo en cada
instante.

Se considera conveniente hacer una resefa sobre /a cnemitica del silido deformable,
estableciendo la notacién que se utilizara, como asi también las definiciones de la mecanica
de medios continuos que se consideran importantes recordar. De la misma manera se hace
una muy breve descripcion de fermodindmica para puntualizar los aspectos importantes a
tener en cuenta en la formulacion de los modelos constitutivos que representan la no-
linealidad en el comportamiento del sélido. Es muy recomendable recurrir a las referencias
de mecinica de medios continuos y termodindmica,”* en caso de que se quiera mayor
profundidad y amplitud en los conceptos que aqui se establecen.

B2.2 Cinematica del Continuo Deformable.

Para sustentar la formulacion de un modelo constitutivo es necesario introducir los
conceptos basicos que describen la cinematica de un punto en el espacio, las medidas de la
tension y deformacién y la relacién que hay entre ellas en las distintas configuraciones. En
este capitulo solamente se quiere establecer la notacidon y recordar algunas definiciones,
pero en ningdn caso se intenta sustituir un tratado especifico de mecanica de medios

. : 1,2,3
continuos, para lo cual se recomienda consultar las fuentes ™.

B2.2.1 Definiciones basicas de los tensores que describen la cinematica
de un punto en el espacio.

Considérese un soélido continuo en tres dimensiones representado por dominio

Q,c R’situado en el espacio en su configuracion actual en el tiempo t, o también por una

! Malvern, L. (1969). Introduction to the mechanics of continnons medinm. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ.
2 Lubliner, J. (1990). Plasticity theory. MacMillan, New York.
3 Maugin, G. A. (1992). The thermomechanics of plasticity and fracture. Cambridge University Press.
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imagen de este dominio situada en el espacio en una confignracion intermedia Q,c R* o por el

dominio Q,c R* situado en la configuracion referencial o de origen (ver Figura B2.1).

_ox

F

b NS

Q,c R’

X,;t

Q,cR’

INTERMEDIA

Figura B2.1 — Representacion esquematica de las configuraciones cinematicas de un
solido en el espacio.

A un punto XeQ,, de coordenadas (x, )0 , situado en la configuracion referencial, le
corresponde uno y sélo uno de los puntos en la configuracion intermedia, representado por
X €Q, de coordenadas (X, ),, y del mismo modo le corresponde X €, con coordenadas
(x,) . correspondiente a la configuracion actual. Asi, el movimiento del cuerpo se describe en
funcién de la posicion en la configuracion de referencia y del tiempo,

X = X(X;Z); XeQ, (B2.1)
Se define como tensor gradiente de deformacion a la siguiente transformacion
F=F(X:1)=V,x=% —y (B2.2)
0x,

donde J es la matriz jacobiana. 1as restantes transformaciones que se muestran en la Figura
B2.1 resultan de la siguiente definicion,

poOx _0x 3%,

== =F°-F’ 2.
0x, OX, 0x, (B2.3)
donde en ella se denomina,
e_ OXx o
F° = = Transformacion elastica,
Xl
_ (B2.4)
FP - ox,

5 Transformacion plastica,
X
0
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El cambio de volumen que ocurre en un sélido durante un cambio de configuracion, se
obtiene a partir del determinante de la matriz jacobiana, que suele denominarse
simplemente jacobiano. Esto es,

dav
J=J|=F=—>0
[1=IFl= - (B2.5)
siendo dV 'y dV, los volumenes infinitesimales en las configuraciones Q, y Q,

respectivamente.
El tensor gradiente de deformaciéon puede descomponerse segin la siguiente
transformacion polar,

F=R-U=V:-R (B2.6)
donde R es el denominado fensor ortogonal, que cumple con la siguiente condicién de
ortonormalidad R-R" =R’ -R=1 ,y tanto U como V son tensores simétricos definidos
positivos. La definicion de estos dos ultimos depende del zensor derecho de Cauchy-Green
C=F" -F, asi el tensor derecho de estiramiento resulta igual a U= C'?. Se define también el
tensor izquierdo de Cauchy-Green como B=F-F' | tal que sustituyendo en éste dltimo la
ecuaciéon (B2.6), resulta B=F-F' =R:-U-U-R”" =R:C-R”y de aqui se puede ahora
definir también el fensor izquierdo de estiramiento comoV =B"? | luego puede reescribirse

como V=R-U-R" =F-R”. De aqui puede verse que el gradiente de deformacién puede
también escribirse como F=V-R.

. . ., . 2 . .
Siguiendo la notacién de Noll (ver Lubliner”), se denomina con V, un genérico vector

espacial euclidio, definido en una configuraciéon x cualquiera; asi, V) y V seran vectores

definidos en la configuracién referencial y actual respectivamente. Se designa con L(x;y) el

espacio continuo lineal, que transforma: x —-y. Con base en este criterio, se designa a

continuacion los tensores antes definidos, a partir del origen y destino de la transformacién
que realizan,

Ce L( #0; #0) ; Ue L( #0 ;\30) :  Tensores referenciales - Lagrangeanos,
Be L(\} ;\} ) ;0 Ve L(\} ;l} ) . Tensores actualizados - Eulerianos,
FeL(QO,\}) ; ReL(\},\}) ) B27)
. o : Tensores bipuntuales.
FeeL(Vp;V) ; FPELVO;VP)

Los tensores F° e L(\}p;\} ) y F'e L(ﬁo;\}p) se denominan también fensores materiales y

son invariantes frente a cualquier transformacion euclidia.

B2.2.2 Medidas de la Deformacion.

La deformaciéon en la configuracién de referencia, también denominada deformacion
lagrangeana, se define como:

E,=L(U"-1) (B2.8)

n

de donde resultan las siguientes medidas de la deformacion:
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para: n=0=E, =InU , Def. natural

1
E, =—(U"—I) = <para: n=1=E, =U-1 (B2.9)
n

para: n=2=E=E, =%(C—I) , Def. de Green - St. Venant

La deformacion enleriana medida en la configuracion actualizada se expresa en la forma de
Almansi. Esto es,

ezé(I—B‘l) (B2.10)

donde B es el #ensor izquierdo de Canchy-Green ya definido, y B~ suele denominarse tensor de
Finger. En el caso en que |F—I| <<1, todas las deformaciones previamente definidas

coinciden E, =e=¢g y se aproximan a la deformacion infinitesimal ,
s _ 1 r
e=V u=5(v0u+v0u) (B2.11)

donde se cumple Xx=x,+u = u=x-X,, siendo X,las coordenadas del punto X en la
configuracion referencial y u el desplazamiento relativo de dicho punto. Asi, el gradiente
resulta,

V,u a—uz(a—X—IJz(F—I)zj (B2.12)

B ox, \0x,

Y de esta ultima y la ecuacion (B2.11), resulta la deformacion infinitesimal y el gradiente de
deformaciones, como

L S O T DL I J O
0x, 0X,

*o (B2.13)
SZVSH—%(j-F]T)

B2.2.3 Relacion entre Variables Mecanicas.

Dada la transformacion gradiente de deformaciones ¥, que permite relacionar la posicion de
un punto en una cierta configuracién con su imagen en cualquier otra configuracién, puede
establecerse una equivalencia entre todas las variables mecanicas residente en una
configuracién con sus imagenes correspondiente a otra configuracion cualquiera. Para ello
se definen las siguientes transformaciones tensoriales">”, que pueden ilustrarse con la
Figura B2.2,

4 Marsden J. And Hughes T. (1983). Mathematical foundations of elasticity. Prentice Hall, Enlewood Cliffs.
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e
5 D
X
F = o: t=[F|-o
c
ACTUAL
Xt
. 0
. X
| S
X 5 0%,
C
REFERENCIAL
Xg51p
0%,
y 16) @
INTERMEDIA
< Xt
>

Hacia adelante d)(A# =F7"-(A, ) -F!
Covariante -
. Hacia atras ¢(A#)=FT (A#)-F
Tranformacion - (B2.14)
. Hacia adelante : d)(A# )= FT. (A# ) F
Contravariante _
Hacia atras :(1)(A#)=F_l -(A#)-F_T

donde se muestran los operadores y su expresion en funcion de/ gradiente de deformaciones y
siendo A, y A" genéricos tensores de segundo orden awvariante (tensor de deformacion
E & e) v contravariante (tensor de tensiéon S <> 1(0)), respectivamente. En particular
resultan las siguientes transformaciones para el transporte de los tensores de deformacion
tensién y constitutivo',

e=¢(E) e; =F; E,F};} e=F".E-F'
E=¢(e) E, =Fje;F, E=F".e-F
=) 1, = Fy Sy F) t=F -S-F’
S = () Sy =F'v,F S=F'.t.F"
C= (I)(C) Cip = Fy FiyFic Fyy Cuxs

C= <I)(C) Cixr = EI_IF;}IF/;EZICW

Tabla B2.1 Cinematica: relacion entre tensores de la configuracion actualizada y la
referencial.
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B2.2.4 Derivada Objetiva.

Una forma posible de realizar una derivacion temporal objetiva de una variable tensorial
sobre una configuracién cuyo sistema referencial se encuentra en movimiento, es a través
del concepto de derivacion objetiva de Lie>* L,(e). La detivacién temporal de una variable
tensorial que reside en la configuracién actualizada, cuyo sistema referencial estd en
movimiento, puede realizarse trasladando ésta variable a un sistema de referencia fijo,
configuraciéon referencial, luego derivar respecto del tiempo y por ultimo volver a
transportar dichas variable a la configuracion actualizada (Figura B2.3). Esta operacién que
se apoya sobre los operadores de transportes definidos en el apartado anterior, garantiza
objetividad. Esto es,

ONF.
ESPACIA

Sélo es posible hacer una derivada temporal
objetiva en la configuracién de referencia

Figura B2.3 — Representacién esquematica del concepto de derivacion objetiva de Lie.

L (A,)=F" -{Q[FT -(A#)-F]}-F‘l

L (a%)= F-{%[F‘l .(A#)-F‘T]}.FT

donde puede verse en la primera de las anteriores la derivaciéon temporal de un tensor
covariante, en tanto en la segunda se tiene la derivacion temporal de un zensor contravariante.

(B2.15)

B2.2.5 Velocidad.

El calculo de la velocidad necesita una derivaciéon temporal objetiva como la definida
anteriormente o bien la clasica derivacion material objetiva">>. 1.a velocidad en la configuracion
referencial o formulacién lagrangeana se define como X, =0x,/0f, y su correspondiente
imagen en la configuraciéon actualizada como v=x. Se define ahora /lz derivada material

objetiva de una variable cualquiera como

derivada
o) el , Dy G0, OO

- 2.16
Dt ot Ox; (B2.16)

Tal que la velocidad del gradiente de deformacion resulta entonces,
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2 .
F:V(]X:a_x ~ Fo O°x _O0x _0v _0vix
0X, otox, 0x, O0x, OXxO0X,

=L-F (B2.17)

de donde el gradiente espacial de velocidades puede también escribirse como:
L=Vv=L_f.F! e L(V;V) (B2.18)

ox

Se considera en la configuracion material la posiciéon de un punto X,, su cambio
infinitesimal de posiciéon X, +dx, y la correspondencia de este movimiento en la
configuracién actualizada x - x+dx. Por otro lado, si el movimiento diferencial puede
expresarse segun la ecuacion (B2.17) como dx=Fdx,, entonces la velocidad en la
configuracién actualizada resulta luego de aplicar la correspondiente derivacién objetiva,

Dx/Dt = Fdx,, = Ldx (ver también ecuaciones (B2.17) y (B2.18)).
El fensor velocidad de deformacion se detine como,
D= %(L +17)={L); e L(V;V) (B2.19)

El tensor de vorticidad, que es la parte antimétrica del gradiente espacial de velocidades se
escribe como,

Q-(L-17)-{L), -
2" cL(V;V) (B2.20)
Q —EVXV

En vista de estas dos dltimas ecuaciones, también puede escribirse e/ fensor gradiente de
velocidades, como,

L=D+Q (B2.21)

LLa velocidad de deformacion lagrangeana se puede expresar a partir de la ecuacion (B2.9)
como,

N R A PR
E:E:E[;(U —1)}_?(D)_F (D)-F (B2.22)

Cuya demostracién se formaliza para n=2, situacién en la que U? =C, de donde resulta
la siguiente expresion para el cambio temporal del tensor de deformacion

E:%C:%%(FT-F):%(FT-F+FT-F) (B2.23)

bl

pero sabiendo que: F=L-F y F' =F"-L'
velocidad de deformacion lagrangeana,

se llega a la siguiente expresion, de la

E:%(FT LT -F+F’ -L-F):%FT (L" +L)-F =F" -(D)-F = L,(e) (B2.24)

Para D=0 < E=0 se tiene movimiento del cuerpo rigido
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B2.2.6 Medidas de la Tension.

Partiendo de la tension verdadera o fension de Canchy o, que reside en la configuracion
actualizada, se expresa a continuacion la feusion de Kirchoff ©=J o, que también reside en la

configuracién actualizada, pero que su magnitud no esta influenciada por los cambios de
volumen J=dV/dV, =det]J

partir de la tension de Kirchoff se puede obtener la tension equivalente en la configuracion

, que experimenta el solido al cambiar de configuraciéon. A

referencia, denominada segundo tensor de Piola-Kirchoff S = ®(t)=F'-1t-F. Este tensor
representa un estado tensional sobre un sélido ideal no deformado'*’, y en ciertos célculos
es util su definicién para evitar la actualizaciéon permanente de la geometria, consiguiendo
un proceso con total equivalencia al que se desarrollo en la configuracién actualizada.

t=¢S=F-S-F 0=%F-S'FT

S=fREF(E§CT) d:fACT(é;C)

En esta ultima puede verse dos variaciones temporales de las relaciones constitutivas
que pueden establecerse en forma equivalente en una u otra configuracién, es decir en la
configuraciéon referencial, (REF), se relaciona la tensiéon de Piola-Kirchoff con la
deformaciéon de Green-Lagrange y en la configuracion actualizada, (ACT), la tension de
Cauchy con la deformaciéon de Almansi. Las tres medidas de la tensién coinciden en
pequefias deformaciones.

(B2.25)

B2.3 Bases Termodinamicas.

Para sustentar la formulacion de un modelo constitutivo es también necesario introducir
los principios basicos de la termodinamica’*’. Para ello, en este apartado se hara una breve
presentacion de las dos leyes de la termodinamica y se mencionara alguna de sus
consecuencias.

El objetivo de este apartado es recordar los elementos esenciales de la termodinamica de
los medios continuos, dentro de la “hipétesis de las pequefias perturbaciones” (HPP)’.

B2.3.1 Primera Ley de la Termodinamica:

El principio de conservacion de la energia es uno de los principios generales mas
importantes. Este principio indica que la energfa no puede crearse ni destruirse, sino
solamente transformarse de una a otra forma. Para un sistema cerrado el cambio temporal
de trabajo realizado por los agentes externos debe ser igual al cambio temporal en la
energia total del sistema. Este principio es también denominado primera ley de la
termodinamica. Asi, esta ley postula el balance energético, exigiendo la conservacion de la
energia total interna W del sistema. En otras palabras, el primer principio relaciona la
potencia introducida al sistema P;, y la cantidad de calor QQ o potencia calérica existente en
el mismo, con el cambio temporal de energia interna, o potencia global, 0W/ot que
experimenta el sistema (ver la representacion esquematica que se presenta a continuacion).

Axioma: Existen:



DINAMICA NO LINEAL 2-9

1. Una cantidad de calor propio Q (calor propio mas transferencia global

prop.
de calor), regida por leyes fisicas bien definidas (Newton, Fourier),

2. Y una cantidad de energfa global interna W, funcién del estado fisico del
so6lido, que depende de la variable de estado ® que representa densidad de
energia interna o densidad de energia interna por unidad de masa p y
volumen 1. Tal que se cumple la siguiente relacion,

d aw .
| lpodV |="=W = + P 2.26
dt |:;[p i| dt Qprop d (B )

Relacion entre:

La potencia Mecanica La pf)tencia N.O_
deformativa: Mecinica o cantidad
P, de Calor Propio:
@ Q prop

con

El cambio de energia interna que
experimenta el cuerpo:
/4

Obtencion de la Potencia Deformativa Py :
Para obtener la potencia deformativa, se partira de la siguiente definicién de la potencia

mecanica introducida P, o Potencia Externa,

Py =ft-v dS+[pb-v dV=§sv, dS+[pby, dV (B2.27)
S \% S vV

donde ¢, es la fuerza de superficie aplicada sobre el contorno S, (siendo ¢, =c tal que

i’
c; es el tensor de tensiones de Cauchy y n; el vector normal a la superficie S que

1,2,3

envuelve el solido"™?); b, fuerzas de volumen por unidad de masa; p=0M/0V la densidad

de masa, M la masa y V el volumen; v, =du,/dt=u, es el campo de velocidades (si t=cte.

entonces la velocidad v; =u; se transforma en un incremento temporal del campo de los
desplazamientos, y la potencia introducida se transforma en el incremento temporal de
trabajo introducido ).

A través del teorema de Green"™ | se puede transformar la integral de supetficie de la
(B2.27), en una integral sobre el volumen del s6lido, quedando la potencia introducida con
la siguiente forma matematica,

Py ZI

vV

06 ov.
_ Y 4 ob. |+, —|dV 2.28
{v,( & P J i ox, (B2.28)

X
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Siendo el término entre paréntesis la conocida ecuaciéon de Cuachy o balance de momento
por unidad de volumen.

5 op =p P 2.29
o, TPy (B2.29)

J

En el caso que la aceleracion sea nula, o el problema sea independiente del tiempo, se
obtiene de la expresion (B2.29), la clasica ecuacion de equilibrio estatico de Cauchy,

ov, 0o
% = O - a Y = _pbl
t X .
%/—/
problema equilibrio de Cauchy

cuasi—estatico

Sustituyendo la ecuaciéon (B2.29) en la (B2.28), se tiene la potencia introducida en
funcién de la potencia deformativa y la cinética,

o1 ov; -
P .=|—|—pvv. |dV+|oc,——dV=K+P
" !8t[2p"} l 7o, ¢ (B2.31)
Pot. Cinética Pot. Deformativa

Donde K es la potencia cinética y P, la potencia deformativa, tal que esta tltima resulta

entonces,

P, K (B2.32)

=K+P, =P, =

int

Observando ésta tltima expresion, resultan tres casos tipicos de la mecanica,

ov. .

e  Problemas de comportamiento de solido rigido: GL =0=>P, =K
X .
J

e  Problemas de comportamiento cuasi estatico: K =0=> P,, =P,

e  Problemas de vibracion libre: P,, =0= K =—P,
Obtencion de la Potencia Térmica O p
Para completar la definiciéon de la ecuaciéon (B2.26), es necesario definir la Potencia

térmica o Calor Propio Q,,,, como el Calor Interno r, menos el calor g =g, n; que sale

por fronteras:
Qprop = {[p r dV - iqini dS <B233)

siendo ¢ el flujo de calor que sale por la frontera, g; el vector de flujo de calor, n, la
normal saliente a la superficie que envuelve la frontera y » la fuente de calor por unidad de
masa.

Sustituyendo P, y O, en la ecuacién (B2.26), resulta la ecuacion de conservacion en

prop
problemas cuasi-estaticos

o,

[pdav=[prav-fqn ds+[o, tav

v v s v 0x, (B2.34)
Q prop P,

Transformando la integral se superficie en una de volumen (Teorema de Green); se
obtiene la forma local Euleriana de la 1 ley de la termodinamica. Esto es,
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) . ov;
po=pr—div(g,)+c,; — (B2.35)

" Ox,
Teniendo en cuenta que el tensor gradiente espacial de deformaciéon puede expresarse
como un tensor simétrico mas otro antimétrico, Ov; /ax ;=L;=D; +Q,, la ecuacion

(B2.35) se puede escribir como,

ov,
G — L = (;IHL[“ = (jl.ADl“ + Gi‘Qt‘
ij ax_/- ijij i i ./0 ij (B2.30)
po=(pr—div(g,))+c,D, (B2.37)

donde D; y Q

simétrico- y el tensor vorticidad —antimétrico-.

;> representan respectivamente el tensor de velocidad de deformacion —

B2.3.2 Segunda Ley de la Termodinamica.

La segunda ley de la termodinamica limita el sentido de la transformacién energética.
Esta energia que se transforma sélo puede hacerlo de una forma en otra y esta situacién no
se refleja en la primera ley y es por ello que es necesario definir una segunda ley de la
termodinamica. Mas precisamente, la segunda ley postula el balance de entropia n. La

entropia es una funcién de estado conjugada de la temperatura 6, y que esta relacionada
con la potencia (habitualmente con la potencia térmica).

Se define la densidad de entropia en funcién de la potencia especifica y la velocidad de
deformacion,

n=n(e:D, ) (B2.38)

tal que para =0 se tiene un proceso termodinamico isentrépico y adiabatico (sin
pérdida de calor por las fronteras) (pr — divg, =0). Para un proceso reversible se define la
ley evolutiva de la entropia como,

A . 1.
N=gd = n=§ndt=§(6th) (B2.39)
La entropia global para todo el sélido resulta entonces,
def
3=[pnar (B2.40)
vV
De las distintas formas de presentar el 2do principio de la termodinamica, la mas usual

en el continuo de Cauchy es la de Clausius-Duhem. Para ello se supone que existen dos
campos escalares conjugados, la temperatura 6 y la entropia n, ambas funciones de estado

local, tal que se cumple

mep :\.[prdV_iqini ds =30 (B241>

o bien
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S=[olayv - §& A
3 ;[p 0 dv o n;ds (B2.42)
Que representa el cambio de entropia introducida por transferencia de calor al sistema.

Con base en lo definido, la 2da Ley de la termodinamica considera que en un medio
continuo con una cierta entropia, ocurre que cualquier cambio total de entropia que pueda
sufrir sera siempre igual o mayor a la magnitud de entropia introducida. Como puede
deducirse de la definiciéon de esta desigualdad, por primera vez se introduce el concepto de
pérdida o disipacién de energia.

d .
—3 > 3
dt
— —
INCREMENTO INCREMENTO

DE ENTROPIA DE ENTROPIA
EN EL SISTEMA  INTRODUCIDA

Sustituyendo en esta definiciéon de la segunda ley de la termodinamica las ecuaciones
(B2.40) y (B2.42), se llega a la forma denominada “Desigualdad de Clausius-Duhem”,
Desigualdad de d r q;
Llpndr = [plav—§2Lin as 2.43
Clausius — Duhem { dt ip i ip 0 i; 0 (B2.43)

Transformando la integral de superficie en una de volumen (Teorema de Green) se
obtiene la forma local Euleriana de la 2* Ley de la Termodinamica.

or 1 .. (g
——+—div| = |20 2.44
TR [ 0 j (B249
Y resolviendo la divergencia del cociente entre el flujo de calor y la temperatura, se tiene
. ro 1. 1
pn—p6+6dlv(qi)—e—2qlv920 (B2.45)

Y reordenando sus términos se obtiene la el cambio temporal en la disipacién térmica-
mecanica

1 1
= =9ﬁ—[r——div(qi)J——qu920 2.46
. o0 (B2.46)

Combinando la disipaciéon con la forma Euleriana del ler principio, ecuacion (B2.35), se
obtiene la disipacion en funcién de la potencia deformativa y caldrica

- .. GijDij 1
E=0n—-o+ o —%q[VOZO (B2.47)

Para procesos termo-mecanicos donde puede desacoplarse el problema térmico del
mecénico, imponiendo la teorfa racional de de Coleman and Noll'*’, se puede transformar
la desigualdad anterior en la conocida forma de Clausius-Planck,
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.. GijDij C . .
2,=0n-0o+ >0 — Disipacion Mecanica
(B2.48)

H2o=—¢q,V0 20 — Disipacion Térmica

En la definiciéon de los modelos constitutivos es habitual utilizar la disipaciéon en la
forma de Clausius-Planck, pero ademas en funcién de la energia libre de Helmholtz,
recordando que esta dltima define la capacidad para producir trabajo. Se define la energia
libre de Helmholtz ¥ como:

def
lIr’=‘P(eij;9;p,.) = o-0n con p; ={Ff;cxi;di} (B2.49)
donde ¢; es el tensor de deformacion de Almansi y p;, representa el conjunto de vatiables

internas, que a modo de ejemplo, en un problema de plasticidad y dafio considera las
variables internas de cada uno de los problemas, tal como se muestra en la ecuacion
(B2.49). Derivando temporalmente la definicion de la energfa libre de Helmholtz se tiene

Y=0p-1n0-10 = —d+n0=—¥-70 (B2.50)

y sustituyendo en la ecuaciéon de la disipaciéon mecanica (B2.48), se puede rescribir la
disipaciéon mecanica en la forma local Euleriana, como:

. . oD,
=, =W -n+—L>0 (B2.51)
P
2, =pl-¥—0n)+o,D, >0 (B2.52)

Sustituyendo en esta una forma general de la variacién temporal de la energia libre,

oY oY . oY
$=""p + 5+ 5 >0
it g 0t 5 P (B2.53)

1

donde e; y 0O representan las variables libres mecinicas y térmicas y  p,las vatiables
internas del proceso no lineal. Considerando esto, la disipacion resulta entonces,
oY ov : oY
E =|lo,-p— D, —p|—+n|0—-p—p, 20 2.54
m [,, paeijj . p(ae n) P (B2.54)

1

D,y 0 son las variaciones temporales de las variables libres, por lo tanto, para garantizar el

cumplimiento de la desigualdad de Clausius-Duhem, sus multiplicadores deben ser
idénticamente nulos. Es decir, de aqui resultan las ecuaciones constitutivas y la disipacion
mecanica,

“ | Be. Constitutiva (B2.55)
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oY
E,=p 5 p; = 0} Disipacion (B2.50)

1

B2.3.3 Disipacién Mecanica escrita en Forma Lagrangeana.

Para pasar a la forma local Lagrangeana la expresion de la disipacion, es necesario hacer
la siguiente transformacion:

T o ox
o:D=tr(c:D) ; D=F":-E-F' ;an (B2.57)

donde F representa el gradiente de deformaciéon que es un tensor bipuntual que relaciona
un punto de una configuraciéon en referencia X, con el mismo punto en una configuracion

actualizada x , (esto se vera mas adelante y puede también consultarse en las

b

referencias">’). Operando algebraicamente se llega a,
-T d -1 -1 T . 1 .
6:D=tlo - F" -E-F')=t(F' -0 -F -E)ztr[js:EJ (B2.58)

donde J, determinante de la matriz Jacobiana y S el tensor de tensiones en la
configuracién de referencia o también llamado tensor de Piola-Kirchoff.

1. . dv
o:D=—S:E ; J=det(F)=——- .
7 (F) T (B2.59)

0

Sustituyendo esta ultima expresion en la forma Euleriana de la disipacion, se obtiene la
forma Lagrangeana, a veces mas apropiada para resolver algunos problemas estructurales.
Esto es,

2, = Jpl- ¥ )+ S,E, >0 (B2.60)

Donde la energfa libre de Helmholtz ¥ se define ahora como,

‘Pz‘}’(E..;G;R.)difco—Gn con P ={F..P;ocl.;dl.} (B2.61)

y y

siendo E; es el tensor de deformacion de Green y P representa el conjunto de variables

internas, que a modo de ejemplo, en un problema de plasticidad y dafio considera las
variables internas de cada uno de los problemas, tal como se muestra en la ecuacion

(B2.49).

Sabiendo por la ecuacién de continuidad que el cambio de densidad entre la configuracion
_dMdv.
av av,’

0,P,), cuya variacion

referencial y la actualizada viene dada por la siguiente expresiéon p, =pJ y

definiendo una forma general de la energfa libre como ¥ =¥(£&},
temporal resulta,

v .. oY . oY
= E

+—0+—P >0
— (B2.62)

L
oE, " o8

i
donde E; y O representan las variables libres mecanicas y térmicas y F, las vatiables

internas del proceso no lineal. Considerando esto, la disipacién resulta entonces,
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ov |- oY . v .
2 =S —p—|E, —py| —+Mn0—p,—PF. >0 2.63
m i pO 8EU ij po(ae nj pO aP i (B )

1

El.j y 0 son las variaciones temporales de las variables libres, por lo tanto, para garantizar el

cumplimiento de la desigualdad de Clausius-Duhem, sus multiplicadores deben ser
idénticamente nulos, resultando de aqui las ecuaciones constitutivas y la disipacién en la
configuracién lagrangeana,

oY 0= S. - o¥
ij pO aEl i pO aEl . .
4 Y + Ec. Constitutiva (B2.64)
0 N |(=0=>n-= oF
00 " 1 00
v .
E, =Po P P, >0, Disipacion (B2.65)

1

B2.4 Variables Internas.

El origen de las variables internas termodinamicas p,=p puede en principio encontrarse

en la necesidad de describir la cinética de la evolucién fisicoquimica de los procesos termo-
mecanicos, pero su gran desarrollo ha llegado relacionado con los procesos reologicos que
se desarrollan en el comportamiento elasto-viscoplastico de los sélidos deformables.

Estas variables internas p proveen una potente forma de caracterizar el compor-

tamiento mecanico de los medios continuos, pues junto a la variable libre del problema,
tension @ o deformacion €, permiten definir precisamente el estado termodinamico del
solido.

Las variables internas pueden ser de naturaleza escalar, vectorial o tensorial y
representan el comportamiento microscopico promedio de uno o mas efectos fisicos.
Normalmente estas variable suelen representar un conjunto de complejos fenémenos
fisicos indivisibles a nivel macroscépico. En cada problema constitutivo que se quiera
formular, habra que detectar y medir en forma apropiada la variable interna que represente
el comportamiento macroscopico, u observable, de uno o mas fenémenos fisicos que
ocurren a nivel de la micro o media escala. De esta forma se establece que las variables son
en esencia mesurables, pero no controlables, pues sélo puede establecerse su ley de
evolucién en el tiempo que dependera de la variable libre y del resto de variables internas

p=7,(0.p).

Asi, la definicién de una ley de estado, o ley constitutiva, dependera de la variable de
estado controlable o variable libre & o € vy del grupo de variables internas p. Esta
definicién tiene solucién si ademas se establece la ley de evolucion de las variables internas.

Esto es,
=17, (é XX p) Ley constitutiva

p=/,(0,p) Ley de evolucion de la variable interna

(B2.66)

En esta ultima ecuaciéon, X representa las variables que definen el comportamiento
constitutivo elastico del material.



2-16 Bases termodinamicas de la ecuacién del movimiento

B2.5 Ecuacion de Equilibrio Dinamico para un
Soélido Discreto.

La ecuacién de equilibrio dinamico de un sélido discreto sometido acciones externas
variables en el tiempo puede obtenerse directamente a partir de la lra. Ley de la
termodinamica y de conocimientos previos sobre el método de los elementos finitos que se
considera tiene el lector. A partir de las ecuaciones (B2.26) y (B2.32), puede escribirse la ley
de conservacion en la siguiente forma,

d .
?J.pde_QpropZPd :Pim_K
tV

[poav | [prav —fqn, dS|=[c;D, av =§t, dS+IpbiuidV—_fpui%dV (5267
N v S vV 14 at

\4 \Y%

Pot. Mecénica Pot. Deformativa Pot. Introducida Pot. Cinética
Donde la velocidad de deformacion, ahora incremento temporal de deformacion, puede
. _ _ S - o -1 .. .
escribirse como D, = {Lij }S = {Vi u; }S = {FijF 4 }S, que sustituida en la anterior, resulta el

equilibrio de potencias en un sélido continuo,
ou,
[o,vii, av =§uu, ds+ [pbudv - [pi, Ly (B2.68)
v s v v ot

A continuacion se utiliza el concepto de aproximacion polindémica del campo continuo
de desplazamientos u; (x,y,z) o velocidades # ; (x,,z), mediante una funcién polinémica

normalizada N (x,y,z) de soporte local que recibe el nombre de funcion de forma’,

uj(x’yﬁzxge :Njk(x’y,z) Uk Q¢ = u(j(xayazjgg :Njk(xzyaz) Uk Q¢ <B269)

Esta funcién N ; (x,y,2), que actia sobre un dominio acotado Q° denominado elemento

finito, permite aproximar dentro de dicho dominio los campos de desplazamientos
u,(x,y,z), velocidades u, (x,y,z) y aceleraciones i, (x, y,z) mediante la valoraciéon de sus

respectivas magnitudes U,, U,, U, en un numero finito de puntos, denominado #odos,

pertenecientes al dominio del elemento finito Q°. De esta forma puede establecerse los
campos derivados del desplazamiento, como lo es entre otros la deformacién de Almansi

_vus
e, =V; u,.Esto es,

e zvaijk

”j(X,yaZXQe =Njk(xayaz) Uk 0° <B270)

Se denomina método de los elementos finitos’ al procedimiento numérico que surge de
utilizar esta aproximacion polinémica para las funciones de campo. Esta aproximacion
reduce las infinitas incognitas de la funcién de campo a un numero finito de incégnitas,
definidas en ciertos puntos preestablecidos como nodos del elemento finito.

Q¢ ilae TS

Sustituyendo la aproximacion (B2.69) y (B2.70) en la ecuacion (B2.68), puede escribirse la
ecuacion de equilibrio de potencias a partir de la siguiente aproximacion

5> Zienkiewicz, O. and Taylor, R. (1989). The finite element method. McGraw-Hill, Vol I y II.
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[o,ViNav| U, . =| §1N,dS+ [pbNyav - [pN,N,U,dv | U,

ve Q¢ G ye ye G

b (B271)

Pero esta ecuacion se cumple para cualquier velocidad U,

e 2 Por lo tanto la igualdad

establecida en la ecuacion (B2.71) es independiente de esta velocidad, obteniéndose de aqui
la siguiente ecuacién de equilibrio dinamico para el sélido discreto

ki 0°¢
[0, ViNyav | =§iN,dS+ [pbNyadv | = [pNyNyav | U],
v = la¢ g pe of e o
By (B2.72)
ext mas
int fk Qe fk Qe
k I

ext
k

mas
e’/ k  |qe
de las fuerzas interna, masica y externa que se desarrollan en cada punto del sistema

siendo ;™

o los conjuntos ordenados, en forma de matrices columna,

discreto que aproxima el continuo, U, o la aceleracion en dichos puntos, M Wloe la masa

clemental y B =V’N P | oe €l tensor de compatibilidad de deformaciones o gradiente

ijk |Q‘f
simétrico de la funcién de forma.

La ecuaciéon (B2.72) representa la ecuacion elemental de equilibrio dindmico en la
configuracion actualizada, que expresada en la configuracion de referencia adquiere la siguiente
forma,

J.Sijv;‘sN_jdeO = j;tiNik ds, + _[PobiNtdeo - J.po Ny N;dV, U/ o
Ve s¢ ve ye 0
0 0° 0 0 0° 0 ¢
0 0 0 (B2.73)
MU= e

siendo M ; la matriz de masa, S, la tension de Piola Kirchoff, p,, ¥, y S;la densidad, el

volumen y la superficie del sélido en la configuracion referencial (ver Figura B2.1).
Desde un punto de vista mecanico-numérico, la no linealidad en la ecuaciéon (B2.72) o
(B2.73) puede estar originada por distintos fenémenos,

- No linealidad constitutiva, que resulta de la pérdida de linealidad entre el campo

de tensiones y deformaciones o;-¢; (o S;-E; para la configuracion de

referencia), tal como ocurre en la plasticidad, dafio etc. Esta no linealidad ocurre
debido al cambio de propiedades que sufre el material durante su comportamiento
mecinico y se refleja en su tensor constitutivo C .

- No linealidad por grandes deformaciones, que es debida a la influencia no lineal
que tiene el cambio de configuracion del sélido en el campo de deformaciones, (ver
Figura B2.1 y ecuacién (B2.8)). Este cambio de configuraciéon también altera el
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tensor constitutivo C,;, (ver Tabla B2.1), y por ello establece una relacion no lineal
entre tensiones y deformaciones (ver ecuacion (B2.25)). Ademas, estos cambios de
configuraciéon son producidos por grandes movimientos, traslaciones y rotaciones,
que también producen cambios en el sistema de referencia local en los puntos del
s6lido, afectando por ello al tensor de compatibilidad de deformaciones By .

- No linealidad por grandes desplazamientos, que a diferencia de las grandes

deformaciones, solo afecta al tensor de compatibilidad de deformaciones B,

porque en este caso sélo ocurren cambios en el sistema de referencia local de los
puntos del sélido como consecuencia de grandes movimientos.

Estas posibles no linealidades que pueden ocurrir todas juntas o por separado, se
resumen en la forma que se muestra en el siguiente cuadro descriptivo,

No linealidades posibles en:

¢ No Linealidad Constituti va :
Dependenci a no lineal entre tensiones y deformacio nes,
debido a cambios en el tensor constituti vo C

e Grandes Deformacio nes :

Dependenci a no lineal entre las deformaciones e, o E; y

G, -
Y los desplazami entos.
Dependenci a no lineal entre tensiones y deformacio nes debido a
cambios en el tensor constituti vo C,;, , por cambios de configurac ion.
No linealidad por cambios en la configurac i6n geométrica del
solido, que se refleja en el tensor B .
e Grandes Desplazamientos :
B, -1 Solorepresenta una parte del problema en grandes deformaciones,

porque solo afecta al tensor de compatibilidad de deformaciones Eijk .

La ecuacién (B2.72) (o la (B2.73) para la configuraciéon de referencia) representa el
equilibrio en el dominio elemental Q°, y su participacion en dominio global Q se realiza a

través del “ensamblaje” de esta ecuacién de equilibrio, utilizando el operador lineal A que
representa la suma entre las componentes de la fuerza, segin corresponda a la posiciéon y
direccion de las contribuciones locales’.

B2.5.1 Problema No-Lineal — Linealizacién de la Ecuacién de Equilibrio.

En el caso que haya linealidad en el comportamiento del sélido, se cumple la siguiente
relacion de equilibrio global, cuya expresiéon resulta del ensamblaje de las ecuaciones de
equilibrio local representadas en la ecuacion (B2.72) (o la (B2.73)

0= ﬁ‘[f D 1 e =, (B2.74)
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La no linealidad en el comportamiento global del sélido se manifiesta como una fuerza

residual Af} | o> provocada por el desequilibrio entre las fuerzas interiores e

0’ las

mas

fuerzas masicas f}

: ext
oY las exteriores f;

o Este desequilibrio, en un cierto instante de

tiempo “f” del proceso dinamico, puede eliminarse mediante la linealizaciéon de esta fuerza
residual Af) | o, (B2.74), en la vecindad del estado de equilibtio actual (i+1). Para ello es

necesario forzar el equilibrio en el estado actual (i+1) y expresar dicha condicién mediante
una expansion en serie de Taylor truncada en su primera variacion,

] o,

Q¢ oU, |,e

oL, p L, o] 2
(B2.75)

i . . . . !
o="Iar, L=l [ + A {M AT T TN } Ha, [,
o) of

You, euU, oU,8U, oU,

donde la aceleracion y la velocidad deben expresarse mediante una aproximacion lineal en
diferencias finitas, ver mas adelante, en el apartado (B3.3.21), el método de Newmark como
un ejemplo de esta aproximacion. Sustituyendo en esta ecuacion las fuerzas internas y
masicas expresadas en la ecuacion (B2.72) (En forma analoga puede procederse con la
ecuacion (B2.73) ), se tiene,

i t
0=A {M,Q.Uj + [0, VIN, dv - ;’“] +
Qe

Ve ¢

i . t
ou . 0 b aU afext
J N N m k
+A (Jkai N,.jdV] +Eu%vi Ny dV}+W[ [o,ViN, dVJ -

o || 4 ou, ol 2 ou, ouU,
vV \% 0°
A i [AU, ]z .
i t
0=A [M,V.U'j + [0, VIN, dV - ;’“] +
Q ve Qf
i . t
oU o6, o dc; oD ou, —of
fA || [Ny Nyav | La| [ZLZ0vSN v || [ LS00 av | i
Qe Ve A al]r Ve aest al]r Ve al)st Um a(Jr al]r
Qe

A i+1[AUr]t .
0¢ Q

Tal que particularizando esta ecuacidon de equilibrio dinamico para un material cuya ley

constitutiva visco elasto-plastica es del tipo o; =p(0¥(e;,p;)/0e;) =C, 1 ey +&,, 1 Dy,
para una relacion cinematica del tipo e; =V’ u, =V’ NuUe, v D,= VI.S .

J
=V’ N, U,, resulta,



2-20 Bases termodinamicas de la ecuacién del movimiento

i

i t .
. oU |

0=A | MU, + [c,VIN, aV -1 | +A| | [pN, Nydv | L+
ot , o oU

e o Je ,
t
ou, of
+{\;[E(V§Ntr )(CUT'st (VfN,//C)dVJ+[\_]l;(V§NII‘) g UT'sz(VfNjk)dVJ(—;JT’j_ aflk]’ } : (B2.76)
é i+1 [AUr ];e

o="ar, |, +' L av 1,

donde F,;S, =&" es el tensor de viscosidad tangente y J| =J" es el operador jacobiano

tangente. Esta ecuacion puede también presentarse en la siguiente forma matricial, donde
se detallan los operadores que contribuyen a la definicién del jacobiano,

' ' i .. . afext ! .
0:1+1[Af]§t2§1[Af]£t)+ MZ_E+KT+HDT6_U__ 'HI[AU]z!

ou v | B2.77)

lJ[Q
Siendo esta ultima la ecuacién de equilibrio linealizada, donde [KT ]Q =
Ajve (VSN):(CT :(VS N)dV representa la  matriz de rigidez tangente, [M], =
Q@

AjvepN:NdV es la matriz de masa, [ID)T]Q =Ajve (VSN):QT :(VSN)dV es la matriz de
Q° Q°f

amortiguacion tangente, todas ellas definidas en todo el dominio €, C;Sr el tensor

tangente correspondiente a la ley constitutiva utilizada en cada punto del sélido y
£ =A% eN:tdS+_[ epN:baWJ es la fuerza exterior que se expresa como. La fuerza
qe Vs \%

. o i+1 t P . . .,
desequilibrada en el solido [Af . ]Q se elimina siguiendo una resolucién por Newton-

Raphson® hasta que este residuo resulte despreciable, situacién que se conoce como
convergencia del proceso linealizado hacia la solucién exacta (ver Figura B2.4).

En la Figura B2.4 se describe el equilibrio espacial, dejando el tratamiento de la
convergencia en el tiempo para ser tratado al estudiar los métodos de resolucion en el
tiempo de la ecuaciéon de equilibrio dinamico.

B2.6 Distintos tipos de Problemas Dinamicos
No-lineales.

A continuaciéon se hace una breve presentacion de los distintos tipos de compor-
tamiento que introducen no-linealidad en el problema dinamico. En principio y en
consecuencia con el alcance de éste libro de dinamica no lineal, se estudiaran problemas de
clasticidad retardada y relajacion de tensiones, que dan lugar al denominado amortigua-
miento viscoso dependiente de la velocidad, plasticidad y dafio, que contribuyen a la
disipacion de la energfa independiente de la velocidad. Aunque las grandes deformaciones
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también inducen no-linealidad en el problema dinamico no sera tratada con la misma
profundidad que los otros fenémenos no lineales.
Se consideraran problemas en pequefias deformaciones, en los cuales el jacobiano
(ecuacion (B2.5)), cumple con la siguiente condicion,
dv
J =[J] =[F| WA

In:

1 (B2.78)

Resultando de aqui la coincidencia entre las tensiones de Cauchy y de Piola Kirchoff
c,; =S;,, entre la velocidad de deformacién en la configuracion actualizada y la

correspondiente magnitud infinitesimal D, =¢; y entre la densidad en las distintas

configuraciones p=p,. Con estas condiciones particulares los desplazamientos y

deformaciones son despreciables frente a las dimensiones del sélido y por lo tanto puede
escribirse la medida de deformacién de la siguiente forma,

1 1{(Ou ou)’
e=—\FF" —I)=Viu=—|| —|+| = 2.79

2( ) 2 (6)&} [8}(] (B2.79)
Ademas, para un material particular cuyo comportamiento es elastico y en pequefias

deformaciones, ocurre la siguiente coincidencia en la definiciéon de las deformaciones
(e=E =€), y la energfa libre se escribe en la siguiente forma simplificada,

1
2p,

Wy =

(e:C:¢) (B2.80)
tal que sustituida en la ecuacion (B2.55) o en la (B2.64), resulta la siguiente ley constitutiva,

oY
oc=p,—=C:¢ (B2.81)
Ot
donde el tensor constitutivo C coincide exactamente con el obtenido mediante la ley de
Hooke generalizada, y cuya expresion candnica es la siguiente,

Cirg =28, 8y +1 (Siksjz + Silsjk) (B2.82)

Donde A y p son las constantes de Lamé y §; es el tensor de Kroneker. El tensor de

elasticidad de Hooke resulta definido positivo y posee las siguientes simetrias
(Cijkl = (Cklij = Cijlk = Cjilk (B2.83)

Cauchy definfa cuerpo elastico como “aquel en el cual las deformaciones en cualquier
punto del sélido quedan determinadas por su estado de tensiéon y temperatura”. En
contraste con esta definiciéon, se tendra un material con comportamiento inelastico,
cuando es necesario establecer unas definiciones adicionales a las propias de la teorfa de la
elasticidad clasica, cuya formulacién esta relacionada con la historia del comportamiento
del material. Esta situaciéon hace que no pueda garantizarse una relaciéon biunivoca entre el
tensor de tensiones y el de deformaciones, o dicho de otra forma, que no son relaciones
invertibles una de otra.
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“lvik= [l

Incremento de la carga en el instante: /=0+A4¢
Incremento: “»=1" — '[Af, |, =X - [ ‘”L

1L

) Iteracion: “7=0"
JL

Solucién del campo de desplazamientos

A AR N S A I YR

Nueva iteracion:

uz~+717

A

. v
Calculo de los desplazamientos
y actualizacion de las coordenadas

"B L o,
e 1 =l b+ 7oL

<:] +

Calculo de la deforma cl

i+l
] et

Ecuacion constitutiva

i+1 PGt i+l
o1 - o,

'_|

Ij!

o

on

PG. }
rG.]!
Qe

Fuerza residual
it

i+l t i+l [ i+l [ mas int ext ]
[af o =AML =AU A - 1 e
0° Q 0¢

n

Verificacion de equilibrio

y convergencia

NO

], 02

Nuevo incremento:

A= n+1"

1
FIN

* NOTA: El campo de velocidades y aceleraciones deben calcularse segin el método
aproximacién de la aceleracion (ver a modo de ejemplo el método de Newmark)

Figura B2.4 — Representacién esquematica de la resolucion del problema no lineal

mediante Newton-Raphson.
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B2.6.1 No linealidad en los Materiales.

La influencia del tiempo produce en algunos soélidos comportamientos irrecuperables.
Basicamente pueden establecerse tres tipos de comportamientos no lineales dependientes
del tiempo:

Elasticidad retardada o “creep”, donde ocurren crecimiento de deformacion a
tension aplicada constante (ver Figura B2.5).

Relajacion de tensiones, donde se produce pérdida de tension mientras el nivel
de deformaciones se mantiene constante. Este comportamiento, aunque no
invertible, representa la forma implicita inversa de la elasticidad retardada (ver
Figura B2.5)

Visco-plasticidad cuyo comportamiento no lineal se debe a un crecimiento del
campo de deformaciones inelasticas, pero esto ocurre siempre que el campo de
tensiones supere unos umbrales preestablecidos (ver Figura B2.7).

Hay también materiales cuyo comportamiento no lineal es independiente del tiempo y
puede ser consecuencia de,

Plasticidad o comportamiento con flujo instantaneo. Este comportamiento
puede matematicamente establecerse como un caso particular del comportamiento
viscoplastico, pero la fisica del problema es cualitativamente diferente. Este
concepto se lo describira también con detalle en capitulos posteriores. (ver Figura
B2.6).

Dafio o degradacioén de rigidez, que produce en los materiales una pérdida de
resistencia como consecuencia de una degradacién en la elasticidad del material.

Estos comportamientos pueden presentarse en forma aislada o participar todos ellos en
distinto grado. Sobre la modelizaciéon constitutiva y su influencia en el comportamiento
estructuras se profundizara mas adelante.
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Problema de Creep
Elasticidad retardada

€

A é =y
80 (o) C o
Tiempo de retardo
c A
Gy

Modelo de Kelvin

c’(1)=Ce“(r)

WA~

S C c
<—o — >
&

[ I
—11

Gvis (f) — EJ(C.;WS (t)

o(t)=c°(t)+c"™ ()=
=Ce°(t)+ £ (1)
e(t)=€e(t) =" (1)

Problema de Relajacion

GA Tiempo de relajacion
G,
\x )
€A C
€1

Y

Modelo de Maxwell

(1) =Ce(1)=c"" (1) = £&" (1)

e(t)=€e“(1)+&" (1)
o(t)=c°(t)=c"" (1) =
=Ce*(=E&" (1)

Figura B2.5 — Formas simplificadas de entender el comportamiento viscosos de Kelvin

y Maxwell.
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Problema de Plasticidad Problema de Dafio
A
(¢)
o’ =C¢g”
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(1-d)C°
c =Ceg°
> >
e £ & € &
€
o =Ce*=C(e —-¢”) o =(1-d)Ce=Ce¢ -dCe
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(o)
(e) C O

e b,
17 7 < 7/
g ,

1

o AN (¢)
R
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1 (FAw

(1 AV/A
LS %2

€

Figura B2.6 — Formas simplificadas de entender el comportamiento elastoplastico y

dano.
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Problema de Viscoplasticidad

A 0
(&)
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1
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1
> > — e _ oW
R B c =Ce°=C(e —¢')
€

Figura B2.7 — Formas simplificadas de entender el comportamiento viscoplastico.



B 3 Resolucion de la
Ecuacion del Movimiento

B3.1 Introduccion.

En este capitulo se estudia la resolucién en el tiempo de la ecuacién del movimiento en
su forma semi-discreta (ver ecuacion de equilibrio, apartado B2.5). A continuaciéon se
considera el ensamblaje de la ecuacion B2.72 (o la B2.73 si se hace el equilibrio en la
configuracion referencial), que permite definir el equilibrio en todo el sélido en el instante
t+ AL,

i t+At i t+At i t+At
s . |tHAL
é [o,VIN av =é $t.Ny dS + [p bNdV —,QAQ [p NuNav | U
ve s¢ Ve ve
Q¢ Q¢ Q¢
que escrita en forma compacta tiene la siguiente forma,
Ay =M U, (t+ A+ £ (U, Ut + A = [+ AD=0 e Q 3.0

Af =M U@t + A+ ™ (U, Ut + At) — £ (£ + At) =0 e Q

Este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias ya contiene la aproximacion polinomial del
campo de desplazamientos, velocidades y aceleraciones definida por la ecuacion B2.69. La
discretizacion espacial de los campos de desplazamientos, velocidades y aceleraciones, queda
representada por los valores de dichas funciones, U(¢), ﬁ(t)y U() respectivamente, definidas
sélo en algunos puntos del medio continuo (nodos), donde se soporta el polinomio de
aproximacion local o también denominado funcién de forma de un elemento finito. Es necesatio
puntualizar que en la ecuacion (B3.1) el campo temporal es continuo y que sélo se ha discretizado
las funciones definidas en el espacio. También se representa en esta ecuacion la matriz de masa

M= .[V@ PN, N;dV , las fuerzas externas £ (1 + Ar) = §S€ t,N, dS+ .[V@ pb;N,dV vy las fuerzas

internas im(U,U,t+At)='[vcsyViSN #dV  que contienen los términos no lineales del

comportamiento del material. Entre las posibles no linealidades que puede tener un punto de un
solido genérico, solo se trataran en este trabajo aquellas producida por la plasticidad, el dafio y la
viscosidad. También se enfocara la presentaciéon a problemas de la mecanica en pequefias
deformaciones y movimientos, de forma tal que el campo de deformaciones podra representarse
como e; =E; =g, . Bajo estos supuestos, la tension ,; puede escribirse como (ver ecuacion

B2.55 para una descripcion euleriana y B2.64 para una descripcion lagrangeana),
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o=p ¥ _ CS:g°+1 :€ Caso elasto - plastico con viscosidad (B32)
O |C°:.g Caso elastico

En el caso de un problema elastico lineal, la viscosidad se introduce en la ecuacion de
equilibrio mediante un término que se aflade en forma de fuerzas viscosas

£V (Ut + A =D U(t+ Ar) ,donde D = .[V (VSN) F,(VSN)dV es la denominada matriz de

amortiguamiento y que habitualmente toma la forma dada por la combinacién lineal de Rayleigh'.
Asi, en el caso que se suponga comportamiento lineal, las fuerzas internas adquieren la siguiente
forma conocida,

SO U+ AN =D U 1+ AD+K U (E+A1) € Q

(U, U,t+A0) =D Ut +A0)+K Ut +Ar) eQ (B33
’ B - 0

La filosofia preponderante para la resolucion de este problema clasico en dinamica estructural
se basa en admitir el “concepto de separacion de variables” en el cual se supone que los
problemas temporales y espaciales son independientes entre si. Por esta razon se establece una
estrategia diferente de resolucion para cada una de los problemas, asi para la solucién del
problema espacial se adopta el método de los elementos finitos, en tanto el problema temporal
suele resolverse mediante diferencias finitas. Dicho de otra manera, se resuelve en cada instante
de tiempo £ la ecuacion semi-discreta (B3.1) que representa el equilibtio espacial en dicho instante
de tiempo (ver Figura B3.1).

ey & % 2

S =cte

. ..::':15 551_ Resolucién
-/ Problema: ' :;eer;rporal
Discretizado en el espacio (MEF)
problema
y dinamico.

Linealizado en sus variables

mecanicas.

Figura B3.1 — Representacién esquematica de la resolucion no-lineal de un problema
dinamico.

I'R. Clough and J. Penzien (1993).Dynamics of Structures. Mc Graw-Hill N. York.
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B3.2 Solucion explicita-implicita.

La solucién en el tiempo de la ecuacion diferencial (B3.3) puede obtenerse siguiendo una
estrategia de solucion implicita o explicita. Esto es, si la respuesta en el instante actual (¢ + Af)

depende completamente de la solucioén en el paso previo (¢), se tiene una solucion explicita, pero
si la solucion actual depende de la velocidad y aceleracion en el instante actual (¢ + Af), se tiene
una solucién implicita. A modo de ejemplo se adopta una ecuaciéon mas simple, como es la
ecuacion diferencial de primer orden para representar el fenémeno de conduccion de calor,
M U@)+f™(U,0) - £ (1)=0 . A travéz de esta ecuacion puede explicarse en forma simple el

concepto sobre solucién implicita-explicita diciendo que, dada la solucién en desplazamientos y
velocidades en un tiempo 7 se obtiene en un tiempo posterior (¢ + At), la siguiente solucion,

{U(t + AN =U(t) + At Ut + 0. AY) B34

Ut + A =(1-a) U(t) + o U(t + Ar)

donde a es un parametro que permite obtener una solucion:

e Explicita en la que se formula el equilibrio en el instante f, con o =0. Se
obtiene el desplazamiento en el paso posterior dependiente de la velocidad y el
desplazamiento en el anterior,

e Implicita en la que se plantea el equilibtio en el instante (+A4f) con aa=1. Se
obtiene el desplazamiento en el paso posterior dependiente de la velocidad en
tiempo actual y el desplazamiento en el paso anterior.

U(H‘Al‘)f f,é._
U(t++a A) - - U(r+4)
U(rta Aj)
o Método Tipo de solucion U+ /7 .
0 Dif. Adelante Explicito U@
Forward Euler
1 Regla Medio Punto
& C?ank—NichoIson ! rradr A >
% Galerkin
A
1 Dif. Atras U(r+4)1
Backward Euler Implicito U(t+a A)[

U@

7 HHaAr ++At )z‘

Figura B3.2 — Representacion simplificada de una solucién explicita-implicita.

Haciendo una comparacion entre una solucion en el tiempo explicita y otra implicita, resultan
los siguientes topicos, que deben matizarse segin el problema que se esté resolviendo,
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Integracion temporal explicita:

Se requiere poco tiempo de calculo para cada paso de tiempo,

1.

El algoritmo de solucién es simple tanto en su légica como en su estructura, por lo
tanto permite un tratamiento simple de las distintas no linealidades,

Requiere menos esfuerzo computacional en cuanto al almacenamiento en memoria
No necesita de operadores tangentes costosos de obtener y que son propios de los
métodos implicitos,

Los métodos explicitos ofrecen algoritmos confiables.

El incremento de tiempo en la solucién esta acotado y normalmente resulta muy
pequeno, haciendo dificil la solucién de problemas que se desarrollan en dominios
del tiempo muy grandes.

Integracion temporal implicita:

Son métodos muy estables y robustos,

1.

2.

Los incrementos de tiempos pueden ser mucho mas grandes que en los métodos
explicitos, conservando la estabilidad en la solucién,

Permiten soluciones mas exactas, ajustando mucho la solucién mediante tolerancias
de error muy bajas,

Una relativa desventaja esta en la linealizacion de la solucion que suele llevarse a
cabo mediante Newton-Raphson y esto exige operadores tangentes que en muchos
casos son de dificil obtencién,

Otra desventaja puede encontrarse en el gran requerimiento de almacenamiento en
caso de utilizarse métodos directos de solucién del sistema de ecuaciones,

Debido a la robustez que ofrece en la solucion los métodos implicitos, se orientara el resto de
esta presentacion a presentar sus particularidades. En todos los casos se admitira un problema
espacial aproximado mediante una forma discreta tal como lo formula el método de los
elementos finitos y solo se estudiara la forma de resolver el problema temporal, dejando la
solucion del problema espacial para un tratado mas orientado a problemas independientes del

tiempo.

B3.3 Solucion implicita.

El caracter implicito de un método de integracion en el tiempo supone que los
desplazamientos  U(t + At) = U™y velocidades U(t + At) =U""en el tiempo ¢+At se
obtienen utilizando la siguiente aproximacion lineal en diferencias,

U[+At :kVUt+AtAt+fV(U[,U[,"')

3.5
Ut+At — kUUt+AtAt2 +fU(Ut,Ut,Ut,"') (B )

Donde Ates el paso de tiempo y k; y ky son coeficientes que se determinaran al precisar el

método de solucion.
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B3.3.1 Equilibrio en cada instante (¢ + A¢).

Se admite que los coeficientes k;, y ky son no nulos, que las aceleraciones U™y

velocidades U™ son funciones del desplazamiento U** en el tiempo (¢ + Af) y que la fuerza

residual en dicho instante '[Af];* | lincalizada para cada iteracién "i", esta definida en todo el

dominio €2 (ecuacién B2.77), por la expresion
0:i+1 [Af](t;m Ei [Af]grAt +iJgA; A [AU]gAt

(B3.6)
0=i+1Aft+At ;iAfHAt +th+At . [i+1 Ut+At _iUt+At]

En el resto de este capitulo y para simplificar la notacion, siempre que se haga referencia al
equilibrio global, se prescindira del subindice €2 en las formulaciones. Este equilibrio global bajo
comportamiento no lineal puede alcanzarse satisfactoriamente mediante el procedimiento
iterativo de Newton-Raphson, el cual permite aproximar la solucién en la vecindad del punto
“@+1)”, mediante la linealizacién descrita en la ecuacion (B3.6). En esta solucion linealizada, el
operador jacobiano tangente tiene la siguiente forma,

At

. i . . I+
‘ . i aAf t+At 8U afmt afmt 8U afext
IJH-At — J ZUH-At — M_+ + _ 3.7
( ): ou ou ou oUu ou ou (B3.7)

of int

Tal que se entiende por operador tangente de rigidez a la relacion K’ = operador
q p p g g >, Op

int ext

tangente de amortiguacién a la relacion D' = i y a la relacion como la influencia del

cambio de la posicién de las fuerzas externas con los sucesivos cambios de configuracion. Este
ultimo término puede considerarse nulo en pequefios desplazamientos, pues en este caso los
cambios de posicion de las cargas son casi despreciables frente al tamafio de la pieza.
Sustituyendo estos operadores tangentes en la ecuacion (B3.7), la matriz jacobiana toma la
siguiente forma,

i .. . exi t+At
aAfTA’ ou ,ou  of™

= = M+ KT 4D
oU [ oU (B38)

[JH—A[ :J([U[+Al i
ou ou

En problemas dinamicos elasticos lineales se simplifica aun mas, por que se transforma en el
siguiente operador constante,

iJf+At EJO :Ma_U+K0 +]D)08_U (B3.9)
ou ou

y en el caso de problemas cuasi estiticos, donde U=U=0 y ™ =cte, el operador

jacobiano tiende a la clasica matriz de rigidez.

i A J(iUt+At):i|:%:| HAt:i[KT]HAt (B3.10)
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B3.3.2 Solucién del equilibrio en el tiempo - Métodos implicitos.

Una vez establecida la ecuacion de equilibtio y su linealizacion, el problema fundamental que
es necesario resolver ahora es la relacion que existe entre los campos de aceleracion, velocidad y
desplazamiento (0U/AU ;0U/0U). Esto permitirfa obtener el operador jacobiano expresado en
las ecuaciones (B3.7), (B3.8) y (B3.9). Para alcanzar este objetivo hay distintos caminos, o dicho
de otra manera, hay distintas maneras de formular un integrador implicito en el tiempo. Entre los
procedimientos mas comunes estan los métodos de zntegracion de un paso, al que pertenece la familia
de métodos tipo Newmark cuya principal caracteristica es que son incondicionalmente estables
para resolver problemas dinamicos lineales. En cuanto a la estabilidad de la solucién en
problemas no lineales no hay nada que la asegure, pero sobre este tema se volvera mas adelante.

También hay métodos multipasos, como lo son la familia de métodos tipo Houbolt, que tienen
mas precision a cambio de mantener almacenada mayor informacion, razén que los hace mas
caros en término de calculo computacional.

Con la finalidad de ilustrar al lector sobre métodos de uno y dos pasos, se presentaran los
procedimientos de integracién temporal de Newmark y Houbolt, respectivamente.

B3.3.2.1 Procedimiento de Newmark.

Es un método de integracién temporal de un paso, que resulta incondicionalmente estable en
problemas dinamicos elasticos lineales. Es uno de los métodos mas utilizados por su equilibrada
relacion entre coste computacional, precision y simpleza de implementacién nunéica.

Una formulacién de un paso se caracteriza porque los desplazamientos y velocidades en el
tiempo (¢ + At) se obtiene parcialmente a partir de un sistema ya conocido en el paso antetior
(t). Esto es (ecuacion (B3.5)),

Uz+At — -fl (ijt+At , UZ, Uz , Ut )

Ut+At — fz(ﬁtJrAt,Ut,['Jt’I"Jt) <B311)

El caracter implicito resulta de la dependencia de la aceleracion en el tiempo actual.

Ul\

.f3 (UH-At,Ut)

U' + At U’

érmino de 1¢" orden | 2do orden|
A\

N,
>

t t+At

Figura B3.3 — Aproximaciéon temporal del desplazamiento.

La diferencia fundamental con el clasico método de diferencia centrada' se basa en que la
velocidad y el desplazamiento no resultan de la aceleraciéon instantanea (una derivada), sino de la
integral de la aceleracion que hace la solucion mas estable. Asi, la velocidad y el desplazamiento
se definen siguiendo el procedimiento que a continuacion se resume,
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e Calculo de la velocidad:

io-40 | -y

dU=U(r)dt

t+At t+At

[dU=[U(x) ar

t+At
U =0 + j U(r) dr
: (B3.12)

T~
Vel. promedio
durante At

; e A Area del diagrama

e Calculo del desplazamiento:

. dU=U(1)d
U(r)= dgi”) - (Dt

t+At t+At

[aUu=[U(r) dr

(t+At)—7

t+At
i Ut+At :Ut + IU(‘E) dt (B3.13)
LIG ) E— t

Momento de primer orden.
Figura (B3.3)

N,

Ldr A
. . 1AL
Sustituyendo la velocidad U =U" + IU(T) dt, previamente obtenida, en ésta ultima
t
expresion, resulta la expresion del desplazamiento en funcién de la aceleracion,

U =u’ +t]t{ﬁ(r)+jﬁ(‘c) dr} dt
! " (B3.14)

U =1 +TU(r) dr+Af[ [U() dr ] dx
0 0o 0

. . At| T
transformando el momento de primer orden en otra forma integral, .[0 UO U(7) dr}drz

IOAt [(t +At)—1 ]lj(‘l?) dr, resulta la siguiente expresion para el desplazamiento,

A : At
UM~y + U AI+£ [ .([U(’C) dt ]d'c:Uf + U Ar+ ‘([[(t+At)—‘C]I“J(T) dt (B3.15)

Desp. promedio durante A¢

Para resolver este problema es necesario suponer la expresion de la aceleracion. Newmark
adopta una variacion lineal de la aceleracion en el tiempo, del tipo

U =0 + @)U -07) (B3.16)
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Donde f(t) es una funciéon de forma, que tiene la siguiente definicion f(t=¢)=0 y
f(t=t+At)=1 (ver Figura B3.4).

A HOWN

U(1) AU

Bl 4

1 T TAL X £ A
Figura B3.4 — Aproximacion temporal del desplazamiento.

Sustituyendo esta variacion lineal en la ecuacion de la velocidad B3.12 y del desplazamiento
(B3.15) se tiene el siguiente sistema de ecuaciones,

At At
U =0 [0 dot [t - 07) e
0 0

. (B3.17)
U =+ 0 A+ [+ A ][0+ £ [0 -0 )] e
0
Que puede escribirse luego de algunos pasos como,
. . . . . a
U™ U 2 UAs + (U”A‘ -U’ ) jf(r) dt
0
. .. 2 At . .. F 3‘18
Ut+At =Ul‘ + Ut Af + Ut AL_,{_ I |: (Ut+At —Ut)J.f(T)dT :| dT <B )
2 0 Lf—J
g(7)

At

El resultado de la integral g = jf (t)dt=kyAt =y At debe interpretarse como el area de la
0

funcién de aproximacién lineal de las aceleraciones (Figura B3.4). Obsérvese que en este

caso particular el coeficiente es y = 0.5 (area rayada de la Figura B3.5).

f(1) A

At
g= If(r)dtzyAt
0

ot H A

Figura B3.5 — Area de la funcién de aproximacion de las aceleraciones.
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Teniendo en cuenta que,

At
Jf(r)drkuAtzyAt
0

N (B3.19)
J‘{If(r)dr}drzkvmz =BAL?

0

y sustituyendo estos resultados en la ecuaciéon (B3.18), resultan las siguientes ecuaciones
para la velocidad y el desplazamiento,

U =0+ U A+ [0 -0 ) yar

' ) 2, i 3.20
Ul‘+A[ :U[ +U[At+U[ %4_ (U[+Al _Ut)BAtZ (B )
reordenando los términos de estas ecuaciones, se tiene:
U™ =0 +(1-7)U" At+ yU™ Az
UM S Ut 4 0 A {%- sjfr A+ BT AL ®3.21)

AU t+At

de estas dos udltimas resultan las expresiones fundamentales de Newmark (B3.11), que
expresan el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion en el tiempo actual del proceso de
integracion temporal,

["Jt+Az _ 1 (Ut+Az _Ut _Ut At)— L—l "jt
2B

B AL

rerar | Y aigye Y e RS T
U _(BAtJAU +{1 BJU +(1 2B)U At (B3.22)

Ut+At — Ul‘ +AiUZ‘+AZ‘

Los coeficientes k; =y y ky =P determinan la estabilidad del método, tal como se vera
mas adelante. Sustituyendo estas expresiones en la ecuaciéon de equilibrio dindmico
linealizada (B3.6) y en el jacobiano (B3.8), en el instante (¢ + At) iteracion (7), se tiene:

0=/ AF A AN L A ‘[i+1 Ui i ]

| . . ppen
con: 'JAM= Ma—U+KT+]D)Ta—U—— +KT+Df L ——
ou ou oUu BAL* BAt U

i }Hm i [ o (B3.23)

y sustituida en la ecuacién de equilibrio (B3.1), resulta la expresion de las fuerzas residuales,
en el instante (¢ + At) iteracion (i),
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IAFEHA T [ 1nt]t+At ’+1[ ext]”A’ _

+
N 1
Ut+ ! lUl‘ At) __1 lUt +
HBN ) (2[5 j ] (B3.24)

+I gl (VSN) ’“[ ext]“Af

Puede probarse que la soluciéon en el tiempo que ofrece este método es incondicionalmente
estable para valores de y>1/2 y B>1/4(0.5+y)" (ver cap-B-4).
El esquema de integracién en el tiempo se realiza siguiendo los siguientes pasos, luego de

imponer la condicién de fuerza residual nula (""'Af** =0, ecuacién (B3.23)),

1. Prediccion de velocidades y desplazamiento, ecuacion (B3.21), a partir de la condicién inicial de
aceleracion nula en (¢ + At ),

["\jH»AZ :0
U — 0"+ (1—y) U Ar
U =’ + U’ At+G—BjI"J’ Af?

2. Obtencion de la correccion AU de los desplazamientos a partir de la ecuacion (B3.23) de
equilibrio linealizada en el instante (7 + Az )

iAftJrAt :_iJHAt -AHIUHAI
3. Obtencion de los desplazamientos, velocidades y aceleraciones corregidas,

i+l Ut+At 1 AHI Ut+At
BAZ

i+1Ut+At - ﬁHAt + Y Ai+1Ut+Az
B At

i+1 Ut+At _ ﬁt+At +Ai+1Ut+At
4. Célculo del campo de deformaciones, resolucidn de la ecuacién constitutiva y verificacion de la
convergencia mediante el calculo de la fuerza residual,
(VSi+lUt+At)_(VSi+lUt)
At

t+At

i+1 t+At VSHIUHAt . i+1ét+At_
b

i+lot+At:i+1|:(CS -g° +§£:|
FIAFEA 1 (Az+lUt+At i+t At) 1 2w s
BAZ 2B
i+l et dt (7 S i+ [ ext 1A
4] e (vIN)ar "l ]

5' S| i+lAft+At

> TOL , entonces “IR a2”; caso contrario “IR a 1” e incrementar el tiempo (z + Az ).

Tabla B3.1 Procedimiento de integracion en el tiempo de Newmark.
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B3.3.2.2 Procedimiento de Houbolt.

Es un método de integracion temporal de dos pasos, o cuatro puntos, es decir que para
resolver un problema en el tiempo (¢ + Af )necesita la informacion del estado de las variables en
los tiempos (¢), (t—At)y (t—2At). La diferencia con los métodos de un paso radica en la
precision, pues mejora respecto de aquellos, a cambio introducir mas complejidad en el calculo y
también una mayor exigencia en los requerimientos de memoria para almacenar las variables en
tiempos precedentes.

La aceleracion se calcula a partir de la siguiente aproximacion,

m

Z(,YkU(HAt)—k-At _AS, ["J(HAt)—k-At):O (B3.25)

k=1

donde m representa el nimero de puntos discretos a considerar en el dominio del tiempo, v, y
8, son coeficientes a determinar. Particularmente en el caso de Houbolt se adopta m =4,
Yo=2,v,=-57v,=4,v,=-1, §,=1,0, =0 para(k =1,2,3).

La expresion de las fuerzas residuales, toma ahora la siguiente forma,

HlAf* _Lisk [i+1Aft+At ]k —
S o
zsiisk[M LAk I:fim](HAt)fk-At _[ ext ](t+At)—k-At:| o (B3.206)
0 k=1

y de acuerdo a la ecuacién de la aceleracion (B3.25), puede reescribirse las fuerzas residuales sélo
en funcién de los desplazamientos e implicitamente de las velocidades. Esto es,

HIAFY = Li[Y_kzM g rAD-kAr | Sk[iﬂ [fint ](”'A’)—k'm _ [fext ](f+At)—k~At :|:| —0

0 km LA (B3.27)
resultando de aqui la siguiente expresion para el operador jacobiano,
i a Af* i aU af ext t+At
P _ g Mt gTapr 308
( } au, ., S, At oU ou (B3.28)

Para resolver la relacion entre velocidad y desplazamiento se establece la siguiente
aproximacion, al igual que se ha introducido la relacion aceleracion desplazamiento en la ecuacion

B3.16),

. o 1 & _ . _
s — %o grear Z((ka(H—At) KA Ay B, [ kAt)=0 N
=1

oAt PoAz
e+ 3.29
NE A o (B3.29)
U By Al

quedando esctito el operador jacobiano como,

i t+At
% afext
oAt }: [M fo KT +DT 20

i

iJHAt — J(z‘UHAt):

-—— 3.30
au, ., S, At B,At U (B3.30)

Con esto, la ecuacion de equilibrio linealizada se escribe,
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i+1Af* :_tJHAt -AHIUHN <B331)

El esquema de integracién en el tiempo se realiza siguiendo los siguientes pasos, luego de

forzar la condicién de residuo nulo (""'Af*** =0), en la ecuacion (B3.26),

1. Prediccion de velocidades, ecuacion (B3.29), a partir de la condicidn inicial de desplazamiento nulo en
t+At,
ﬁtJrAt =0

~ 1 m . . .
g Z(akU(Hm) kA _ A B, G km)

BoA
2. Calculo de las fuerzas residuales ‘Af* de acuerdo a la ecuacion (B3.27)
Obtencion de la correccion AU'™ de los desplazamientos a partir de la ecuacion de equilibrio
linealizada en el instante ¢ + At
iAf* :_iJHAt -AHIUHN
4. Obtencion de los desplazamientos, velocidades corregidas,

i+l I'jt+At — ﬁt+At + O'“O Ai+1Ut+At
B, A1

i+l Uz+Az — [NJZ+AZ +Ai+1Uz+Az
5. Obtencion de campo de aceleraciones a partir de la ecuacién (B3.25),
6.  Calculo del campo de deformaciones, resolucién de la ecuacidn constitutiva y verificacion de la
convergencia en fuerzas
(VSHIUHAt)_(vSHlUt)
At

t+At

+1 t+At VSH—lUH—At . i+lét+At_
b

i+lo.t+At:i+1|:CS :se +§£:|
i+1A * :Sli[ Yk M 1+1U(1+At) k 8k|:i+l ["V i+lo.t+At (VSN)dV](HAt)_k_H'I[ ext ](H'At)_k:|:|
0 1

7. S *I> TOL , entonces “IR a 3", caso contrario “IR a 1” e incrementar el tiempo (¢ + At ).

Tabla B3.2 Procedimiento de integracion en el tiempo de Houbolt.

B3.3.3 Solucion del sistema de ecuaciones de equilibrio no lineal.

En este apartado se hace una breve resefia sobre algunas técnicas de resolucién del
sistema de ecuaciones linealizado, que resulta de la integraciéon de Newmark o Houbolt.
Para mayor profundizaciéon en los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones es
aconsejable consultar las referencias™

La resolucion del siguiente sistema de ecuaciones de equilibrio no lineal,

IAFEHA — AL AT g A (B3.32)

, . .. ) )
puede llevarse a cabo basicamente por dos técnicas diferentes™

2 Press W., Flannery B., Teukolsky S., Vetterling W. (1987). Numerical Recipes — The art of scientific computing.
Cambridge University Press.
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1. Linealizacién basada en las técnicas de Newson-Raphson estindar o modificadas’,
2. Técnicas de aproximacion de Quasi-Newton para la matriz jacobiana’.

Ambas técnicas se diferencian fundamentalmente en la forma de expandir el residuo
AR =TT AU en el entorno de la solucién previa y la forma de calcular el operador

jacobiano.

B3.3.3.1 Método de Newton-Raphson.

Es el procedimiento de convergencia mas rapido para solucionar sistemas de ecuaciones
no lineales mediante la técnica de linealizaciéon. Esta técnica supone que la solucién esta
dentro de la “zona de atraccion”, o dicho de otro modo, la solucién es convergente si se esta
en la vecindad de ella. En este caso, la relacion de convergencia es cuadratica.

En este método iterativo se supone que la ecuacién de equilibrio tiene la siguiente forma
general,

Af =M U@t +AD)+ ™ (U, U, 1+ At) £ (¢ + A1) =0 (B3.33)

Puede escribirse también, como se deduce en la ecuaciéon (B2.77), mediante una
aproximacion en serie de Taylor truncada en el segundo término,

t+At

0! [Af]grAtEi[Af]grAt_'_ [%:}fj il [AU]SN _

Q
i - . ex t+At
_ i[Af]HAt + Ma—U-I—KT +]D)T8—U_ 6f t . i+l [AU]HA[ (B334)
“ ou ou ou Q
iJgAt

en esta ecuacion (7) representa el contador de iteracion y (f) el tiempo. La solucion de la
t+At

misma resulta por inversién del operador jacobiano 'J5* . Esto es,
i+1 [AU]SA[ :_[ iJgAz ]_l-i[Af]gAt (B335)

Tal que el desplazamiento al final del proceso linealizado, o también suele decirse al
converger, sera (ver Figura B3.0),

i+l [U]S—At :i [U]S—At +i+1 [AU]gAt (B336>

A pesar de la rapida convergencia que ofrece este método, se puede observar que tiene
algunos rasgos negativos, tales como,

1. Siempre necesita un operador jacobiano tangente, que no es posible obtenerlo en
forma sencilla en todos los casos,

2. Cuando se esta lejos de la solucion se tiene una velocidad de convergencia muy
baja,

3. En ocasiones el problema necesita la solucién de la ecuacion (B3.35) para
operadores jacobianos asimétricos. Esto complica mucho la inversién del mismo,

4. El método suele encontrar minimos locales y luego se hace muy dificil salir de los

mismos. Para ello se requiere de otras técnicas auxiliares, tales como los métodos
de control de desplazamiento (arc-length), que se enunciara mas adelante.

? Zienkiewicz, O. C. and Taylor, R. L. (1994)— E/ método de elementos finitos — Vol. 1y 2 — Mc Graw Hill-
CIMNE.
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fH—At

/ 1 [ AU]H—At

1 [U]t+At

2 [AU]HAZ

2 [U]H-At

>

<

=V

Ul‘ ]Ut+At
Figura B3.6 — Método de Newton-Raphson.

B3.3.3.2 Método de Newton-Raphson modificado.

Este método consiste en resolver la ecuacién (B3.35) con el operador jacobiano definido en
distintas modalidades:

1. Método de rigidez inicial (Figura B3.7). En esta técnica numérica se fuerza a que
el operador jacobiano se mantenga constante desde el inicio del proceso hasta el
final.

2. Método de actualizaciéon en cada incremento (Figura B3.8). Se considera que
el operador jacobiano se actualizard cada vez que se incremente la carga, es decir,
que mientras el tiempo 7 se mantenga constante, no habra cambio en el operador
jacobiano.

Existen otras modalidades de actualizacién del jacobiano segun otros criterios, pero se

considera poco importante mencionarlo en esta breve presentacion.
A

£1=3 T T 3¢ incremento

IJSA

2" incremento

1" incremento

)

Al t+At
Jo

\J

Ut:1 Ut:2 U[=3

Figura B3.7 — Newton-Raphson de rigidez inicial.
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A
£1=3 PR A 3 incremento
3 t+At§
Jq
f1=2 2™ incremento
Cﬂk 2 ng
f£i=! 4 1% incremento
f'kl JH-At
Q
-
-—
Utzl Ul=2 Ul=3

Figura B3.8 — Newton-Raphson actualizado en cada incremento de tiempo.

En cualquier de los métodos de “Newton modificado” se pierde la esencia fundamental
de esta técnica, que es la velocidad de convergencia y por ello sélo se suelen utilizar en
casos muy particulares. Ejemplo de estos casos se encuentra cuando hay definicién nula del
operador jacobiano, o cuando se produce un mal condicionamiento de este operador,
sacrificando asf la velocidad para obtener al menos una soluciéon al problema.

B3.3.3.3 Aceleradores de convergencia.

Estos procedimientos numéricos ayudan a mejorar la convergencia y se basan en actualizar el
campo de desplazamientos mediante una extrapolaciéon lineal del mismo. Puede decirse que los
aceleradores de convergencia constituyen la base conceptual de los métodos de “Newton
secante” o “Cuasi-Newton”. La actualizacion del campo de desplazamientos presenta
normalmente la siguiente forma:

Sin acelerador:
i+1 [U]gAt :i [U]gAt +i+l [AU]gAt (B337)

siendo "'[AUJ;* el incremento de desplazamiento obtenido de la ecuacién (B3.32)
mediante cualquier algoritmo.

Con acelerador:

i+l [U]S-At :i [U]gAl‘ + A .i+1 [AU]gAt (B3.38)

donde A representa la “matriz de aceleraciéon” en el instante (/). Entre las distintas formas
de definir esta matriz de aceleracién, estd el denominado acelerador de Aitken’, que se
presenta a continuacion.
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B3.3.3.4 Acelerador de Aitken o algoritmo de extrapolacion.

La idea general consiste en obtener los coeficientes de esta matriz de aceleracion a partir
de una extrapolaciéon basada en la relacion de proporcién entre las componentes de
desplazamiento ya consolidado en el tiempo (f) y los distintos valores iterativos, no
consolidados, del desplazamiento en el tiempo (¢+A4f),

o, 0 |

i+l (A Un )t+At
A-— . ;. con o, = (AU )’—HI(AU )HAI (B3.39)

0 o

n

donde AU, representa la componente 7™ del incremento de desplazamiento.
Los fundamentos de esta técnica se asientan en valorar el cambio en las fuerzas
residuales entre la iteracién (7) y la siguiente (i+1), cuyos valores residuales pueden

escribirse respectivamente a partir de un operador jacobiano secante unico [JT ”A’] para
dos iteraciones sucesivas. Esto es,

i- I[Af]HA’ __[ng] [AU]HAL‘ y i[Af]grAt _ [JHA,] i+l [AU]HAL‘

haciendo la diferencia entre ambos niveles de fuerza desequilibrada, se obtiene

FAR]Y — [Af] :_[ng] [ (AU [AU]SN] (B3.40)
que también puede escribirse utilizando un operador unico secante (ver Figura B3.9)
i I[Af]HAz [Af]”m _ [JHAt] AU]HAt (B341)

Igualando los primeros miembros de las expresiones (B3.40) y (B3.41), se obtiene

[J[+At] [ [AU]HAt i+l [AU]t+At] [ z+Az} [AU]HAt

y de esta dltima se define la matriz de aceleracion o extrapolacién, como

A- [J”A’] [ HN] ~A. [[AU 1A t+1[AU]t+At]:i[AU]gAt (B3.42)

sustituyendo esta matriz de aceleracion en la ecuacion del cambio de la fuerza residual entre
dos iteraciones sucesivas (ecuacion (B3.40)), se tiene la siguiente ecuaciéon de equilibrio
linealizada

[Af]t+At __ [JHAt]* i+l [AU]HAI -_A. [J[+At }z+1 AU]HN (B3_43)

De esta forma siempre se resuelve el sistema con un operador secante, cuya expresion se
resume en la siguiente ecuacion,

[JHAI] Al [JHAz] (B3.44)

Las distintas formas de obtener el operador de aceleracion A, da lugar a distintos
algoritmos.

B3.3.3.5 Algoritmos de B.F.G.S

Este algoritmo fue desarrollado por Broydon-Fletcher-Goldfarb-Shanno®. A continua-
cién se hara una breve presentacioén de las expresiones mas importantes que describen el
algoritmo y se mostrara la idea fundamental del método, que se basa en obtener una
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aproximacion inversa del operador jacobiano a partir de la igualdad (B3.40). De esta forma,
tras varios pasos de manipulacion matematica, se llega a la siguiente férmula de
actualizacion de la inversa del jacobiabo,

[ lea oA A evew] w345

Siendo,

- :{1 B i-1 [AU]gA[ '[i—l [Af]gm_i [Af]gAt]}_i-l [Af]gAt_i[Af]HAz

i-1 [ AU]SA[ - [ Af] gm Q2
i-1 t+At (B3‘46)
i W — [AU]Q

AAUL [i—l AL [Af] ]

Entre las ventajas de este método de Newton secante se encuentra el ahorro de calculo, pues
solo debe invertirse la matriz de rigidez inicial una sola vez, ademas, la forma de obtener la matriz
jacobiana mediante la ecuacion (B3.45), preserva la simetria de la matriz original. Por el contrario,
la naturaleza de esta actualizaciéon no preserva la distribucion de los elementos de la matriz o

topologfa (forma “sparsa”). Por esta razon es conveniente recuperar la topologfa original de la

matriz jacobiana ' J5*, en cada iteracién y reformular la ecuacion (B3.45) en la siguiente forma,

_ i . =i .
lbZ[IJSAt]'H(‘]A'j[Af]gAt) = Z[AU]gAt :{ (ZJAT):|'1b (B3.47)
Jj=2 j=0
fA
ift+At #
i t+A /
[Af]Q . i+1 y
? i
i—l[ f];;At
jHAt] i-1 [Af gt;At_i[Af];;At
Q
i—lfHAt y
i—1
- [au” _ ' [av]y™
- [U]gm i[U]gAt i+l [U]gm [U]Q

Figura B3.9 — Cuasi-Newton — Algoritmo de Aitken.

Este procedimiento numérico necesita el almacenamiento de los vectores 'V y ' Wen cada

una de las iteraciones, informacion que le permite contruir la matriz ‘A .
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B3.3.3.6 Algoritmos de Newton-Secante.

En este algoritmo, el cambio que sufre el operador jacobiano A[ 7 gAt], durante un
incremento de tiempo, no se obtiene en funcién de su magnitud en el incremento de tiempo
anterior A[ A ], sino a partir del operador tangente correspondiente a la primera iteracién del

: 1 t+At : :
incremento [ Jo ], cuya forma es la siguiente

i e ' LA 1 b-b"
[ Q T [ Q T+bT[[Af]’+Af ll[Af]t+At] (B3.48)

siendo,
— [AU]tQ [AU]t+At i-1 [AU]H—At (B349)

tal que los incrementos de desplazamiento se mencionan en esta ecuacioén se obtienen de la
siguiente forma,

[AU]HN— [ t+AtT [Af t+Az ’ [AU]HAt_ [zJHAtT ll[Af]t+At (B350)

B3.3.3.7 Algoritmos de “Line-Search”.

Es un método que mejora el avance hacia la solucion y que puede ser aplicado como apoyo de
cualquiera de de los métodos previamente presentados, es decir que se puede aplicar
conjuntamente con algoritmos tipo Newton o Cuasi-Newton.

Aqui se propone que la solucién del sistema de ecuaciones no-lineales (B3.35) o (B3.41), ya sea
que se utilice Newton o Cuasi-Newton, debe complementarse con la minimizaciéon de un
funcional IT(U) (ver Figura B3.10). Esto implica quela busqueda de un minimo se realiza en el

espacio de la energfa,
8I,(U)=0= (a_nj SU ﬂ{a—n) = 0= [Af], (B3.51)
U J, oU )

El método consiste en obtener '[AUJ3Y por cualquier procedimiento antes citado. Este

incremento de desplazamiento no sera considerado como incremento en si mismo, sino
como direcciéon de busqueda. Dentro de esta nueva direccion se busqueda el minimo

direccional P, que no es el minimo absoluto, se obtiene minimizando M(S) = H[U(S )], de

donde resulta la posicién del minimo s*. Al igual que en el acelerador de Aitken (ecuaciéon
(B3.38)), el incremento de desplazamiento se escribe como,

1+1[U]t+At t[U]t+At ’[ ]‘*A’ HI[AU]HAZ (B352)

* P . . ’ . 4
Para hallar el valor de s se minimiza el funcional de energfa IT en la direcciéon de
busqueda s o como alternativa se aplica el principio de los trabajos virtuales en dicha
direccion. Esto es,

i+1 t+At i t+At i t+At  i+] 1+ At H—l [U]HN i+l t+At
Ul =Tuls™+'[sI™ Mav)s™ = ———="avly (B3.53)

También se tiene que el minimo de este funcional de energfa respecto del campo de
desplazamiento es la fuerza residual,

t+At
(Z_Ej :i+1 [Af +At (B354-)
Q
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Uls]
Figura B3.11 — Plano A - Plano de busqueda (ver Figura (B3.10)).

Teniendo ahora en cuenta las dos ecuaciones anteriores, resulta la siguiente ecuacion en
funcién de la coordenada (),

i t+At Qi Jt+Ar i+l t+Ar | i+l t+At
8H( [ul, +[z]s aul; ): {Z_E%_[SJ} ALY T AUEY = G(s)=0  (B3.55)

De esta manera puede verse que se trata de solucionar una ecuaciéon G(s), no lineal en (s),

cuya solucion es s* (ver Figura B3.12).
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4
G(s)

*

~_

Figura B3.12 — Plano A en el que se busca el cero de la funcién G(s).

\

Para obtener la solucién de esta ecuacion no lineal se pueden utilizar métodos como el de

la “Regula falsi”™?, “Algoritmo de Illinois™”, etc.

B3.3.3.8 Algoritmos de control de respuesta — “Arc-Length”

En diversos problemas de la mecanica estructural suelen ocurrir estados de comportamiento
inestable en los cuales no es posible alcanzar la solucion. Para evitar esto suele utilizarse un

sistema de ecuaciones de equilibrio con restricciones del tipo Af (U,U,U,%), donde la magnitud
de la fuerza exterior A f™'es una incognita condicionada por una ecuacién adicional ¢(U,L).

Asf, se obtiene un sistema de ecuaciones de equilibrio ampliado por esta ecuacién de restriccion”,

i+l [Af(U,iJ,U,?u)]:;At - M i+l [U]gAt +i+1 [fim (I-LU)]ZN_HI [}\' fext ]gm _ -
i+l [c(U,?»)]gA’ =0 (B . )

Desarrollando las fuerzas residuales en series de Taylor, en el entorno de la solucion en el

tiempo (1+Af), y considerando que las velocidades y aceleraciones dependen del campo de
desplazamiento en este instante de tiempo, se tiene’

i it i i+ i i ' OAf it + ' OAS i+
af(‘ U} vl B 1) - 0 = ae( U], o) (%) [suls (ﬁj 5] g7
Pero en esta ultima ecuacion puede identificarse las siguientes relaciones (ver ecuacion

(B3.34)),
TS AT TN S
(_GU ): I [_ax )_ _f (B3.58)

Que sustituidas en la ecuacion (B3.57), se rescribe el sistema de ecuaciones de equilibrio
con restricciones, como

OZAf iU,i}\, iq]]'iJrl 8U _fext'l#l 87\.
| (‘0 ais U] [62.] 5350
0=""{e(U,1)]

y de aqui se obtiene el campo de desplazamientos buscado,

4 Crisfield M. A. (1983). An arc-length method including line searches and accelerations. Int. Journal for
numerical method in engineering. Vol. 19, pp. 1269, 1289.

> NOTA: Para simplificar la presentacidn, se omitird a continuacién el superindice (#+A4f) en todos los
desarrollos.
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35U = —Af (U, )+ £ [o1]
g su)=- [ o] @, o b T Ul - o) (B3.60)

7" [50]

Debido a que el operador jacobiano es el mismo en ambos miembros de la ecuacion anterior,
puede escribirse el incremento de desplazamiento como,

. i+l A i+ i+
MUk |80 [+ [U)ror 7 [52] B3.61)
siendo en esta expresion:
'3 [50] = [I\\/[[ 1+ e o, o)} f]]

'J- l+1[ ]TOT =f (B3.62)
i+l [k]:i [X]+H1 [8 7»]

Donde "'[U];or es el desplazamiento total obtenido con el dltimo, o maximo, valor de

i+1 .
. ., . . . ., 1
fuerza exterior, [SU} es la solucion del sistema de ecuaciones sin correccion y & A es

cambio del factor de aplicacion de la carga.
Una vez definidas las ecuaciones generales del método, es necesario precisar sobre la forma de
la ecuacion de restriccion y para ello se introduce el siguiente apartado.

Ecuacién de control de desplazamiento — Superficie esférica.

Una de las ecuaciones de control de desplazamiento mas utilizada es la denominada “ecuacion
de control esférico”. Se basa en exigir que una cierta norma del incremento de desplazamiento
este contenida dentro de una hiper-esfera en el espacio de desplazamientos. Esto es,.

e, E" AUl [aU]- A2 =0 (B3.63)
tal que el desplazamiento y su incremento se obtiene como
i+1 [U]HAt :1 [U]t +i+1 [AU]HAt : i+l [AU]HAt [AU]HAt i+1 [SU]HAI (B364)

sustituyendo la ecuaciéon (B3.61) en la (B3.64) y la ecuacién que de aqui resulte en la
(B3.63), se tiene la siguiente ecuacién de control escrita en el tiempo ¢ + At

{i[AU]+i+l {Sﬁ}#ﬂ (U], [SK]F ‘{,- [AU]—#M {Sﬁ}i_iﬂ [U]0r[5 7»]} A2 =0
v (B3.65)
c,"Baf +c, " [Ba]+C, =0

Donde los coeficientes de esta ecuacion de segundo grado tienen la siguiente expresion,
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Cl =" [U HOT A [U]TOT

e 5] ik

c, = [“ [AU]+”1[66HT [ [AU]+”1[66H _AP

(B3.66)

Resolviendo la ecuacién de segundo grado en ™' [81], se obtiene la correccion del factor de
carga (ver Figura B3.13),

Men]=—=2-+ ] (B3.67)

G, (C22 —-4C,C, )1/2 N i [67“]1
2C, 2C,

A
f

I lonl fr P —

Ul forL e

\

Tauk (o0 [Uhor 2], ook o0 [Uor 7]

Figura B3.13 — “Arc-Length” camino esférico — Detalle de la busqueda de la solucion.

Una vez obtenido los dos factores de carga posible ™! B 7“]1 ,» €s necesario determinar cual de

ellos es el correcto. Para esta finalidad se explora a cerca de la direccion de avance correcta,
i+1 e i j+1 ) .
Hlouk [SU}rH [Ulior-"'[31],,, que se supone que es aquella cuyo angulo con el incremento

de desplazamiento en el paso previo ' [AU] es maximo (ver Figura B3.14).
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A
Do) fr
SRR,
g} |
i[AU] [[AU]-*—I+ {5]:‘}
O O >
DUk 50} [0, 57 [8UR 501 Uher I,

Figura B3.14 — “Arc-Length” camino esférico — Detalle de avance.

Esta direccion, resulta del siguiente producto escalar,

y'=""[au]’ - "au]

R 3.68)
7= [aul, - [av] v

Tal que se elige el *'[5 7»]1’2 que da lugar al ™' [AU]I,2 que hace maximo v ;.
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B 4 Analisis de
convergencia en la
solucion dinamica.

B4.1 Introduccion.

En la primera parte de este capitulo se particulariza la ecuacion del movimiento (B3.1) a
problemas elasticos lineales con el objetivo de estudiar la convergencia de la solucién para
distintos métodos numéricos de resolucion en el tiempo. El concepto de convergencia no
puede garantizarse en el sentido estricto en las ecuaciones diferenciales de segundo orden
no lineales, tal como la ecuacién estudiada en el capitulo B3, debido a que la convergencia
implica estabilidad en la solucién y es precisamente ésta la que no puede garantizarse. No
obstante, se estudia el concepto de “estabilidad linealizada”, que es el mas utilizado y que
garantiza s6lo condiciones necesarias de estabilidad, pero no suficientes.

El analisis de estabilidad es importante en el estudio de la solucién dinamica en el tiempo
de un problema, porque junto a la condicion de consistencia, determinan la convergencia del
algoritmo de solucién. Dicho de otra manera, cuando en un sistema dinamico lineal se
cumplen las condiciones de estabilidad y consistencia, se tiene garantizada la convergencia
de la solucioén.

Existen varios caminos para estudiar la estabilidad de un algoritmo de solucion de la
ecuacion diferencial del equilibrio dinamico, pero el denominado estudio espectral de
Fourier es el mas utilizado y es también el que se presentara en este capitulo.

B4.2 Reduccion al problema elastico lineal.

En esta seccion se recordara muy brevemente la solucién del problema elastico lineal
mediante el analisis modal y el método de separacion de variables. Esta técnica permite, a
través del concepto de diagonalizacion, escribir un sistema de ecuaciones desacoplados a un
grado de libertad"*>**. Se admitira que la ecuacién diferencial del equilibrio dinimico en el
tiempo (f), es una ecuacién a coeficientes constantanes de la siguiente forma,

I'R. Clough and J. Penzien (1977). Dynamics of Structures. Mc Graw-Hill - N. York.

2 M. Paz (1992). Dinamica estructural. Reverté - Barcelona.

3 E. Car, F. Lopez, S. Oller (2000). Estructuras sometidas a acciones dinamicas — CIMNE — Barcelona.

4 A. Barbat, J. Miquel (1994). Estructuras sometidas a acciones sismicas - CIMNE -Barcelona.

5 A. Barbat, S. Oller (1997). Conceptos de calculo de estructuras en las normativas de disefio sismorresistente
- CIMNE IS-24 — Barcelona.
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M U@ +D U@+ K U@)—f™()=0 e B4.1)

ademas se exige en esta ecuacion que la matriz de masa M sea simétrica y definida positiva, en
tanto las matrices de amortiguamiento I y rigidez K deberan ser simétricas y semi-definidas
positiva. Al igual que en el capitulo anterior, este sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a
coeficientes constantes ya contiene la discretizacion espacial, tal que el campo de desplazamientos

U(¢) , velocidades U(t)y aceleraciones U(7), estan definidos sélo en algunos puntos del medio

continuo (nodos), mas precisamente en aquellos puntos donde se soporta el polinomio de
aproximacion local o también denominado funciéon de forma de un elemento finito (ver
apartado B2.5). Es necesario puntualizar que en la ecuacion (B4.1) el campo temporal es
continuo. Dentro del espacio discreto elastico lineal, aproximado mediante funciones
polinémicas, se representan las siguientes magnitudes (ver ecuacion B2.77),

La matriz de Masa : M= A.[Ve pN:NdV , siendo p la densidad
Qe
Las fuerzas internas (ver ec. B3.2): ™ (U,U,1+ Ar) = Ajve O(VSN)dV =
QE
SN ). 2. (oS I SN -0 - (v . —
:[f‘ [.(v*N):e:(v N)dV]U(t + At)+[§ [.(voN):co:(v N)dV]U(t +AD=  (B42)

=D U(t + A)+ K U(t + Ar)
Las fuerzas externas: £+ At = ABSQ N-tdS + J;/e pN-b dV]
QE’

las magnitudes que intervienen en esta ecuacion han sido definidas en los capitulos previos.

La filosoffa preponderante para la resolucion de este problema clasico en dindmica lineal se
basa en admitir el “concepto de separacion de variables” en el cual se admite que los problemas
temporales y espaciales son independientes entre si. Por esta razén, como ya se ha dicho, se
establece una estrategia diferente de resolucion para cada una de los problemas, as{ para la
solucion del problema espacial se adopta el método de los elementos finitos, en tanto el problema
temporal suele resolverse mediante diferencias finitas. Dicho de otra manera, se resuelve en cada
instante de tiempo £ la ecuacion semi-discreta (B4.1) que representa el equilibrio espacial en dicho
instante de tiempo.

Mediante la técnica de superposicion modal se escribe el campo de desplazamientos como,

n—modos

Un= U, (B4.3)
h=1

“hesimon

Donde U, (#) representa el vector de desplazamientos del modo , que describe

la “forma del movimiento” de las “n” coordenadas normales de Lagrange ¢, (f) o grados de

“heimor A través del método de

uhesimO,,

libertad del sistema, cuando se perturba el grado
separacion de variables se escribe el desplazamiento del modo
entre su forma de vibrar U, , y la amplitud en el tiempo de su coordenada normal ¢, (?),

U,0)=U, 09, B4.4)

De esta manera, puede rescribirse la ecuacién (B4.3) como,

, como el producto

n—modos n—modos

U= DU, (0= U, 9,0
h=1 h=1
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0, (9)

?,()

donde U es la matriz modal que contiene los n vectores modales U, normalizados
respecto a la masa, y ®(¢) es el vector de coordenadas normales @, (¢), cuya misién es

representar el comportamiento en el tiempo de todas las coordenadas normales del sistema.
Sustituyendo la ecuaciéon (B4.5) en la ecuacion (B4.1), resulta la siguiente ecuacién de
equilibrio dindmico"**’

b

MU - ®H)+D U - @N)+K U -®@)—f(1)=0 (B4.6)

pre-multiplicando la ecuacién anterior por la matriz modal U’, y haciendo uso de las

condiciones de ortogonalidad de los autovectores™, se obtiene el siguiente sistema
desacoplado de ecuaciones diferenciales de segundo orden a coeficientes constantes,

O(NH+N D)+ AD@)-U" £ ()=0

('l')l‘(t) 28,0, ' (i)l.(t)

(Ph(t) + | 28,0 . : (Ph(t) +

('f),,'(t) L | 28,0, | (i)n.(t) (B4.7)
CE LR O

+ | o; (phl(t) - U}l Uf U,'f ;,ex:t(f) = ()

i o, | 0,0 A f,f":t(t) 0

cada una de estas ecuaciones desacopladas ¢, (¢) +2&,®,¢,(t) + ¢, () —[a™ ()]=0, con

—GL ¢+ - . :
[a; ()] = Z; U, - (1), representa el movimiento de un oscilador equivalente a un grado de

libertad, donde pueden aplicarse las técnicas de resoluciéon en el tiempo de la ecuacion
diferencial del equilibrio dinamico a un grado de libertad. Recordar que las pulsaciones
naturales ®, =\/E , 0 también denominadas frecuencias angulares, resultan de la
obtencién de los autovalores A, a partir de la ecuacién algebraica det[K —4,M]=0, de
grado n-GL (numero de grados de Libertad). Sus correspondientes autovectores U,, se
obtienen de la solucién del sistema de ecuaciones [K—A,M]-U, =0.

El camino alternativo al método modal es la utilizacién de los algoritmos de “un-paso” o
o1 » . . . o .

multiple-paso”, descrito en el capitulo anterior y que pueden utilizarse en problemas no lineales.

Tanto el método de “superposicion modal” como los algoritmos de solucion “paso a paso” en el

* Nota: Las propiedades de ortogonalidad de los autovectores establece,
0Vizj 0

T uTRu, =
1 Vi=j o; =\, Vi=j

siempre que estos autovectores estén normalizados respecto a la masa.

Vi#j
U{MUJ:{ /
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tiempo permiten alcanzar satisfactoriamente la solucién en el tiempo de osciladores dinamicos
lineles de “n-Grados de Libertad” (n-GL). En la Figura 4.1 se presenta en forma sintética ambos
caminos para la ecuacién diferencial.

B4.3 Procedimientos de solucion de sistemas
simétricos “lineales” de segundo orden.

Como se ha visto en el apartado anterior, hay dos caminos para resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden a coeficientes constantes. Uno basado en la
“descomposicion modal” y el otro en la integraciéon directa de la ecuacion diferencial del
movimiento a través de “algoritmos de uno o mas pasos”. En el caso de la descomposicion
modal se diagonaliza el sistema y por lo tanto toma la forma de un sistema de ecuaciones
diferenciales desacoplado, siendo posible resolver una a una las ecuaciones diferenciales para cada
grado de libertad. La solucion puede obtenerse, al igual que se hace con el sistema acoplado
completo, mediante técnicas numéricas de uno o mas pasos (ver Figura 4.1), por lo tanto se
escoge el camino mas simple y se estudiara en este apartado la estabilidad de dichos algoritmos
aplicados a un sistema dinamico de un grado de libertad.

Para la explicacion conceptual del estudio de estabilidad sera suficiente entonces con
considerar una ecuacién genérica correspondiente a un grado de libertad “/” del sistema de
ecuaciones diagonalizado (B4.7),

ALTERNATIVAS DE SOLUCION EN EL TIEMPO DE LA
ECUACION DEL MOVIMIENTO

M I”J(t)+ D U(t)+ K U(t)—feXt(t):O M t']t+At +D Ut+At +K Ut+At _[fext]t+At =0
Ut=0)=U, ; U¢=0)=V, U™ =U" +(1-y)U" Ar+ y U™ A
. 1 .. ..
= U™ =u’+U’ At+(5—BjUt A + B U™ AP
é Discretizacion temporal :
| Ut=0)=U ; U@i=0)=YV,
S (Newmark) (t=0=U, ,( )=V
RS
g
£ Descomposicion MODAL
@
S Y
Py (1) +28,0,0, () + 070, () —[af O1=0 | | 65 128,0,05 + 02 gt —[a™]*¥ =0
¢,t=0=9, ¢, (1=0) =, PN =@ + (L=}, AL+ YH,™ Ar

o =0) i, a0s{ 3 B a2+ B o
Discretizacion temporal.

(Newmark) @, ( )= ®,( )=

Figura 4.1 — Alternativas de solucion en el tiempo de la ecuacién del movimiento para
un problema elastico lineal.
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§, (1) +28,0,0, (N + 0,9, ()—[a(]=0 , V 1<h<n-GL (B4.8)

La soluciéon de este sistema de ecuaciones, mediante una técnica numérica de integracion
. . . . . , 6
directa de un paso, tiene la siguiente forma general conocida como férmula recurrente’,

Xl‘+6Al‘ — AG . XZ + Ll+eAl ’Con 0 < e <o (B4.9)

siendo X = {(p PRGN h} y la matriz A y el vector L son los operadores de integracion y
fuerza respectivamente, tal que cada uno de estos operadores debe definirse para cada
algoritmo de resolucién utilizado. En la Figura 4.1, luego de realizar la discretizacion
temporal por el método de Newmark, se obtiene un sistema algebraico que siempre puede
escribirse en la forma generalo de la ecuacion (B4.9).

B4.4 La ecuacion de equilibrio dinamico y su
Convergencia - Consistencia y Estabilidad.

Dada una ecuacion de equilibrio dindmico en forma de un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden diagonalizado, y esctita esta ecuacion en la forma (B4.9), se dice que: ¢/
procedimiento numérico de solucion serd convergente si satisface a la ve3, las condiciones de consistencia y estabilidad .
Dicho esto de otro modo, la condicién de convergencia de un algoritmo de solucién, exige como
condicion necesaria y suficiente el cumplimiento de las condiciones de consistencia y estabilidad
en la solucion.

La condicién de estabilidad resulta del cumplimiento de ciertas condiciones algebraicas por
la matriz de amplificaciéon A (ecuacion (B4.9)) y sera tratado en el apartado siguiente.

En este apartado se tratara con mas detalle la condicion de consistencia, cuyo
cumplimiento esta relacionado con el error de truncamiento local que se introduce en la solucién,
como consecuencia del método de diferencias finitas utilizado en la discretizacién temporal de la
ecuacion diferencial ordinaria del equilibrio dinamico.

Suponiendo una solucién aproximada del problema dindmico *X"** | en el tiempo (¢ + 0A?),
el error de truncamiento contenido en esta solucion se valora a partir de la solucion general de la
ecuacion diferencial del movimiento (B4.9). Esto es,

*Xt+eAt _Ae_*Xt _Lt+eAt — Tt ,COIl O S 6 S 00 (B4'10)

donde 7' representa la matriz de error local y el asterisco (*) implica que se trata de una
magnitud aproximada. Se dice que el algoritmo de solucion cumple con la condicion de consistencia, si
la matriz A es espectralmente estable y para un tiempo ¢+ 0A¢, con 6 =1, se cumple la siguiente
condicién,
—c-AtFY v refo,7] (B4.11)

Tt

donde ¢ es una constante independiente del incremento de tiempo Ar y K >0 es la
relacién de convergencia.

La ecuacién que expresa el error, en la solucion obtenida por diferencias finitas, surge de
establecer la diferencia entre la solucién correcta y la aproximada, esto es, restando miembro a
miembro ambas soluciones se tiene,

¢'T. Belytschkp and T. Hughes (1983). Computational methods for transient analysis. North-Holand.
" M. Greenberg (1978). Foundation of applied mathematics. Prentice-Hall.
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Xl+9Al _A9 . X[ _Lt+6At — 0

*Xt+6At _Ae'*Xt _LHQAt —Tt ~0 <B412)

de donde surge la siguiente expresion del error en el instante actual, es decir en el tiempo
(t+6A1),

(Xt+9At_*Xt+9At)_ Ae i (Xt_*Xt)_Tt =0

t+9At Ae gl =0

(B4.13)

Siguiendo la misma idea conceptual, se obtiene el error en el paso de tiempo previo, es decir
en (1),

et _Ae _ez—eAt _Tt—eAt =0 <B414)

Sustituyendo esta dltima ecuacion, que define el error en el paso previo (B4.14), en la
ecuacion del error en el instante actual (B4.13), con el objetivo de eliminar e’ de esta ultima, se

tiene,
ol TOA _ A0 [A el 0N +Tt—6At]_Tt -0

t+6At [Ae] 1—0At [Ae] t—0At Tt=0 <B4'15)

Repitiendo ahora el proceso deductivo para eliminar el error e " de la ecuacién anterior,
resulta,

o0 [A9]3 1-20Ar [Ae]z 1-20Ar [Ae] =0Mr _ b _ (B4.16)

Y siguiendo asi sucesivamente se puede llegar a escribir el error acumulado hasta el ttempo
actual, (¢, = n-At). Es decir durante todo el proceso de solucion,

el o _[Ae]’”'l e Z[Ae] =i0A _ () (B417)

i=1
Puesto que el segundo término es mucho menor que la acumulacion del error en los restantes,
n+l . .
[Ae] e << [Ae]' 10 " puede despreciarse y directamente obtener el error

acumulado en (¢) en vez de (#+0-At), cuya norma debe estar acotada en la siguiente forma,

Esta conclusion, conocida también como “teorema de equivalencia de Lax™ para problemas
de valores iniciales’, conduce a un hecho obvio, pues cuando el incremento de tiempo tiende a

,si At 0).

el =

< toc-AtF (B4.18)

-1 A
Z[Ae]’ pi—(i-hoAr
i=1
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B4.5 Estabilidad en la solucion de sistemas
simétricos “lineales” de segundo orden.

B4.5.1 Procedimiento para el analisis de estabilidad.

El andlisis de estabilidad juntamente con el de consistencia, de un método de solucion en el
tiempo de una ecuaciéon diferencial ordinaria de segundo orden a coeficientes constantes,
permitira escoger el incremento de tiempo adecuado para garantizar una solucién convergente en
el iempo, independientemente de las condiciones iniciales del problema.

El estudio de estabilidad del método se realiza examinando el comportamiento numérico de la
solucion, exigiendo que esta este acotada para cualquier condicion inicial arbitraria. Habitualmente

la estabilidad de un método de integracion en el tiempo se estudia en sistemas de ecuaciones

ext ]Z+At

homogéneos, es decir libre de acciones externas [a, =0, que en el caso particular que aqui

se trata implica un estudio en vibracién libre. Bajo esta situacion, la solucion de la ecuacién de
equilibrio dinamico (B4.9) se escribe como,

X =A% X" con 0<0<w (B4.19)
Para que esta solucion sea estable debe ocurtir que la matriz A este acotado para 6 — 0,y
para ello el maximo autovalor max .| dela matriz A (o radio espectral p(A)), debe ser

menor o igual que la norma de dicha matriz p(A)< |A||. Asi, la estabilidad esté relacionada con la

relacién de crecimiento, o disminucién de A” en funcién de la potencia 0 y recibe también el
nombre de condicion de estabilidad espectral. Para probar la convergencia es entonces necesario
que se cumpla la siguiente condicién,

|A%|<const. w0 (B4.20)

Este requerimiento se satisface si se cumple:
1. que el radio espectral sea menor que la unidad, p(A)<1; siendo el radio

espectral de la matriz A |, la magnitud de su maximo autovalor. Esto es,
p( ) ml?x‘uk‘ con k=1,2,3 (B4.21)

2. que los médulo de los autovalores de A sean menotes que la unidad.

Una matriz A que cumple con estas dos condiciones se dice que es estable o espectral-
mente estable.

B4.5.2 Determinacionde A y L para “Newmark”.
En el método de Newmark, el equilibrio se realiza en (#+At¢) y por lo tanto la ecuacion
(B4.8) se establece como,

. t+ At - t+At

0, " +28,0,0, " + (Di (P;rm - aZXt]HAt =0 (B4.22)

tal que su solucion en desplazamientos y velocidades tiene la siguiente forma (ver capitulo
B3 y Figura 4.1),
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- t+At

Oy =) +(1—7)§), At+ yp,™ At

4.23
o =i+l A+ 3B Jal ot 4 i A (B2

Donde y y B son parametros que permiten controlar la estabilidad del método, tal que este se
vuelve incondicionalmente estable para valores de y=0.5 y B=0.25, que son a la vez
parametros consistentes con el método de aceleracion lineal (B3.3.2.1).

- t+At

La eliminacion de la aceleracion @, y @, a través de la sustitucion de la ecuacion (B4.23) en

la (B4.22), permite encontrar una expresion condensada para la matriz A y el vector L tal que la
solucion tenga implicita la aceleracion y solo esté expresada en funciéon de la velocidad y del

desplazamiento X = {(p NG } Esto permite obtener el radio espectral de una matriz de (2x2),

., . , . & .
en vez de una (3x3), cuya solucion es relativamente mas simple™. De esta forma, se tiene,

2
A%[(1 —2B) [a™] +2B[a™]

Al -7)[ag T +ofag ]

la matriz de integracion A, tienen las siguientes

t+At ]

A=A7""A, , L =A/

(B4.24)

Donde las matrices que componen
expresiones,

1+ Af*po?
Aty(oi

A, = 2At2BF§h ('Oh
: 1+2AtyE, o,
[ A2 (B4.25)

A - 1—%(1—23)(9,3 Al - A1 - 2B) 0, ]

, =
~M(1-y)o;  1-2Mt(1-7)E, o,

De esta forma, los autovalores de A se determinan a partir de la siguiente ecuacion
caracteristica,

0= det(A - “I) = Hz — (4 + Ap)u+ (A4, Ay — 41, 4,,) (B4.206)

tal que las raices de esta ecuacion resultan,

* NOTA: Un camino alternativo es no eliminar la aceleracién y sustituir las ecuaciones (B4.23) en la (B4.8),

. oA L . .
de donde se obtiene la aceleracion @) y luego sustituir nevamente ésta en la (B4.23), de donde se obtiene

t+At . t+At

@, v ¢, . Reordenando estas ecuaciones asi obtenidas y sustituyendola en (B4.9), para 6 =1, se tiene,
o L)
)
—-—-B/x-2(1- ] -x-2y|— - 2 p42
o ~BJx-20-7)y [ y]m a | o] o
RN G W} 1 21 [1 2 ] LV -t By ext 11+ At
by (= v oBx-20-mvy B R I L " lay,
t+ At 1 1 t (Dh !
@ Atz;—B—(;—B)ffx—2(l—v)By] Ai—xp-2py] A-px)| (P2) |5
L J 602
-1
2
Siendo x = 1 n &hY+B e y:ﬁ. El inconveniente de este procedimiento es que la
oA o,At ,At

obtencién del radio espectral resulta de una ecuacién cubica, siendo mds simple utilizar un procedimiento que
condense la aceleracién y permita obtener una ecuacion cuadratica para el radio espectral.
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2
Ay + A 4, +4
e Z[HTzzji \/[”Tzzj — (A Ay — Ay 4y) =a, £ya] —a, (B4.27)

con a, =(A,, + 4y,)/2 y a, =(A,, 4y, — 4, 4,,) . De esta dltima ecuacién y de la condicion
de estabilidad p(A)<1, puede establecerse graficamente el dominio donde hay estabilidad de la
solucion y cuya frontera queda delimitada a partir de hacer p=1 y adoptar el signo negativo en la
ecuacion (B4.27) (ver Figura 4.2). De esto resulta la siguiente relacion,

0=1-2a, +a, (B4.28)

Graficando las posibles soluciones en el espacio a,-a, , se observa que se tiene estabilidad en

la solucion de este algoritmo cuando la ecuacion (B4.27) tiene raices dentro de la zona gris de la
Figura 4.2. Es decir, para que sea incondicionalmente estable debe cumplirse la siguiente relacion,
que establece los vértices de la Figura 4.2,

a, +1
2

1
<a, < “2; (B4.29)

Sustituyendo en la ecuacion (B4.28) 2a, =(4,, + 4,,) v a, =(4,,4y — A4, 4,,) por los
coeficientes de la matriz A (ecuacion (B4.24)), resultan las magnitudes ¥ y B que garantizan una

solucion estable con el algoritmo de Newmark. Los extremos de variacion de estos coeficientes
cumplen con la siguiente desigualdad,

P>y (B4.30)

Un ejemplo de la resoluciéon numérica de este problema puede verse en el “Apéndice 17,
de este capitulo, donde se describe un pequefio programa en FORTRAN sobre la
obtencion del radio espectral y con el que puede verificarse la condicion expresada por la
ecuacion (B4.30).

Expresion del equilibrio en el tiempo para Newmark con: B=), y y=)5:

De un estudio de estabilidad sobre el método de Newmark se observa que es
incondicionalmente estable para B=), y y=)4. Sustituyendo estos coeficientes en la ecuacion
(B4.23), resulta,

2
t+At . - t+At ]

. At
@) =0 + @) At+T[<p§,+<ph

VISV VR VR

o =0 + 5 [y ] B4.31)

- +At

. 4 .
P =y, +F[A<p§f” -y, At]

Sustituyendo la segunda en la primera puede escribirse el desplazamiento a partir de la
velocidad media durante el incremento de tiempo Af,

o =o + = o+ i (B4.32)

Sustituyendo estas magnitudes en la ecuacion de equilibrio (B4.22), resulta
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az

A a, =1
(p=1
a;=-1¢ a;=1
RAICES COMPLEJAS
al =a, p<t
Raices REGION
dobles INESTABLE
reales |\ T\ |
........ >
L7 \ RAICES|REALES/ "I “
0=1-2a, +a, p< 0=1-2a, +a,
(p=1) (p=1
a, =-1
(p=D

Figura 4.2 — Regiones de estabilidad en el plano a, —a,.

. t+At - t+At 2 t+At ext pt+At _
¢, " +28,0,0, " +0, 0, —[a, =0

.-t 4 At et } - ¢ At |:--t Y 4 t+At -t :|
+—1A -, At|p+2&8,0 + — + ¢, +—|A -, At||r+
{(Ph A7 [ Py, ?y, ] £40;1 0, 5 Py TPy A7 [ Py Dy ] (B4.33)

+ollo 16! A AT, . 4 [A t+At_-tA] gt
040, O, Z+T (ph+(Ph+A_Z2 0} ¢, Af [a, =

Ordenando los términos resulta la siguiente ecuacion para la solucion que garantiza la solucion
estable del problema dinamico elastico lineal

At+AE t+At t+At
0=a,™ +J;" - Ao}’
t+At

4
J2+At =|:F + 4éhmh + (Di:|h

. . . 4,34
Qe ={[2ghmhm+2mﬁm2] P —{%ughmhmz} (p;}+ (B4.34)
+ @), +28,0,0, + (Di o) —[a" o

t
ah

También podria haberse obtenido el sistema de ecuaciones de equilibrio elastico lineal
sin que sea necesario el proceso previo de diagonalizacion a partir de la ecuacion (B4.1), o
mediante un procedimiento analogo al que se ha seguido en el capitulo cap-B-3 con las
ecuaciones B4.23 y B3.24,
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0 :f-t+At n J[+Al . AUHAt

+At
con: J'T = i+]D)T£+]KT
At? At

(B4.35)
. fIHAL 4 +AL YTt R L
t

+ [fim ]I+At B [ ext ]t+At

B4.5.3 Determinacion de A y L para ‘“Diferencias centradas” — Forma
explicita de Newmark.

Las constantes B y y permiten que el método de Newmark pase de ser un método
implicito, tal como se ha visto en el capitulo B3, a uno totalmente explicito como lo es el de
diferencias centradas®. Con el cambios en las constantes de Newmark, se consigue una
metodologia muy versatil que puede ajustarse a la soluciéon de distintos problemas
particulares.

La ecuaciéon del movimiento (B4.8) para oscilacion libre del grado de libertad #,
establece el siguiente equilibrio dinamico en el tiempo (),

-t 1 2t
0 +28,0,¢), + @}, ¢, =0 (B4.36)
La aceleracién y la velocidad escritas en término de diferencias finitas centradas en el tiempo
(f) resultan'>**,

) = A%z(cpi,”’ -2} +;™)

| (B4.37)
o =0y — o)

t+At

sustituyendo las (B4.37) en la (B4.306) se obtiene el desplazamiento @),

b

1 t+At t t—At 1 t+At t—At 2t
— -2¢, + +2&,0, — - + 0,9, =0
AL ((Ph Py T O, ) €, AL ((Ph () ) W Ph
(B4.38)
t+Ar 2_(’32 Ar? P 1—51103;1& L n IO
! 1+&,0,A | " | 1+E,m,A | "
que puede ser escrita en la forma (B4.19), para 0 =1, de la siguiente forma
e 2-w; At* 1-&,0,At 0!
A -
X"=AX = { ht }: 1+¢,0,At 1+&,0,At { t—hAt} (B4.39)
?y 1 0 Dy

tal que los autovalores 1, de la ecuacion caracterfastica de la matriz de amplificacion A | para un

problema no amortiguado &, =0, se obtienen de la siguiente expresion

8S. Oller (1998). Notas de clases de dinamica lineal.
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2-wiA? -1 1 0
det h — =0
2— 2 A 2w A2S
Hi—uk(z—miAtz)—i-l:O = ul,zz( (Dzh )-5_-\/( ©j, ) |

Imponiendo a los autovalores previamente obtenidos la condicién de radio espectral menor o
igual que la unidad (apartado B4.5.1), se obtiene la medida del incremento de tiempo At que
garantiza la estabilidad de la solucién para el método de diferencias finitas centradas con
amortiguamiento nulo &, =0 . Esto es,

(B4.40)

p(A)zmax‘ ul,uz‘sl = At Si o también
W),

~|E
IA
P= [ .

(B4.41)

Estas mismas ecuaciones en diferencias centradas pueden obtenerse luego de considerar 3 =0
y y=) en el método de Newmark, seguida de una cierta manipulacion matematica. Este
enfoque mas general permite estudiar la estabilidad de este método, utilizando toda la estructura
conceptual descrita en el apartado B4.5.2. Asi, luego de sustituit =0 y y=), en (B4.23) se
obtiene,
B =y, S oy

2 (B4.42)

t+At

. 1.
O =0 + ¢ At+5<p’h Ar?

Utilizando estas ecuaciones (B4.42) junto con la (B4.22), puede eliminarse los términos de
aceleracion y escribir la solucion general a partir de una expresion condensada para la matriz A 'y
el vector L. De esta forma la solucién sélo estara expresada en velocidad y desplazamiento

X= {(p PG }, resultando la siguiente expresion para la matriz A

g [
A=l 2 f 2 (B4.43)

Siendo en esta tltima x :(

1 +E"hJey €, x

iAo, o, At

También podria haberse obtenido la matriz A en diferencias centradas, sustituyendo los
coeficientes =0y y=)4 en la ecuacion (B4.25). Esto es,



DINAMICA NO LINEAL 4-13

1 0
= A
Al émi 1+ A8, 0,
S .
-2 02 Afl-Ak,0,]
A=l g
—703; 1-At &, o, (B4.44)
B 2
1A Al - A0, ]
S A=AA, = 2

oI 2+ w2A —21) (C02A +0}ACE, +2- 20,41 E,)
41+ Ao, ] 21+ Ao, ]

Tal que luego de obtener el radio espectral, se concluye que solo se consigue estabilidad en la
solucién siempre que se cumpla un incremento de tiempo en funcién de la maxima frecuencia
angular y del término de amortiguacion,

(0,)™ Ar<2(/1+8&% —¢) (B4.45)

Esta condicién comporta un coste elevado de calculo cuando se resuelve un problema de
elementos finitos, por ejemplo, en un problema con viscosidad nula & =0, primero habra que

obtener la maxima frecuencia angular de la estructura para cada modo “h” y luego exigir que el

max

paso de tiempo cumpla con (o, )™ Ar <2 (ver este mismo resultado en la ecuacién (B4.41)).

Esto podria solucionarse a través de una forma simple, obteniendo las frecuencias para cada
elemento finito y buscando la maxima de ellas, pues esta siempre cumplira con la condicién’,

(0, )™ < max(coe )max < 2G1+E7 79 “1+A§t2—§) (B4.46)

Ve

Expresion del equilibrio en el tiempo para Newmark con: B=0 y y=), (diferencias

centradas)

Sustituyendo las ecuaciones (B4.42) en la ecuacion diferencial de equilibrio dinamico en el
tiempo (¢ + At), escrita en términos de fuerza, resulta la forma linealizada en el tiempo de esta
ecuacion. Esto es,

. (+AL - AL t+At ext q1+At
my, &, +d, 0, + k0, =[f7 17 =0

(B4.47)

) o M A . 1 o
my, 9 +dh[¢>2 + 6 7t+ o, Tt}kh [@2 ) A+ At2:|_[fh =0

Agrupando términos puede escribirse la siguiente ecuacion linealizada en el tiempo, para el
grado de libertad “h”,

[mh +d, %}f’?m +{dh{(.l);, + @) %:|+kh [(p; +¢), AH—%({); At2:|—[ he’“]”At} =0

fres (B4.48)

[mh +d, %}f’;ﬂt +];ht+m =0

9 F. Cesati (1982). Metodsi di calcolo nella dinamica delle strutture. EA. Pitagora, Bologna.
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También podria haberse obtenido el sistema de ecuaciones de equilibrio dinamico elastico
lineal a partir de la ecuacion (B4.1), sin que sea necesario el proceso de diagonalizacion del sistema
(ecuacion (B4.7)). Esto queda escrito como,

2
[M +]ID£}U’+A’ +]ID{U‘ +U’ E}HK U+ U'Ar 40 AL _[feXt]HAt —0
2 2 2 (B4.49)

f-t+At

B4.6 Estabilidad en la solucion de sistemas
simétricos “no-lineales” de segundo orden.

B4.6.1 Estabilidad de la ecuacion linealizada.

Estudiado ya el concepto de estabilidad en la solucién de sistemas lineales, se considera a
continuacion el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, cuya no
linealidad radica en la evolucién de las fuerzas internas,

Af =M Ut + At)+ ™ (U, U, t + A1) — £ (1 + At) =0 (B4.50)

Cuya linealizacion puede escribirse, como se deduce en (B2.77), mediante una aproximacion
en serie de Taylor truncada en el segundo término,

i t+At
o= arly = farly [ ) i -
Q
. ! - . afcxt t+At - 451
= l[Af](’;rAf " {Ma_U_FKT_'_DTa_U__ 'HI[AU]gN B )
0 ou ou |

iJgAt

Recordar que en esta ecuacion (i) representa el contador de iteracion y (f) el tiempo. La

solucién de la misma resulta por inversién del operador jacobiano ' J5™ . Esto es,

HAULE = - [ g ]—l_i [Af]5 (B4.52)

Diversos algoritmos en el tiempo pueden utilizarse para la solucion de esta dltima ecuacion,
pero con ninguno de ellos puede garantizarse la estabilidad en la solucién. Se supone en esta
formulacion que M es constante; M, K y I son simétricas; M y K son definidas positivas; y
D es semi definida positiva.

La utilizacion del concepto de “estabilidad de la ecuacion linealizada™ es sin duda el método
mas difundido para probar estabilidad en la solucion en problemas no lineales. En este caso, el
concepto de estabilidad para un algoritmo lineal, estudiado en apartados previos, sélo puede
garantizarse la condicion necesaria, pero no suficiente, para que exista estabilidad.

B4.6.2 Algoritmos de conservacion de la energia.

En régimen lineal, la nocién de estabilidad implica que la ley de conservacion de la energia
impone un limite al crecimiento desmedido de la solucién (ecuacién (B4.20)). Por otro lado, en
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un problema no lineal, el concepto de linealizacion del equilibrio en el tiempo no necesariamente
implica conservacion de la energfa. Normalmente ocurre un crecimiento patolégico de la energfa,
que se ha observado en algunas situaciones para algoritmos que son incondicionalmente estables
durante la linealizacion; un ejemplo de este caso ocurre al utilizar la regla del trapecio o algotitmo
de Newmark con B=), y y=)4. Con este razonamiento se hace mas evidente la cuestioén si
son o no adecuadas las nociones de estabilidad previamente propuestas para problemas lineales.

El objetivo de este apartado es presentar un algoritmo de solucion en el tiempo, diferente a los
anteriormente definidos, cuyo objetivo sea garantizar permanentemente la condicion de
conservacion de la energfa con lo que automaticamente se cumplira la condicién de estabilidad de
la solucion.

Estos algoritmos de conservacion de la energfa se basan en una modificacion de la regla del
trapecio (Newmatk con =), y y=)4), que se utiliza en la solucién de problemas no lineales
(ver cap-B-3). En particular, es necesario observar que cuando no hay fuerzas externas,
necesariamente el sistema conserva la energfa, ya sea en problemas no lineales como asi también
en elasto-dinamica. Esto quiere decir que las condiciones de estabilidad en la solucion
automaticamente se cumplen.

La técnica que se utiliza para la modificacion de la regla del trapecio es estableciendo una
condicion adicional de conservacion, mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.

El algoritmo de la regla del trapecio se escribe en la forma de la ecuacién de Euler-Lagrange
ligada a un funcional natural (ver Apéndice-2), ademas, a continuaciéon se supone que el

amortiguamiento es nulo, es decir que se cumple que f (U, U0)= fci‘;t (U), donde fci;“ (U) puede

interpretarse como el gradiente de una funcién de energfa de deformacion,

: 0 0 : o . 0
fU)=—| | P dt |=— dV +|Kdt| = K =—f"(U)=— dv
sV 8UL[ i } auhpm ! } ETRA auupw } (B4.53)

E(U,U)
Donde P,, es la potencia introducida, U la densidad de energfa interna, K la potencia
cinética (ver cap-B-2) y E(U,U) = _[V podV + %UT :M: U que es la energfa total del sistema.
Se supone que IV podl 20 yque K es simétrica y que la solucién del problema dinamico

satistace la identidad fundamental en energia, que establece,

E(U,U)=E(U,,U,)+ jﬁ(r): £ (1) dr
0 (B4.54)

Impulso de la fuerza
acumulada 0<T<?

En esta ultima puede verse que para una fuerza exterior nula la energfa se conserva y es
constante,

St f™()=0 = EU,U)=EU,U,) (B4.55)

En esta situacion, la regla del trapecio puede escribirse como,

t+At

A =M B [ ) Y <[] 2o (B4.56)

que linealizada conduce a la forma (B4.35). En la ecuacion (B4.506), segin la regla del trapecio, la
velocidad y el desplazamiento se expresan como,
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U =u’ +% [U’ + U”A’]
(B4.57)
s -0t S0 0]
Cuyos valores iniciales son,
U(r=0)=U,
U(t=0)=U, (B4.58)

Ue=0)=U, =M"[f™ -f2(U,)

El problema algebraico no lineal en U™ se obtiene por sustitucion de las ecuaciones

(B4.57) en (B4.506).

En lo que sigue conviene observar el problema algebraico no-lineal, linealizado en el tiempo
mediante el procedimiento de Newmark como un funcional de Euler-Lagrange. Esta forma
coincide también con el denominado funcional de Hamilton” expresado en (¢+At), cuya
expresion es,

TE(UI+At) _ E(Ut+At ’ Ut+At) _ [Ut+At ]T . { f‘“Af _ [fim ]HA[ } (B4_59)

Donde f™** es la expresion de la fuerza externa linealizada para el algoritmo de Newmark,

cuya expresion se muestra en la ecuacion (B4.35). Sustituyendo en la ecuacion (B4.59) la
expresion de E(U™™,U"Y) y £ resulta el funcional buscado,

t+At
Tc(Ut+At):§[UI+AI]T M - Ut+At +|:J.p(0 dV:| _
t

v

(B4.60)
o] {[fext e {I’Jf " %(AU’ + AU )}}
t
Cuya primera variacion, que hace estacionario el funcional, resulta
an(UH—AZ) _ S[Ut+At]7 6_7'5 _ 8[Ut+At]7 izM U +fint(Ut+At)_
aU t+At At °
(B4.61)

e - [U’ +%(AU’ + AU )}} =0
t
Tal que esta tltima es nula para cualquier variacion de S[UHA[ ];t 0.

Regla del trapecio modificada.

Se modifica la regla del trapecio con la condicion de satisfacer la siguiente ecuacion de
conservacion de la energfa durante un paso de tiempo At

Et+At _Et :% (AU1+At)T . [Afext

]z+At

B4.62)

Donde E™™ = E(U"™™,U"*) . Como puede observarse en la ecuacién anterior, la energfa se

conserva y se mantiene constante para £ = cte.

Para formular el algoritmo buscado, es decir respetando la “condicién de conservacion de la
energfa” en (¢ + At ), se impone el siguiente funcional, obtenido a partir de la (B4.62), que servira
de ecuacion de restriccion,

> At

L’(UH—At ) =E(Ut+At L(AUHN —%ijt ) —E _% (AUH—At)T -[Afm ]HAt ~0 (B4.63)
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Esta condiciéon £ (U™**)=0, combinada con las ecuaciones (B4.57), implica que la
_y s . P +At r_ 1 t+AENT ext [(+A :
condicién de conservacion de la energfa, £ —E' = 5 (AU - [Af , queda satisfecha.

Considerando ahora el funcional de FEuler-Lagrange T(U™*), que define el problema

algebraico no lineal mediante la regla del trapecio, y la ecuacién de restriccion £ (U™ )=0; se

formula a continuacién un funcional de Enler-lagrange con restriccion de conservacion de la energia a través
del uso del multiplicador de Lagrange m, . Esto es,

E(UHAI) — TC(UHN) +m, L’(UH—At)

(B4.64)

funcional restriccion

Haciendo nula la primera variacién, se encuentra el campo de desplazamiento que hace
estacionatio este funcional.

t+At %

oT
U

oU

t+At
Uy =s[ur | { }+ Sm, L(U*)=0 (B4.65)

Sustituyendo en esta los respectivos funcionales, y haciendo nula la expresion para cualquier

t+At

., a .. . .
variacion no nula de S[U ] y Om, , resulta el siguiente sistema algebraico que representa la

ecuacion del movimiento con la condiciéon de conservacion de la energfa,
4 : m vt M t
0: 1+m M'Ut+At +fmt Ul‘+At _ 1_77» fext _ feXt _

—M.{U’ +A4t2((l+mk)Ut +At(1+n;ij’ﬂ =0

La solucion simultanea de las ecuaciones (B4.63) y (B4.66), mediante un algoritmo iterativo,
permiten obtener el multiplicador de Lagrange m, que controla la fuerza introducida al sistema, y

(B4.66)

los campos de desplazamiento, velocidad y aceleracion buscados.
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p

APENDICE - 1

Programa para la obtencion del radio espectral de una matriz.

A continuacién se muestra un programa escrito en FORTRAN que permite obtener el radio
espectral de una matriz. Si éste se utiliza para estudiar el concepto de estabilidad en la solucion
del método de Newmark, presentado en el apartado B4.5.1, resulta la siguiente relacion entre
radio espectral p(A) y el cociente entre incremento de tiempo y periodo A¢/T .

B=0,25 ;y=0,50 ; E=0.00
16| B=0,25;y=0,50 ; £=0.50
B=0,25;y=0,90 ; £=0.00
B=0,45 ;y=0,90 ; E=0.00

=

T4y B=0,47 ;y=0,90 ; £=0.00
B=0,49 ;y=0,90 ; £=0.00
19l B=0,55; y=0,90 ; £=0.00 |

B=0.00 ; y=0,50 ; &=0.00

os r

Radio Espectral de la matriz (A)

0B 1

04 | ]

0.oo1 0o 0.1 1 10 100
(Incremento de Tiempa)/{Periada) At/T

Figura 4.3 — Estudio de estabilidad de la solucion para el método de Newmark.
Esta dltima figura puede verse como la estabilidad de la solucién de Newmark esta garantizada
para $=0.25, y=0.5, en tanto para cualquier otro caso la estabilidad de la solucién estara
condicionada a la relacion At/T y hay alguna zona del dominio donde el radio espectral

p(A)il.
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PROGRAM estabilidad

ESTE PROGRAMA RESUELVE EL PROBLEMA DE ESTABILIDAD
POR EL METODO DEL RADIO ESPECTRAL

ESTA APLICADO SOBRE EL METODO DE NEWMARK

Entrada de datos: archivo.dts
Salida de resultados RADIO ESPECTRAL vs DT/T: archivo.res
Salida de resultados de Vect. y Val. propios: archivo.sal

MANUAL DE ENTRADA DE DATOS

Ng : Numero de grados de libertad del sistema,
Dtini : Incremento de tiempo inicial

Dtfin : Incremento de tiempo final

T : Periodo

B : Beta Newmark

G :  Gama Newmark

Psi : Amortiguamiento

Iread : 1 (calcula para la matriz de Newmark)

OHONONONONONONONONOHONONONONONONONONONONS!

2 (calcula para la matriz de Dif. Centrada)

Q

C si Iread = 2, entonces:
C
C COEFICIENTES PARA MONTAR LA matriz
C
C COEFmatrix (1l : 1)
C COEFmatrix (1 : 2)
C COEFmatrix (1 : 3)
C
C .
C COEFmatrix (Ng:Ng)
C
C _______________________________________________________________________
IMPLICIT INTEGER*4 (I - N)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-272)
complex (8) RAIZ,v1l,v12
PARAMETER (NP=2)
DIMENSION AUX1 (NP,NP),AUX2 (NP,NP),AUX3 (NP,NP),
COEFmatrix (NP,NP),Al (NP,NP),A2 (NP, NP),
. Alinv (NP, NP)
DIMENSION DVAL (NP),DVEC (NP,NP),RES (NP)
DIMENSION IEIG (NP)
CHARACTER ARCH1*20,ARCH2*20,ARCH3*20,CN*20
C
PI=DACOS (-1.0D00)
C
C*** PUESTA A CERO DE ALGUNAS MATRICES
C
DO Ig=1,NP
DO Jg=1, NP
AUX1 (Ig,Jg)=0.0
AUX2 (Ig,Jg)=0.0
AUX3(Ig,Jg)=0.0
IF(Jg.EQ.Ig)AUX2 (Ig,Jg)=1.0
ENDDO

ENDDO




4-20

ANALISIS DE ESTABILIDAD EN LA SOLUCION

C*** LECTURA DEL NOMBRE DE ARCHIVO

111
C

WRITE (6, *)' CARGUE EL NOMBRE DEL ARCHIVO, SIN RAIZ >>>>'
READ(5,111)CN
FORMAT (1A20)

C*** ELIMINACION DE BLANCOS EN EL NOMBRE DEL ARCHIVO

C

444
445

DO 444 1IN1=1,20
IF (CN(IN1:IN1).EQ." ') GOTO 445
INI=IN1-1

IN2=IN1+4

ARCH1=CN(1:IN1)//'.dts'
ARCH2=CN (1:IN1)//"'.res'
ARCH3=CN (1:IN1)//'.sal"

OPEN (UNIT=1, FILE=ARCH1 (1:IN2), STATUS='OLD') ! Todos los Datos
OPEN (UNIT=2, FILE=ARCH2 (1:IN2) ,STATUS='NEW') ! Radio espectral
OPEN (UNIT=3, FILE=ARCH3 (1:IN2) ,STATUS='NEW') !Res.Autoval. Autovec

C*** LECTURA DE DATOS

C
c

C***

910

1111

Lectura de todos los datos del problema

READ (1, *)Ng,Dtini, Dtfin, T,B,G,Psi, Iread
W=2.0*Pi/T

Dinc=(Dtfin-Dtini) /1000.0

Dt=Dtini

IF (Ng.GT.NP) THEN
WRITE (6,*) ' ORDEN MATRIZ > QUE EL MAXIMO DIMENSIONADO'
STOP

ENDIF

IMPRIME LA CABECERA DEL ARCHIVO DEL RADIO ESPECTRAL

WRITE (2,910)B, G, Psi

FORMAT ('# Curva Dt/T vs Rad. Espectral. ( Newmark: Beta:',6 1F5.3,
1x,' ,Gamma:"',1F5.3,
1x,"'" ,Psi:',1F5.3,")" )

CONTINUE

IF (Iread.EQ.1) THEN NEWMARK
Dt2=Dt*Dt
W2=W*W

matriz Al

A1 (1,1)=1.0+ (Dt2*B*W2)

Al (1,2)=2.0*Dt2*B*Psi*W

A1 (2,1)=Dt*G*W2
A1(2,2)=1.0+(2.0*Dt*G*Psi*W)

matriz A2

A2(1,1)=1.0-((0.5*Dt2) *(1.0-2*B) *W2)
A2(1,2)=Dt*(1.0-(Dt*(1.0-2.0*B) *Psi*W))
A2(2,1)=-Dt*(1.0-G) *W2
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A2(2,2)=1.0-(2.0*Dt* (1.0-G) *Psi*W)
C Inversidén de la matriz Al

CALL INGAUS (Al,Alinv,NP,NG)

C CALCULO DE LA MATRIZ ESPECTRAL DE NEWMARK
DO Ig=1,Ng
DO Jg=1,Ng
COEFmatrix (Ig,Jg)=0.0
DO Kg=1,Ng

COEFmatrix (Ig,Jg)=COEFmatrix (Ig,Jdg)+
Alinv (Ig,Kg) *A2 (Kg, Jg)

ENDDO

ENDDO

ENDDO

ELSE ! Diferencias Centradas
Dt2=Dt*Dt
W2=W*W

C matriz Al

x=1.0/((1.0/ (W2*Dt2))+ (Psi/ (W*Dt)))
y=Psi*x/ (W*Dt)

Al(1,1)=0.5*Dt*(1.0-x*0.5-y)
Al(1,2)=(1.0-x*0.5-y)
Al(2,1)=0.5*Dt2
Al (2,2)=Dt
C CALCULO DE LA MATRIZ ESPECTRAL DE NEWMARK
DO Ig=1,Ng
DO Jg=1,Ng
COEFmatrix (Ig, Jg)=Al(Ig,Jqg)
ENDDO
ENDDO
ENDIF
c ESCRIBE LA MATRIZ A ANALIZAR

WRITE (3, 903) Dt
903 FORMAT (' Matriz Espectral a Analizar, para',lF12.5)
DO 3 Ig=1,Ng
WRITE (3,999) (COEFmatrix (Ig,Jqg),Jg=1,Nqg)
DO 3 Jg=1,Ng
AUX1 (Ig,Jg)=COEFmatrix (Ig,Jqg)
3 CONTINUE

C*** CALCULO DE AUTOVALORES Y AUTOVECTORES y RADIO ESPECTRAL

Alcoef=0.5* (AUX1 (1,1)+AUX1 (2,2))
A2coef=AUX1 (1,1)*AUX1(2,2)-AUX1(1,2) *AUX1(2,1)
DIS=(Alcoef*Alcoef)-A2coef
cc
RAIZ=CDSQRT (DCMPLX (DIS) )
v1l=(Alcoef+RAIZ)
v12=(Alcoef-RAIZ)
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Pent1=DREAL (v11l)
Pimal=DIMAG (v1l1l)
vmodl=dsqrt (Pentl*Pentl+Pimal*Pimal)

Pent2=DREAL (v12)
Pima2=DIMAG (v12)
vmod2=dsqgrt (Pent2*Pent2+Pima2*Pima?2)

RADIO=vmodl
IF (vmod2.ge.radio) RADIO=vmod2

C
C*** TIMPRESION DE LA RESPUESTA
C
c WRITE (3,850)1, Pentl, Pimal
¢} WRITE (3,850)2,Pent2, Pima2
WRITE (2,100) (Dt/T), radio
C
Dt=Dt+Dinc
IF(Dt.LT.Dtfin)GOTO 1111
C
STOP
100 FORMAT (3(1X,F12.5))
850 FORMAT (/,5x,I5,2%," Auto VALOR -- w=',61lx,1E12.5,'i',1E12.5)
999 FORMAT ( 30(1X,1E12.5))
END
c _______________________________________________________________________

SUBROUTINE INGAUS (A,B,NP,N)

c***********************************************************************

cC SUBRUTINA PARA INVERSION DE MATRICES POR ELIMINACION GAUSIANA
C PARAMETROS :

C

C A ==== MATRIZ A INVERTIR

C B ==== MATRIZ INVERTIDA

C N ====> ORDEN DE LA MATRIZ

c***‘k‘k**‘k‘k**************************************************************

IMPLICIT INTEGER*4 (I - N)
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)

DIMENSION A (NP,NP),B (NP,NP)

DATA TOLSL /1.0E-30/

DO I=1,N
IF(DABS(A(I,I)).LT.TOLSL)A(I,I)=1.0E-15
ENDDO
DO I=1,N
DO J=1,N
B(I,J)=0.0

IF (I.EQ.J) THEN
B(I,J)=1.0D0
ENDIF
ENDDO
ENDDO
DO I=1,N
P=A(I,I)
IF (ABS (P) .LT.TOLSL) THEN
PRINT ' (A72)',
' ERROR EN LA RUTINA DE INVERSION DE MATRICES'
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STOP
ENDIF
TEMP=1.0D0/P
DO J=1,N
B(I,J)=B(I,J)*TEMP
A(I,J)=A(I,J)*TEMP
ENDDO
DO K=1,N
IF(K.NE.I) THEN
P=A (K, I)
DO J=1,N
A(K,J)=A(K,J)-P*A(I,J)
B (K, J)=B (K, J)-P*B(I,J)
ENDDO
ENDIF
ENDDO
ENDDO
RETURN
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APENDICE - 2

Ecuacion diferencial vinculada a un funcional — Funcional natural de Euler-Lagrange.

Dado un funcional que depende de una funcién f = f(x), de su derivada [,

propia variable x, y cuya expresion matematica tiene la siguiente forma,

th)?l(f,fx,x)dx

X=a

y haciendo estacionaria su primera variacion,

em:o—jﬁf 8 + TSf}

X=

se obtiene, luego de hacer la siguiente integral por partes I —

= a (ol
_ I d_ o 8f dx, la siguiente expresion para la primera variacion,
7, dx

x=b

d (ol ol

Puesto que &f # 0, entonces se obtienen las siguientes relaciones,

xX=a

0 ,Va<x<bh,

a) Laecuacion de Euler - Lagrange g —i ﬁ
of dx\of,

x=b
=0 en:x=a y x=b

b) La condicién de contorno ;71 of .

x x=a

=df /dxydela

(B4.67)
(B4.68)

ﬁ Sfx
o

X=a

(B4.69)

(B4.70)



B 5 Modelos
independientes del
tiempo'.

B 5.1 Introduccion.

En este capitulo se hace un recordatorio de algunos conceptos basicos de la feoria de la
elasticidad y sus variables mecanicas, y principalmente se presenta en forma breve la zeoria de
la plasticidad clisica y una modificacién de la misma que la hace mas general y también se
hace una breve presentacion de la zeoria de daiio continno. Todos estos desarrollos se haran
dentro del marco de una cinematica con pequefios movimientos, que supondremos
también que introduce pequefias deformaciones. Es aconsejable apoyar estas lecturas con
consultas a las referencias basicas de la mecinica de medios continuos™™’, donde se
encuentras las respuestas a cuestiones mas profundas sobre este tema. No obstante es
obligado establecer los criterios, hipotesis y notaciones, y recordar aquellos conceptos que
se consideran de mayor importancia para el tema que se desarrolla en este trabajo.

B 5.2 Comportamiento Elastico.

Es conveniente recordar que un punto de un sélido sometido a un comportamiento
elastico en pequefias deformaciones debe cumplir las siguientes condiciones basicas para
mantener su estabilidad y ser admisible dentro del conjunto de leyes de la mecanica,

1 - Condicién de equilibrio

2lepe 5 51
x L (B>.1)

2 - Condiciones de equilibrio en el contorno
o-n=t ; Gn; =1, (B5.2)

) Nota: Este capitulo es un resumen de los capitulos 6, 9 y 10 del libro:

S.Oller (2001). Fractura mecanica — Un enfoque global. CIMNE — Ediciones UPC. Barcelona.

! Malvern, L. (1969). Introduction to the mechanics of continnons medinm. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ.
2 Lubliner, J. (1990). Plasticity theory. MacMillan, New York.

3 Maugin, G. A. (1992). The thermomechanics of plasticity and fracture. Cambridge University Press.
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3 - Condicion de deformacion infinitesimal

1 1{ou, Ou;
SZVSUZ—V ll+VTll ; g.A:V‘Sju.:— _l+_] 5.3
2< 0 0 ) v () ox, o (B5.9)

1

tal que en estas tres ultimas ecuaciones #; es la fuerza de superficie aplicada sobre el

contorno S, 6, es el tensor de tensiones de Cauchy, n; el vector normal a la superficie S

123

que envuelve el sélido ™, b; fuerzas de volumen por unidad de masa; p=0M/0V la

densidad de masa, M la masa y Vel volumen; u, es el campo de desplazamientos y ¢ el

tensor de deformacién infinitesimal.

Las ecuaciones que definen los modelos constitutivos elasticos clasicos estan bien
establecidas y son las siguientes:

“Modelo elastico de Cauchy”, que es el clasico de los modelos elasticos, en cuya
formulacién la variable del problema se establece a través de una funcién tensorial lineal
de argumentos tensoriales, cuya expresion es la que a continuacion se muestra,

Gy zfij(gkl) 5 € zfij_l(ckl) B5.4)

Asi resulta la tension a partir de un modelo cuya variable libre es la deformacion,
o se obtiene la deformacién en los modelos basados en variables libres de tension.
Estas relaciones son invertibles y también reversibles, por lo que en elasticidad no
hay disipacién de energfa.

“Modelo elastico de Green”, o también llamado hiperelastico, en el cual la variable
del problema depende de una densidad de potencial ¥ = ‘I’(s 4‘/)> o de su complemento

Y= W(Gij ), que debe ser preestablecida,

c,,:—a\gf”) ; s,,:—a\P(G"f) (B5.5)

i ij

Al igual que en el modelo de Cauchy, la tension resulta a partir de un potencial
basado en la variable libre de deformacién, o en forma inversa, se obtiene la
deformacion a partir de un potencial basado en la variable libre de tension.
También estas relaciones son invertibles y reversibles, por lo tanto no hay
disipacion de energfa. Este modelo contiene al anterior y es la forma mas general y
amplia para definir el comportamiento elastico de un punto de un sélido.
“Modelos Hipoelasticos”, se basan en una definicién que proviene normalmente
de la observacion experimental. Estos modelos no son apropiados cuando se define el
comportamiento de un material elastico no-lineal, porque pueden violar las leyes
basicas de la termodindmica. Esto se debe a la arbitrariedad con que pueden ser
establecidos. Normalmente se pueden escribir en la siguiente forma,

Sy =1yesom) 5 &,=g,(e:0,,) (B5.6)

En todos los modelos antes citados siempre debe cumplirse el concepto de reversibilidad
termodinamica e independencia entre tensiones y trayectoria.

Una relacién lineal muy establecida y que cumple con las tres definiciones anteriores es la
ley de Hooke generalizada,
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G, = (Cijklgkl (B5.7)

donde aparece un operador mecéanico, denominado tensor constitutivo C, . Este tensor es

de cuarto orden y tiene 81 componentes en su expresion mas general, pero para el caso de
elasticidad lineal e isétropa se reduce a dos componentes independientes. Estas
componentes son el médulo de Young E y el coeficiente de Poisson v. En este caso de
isotropia y haciendo uso de las condiciones de simetria del tensor constitutivo de cuarto
orden’, puede escribirse como un tensor de segundo orden (matriz cuadrada) de 36
componentes.

Otras formas de escribir la relacion elastica lineal (B5.7), es a partir de las constantes de
Lamé ', en cuyo caso la tensién suele descomponerse en la contribucién de dos sumandos,
uno que se refiere al efecto de los cambios volumétricos y otro al efecto de las desviaciones
o distorsiones. Esto es,

A

G.=he, O, +2u(e; —+¢,,8,) > ¢, =—o0, —————<G, 9,
ij O r( i T3Sk y) ij 2 i 2u(3k+2u) kO (B5.8)

e,

y
donde A=E/3(1-2v) y p=E/2(1+v) son las constantes de Lamé. También puede
definirse esta misma ley constitutiva elastica en la siguiente forma,

VK eyd; = Si':LGi‘_éckkSij (B5.9)
- 72677 3k(l-2u)

G, = ZGSU. +

3 +2u _p
3 €

v

Donde k= es el modulo volumétrico y en el se identifica la deformacién

volumétrica &, =tr(e;)=€,d, =3¢,, y la presién o tension octaédrica p=5tr(c;)=

1
3

T.
=lc,, =0,,. Ademis, en la ecuacién (B5.9) se tiene G =p=—", en la cual se identifica
Vi

Vi =2¢.;T, =0

i > % = O

También puede expresarse la misma ley constitutiva expresada en la ecuaciéon anterior
en la siguiente forma,

G—E8+ Ev e 5 38_1+v6 —168 (B5.10
Ty T (14 v)1—2v) Y Vg U g 10)
o,
donde E=-%L | v=—8£, representan el moédulo de elasticidad y el coeficiente de
€1

i
Poisson.
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G, =0, %0

X2 oy
O Oy1>8
a
) E
1
X €n
X2
— o1y
) l / T “
' 1

e, =3¢, - deformacion volumétrica

p=6,, - presion

g, =tr (sl.j)zaii

=—0
p 3 Ok

Figura B5.1 — Comportamiento elastico: a) Traccion simple, b) Cortante puro, c¢) Estado
hidrostatico.

B 5.2.1 Calculo de los Invariantes de un Tensor.

Se denomina invariante de un tensor a una entidad escalar cuya magnitud no varia al
cambiar el sistema de coordenadas. Sean asi dos entidades mecanicas, el tensor de tensiones
y el tensor de deformaciones

G11 O12 O13 €11 €12 &3
Glj =0 = Gy Oy Op3 5 Sij =E€= €91 €70 €93 (BSll)
G631 O3 O33 €31 €33 &33

Como se sabe, esta forma tensorial es sélo una representaciéon convencional del estado
tensional y deformacional de un punto de un sélido a través de sus componentes, segin
tres planos ortogonales. Asi pues, puede darse la paradoja de observar como el estado de
tension o deformacién en un punto varfa segun el plano que se considere, pero esto no es
real pues so6lo varfa la forma en que se representa dicho estado tensional. No obstante hay
un modo inequivoco de independizarse de esta forma inobjetiva de medicion y esto es a
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través de los denominados invariantes de los tensores de tensién y deformacion. A
continuacioén se muestran las expresiones mas usuales para representar estos invariantes.

A partir del tensor de tensiones y del tensor de deformaciones, pueden obtenerse sus
invariantes, cuyas formas mas utilizadas para su definiciéon son las siguientes:

Invariantes de los tensores de tension y deformacion,

l,=0,=0,,+0y, +03; Iy =g, =€) +&y +E53
1, =%(G@/G@/ _Gik) I :%(%‘8@/ _Sik) (B5.12)
1 :det[ﬁi/]:‘c’y“ I :det[gi/]:‘gy“

Invariantes de los tensores de desviadores de tensiéon y deformacion:

']1 :O le :8”- :0
1 |
J; =5 SiSi J2 =5 %% (B5.13)
1 o1
J3 =388 iSu J3=385C 8

donde el tensor desviador de tensiones se representa mediante la siguiente expresion,

c . .

s; =0, —03, =0, ——%3§,, vy el tensor desviador de deformacién se expresa como

i =% i = Vi T Ty Vi >
€ € . ., Jon]

e;=¢; ——98;=¢; —%6 ;- Bxisten también otras formas matematicas de expresar estos

invariantes y algunas de ellas también se veran en otras secciones de este libro.

B 5.3 Elasticidad No-Lineal.

B 5.3.1 Introduccion.

A continuaciéon se muestra una forma de representar el comportamiento constitutivo
elastico no-lineal —reversible— de un material ideal. Para ello es conveniente partir desde
una formulacién hiperelastica que depende de la densidad de energfa, cuya definicién puede
realizarse en funcion del campo de deformacion (variable libre del problema), como

t
W= [o,¢, di (B5.14)

t=0

o a partir de su forma complementaria, densidad de energia complementaria, en funcion del
campo de tension (variable libre del problema), como

t
V= [e;6, dt (B5.15)
=0

También podria definirse una ley constitutiva elastica no-lineal siguiendo los conceptos
de la hipoelasticidad, es decir, generalizando las ecuaciones lineales.
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e e e

AL = = —

¥ _ Densidad de energia complementaria

Y - Densidad de energia de deformaciéon

\J

Figura B5.2 — Energia complementaria y de deformacion.

B 5.3.2 Modelo Hiperelastico No-Lineal.

Se parte de la definicién general de los potenciales a partir de los invariantes,

Y= ‘P(Il ;1'2;[;) = o,= 2—T Basado en deformacion
" e,
- 57 (B5.16)
‘Pz‘{‘(ll ;[2;13) = i Basado en tension
O

B 5.3.2.1 Modelo Hiperelastico Basado en Tensiones.

Se escoge el siguiente potencial basado en la tension @(Il ;Jz)zan +bl,J,, vy se

considera hipotéticamente que en el material tienen especial influencia el primer invariante
del tensor de tension y el segundo invariante del desviador de tension. De aqui resulta la
siguiente ley constitutiva,

¥ oV, 0¥ a, oF. oF
&y = T o =— 8, +——9;

50,-1» ol, aGij oJ, acij ol, o/, (B5.17)
gy =bJ,8; +(a+bl, ),

Suponiendo un problema uniaxial a traccién, el modelo previamente definido, luego de
sustituir el primer invariante del tensor de tensiones y el segundo invariante del desviador,
se reduce a la siguiente ley constitutiva,

I, =0 ; Jz—%(s2
(B5.18)
S;1=50 5 Sy =Sy =- ;0 813 =8;3=8,,=0
€ =8=§02 +(a+b6)§0 = 02b+2?a0 (B5.19)

donde es necesario parametrizar el modelo (obtener los parametros a y b) y para ello
debe realizarse un ensayo de laboratorio, del tipo del que se muestra en la Figura B5.3.
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c
c A
Gy
/ €, =Gib+%0/,
- 2-2 =a,b
AA € =G§b+? o
c

g
Figura B5.3 — Modelo elastico no-lineal trabajando a traccion.

B 5.3.2.2 Postulados de Estabilidad.

En todas estas formulaciones es conveniente tener en cuenta el criterio de estabilidad o
postulados de Drucker', porque garantizan indirectamente el cumplimiento de la segunda
ley de la termodinamica. Este postulado ha sido deducido originalmente para problemas de
plasticidad, que se veran mas adelante, pero cuya aplicacion es inmediata a los problemas de
elasticidad no-lineal.

Considérese un solido de volumen V' y superficie externa S, bajo cargas externas de
superficie t y cargas de volumen b, que producen un estado de desplazamiento u,
deformacion € y tensiéon O, en cada punto del sélido. Considérese ahora un cambio
arbitratio en la magnitud de dichas cargas, t y b, que producen un incremento en los
estados de desplazamiento u, deformaciéon € vy tension 6. Se dice ahora que el
comportamiento de este material sera estable, si se cumplen las dos condiciones siguientes
(Postulados de Drucker).

Requisitos de Estabilidad:
1. El trabajo realizado por el cambio de magnitud en los agentes externos, debe
ser siempre positivo.

ld:é det!.i-l‘l dS+£b-1’1 dv>0 (B5.20)

2. El trabajo realizado por un cambio de magnitud ciclico experimentado por los
agentes externos, debe ser no negativo

§6:€ dv=§t-a ds+§b-u dV=0 , Estabilidad Ciclica (B5.21)
v S v

Existencia de la energia libre:
Estos criterios de estabilidad aplicados a materiales elasticos, donde todas las
deformaciones son recuperables, constituyen una condicién necesaria y suficiente que

garantiza la existencia de una energfa libre W(€) y de su complementaria ¥(@), y por la
tanto la existencia de dos leyes constitutivas, una cuya variable libre es la deformacion O(€)
y la otra cuya variable libre es la tensién €(0). Esto es,
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e _0¥(e)
Y(g)= {o 1 d€ = o= e .
el _o¥Y(0) (B>,
‘P(o)_is.do = €&(0)= s

Condicién necesaria y suficiente de estabilidad:

Toda relacién constitutiva del tipo hiperelastica o de Green, cumple los criterios de
estabilidad antes citados, siempre que los potenciales de energia sean definidos positivos.
Para probar esto, considérese una relacion constitutiva del tipo O(€)=0Y(€)/0€, tal que
cualquier variacion en los agentes externo provoca el siguiente cambio en la tension,

o0(e), . _ 0> (€) &

(€= : 5.23
O€ 0E ® OE (B529)

O(e) =

La condicién necesaria y suficiente para que se cumpla el criterio de estabilidad de cargas

para todo el volumen, ecuaciéon (B5.20) y también para cargas ciclicas, ecuaciéon (B5.21), es

que todos y cada uno de los punto de este sélido realicen un trabajo especifico de segundo
orden positivo,

G:£>0 (B5.24)

Sustituyendo la ecuacion (B5.23) en la (B5.24), resulta la siguiente forma cuadratica,

00(E) . .c_ O°W(E) . .

O(g): €= = t€:€>0 5.25
®© OE ® OE ® )

tal que su cumplimiento de la condicién de estabilidad se garantiza siempre que el Hessiano
sea definido positivo. Esto es,

0*¥(g)

H,, =H ; det(H)=det
o (H) OE ® O

>0 (B5.26)

En forma alternativa, la condicién de estabilidad en aquellos modelos basados en
tensiones se garantiza si se cumple que el Hessiano complementario es también definido
positivo,

OE(0) 0*¥Y(0)
00 ® 00

2_
£0):6=29.5.6-910 .5.650 = det(H)=det
00 ® 00

(B5.27)

Estas dos ultimas ecuaciones garantizan la existencia de la energfa libre y su caracter
positivo, hecho que garantiza que una ecuacion constitutiva tenga inversa unica.

Condicion de convexidad:

La convexidad del potencial garantiza el cumplimiento de los criterios de estabilidad
expresados por las ecuaciones (B5.26) y (B5.27). Se entiende que una funcién es convexa,

cuando ninguna tangente a la curva Y(€)=cte o Y(0) =cte, corta a la misma en otro
punto de dicha curva.
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Y(0)=cte

AG:€° >0 AG:€° <0

Figura B5.4 — Funcién céncava y funcién convexa.

Matematicamente se dice que una funcién potencial es convexa si siempre cumple la

siguiente relacion entre dos estados cualquiera de tension, AG:€* =(0° —0*):€" <0.

Se dice que hay concavidad en la funcién potencial, si al menos hay dos estados de

tensiéon 0°* y @ que cumplen la siguiente relaciéon, A :€" = (6" -0"):€">0.

G A

ESTABLE
G6:£€>0

INESTABLE
G:£<0

Figura B5.5 — Postulados de estabilidad de Drucker.
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Basicamente para cumplir con el postulado de Drucker es conveniente tener en cuenta
las siguientes recomendaciones,

a. Los potenciales V(€) y Y(0) deben ser definidos positivos,
b. Que exista una relacion elastica directas y su inversa,

Oy :F(Sij) =gy :f(cé/') (B5.28)

c.  Que los potenciales ¥(€) y Y(0) sean funciones convexas.

B 5.4 Plasticidad en Pequeiias Deformaciones.

B 5.4.1 Introduccion.

La teorfa de la plasticidad representa el comportamiento mecanico de los sélidos
cargados dentro de un rango de aplicaciéon que va mas alla del que define la teorfa de la
elasticidad. Existen varias teorfas que, sin ser la plasticidad, cumplen con esta idea, por lo
tanto su definiciéon necesita mayor precision y para ello sera presentada brevemente en este
apartado. Esta teorfa matematica fue inicialmente formulada en 1872 para representar el
fenémeno de distorsién que sufre la red cristalina de los metales* cuando son sometidos a
deformaciones. Actualmente se utiliza su estructura matematica para representar el
comportamiento macroscopico de un punto sélido sin que necesariamente, a escala
microscopica, se esté desarrollando un fenémeno de plasticidad de metales en el sentido
estricto"*’. La plasticidad en pequefias deformaciones se caracteriza por suponer que las

deformaciones en un punto, E=€° + &€’ se descomponen en una parte clastica €° y otra

plastica €” irreversible. Esta dltima es la que induce a un comportamiento energético no
conservativo dependiente del camino recorrido. La formulaciéon de la teorfa de la
plasticidad se basa en la mecanica de los sélidos continuos y representa el comportamiento
fisico macroscépico de un sélido ideal, con los siguientes rasgos caractetisticos:

- Un perfodo inicial elastico, lineal o no-lineal (tramo OA’ de la Figura B5.6).

- Un comportamiento, denominado elasto-plastico que sigue al periodo inicial (tramo
A’E de la Figura B5.6), donde el campo de tensiones no crece en forma proporcional al
campo de deformaciones y en el cual las deformaciones resultan de la adiciéon de una

parte recuperable €° (cuota elastica) y otra parte irrecuperable €” (cuota plastica). Esta
parte inelastica de la deformacién se manifiestas al iniciar un proceso de descarga, que
por hipotesis sera siempre elastico.

El punto A’ que marca la separaciéon entre estos dos estados mecanicos se lo conoce
como limite de fluencia para los materiales metalicos, y como limite de discontinuidad para
los materiales friccionales, quedando definido a través de una funcién en el espacio de
tensiones que recibe el nombre de funcién de fluencia plastica o funcién de discontinuidad,
respectivamente.

4Tresca, H. E. (1872). Mémorie sur I’coulement des corps solides. Acad. Sci. Paris, 20, 75-135.
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Figura B5.6 — Comportamiento uniaxial esquematico de un material elasto-plastico ideal.

La Figura B5.6, muestra en forma esquematica el comportamiento uniaxial de un punto
correspondiente a un material elasto-plastico ideal. Al comenzar el proceso de carga
presenta una zona elastica lineal que se mantiene hasta el punto A, llamado limite de
proporcionalidad. Seguidamente inicia un proceso elastico no-lineal hasta alcanzar el punto
A' llamado limite de elasticidad, a partir del cual comienza el comportamiento elasto-
plastico caracterizado por un decrecimiento sostenido del moédulo de rigidez tangente
debido a la accién de los mecanismos inelasticos irreversibles. Si durante el
comportamiento elasto-plastico del punto se inicia un proceso de descarga, se observa que
solo se recupera la parte elastica €° del total de la deformacion €, quedando la
deformacién plastica €” como la parte no recuperable. Dentro del periodo elasto-plastico
se pueden distinguir tres regiones (ver Figura B5.6):

- Una donde hay crecimiento de la tension, tramo (A'-C), que recibe el nombre de
zona elasto-plastica con endurecimiento.

- Otra donde el punto que se analiza no experimenta cambio de tensioén, tramo (C-
D), y recibe el nombre de zona elasto-plastica perfecta o de endurecimiento nulo.

- Por ultimo, una zona donde la tensiéon decrece bajo crecimiento sostenido de las
deformacion, tramo (D-E), perfodo elasto-plastico con ablandamiento.

Este material elasto-plastico ideal permite representar bastante bien el comportamiento
macroscopico de distintos materiales reales (metalicos y no-metalicos), mediante una simple
modificacién de los limites definidos anteriormente.

De los conceptos detallados, se puede observar que hay dos grandes aspectos a tratar
dentro de la teorfa matematica de la plasticidad:

- Fl criterio de fluencia o de discontinuidad F(0;q)=0, que permite establecer,
durante el proceso de carga, el inicio del comportamiento inelastico y posterior
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evolucion de las fronteras del dominio elastico dentro del espacio de tensiones
(ver Figura B5.7).

- Bl comportamiento mas alla del limite elastico, denominado comportamiento
elasto-plastico, queda definido a partir de la formulacién de: (i) una
descomposicion de deformaciones en una parte elastica y otra plastica

€E=€°+€&"; (i) una regla de flujo plastica g(0); (iii) y unas variables internas
q(0,q), que dependen de la evolucion del proceso elasto-plastico. Se vera mas

adelante que la deformacion plastica €” puede también ser tratada como una
variable interna, por lo tanto la regla de flujo plastica puede ser entendida como su
regla de evoluciéon explicita de esta variable interna.

En los apartados subsiguientes se detallan estos dos conceptos basicos.

B 5.4.2 Criterios de Discontinuidad de Comportamiento o Criterio de
Fluencia Plastica.

El criterio de discontinuidad o Fluencia es una funcion escalar de argumentos tensoriales que
delimita el dominio elastico. Este criterio esta normalmente representado por una funcién
que en adelante se denominara funciéon de fluencia plastica (ver Figura B5.7) y tiene la
siguiente forma matematica

F(o;q)=0 (B5.29)

donde O es tensor de tensiones de Cauchy, q el conjunto de variables internas
agrupadas en forma de matriz columna (“back stress”). Esta funcion establece el limite a
partir del cual se inicia el comportamiento no-lineal. Cualquier estado tensional fuera del
recinto encerrado por esta superficie es inadmisible, por lo tanto el proceso de resolucion
elasto-plastico consiste en forzar a que el estado tensional se sitde en la frontera o en el
interior de la funcién elasto-plastica (ver Figura B5.7). En un proceso uniaxial esta funcién
esta perfectamente establecida por tratarse de un escalar que se compara con otro escalar
que representa el umbral entre un comportamiento elastico y otro plastico. Para
comportamientos multiaxiales, la funciéon de fluencia se comporta como un traductor de
estados multiaxiales a uniaxiales. Un vez obtenida la tensién uniaxial equivalente al estado
multiaxial, se compara con un escalar que representa el umbral obtenido en laboratorio
para un problema uniaxial.

PUE

]F(O‘;q)z 0 - limite elastico IF(O‘; q) >0 - imposible

<0 - elastico

Figura B5.7 — Dominio elastico.
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La ley de evolucion de las variables internas q pueden escribirse en forma general

dependiendo del estado de la variable libre, tension en este caso, y magnitud actual de todas
las variables internas, de la siguiente forma,

d=/ H(o:q) (B5.30)

donde A es un escalar no negativo denominado factor de consistencia plastica, H(0;q) es

una funcién tensorial que describe la forma en que evoluciona cada variable interna.

La teoria de la plasticidad sélo admite dos posibles estados de comportamiento mecanico
para cada punto de sélido ideal: “El estado elastico” o “el estado elasto-plastico”. La
situacion de un punto cualquiera, en un determinado instante 7 del proceso de carga cuasi-
estatico, queda inequivocamente definido a partir de la condicién de consistencia plastica,
también llamada condicién de consistencia de Prager, que se detallara mas adelante. Esto
es:

- El proceso de deformaciéon de un punto es elastico si cumple con la siguiente
condicion,

F(O’;q) <0 osi F(O;q) = @ o) +ﬂ :q <0 (descarga) (B5.31)
oo oq
- El proceso de deformacién de un punto es elasto-plastico sf ocurre,
. F F
F(O‘;q):O y F(G;q)=2—0:6+aa—q:q<0 (carga) (B5.32)

Estas funciones son simétricas para los materiales isétropos, en el espacio de tensiones,
y en ellas suele definirse el estado tensional a través de sus invariantes. HEstudios
experimentales realizados sobre sélidos no porosos (ej.: materiales metalicos), prueban que
la influencia de la presion hidrostatica sobre la deformacion plastica es despreciable y que la
deformacion plastica depende fundamentalmente de la tension desviadora. Esto asegura
que la deformacién volumétrica sera siempre elastica, caso de los sélidos incompresibles.
Para este caso particular de materiales metalicos e isétropos, el criterio de fluencia plastico
(ecuacion (B5.29)), se reduce a:
Marerd :0‘;;“”’/”” F(0:q)=F(/,./5:q)=0 (B5.33)
donde J, y J; representan respectivamente, el segundo y tercer invariante del tensor
desviador de tensiones.

Para los materiales friccionales es necesario tener en cuenta que las fuerzas de
rozamiento entre particulas aumentan con la presioén entre sus caras. Este efecto se refleja
en la importancia que cobra la tension esférica o hidrostatica (primer invariante del tensor
de tensiones /,), que debe ser tenida en cuenta en la formulaciéon del modelo a través de un

criterio limite de discontinuidad. Esto es:
Material Friccional

Isétropo F(0;q)=F(1,,7,,75;q)=0 (B5.34)

La representacion general de las funciones de fluencia o discontinuidad expresadas en las

ecuaciones (B5.33) y (B5.34), se realiza mediante una superficie en el espacio de tensiones,

donde las direcciones principales de este espacio configuran los ejes de referencia. A este

espacio se lo denomina espacio de tensiones de High-Westergaard'” (ver Figura B5.8 y

Figura B5.9). Otra forma de describir estas funciones es a través de su descomposicion en
planos (ver Figura B5.9). Esto es:



5-14 MODELOS INDEPENDIENTES DEL TIEMPO
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plano octaédrico
0, +0, +0, =cte

meridiano de traccion

AR LAY

4 c,
06,=0,=93
/
Plano meridiano de tracciéon.
é-?/ meridiano de compresion
Plano meridiano de compresion
—Gy

Figura B5.8 — Representacion de un genérico criterio de fluencia plastico en el espacio
de tensiones principales.

Planos octaédricos: Estos planos cortan en forma ortogonal al espacio diagonal de
tensiones (recta definida por 6, =6, =05) y por lo tanto forman igual angulo con los tres
ejes principales de tensién (6,,6,,0;) que definen el octante de compresion o traccion
total. En estos planos el primer invariante del tensor de tensiones se mantiene constante
I, =cte; asi, a través de este invariante se puede conocer s« posicion a partir del origen del

espacio de tensiones £=43 C et =\/§(11 /3) =[1/\/§. Su forma depende de otros dos
invariantes, del radio octaédrico p=+/3 T, =+/2J, , v del angulo de similaridad de Lode

6=arcsen[(3\/§ Js )/ (2 J; /2)] . Se denomina plano IT al plano octaédrico que pasa por el
origen del espacio diagonal £=0. La interseccion de estos planos con la superficie de

fluencia, define curvas en el espacio de tensiones principales, que se denominan funciones de
Sfluencia segrin planos octaédricos.

Planos meridianos de compresion maxima: Estos planos son ortogonales a los
planos octaédricos, y quedan inequivocamente definidos por la recta que describe el
espacio diagonal (o, =0, =0;,), y por cada una de las rectas que describen el radio
octaédrico p, para 0=1mn/6,57n/6,97/6 . Estos planos cortan a los ejes de tensiones
principales ©;, en puntos de igual valor de tensiéon uniaxial de compresiéon o.. La

interseccion de estos planos con la superficie de fluencia, define curvas en el espacio de
tensiones, que se denominan funciones de fluencia segin planos meridianos de compresion.
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Planos meridianos de traccién maxima: Estos planos son ortogonales a los planos
octaédricos, y quedan inequivocamente definidos por la recta que describe el espacio

diagonal (o, =0, =0 or cada recta que describe el radio octaédrico p, cuando

g 1 2 3 Y P q

0=—1n/6,—-5n/6,—91/6 . Dichos planos cortan a los ejes de tensiones principales o, en
] i

puntos de igual valor al de la tensién de traccion uniaxial 6,. La intersecciéon de estos

planos con la superficie de fluencia, define curvas en el espacio de tensiones, que se
denominan funciones de fluencia segiin planos meridianos de traccion.

Planos principales: Son aquellos que quedan definidos por la intersecciéon de dos, de las
tres direcciones de tensiéon principal. La interseccion de estos planos con la superficie de
fluencia, define curvas en el espacio de tensiones que se denominan funciones de fluencia
segun planos de tension principal.

_GI

meridiano de
traccion

¥idiano de compresién

—Oy

Figura B5.9 — Representacién de un genérico criterio de fluencia plastico, descompuesto
en planos octaédricos, meridianos y principales.

B 5.5 Comportamiento Elasto-Plastico.

No hay una teorfa unica para representar el comportamiento elasto-plastico de los
materiales. Existen distintas aproximaciones al problema segun el objetivo para el que fuera
formulado. A continuacién se mencionaran aquellas aproximaciones al problema elasto-
plastico que se consideran mas clasicas.
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B 5.5.1 Teoria de Levy-Mises.

Una forma de modelar el comportamiento elasto-plastico de un punto del soélido es
mediante la teorfa de Levy-Mises. Esta admite, como primera hipétesss, que el incremento
temporal de deformacién total es igual el incremento temporal de deformacion plastica
durante el proceso elasto-plastico. Esta suposicion comporta que la deformacion elastica es
proéxima a cero, o también que el médulo de Young se hace muy grande en este periodo'”.
Esto es:

g€=¢” = & =0 obien, E > (B5.35)

Esta teorfa también supone, como segunda hipotesis, que el solido ideal que se modela es
plasticamente incompresible &7 =0; resultando de aqui y de la hipétesis anterior, que el

incremento temporal del tensor desviador de deformaciéon plastica, es igual al incremento
temporal del tensor de deformacién plastica total. Esto es:

€ =" 146" = g =é obien, €& =é (B5.306)

oct

donde la deformacion octaédrica es nula y se define como 3g”, =&’ =0 y el vector unidad

esigual a 1=1{1,1,1,0,0,0}" . De estas dos hipétesis se deduce que el material se comporta

como un rigido plastico no influenciado por los cambios de volumen debido a la presion
hidrostatica. Esto se identifica bastante bien con los materiales metalicos.

La teorfa de Levy-Mises propone que los ejes principales de deformaciéon plastica
coincidan con los de tensiéon, lo que conduce a la tercera hipdtesis que define la
denominada regla de flujo,

é=€=is (B5.37)

donde s=0 —1-tr(0)/3, es el tensor desviador de tensiones.

B 5.5.2 Teoria de Prandtl-Reus.

Es una generalizacién de la teorfa de Levy-Mises. La diferencia fundamental con la teoria
antes citada es que se considera que la deformacién total resulta de la contribucién de una
parte elastica y otra plastica,

E=g° + & (B5.38)

donde el incremento temporal de deformacion elastica €° sigue las leyes de la teoria de la

elasticidad y el incremento temporal del tensor de deformacién plastica €” se obtendra
como una escala del tensor desviador de tensiones s, con lo cual la parte volumétrica del
tensor de deformaciones plasticas sera nula. Esta hipotesis se conoce como regla de flujo
de Prandtl-Reus:

£'=ls = &'=0 (B5.39)

El factor de consistencia plastico A se obtiene en este caso a partir del espacio de
tensiones y deformaciones principales.

er =is,—r " )=ils, -s,)  lijel23) (B5.40)

elevando al cuadrado ambos miembros y sumando componente a componente se obtiene,
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(o f + (62 etV +(6r —eV =i2[sy =5, +(ss =55 + (5, =5, )] (B5.41)
pero recordando que (s[ —s_/.)z(ci -c j), resulta de la ecuacién anterior el factor de

consistencia plastico,

6J, =h6J, = (B5.42)

P 1(.p . . . .
donde J, =E(eP :eP) es el segundo invariante del incremento temporal del tensor

desviador de deformaciones plasticas ¢” y J, =5(s:s) el segundo invariante del tensor

desviador de tensiones s. Sustituyendo (B5.42) en (B5.39), se obtiene el tensor de
deformacion plastica para la teorfa de Prandtl-Reus,

(B5.43)

B 5.6 Teoria Clasica de Plasticidad.

Cuando el estado tensional de un punto del sélido ideal alcanza el criterio de

discontinuidad inicial F(0;q)=0, y a la vez cumple con la condicién de consistencia
q y p

plastica F(0;q)=0, se admite por hipétesis que este punto se encuentra en estado clasto-

plastico. La teorfa de la plasticidad clasica en pequenas deformaciones®, adoptar como
valida la hipétesis de Prandtl-Reus respecto a la descomposicion de la deformacién total,

€e=C':0+e’ =€g°+¢&’ (B5.44)

donde la deformacién plastica €” representa la variable interna fundamental del problema
elasto-plastico, cuya definicion tiene la siguiente forma,

e —jim , ;i LD

=1 5.45
. pos g (B5.45)

esta expresion, que también recibe el nombre de regla de normalidad —normal a la

superficie de potencial plastico G(0,q)=cte.—, es una generalizaciéon de la ecuacion
(B5.39), y A es un escalar no negativo denominado parametro de consistencia plastica que
se determina a partir de la propia condicién de consistencia de Prager que se presentara

mas adelante y que da la magnitud del incremento temporal de deformacion plastica €”. La
funcién de potencial plastico se determina a partir de estudios experimentales y es la que
define la direccién del incremento temporal de deformacién plastica.

Un caso particular de flujo plastico se produce cuando por hipétesis se adopta la
superficie de fluencia plastica como superficie de potencial plastico G(0,q)=F(0,q). En

este caso particular la ecuacion (B5.45) se reduce a
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. . F(0,q)
ef=1""Y_]f 5.46
P (B5.406)

y se dice que la regla de flujo es asociada a la superficie de fluencia plastica. En caso
contrario se dice que el flujo es no-asociado.

Si se adopta la funcién de von Mises como funciéon de potencial, se tiene el caso
particular del flujo de Prandtl-Reus (ecuacion (B5.39)),

si. G=[G]"™ = g=s (B5.47)

B 5.6.1 Trabajo Plastico Unitario o Especifico.

El trabajo total desarrollado en una unidad de volumen de un sélido elasto-plastico ideal,
en un proceso cuasi estatico y durante un pseudo incremento de tiempo (t =t +dt), se le

denomina incremento temporal de trabajo unitario o trabajo especifico,

0=0:€=0:(E +&")=0:€° +0:€" =0° +0” (B5.48)

Se conoce esta forma de escribir la variaciéon temporal de la energia como elasticidad
desacoplada y s6lo vale para problemas elasto-plasticos cuyas deformaciones elasticas son
infinitesimales y por lo tanto se acepta la hipdtesis de aditividad de las deformaciones
(ecuacion (B5.44) ).

Concentrando la atencion en la parte plastica de la energfa, se desarrolla a continuacion la
expresion que define el trabajo plastico para un material metalico ideal de Prandtl-Reus,

. 1 .
. LeP _ LeP _ - P P _ P . P
®»’ =0:€ —(—111+s t€ =0,,&, T, Vo = Op + O
—— ——

oct ©v
volumétrica  desviadora <B 5 49)

3
0 =0:&" =0l =1,,7", =,/§J2 ,/§f;’ “i(sts)

donde o,,=p=1,/3 es la tension normal octaédrica o presion, T,, =+2J,/3 es la
-, . s 1: s ey 'p c s

tensioén tangencial octaédrica o desviacion, €7, =e? /3=1," /3 es la deformacién normal
. . ' p . ., , .

octaédrica, y y2, =4/8J, /3 esla desviacion octaédrica.

Sustituyendo la regla de flujo de Prandtl-Reus ec. (B5.43) y se tiene que:

(B5.50)
siendo:
-vP_l.P P -P_-P_l'P
J2 —2(e € ) e!‘/‘ _84‘/‘ 38\/6!} (BSSl)

Tal que en metales puede escribirse el segundo invariante del tensor desviador de
. P 1(.p. ) , . .,
deformaciones comoJ, =E(85 85 ), con lo que el trabajo plastico, ecuaciéon (B5.50),

resulta
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o
0o =27, -ip'—%lz,/yz Jer " (B5.52)

La funcién potencial G que sustituida en (B5.45) da un flujo plastico equivalente a

<. . Mi
Prandtl-Reus, es la funcién de von Mises, G =[G]*" ™

b

von Mises

= 5.53
o (B5.53)

donde,
[G]Von Mises — J2 _ ICZ — O o también [G]Von Mises — \/E_ \/EIC — 0 (B554>

siendo G =4/3J, la fensidn efectiva o uniaxial equivalente de von Mises, que sustituida en la

ecuacion (B5.52), permite expresar la variacion temporal del trabajo plastico en la siguiente
forma

a" =\Ea-\/s‘:f° €7 =G ¢&" (B5.55)

Esta expresion permite escribir en forma general la deformacion plistica efectiva, como:

g =y €7:€7 (B5.56)

tal que en el caso particular de la plasticidad de Prandtl-Reus (o von Mises) y=2/3. En
los casos restantes hay que determinar su magnitud.

Es mas general utilizar como variable de endurecimiento el trabajo plastico u obtener la
deformacion plastica efectiva a partir de este trabajo,

(&':”:é:”)dz (B5.57)

La ecuacion anterior puede simplificarse en el caso particular de un problema de carga
radial, es decir cuando todas las componentes del tensor de tensién mantienen su

proporcioén a lo largo del proceso de carga G—Bl = 5_(2]2 =.... Esto es,
Gy Oxn
e = |2(e” e (B5.58)

B 5.6.2 Superficie de Carga Plastica. Variable de Endurecimiento Plastico.

En la Figura B5.6 se describe el comportamiento uniaxial esquematico de un sélido
elasto-plastico ideal. En ella se reconocen cuatro zonas de comportamiento muy distinto,
de las cuales una sigue estrictamente las leyes de la teoria de la elasticidad y las otras tres se
rigen por la teorfa de la plasticidad. El limite entre la zona elastica y la plastica se establece
mediante la superficie de fluencia o superficie de discontinuidad, y a partir de dicho limite esta
superficie adquiere movilidad en el espacio de tensiones, siguiendo la evolucion del proceso
plastico, transformandose en la denominada swperficie de carga plistica. Esta funcidn, que
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representa la superficie de carga plastica, no es otra cosa que la actualizacion de la funcion
limite de discontinuidad o fluencia (B5.29) para cada valor de las variables internas q en
cada instante de pseudo tiempo ¢ del proceso elasto-plastico. El fenémeno que gobierna
este cambio de posicion de la superficie de fluencia en el espacio de tensiones, es conocido
como endurecimiento plistico. Este endurecimiento puede ser isétropo o cinematico y sus
caracteristicas seran presentadas a continuacion.

Una manera simple de introducir el endurecimiento en el comportamiento elasto-plastico
es a través de la funcion de carga plistica F(0;q)=0. Esta puede definirse mediante una
funciéon escalar de argumentemos tensoriales y homogénea de primer grado en las

. *
tensiones .

F(o;q)= f(0)-K =0 (B5.59)

Para ello se establece la funcién de tensién f(6) como un traductor de un estado

tensorial de tensiones a otro escalar equivalente. Este escalar se utiliza para ser comparado
con la evolucién del endurecimiento plastico K, que inequivocamente se relaciona con la

evolucion de la tension uniaxial equivalente =K.

B 5.6.2.1 Endurecimiento isétropo.

Se dice que hay endurecimiento isétropo cuando hay movimiento homotético de la
superficie de carga plastica. A su vez este movimiento puede ser:

Positivo: Cuando el movimiento homotético de la superficie de carga plastica es de
expansion (ver Figura B5.10). En este caso se dice de un proceso elasto-plastico isétropo
con endurecimiento.

Nulo: Cuando la superficie de carga plastica no evoluciona durante el proceso elasto-
plastico. En este caso se dice que el proceso elasto-plastico es isétropo perfecto.

Negativo: Cuando hay un movimiento homotético de contracciéon en la superficie de
carga plastica. En este caso se dice de un proceso elasto-plastico isétropo con ablanda-
miento.

El endurecimiento isétropo, movimiento homotético de la funciéon de carga plastica,
queda controlado por la evolucion de la funcion de endurecimiento plistico K, que en el caso

mas general puede estar definida como una variable interna q. La evolucion de esta variable
interna depende del proceso mecanico mismo y lo hace condicionada a través de una regla
de evolucién cuya formulacién debe ajustarse al comportamiento del sélido (ver ecuacion

(B5.30)).

En plasticidad clasica es habitual expresar la variable interna de endurecimiento plistico como

una funcion de endurecimiento plistico K(x”), que depende a su vez de la variable interna de

endurecimiento plistico x” . Esto es

K(x?”) =f(1<”) con: (B5.60)

Definiendo la funcién de endurecimiento como una variable interna del proceso plastico,
resulta una formulacién mucho mas general que permite mayores posibilidades de
representacién del comportamiento de una gran diversidad de sélidos,

* NOTA: f(0)es una funcién homogénea de grado 7 en las tensiones, siempre que si, f(a, @) =a" f(0).



DINAMICA NO LINEAL 5-21

K’ =AH,(0:q)= /i{hK(o;q):—aG(g;Kp)}

(B5.61)
K=AH(0;q)=h(0:q) &7
donde la funcién tensorial h_(0;q) y la funcién escalar ki (0;q), dependen del estado de

tensiones actualizado y de las variables internas. En el caso mas simple de la teorfa de la
plasticidad se identifican las siguientes relaciones,

h,=0 = k’=h_:€"=0:8"=0"=5¢"
de donde resulta (B5.62)
. P
K=he kr =8ED oo
(31(’7

tal que en esta dltima K(x”)= f(x”) es una funcién tal como lo expresa la ecuacién

(B5.60).

ISOTROPO CINEMATICO

Sup actual

Figura B5.10 — Superficie de carga plastica. Movimiento is6tropa y cinematica.

B 5.6.2.2 Endurecimiento Cinematico.
El endurecimiento cinematico, movimiento de traslaciéon de la superficie de carga
plastica, queda controlado por la variable interna de endurecimiento pldstico cinemadtico N\, que

define el origen del espacio de tensiones. El continuo cambio de posicion de este origen de
coordenadas, durante la evolucién del proceso elasto-plastico, provoca un movimiento de
traslaciéon de la superficie de fluencia que puede o no combinarse con un movimiento
isotropo de expansion o contraccion de la misma. En el caso mas general, se puede escribir
la funcién de carga plastica como:

F(o;q)=f(0-n)-K=0 (B5.63)
donde el endurecimiento plastico puede definirse, segin Prager y Melan', como
N=Bx’ =c, €, con B=,/c, € /&”. La expresion de ¢, depende del tipo de funcién de
potencial plastico que se utilice. En el caso mas simple, para una funcién potencial de von
Mises, tiene la siguiente forma,
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Cx =§hk (B5.64)
donde A, representa una propiedad del material a determinar mediante ensayos.

Utilizando esta misma propiedad, puede definirse la siguiente expresion mas general para
¢, » que ajusta mejor el comportamiento de los metales con endurecimiento cinematico’,

p
Gijgij

SO —Mu)

S hy (B5.65)

rs rs

El origen de la funcién de carga plastica puede también ajustarse para representar el efecto
Bauschinger, siguiendo una expresiéon que descomponga el comportamiento cinematico en
la siguiente forma™,

Ny =cp &l —an, & (B5.66)

Donde la deformacién plastica efectiva €7 se la obtiene a partir de la ecuacion (B5.56) y ¢,

y a, son dos parametros a determinar.

B 5.6.3 Relacion Tension-Deformacion. Consistencia Plastica y Rigidez
Tangente.

La ley constitutiva elasto-plastica tangente 6 =C, :€ y el parametro de consistencia

plastica A pueden obtenerse a partir del criterio general de fluencia plastica y de la
condicién de consistencia de Prager'. Esto es,

F(o;q)=f(6-n)-K=0

. oF . OF . OF . oF . oF .
F=—:0+—:N+_——-K=0f = —_-:0+_—:N-L=0 5.67
00 on n K oo on (B567)
-1
Sustituyendo en esta la ecuacion (B5.61) y la ecuacion R=B«” =c,&", resulta
8—F:(C:(s'.'-ép)+ck aE:ép—hK(hK:éP)zo
0o on
oF oF oG oF oG oG (85.68)
~—:C:€|-A|—:C:——¢, —:—+hch_:— =0
oo 0o oo on oo 0o

De esta dltima expresiéon se puede obtener el factor de consistencia plastica A, que
puede interpretarse como el factor que evalua la distancia que hay entre un estado tensional
inadmisible, fuera del dominio elastico y la superficie de carga plastica. Esto es

5> Chaboche J. L. (1983). On the constitutive equations of materials under monotonic or cyclic loading. Rech.
Aérosp. 1983-5. France

¢ Ohno N. and Wang J. (1993). Kinematic hardening rules with critical state of dynamic reovery, Part I:
Formulation and basic features for ratcheting behavior. International Journal of Plasticity. Vol. 9 pp. 375-390.
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_ @:C:é '
i= oo donde A>0
on’ oo os | \oe oo

A

donde 4 es el parametro de endurecimiento plastico. En un caso simple de la teorfa de la
plasticidad clasica sin endurecimiento cinematico ¢, =0, este parametro resulta ser la

pendiente de la curva tensiéon uniaxial equivalente 6(€”)=/K(g”) vs. 7. Para demostrar

esto, se considera una funcién de endurecimiento K(€”) = f(€”) y se define su pendiente,

_dK(E") _dK(E") dx”
de” d<”  dg”

De esta ultima y la ecuacion (B5.62), se verifica el denominador de la ecuacion (B5.69)

y (B5.70)

oF _ oG
— P GZhK hK :% (B571)

A=

Sustituyendo la ecuaciéon (B5.69) en la ecuacion constitutiva tangente,
6=C:(g-£") (B5.72)
Resulta la ley elasto-plastica tangente,

o 5le{3

oF oG oG (oF oG
¢, —+——+hch :—+ —:C:—
on oo 0o \ 0O oo

€ = 0=C,:€ (B5.73)

donde C; es el tensor constitutivo tangente continuo.

En la Tabla 5.1 se presenta el algoritmo de Euler implicito que permite integrar la
ecuacion constitutiva en un modo eficiente.
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1. Calculo de la tension predictora para el tiempo actual “z + Az ”, iteracion de equilibrio “i ”,
contador de convergencia del modelo constitutivo “k =1"

ol —c el -]

i t+Ar i-1 t+At
k-1 [Q] = [(I]
2. Verificacion de la condicién de fluencia plastica:

i [o,]t+At :kfi [0'] t+At
i [q]t+At :k_i [q]t+At

b. Si: F(k,{ o], [q]”“)zo , entonces inicia la integracion de la ec. constitutiva

a. Si IF(,{,{ o], ([a] ™ )< 0 , entonces { }y va a la SALIDA

3. Integracion de la ecuacién propiamente dicha,
Pl ifo]™, 1[a] ™)

Ad= i 1AL i t+At
oF oG oG JF oG
—¢, —:—+hch 1— + | —:C:—
i on oo oG i1\ OO 0o
kfliAH—At
) i i GG t+At
i c t+At: i c t+Ar A?L(C (_j
(o]~ lo] (%
4. Actualiza las variables internas y el tensor constitutivo tangente con la nueva tension
i +At i t+At
k[q]t Skt [q]
| [Caﬂ ®[6F'C}
~ "o | oo

1:‘ [(CT ]t+At — (C

oF oG oG (0JF oG
¢ —:—+hch —+| —:C:—
. on oo oo \ oo oo
5. Hace k=k+1 yregresaal punto 2

Tabla 5.1 — Integraciéon de la ecuacién constitutiva elasto-plastica mediante un algoritmo
de Euler implicito.

B 5.7 Postulado de Estabilidad de Drucker y
Axioma de la Maxima Disipacion Plastica.

El segundo postulado de Drucker define la estabilidad local del comportamiento de un
punto de un soélido sometido a un estado tenso-deformacional (ver apartado B 5.3.2.2). En
el problema no-lineal éste postulado esta relacionado con el axioma de la maxima
disipacion plastica.

Considérese un punto de un sélido sometido a un estado de tensiones O =0‘(€;£P ;q) y

deformacion €, tal que en el instante previo sus magnitudes eran @ = 0'(8*;813 ;q) y €. Se
dice que el comportamiento ha sido estable si se cumple la siguiente desigualdad,
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0:€'>0":€" — (o—o*):é”zo (B5.74)

donde puede verse que necesariamente se exige que el estado tensional posterior @ , sea

siempre mayor que el antetior G .
Haciendo ahora la siguiente aproximacion,

€-g£ ~&€dt = ©0-0 =C:€dt (B5.75)

y sustituyendo esta ultima en la ecuacion (B5.70), resulta la siguiente forma particular del
2ndo postulado de Drucker

€:C:€720 (B5.76)

A esta misma conclusién se llega mediante la forma local del axioma de la maxima
disipacion plastica (M.D.P.)Z, que se escribe,

é:( o= jzo (B5.77)

OE*

—_—
—

donde la disipacién plastica Z, para problemas sin degradacion de rigidez, se escribe como,

E=0:£"-¥>0 (B5.78)

Sustituyendo ésta ultima en la expresion de la M.D.P., se tiene

€:C:€720 (B5.79)

De esta dltima y de la ecuaciéon (B5.76) se deduce que el postulado de estabilidad de
Drucker, coincide plenamente con el axioma de la maxima disipacion plastica.

B 5.8 Condicion de Estabilidad.

La condicion de estabilidad de Drucker es también conocida como condicion de estabilidad
local y so6lo se refiere a la estabilidad del comportamiento de un punto del sélido. El
cumplimiento de esta condicién en todos los puntos del sélido es suficiente para garantizar
la estabilidad del conjunto, sin embargo, no es necesario que se verifique en todos y cada
uno de los puntos para asegurar la estabilidad del conjunto. Este hecho puede comprobarse
en materiales con ablandamiento, en los cuales puede no cumplirse la condicién de
estabilidad local en algunos puntos, sin que por esto el sélido global pierda estabilidad. La
estabilidad de todo el solido se prueba mediante una condicién mas débil, que es conocida
como condicion de estabilidad global. A continuacion se hace una breve presentacion de estos
dos conceptos.

B 5.8.1 Estabilidad local.

El segundo postulado de Drucker, ecuaciéon (B5.74), constituye una condiciéon de
estabilidad necesaria y suficiente para problemas de plasticidad con endurecimiento y regla
de flujo asociada, pero es solo una condicion suficiente para problemas de plasticidad con
ablandamiento y/o regla de flujo no asociada. A continuacién se prueba que exigiendo
convexidad en las funciones de fluencia, potencial plastico y flujo asociado en materiales
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con endurecimiento, queda garantizado el cumplimiento del segundo postulado de
Drucker.

s:(c):épze:(c):(/i%jzo (B5.80)

Pero el factor de consistencia plastica A es un escalar no negativo. Por ello la desigualdad
anterior puede también escribirse, como

A0 é:(c):%zo (B5.81)

Ademas, analizando el propio factor de consistencia plastica, se deduce que,

_ Sﬁ:C:é
= >0 (B5.82)
A+@:C:6LF
150 0o

si el endurecimiento es positivo 4>0,y G y F son funciones convexas, para que el factor
de consistencia plastico sea negativo, debe cumplirse necesariamente que

) oG
€:C:—=>0 5.83
po (B5.83)

Para garantizar que las desigualdades (B5.81) y (B5.83) se cumplan a la vez, debe ocurrir
que el flujo plastico sea asociado. Es decir,

oG JF
m_

%0 30 Flujo asociado (B5.84)

B 5.8.2 Estabilidad Global.

Como ya se ha mencionado, para materiales con ablandamiento, el postulado de Drucker
se transforma en una condicién suficiente de estabilidad, pero no necesaria.
La condicién de estabilidad necesaria, debe formularse a nivel global, es decir, de todo el

solido. Sea una confignracion estable Q.cR’ donde la energfa potencial total vale

n" =P, - P,

in»>

£

donde intervienen las variables de tensién @, deformacioén €, fuerzas de
superficie t* , volumen b* y desplazamiento u*, y donde se cumple el equilibrio del sélido.
Dando un desplazamiento virtual du sobre esta configuracion estable, se obtiene una
nueva configuracién Q,c R*, cuyas variables son u=u"+8u » €=€"+86 0=0 +50;

in =

b=b" ; t=t", y la energia total serd, I=P, -P, =I1" +5H+%621‘[. Se dice que esta nueva

configuracién estara en equilibrio, si durante la aplicacion del desplazamiento virtual se
desarrolla una variaciéon de energfa potencial total nula. Esto es

=TT + 8+ 824+ = AM=TI—TT" =8I+ 5T +--- 585
2! 3 2 (B5.85)
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donde la primera variacién de la energia o condicion de estacionalidad del funcional vale
oIl = IO : O€ dV—§t -duds —Ipb~6u dv =0. Dado que el desplazamiento virtual SU y sus
v N Vv

campos derivados 8€ son arbitrarios, resulta entonces la ecuacion de equilibrio. La segunda

variacion de la energfa potencial total, o condicion de estabilidad del funcional, puede

escribirse como §2[] = .[50 SedV _§5t .suds _Ip sb-sudy . A pesar que en plasticidad no
v S 14

siempre es posible conocer la expresién del funcional de energfa potencial total’, si que es
posible conocer sus respectivas variaciones, por ejemplo mediante el principio de los
trabajos virtuales que es lo que se ha establecido en las ecuaciones anteriores. Sustituyendo
en (B5.85) la condicién de equilibrio, se tiene que el incremento total de trabajo virtual es
igual a la segunda variacion del funcional y que es a la vez la condicién de estabilidad
(concavidad o convexidad del funcional),

>0 = Laconfiguracion original es estable

para cualquier desplazamiento virtual.

AH;gljJrl'SZH (B5.86)

0 2 <0 = Laconfiguracion original es inestable

para este desplazamiento virtual.

Sustituido el estado definido antetiormente (u=u"+8u— €=€ +86 ©=0 +30;
b=b" ; t=t"), en la segunda variacién del funcional, se obtiene,

1 >0 Configuracion original estable
All=—[30:3edV = DN (B5.87)
25 <0 Configuracion original inestable

Segun Bazant®, esta condicién aplicada a materiales con ablandamiento, permite definir
un tamano limite, de volumen V), de la zona donde puede ocurrir un comportamiento
plastico inestable, entendido segun el postulado de estabilidad local de Drucker (zona
donde se produce ablandamiento). Asi, en el resto del sélido, donde el comportamiento es
elastico y cuyo volumen es V, =V =V, este trabajo de segundo orden es positivo tal que
permite compensar el trabajo negativo dando una segunda variacién del funcional no nula.
Asi se consigue una nueva configuracion estable para un sélido cuyo comportamiento es de
endurecimiento en una parte del dominio ¥, y de ablandamiento en la otra V. Esto es,

Anzljaazasdrfz ljéio:és.sarml [d0:5edy |=| ATl +ATl_ |>0 (B5.88)
2 2 2 Vo vy

v 0 v,

De todo esto se puede concluir que, en un punto del sélido es posible que se viole la
condicién de estabilidad de Drucker (ecuacion (B5.83)), sin que necesariamente la respuesta
global sea inestable.

7 Washizu, K. (1974). Variational methods in elasticity and plasticity. Pergamon Press.
8 Bazant, Z. (1986). Mechanics of distributed cracking. Applied Mech. Rev. - V'ol. 39, No. 5 pp. 675-705.
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B 5.9 Condicion de Unicidad en la Solucion.

Dado un punto del sélido en estado de equilibrio (configuraciéon de origen), sobre el que
se aplican dos desplazamientos virtuales su, y du,,y a continuaciéon se mide la diferencia

de energia potencial entre estas dos configuraciones. Puede observarse que esta diferencia
de energia es igual a la que se obtiene al aplicar un dnico desplazamiento virtual de
magnitud A(Su) = du, —du, , que provoca un cambio de deformaciones A(5€) y de

tensiones A(80). De este campo de tensiones y deformaciones resulta un trabajo virtual de
segundo orden igual a

=0 no hay unicidad en la solucion,

AT = [ A(30): A(5€)dV { (B5.89)

#0  hay unicidad en la solucion.

Si esta segunda variacién es nula A(8°TT) =0 durante el cambio de desplazamiento virtual
A(8u), significa que la tension en las dos configuraciones finales son iguales 80, =80, , es
decir A(80)=80, -30,=0. Por lo tanto se tienen dos estados cinematicamente
admisibles e independientes entre si du, # du,, pero el mismo incremento de tension

80, =00, , lo que implica que la solucién no es tnica y hay bifurcacion en la respuesta.

Dadas las mismas configuraciones cinemadticas antes mencionadas, si se obtiene una

.., 2 . .. ., .

segunda variacion no nula A(8°IT)#0, se dice que la unicidad de la soluciéon esta
garantizada.

B 5.10 Condicion de carga-descarga. Kuhn-
Tucker.

La condicién de carga-descarga y la condicion de consistencia plastica de Prager, se
satisfacen simultineamente mediante las tres condiciones de Kuhn-Tucker’ , que es otra
forma de presentar el axioma de la maxima disipacion plastica M.D.P (B 5.7). Esto es,

A=0
F(0:q)<0 (B5.90)
AF(0;q)=0

de estas tres condiciones se deduce brevemente lo siguiente,

F<0 = A=0 comportamiento elastico o decarga,
A>0 comportamiento plastico o carga,

F=0 = <. (B5.91)
A =0 carga plistica neutra,

F>0 = estadoincompatible.
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B 5.11 Criterios Clasicos de Fluencia o Disconti-
nuidad Plastica.

A continuaciéon se hace una breve presentacion, casi enumerativa, de los criterios de
fluencia o discontinuidad plastica. El objetivo de esta presentacion es destacar los rasgos
mas importantes que se debe tener en cuenta de cada uno de ellos.

En los dltimos afos se ha formulado una gran cantidad de criterios de fluencia, o
discontinuidad plastica, con el fin de representar mejor el comportamiento plastico de los
solidos ideales. Hay criterios mas apropiados para representar el comportamiento de los
materiales metalicos y otros que funcionan mejor para los geomateriales. En general la
formulacién y/o utilizacion de estos criterios exigen considerar las siguientes caractetisticas
basicas de comportamiento:

- Los materiales metalicos tienen una resistencia a traccién y compresion del mismo
orden de magnitud. La presiéon hidrostatica, primer invariante del tensor de tensiones
I,, influye muy poco en la determinacion del estado de fluencia plastica. L.os cambios
de volumen permanente son despreciables (incremento temporal de deformacion
volumétrica permanente, dilatancia, nula &€’ =0); lo que significa que la forma y
tamafio de una seccion transversal de la superficie de fluencia (plano octaédrico), se
mantiene inalterada tanto a bajas como altas tensiones (no depende del tercer invariante
del tensor desviador de tensiones Jy), ¢j.: la forma cilindrica de la superficie de von

Mises. El incremento temporal de deformaciéon plastica €7 depende del tensor
desviador de tensiones s en cada instante del proceso de carga cuasi-estatico,
pudiéndose utilizar satisfactoriamente la regla de flujo de Prandtl-Reus, que es lo
mismo que utilizar la forma general de la regla de flujo (ecuacién (B5.40)), con una
funcién de potencial plastico de von Mises.

- Los materiales friccionales del tipo de los hormigones pétreos, suelos, ceramicos,
etc., tienen menor resistencia a traccion que a compresion. La presion hidrostatica
p=1,/3, influye mucho en la condicién de fluencia plastica para tensiones bajas y
moderadas, en cambio comienza a perder importancia para tensiones hidrostaticas
elevadas. El sélido sufre cambios de volumen irrecuperables exhibiendo fenémenos de
dilatancia €7 #0. La forma y dimensiéon de una seccion transversal de la superficie de
fluencia (plano octaédrico), es distinta para bajas que para altas tensiones, pasando de
una forma casi triangular a otra circular, respectivamente (para bajas presiones
hidrostaticas depende del tercer invariante del tensor desviador de tensiones J; y se
independiza de ¢l en altas presiones). La deformacién plastica tiene una direccion
distinta a la que da el gradiente de la superficie de fluencia, siendo necesario formular
una superficie de potencial plastico distinta a la de fluencia plastica (plasticidad no-
asociada). En estos materiales, y a diferencia de los metales, el criterio de fluencia
depende, entre otras, de tres variables: la cohesion interna entre particulas ¢, el angulo
de rozamiento interno entre particulas ¢ y la dilatancia interna y . Estas pueden ser
tratadas como variables internas del proceso mismo, o también expresadas como una
funcion dependiente en forma explicita de la evolucion de las variables internas q .

De esta breve descripcion resulta la necesidad de formular distintos criterios de fluencia
y potencial plastico que permitan considerar los requisitos exigidos por cada tipo de
material en particular.
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B 5.11.1 Criterio de Rankine. De la Maxima Tension de Traccion.

Este criterio fue formulado por Rankine en 1876 y se caracteriza por depender de un
solo parametro, la maxima resistencia uniaxial de traccion o7*". Ademas esta influenciado
por el primer invariante del tensor de tensiones I, y el segundo y tercer invariantes del
tensor desviador de tensiones J,, J;, respectivamente. Es apropiado para establecer en

forma sencilla el limite donde comienza el proceso de fractura en un punto del sélido. Esta
hipétesis que conduce a suponer que la fractura ocurre cuando la maxima tensiéon principal

alcanza el valor de la resistencia uniaxial a traccion K(x) =o7“ (k). Las diversas formas de

expresar matematicamente este criterio son las siguientes,

- En funcién de las tensiones principales,

F(G;G'T"“”)zmax[ci]—c’;’“x (x)=0 (B5.92)
- En funcién de los invariantes del tensor de tensiones y sus desviadores,
max T max
F(II;JZ;G;GT )=2 3J, cos(6+gj +1, =307 (x)=0 (B5.93)
- En funcién de coordenadas cilindricas,

]F(p; 0,07 )= \/Ep cos(@ + %) +&- NE) o7 (xk)=0 (B5.94)

donde £=+/3 6, =/3(1,/3)=1,//3, el radio octaédrico p=+31,,, =\/§1/2§2 =.42J,,

y el angulo de similaridad de Lode 0= arcsen[(3\/§ J5 )/ (2 ;2 )] .
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2) plano octaédrico

I, =0 (plano IT)
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Figura B5.11 — Superficie de fluencia de Rankine: a) En el espacio de tensiones
principales, b) Segun los meridianos de traccion y compresion Maxima, ¢) Segun el plano
octaédrico [;=0 o plano IT.
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B 5.11.2 Criterio de Tresca. De la Maxima Tensién de Cortante.

Este criterio fue formulado por Tresca en 1864, y al igual que el criterio de Rankine,
depende de un solo parametro que es la maxima resistencia a las tensiones tangenciales
" . Ademas considera el segundo y tercer invariantes del tensor desviador de tensiones
J,, Jy, respectivamente, ignorando la influencia del primer invariante del tensor de

tensiones /,. Es apropiado para representar el comportamiento de los metales y su mayor

limitacién viene dada por la falta de continuidad en la definicién de sus derivadas que
describen la normal saliente a la superficie. De acuerdo con este criterio, se alcanza la

fluencia plastica cuando el valor de la funcién de endurecimiento plastico K(x)=1""(x),
que tiene significado de una resistencia al cortante, alcanza la maxima resistencia a las
tensiones tangenciales 1. Las diversas formas de expresar matematicamente este criterio

son las siguientes,
- En funcién de las tensiones principales,

F(O; " )= max[%‘ci—cj ﬂ -1t (k)=0 (B5.95)

- En funcién de los invariantes del tensor desviador de tensiones,

F(Jz;G;ﬂ:maX)z \/?cose —1t™(k)=0

o multiplicando por 24/2, resulta en funcién de la tensién uniaxial efectiva, (85.96)
F(J,;0;5)=2,/J, cos®—5(k) =0
- En funcién de coordenadas cilindricas,
F(p;0;5)=p cose—gE(K) =0 (B5.97)

siendo p=+/3 T, =+ 2J, , v el angulo de similaridad de Lode 6= arcsen[(3\/§ J; )/ (2 g3 2)] .

La insensibilidad a la presién hace que el plano octaédrico se mantenga constante e igual

al plano m. Este plano octaédrico representa un hexagono regular. De la interseccion del
plano meridiano de tracciéon (6 =-m/6), con la superficie de fluencia, surge una recta de

pendiente nula, paralela a la que resulta de la interseccion del plano meridiano de
compresion (0=+mn/6), con la superficie de fluencia. Ambas rectas meridianas cortan al eje
de tensién de corte octaédrico en pl =p)=%2/3G(x). En el plano principal

6,,05,0, =0, representa un hexagono deformado segin el eje de tensiones 6, =0y
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Figura B5.12 — Superficie de fluencia de Tresca: a) En el espacio de tensiones
principales, b) Segun los meridianos de traccion y compresion Maxima, ¢) Segun el plano

octaédrico [;=0 o plano IT.
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B 5.11.3 Criterio de von Mises. De Tension Cortante Octaédrica.

Este criterio fue formulado por von Mises en 1913 y también, al igual que los dos

max

anteriores, depende de un solo parametro, la maxima resistencia tangencial octaédrica 1, .

Ademas, considera solo el segundo invariante del tensor desviador de tensiones J»,
despreciando asi la influencia del primer invariante del tensor de tensiones /; y del tercer
invariante del tensor desviador de tensiones J3. Es el criterio mas apropiado para
representar el comportamiento de los materiales metalicos. De acuerdo con este critetio, se
alcanza la fluencia plastica cuando el valor de la funcién de endurecimiento plastico

K(x)=1)-"(x), que tiene significado de una resistencia al cortante, alcanza la maxima

oct

max

resistencia a la tensién tangencial octaédrica T,

. Las diversas formas de expresar
matematicamente este criterio son las siguientes,

En funcién de las tensiones principales,
1
Floes )= [01-02) + (00, + (030, |- [z =0 (598)

- En funcién del segundo invariante del tensor desviador de tensiones,

max max 2 max max
]F(JZ;TUCZ ):JZ _[Toct (K)] =0 = IF(JZ;‘CUCZ ): \IJZ _Toct (K) =0
o bien en funcién de la tension uniaxial efectiva (k) =3 1% (), (5.99)

oct
F(J,:5)=/3/J, —5(k)=0
- En funcién de coordenadas cilindricas,
_ 3 _
IF(D;G)=\/; p—5(K)=0 (5.100)
siendo p = \/grm =,2J,.

La insensibilidad a la presion hace que el plano octaédrico se mantenga constante e igual
al plano II. Este plano octaédrico representa un circulo. De la interseccién del plano
meridiano de tracciéon(@=-n/6), con la superficie de fluencia, surge una recta de

pendiente nula, paralela a la que resulta de la interseccién del plano meridiano de
compresion (0 =+n/6), con la superficie de fluencia. Ambas rectas meridianas cortan al eje
de tensién de corte octaédrico en py =p) =++/2/3G(x) al igual que el criterio de Tresca.
En el plano principal 6,,65,6, =0, representa una elipse cuyo eje mayor coincide con el

eje de tensiones 6, =0j5.
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Figura B5.13 — Superficie de fluencia de von Mises: a) En el espacio de tensiones
principales, b) Segtn los meridianos de traccion y compresion Maxima, ¢) Segun el plano
octaédrico /1=0 o plano IT.
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B 5.11.4 Criterio de Mohr-Coulomb. De Tensién Cortante Octaédrica.

Este criterio fue formulado por Coulomb en 1773 y desarrollado con mas profundidad
por Mohr en 1882. Este criterio depende de dos parametros, la cohesion ¢ y el angulo de
rozamiento interno ¢ entre particulas. Incluye en su expresién matematica el primer
invariante del tensor de tensiones I, y el segundo y tercer invariantes del tensor desviador
de tensiones J,, J5, respectivamente. Es apropiado para establecer en forma sencilla el
limite donde comienza el proceso de fractura en materiales friccionales o geomateriales. La
resistencia en un punto crece con el rozamiento entre particulas t y esta a su vez depende
de la tensién normal o, y de la cohesion ¢ entre ellas. Asi, puede presentarse la siguiente
forma simple del criterio de Mohr Coulomb (ver Figura B5.14),

F(0;c;¢)=|t|-c -0, tang=0 (B5.101)

En el caso extremo que ¢=0, el criterio de Mohr-Coulomb tiende al criterio de Tresca,
en cuyo caso se cumple que t=c=K.

6, =c.cotgd

-
|
TN
[}
N—

Figura B5.14 — Representacion plana del estado tensional en un punto, segin el criterio
de Mohr-Coulomb.

Observando la Figura B5.14, se puede rescribir la ecuaciéon (B5.101) en funcién de las
tensiones principales,

{252 o [ {252 252 o

= IF‘(O';c;d))z(Gl ;G3J+(G' ;G3jsen¢—c dcos=0

(B5.102)

donde o, y o, representan la tensioén principal mayor y menor respectivamente. De esta se
deduce que el criterio de Mohr-Coulomb ignora el efecto de la tension principal intermedia
G,, lo que es una gran limitacion. No obstante, este problema se soluciona si se expresa su
formulaciéon en funcién de los invariantes, del tensor de tensiones y sus desviadores,
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IE‘(II;JZ;G;c;d)):%send)Jr\/Z (cosﬁ—%}—\/@c(@ cos¢=0 (B5.103)

En coordenadas cilindricas queda expresado como,

sen 6 send

V3
donde &=4+/3 G = \/5(11/3) = 11/\/5, el radio octaédrico p =\/§’E0d =,/2J, , v el angulo
de similaridad de Lode 0= arcsen[(3\/§ J5 )/ (2 J;! 2)] .

F(p;&0;¢;0) =2 Eseng+v3 p [cose— J—ﬁcw cos¢ =0 (B5.104)

Estas funciones describen en el espacio de tensiones principales una piramide de base
hexagonal distorsionada, cuyo eje coincide con el de presiones isostaticas ¢, =6, =0,. El
aumento de presion hace que el plano octaédrico crezca. Este plano octaédrico representa
un hexagono deformado. De la intersecciéon del plano meridiano de traccion (0=-m/6),
con la superficie de fluencia, surge una recta de pendiente (2+/2 sen ¢) /(3 + sen ¢),
que corta el eje de tensién tangencial octaédrica en pj = (20\/6 cosd)/(3+send) y el eje de
presiones en &’ =3¢ cotgd. De la intersecciéon del plano meridiano de compresion
(06=+m/6), con la superficie de fluencia, resulta una recta de pendiente

(2\/5 sen¢)/(3—send), mayor que la del meridiano de traccién y que corta el eje de tension

tangencial octaédrica en pg. = (20\/6 cos¢)/(3—send). En el plano principal 6,,65,6, =0,
representa una hexagono deformado cuyo eje mayor coincide con el eje de tensiones
c,=0;.

De las funciones que describen el criterio de fluencia de Mohr-Coulomb, resulta claro
que su principal caracteristica es la capacidad para distinguir el comportamiento a traccion
del de compresion. De aqui resulta que el criterio admite implicitamente que la relacion de
resistencia a tracciéon y compresion, cumplen con la siguiente expresion (ver Figura B5.15),

- tanz(%+gj (B5.105)

Mohr = 0

Esta definicién establece una limitaciéon importante en la adaptacion de este criterio a un
material en particular, pues normalmente no se da esta correlacion en los materiales reales.
Para conseguir una buena correlaciéon entre relacién de resistencias y angulo de friccion
interna, es necesario modificar el criterio de Mohr-Coulomb’.

9 Oller, S. (1991). Modelizacion numérica de materiales friccionales. CIMNE Nro. 3.
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Figura B5.16 — Superficie de fluencia de Mohr-Coulomb: a) En el espacio de tensiones
principales, b) Segun los meridianos de traccion y compresion Maxima, ¢) Segun el plano
octaédrico [;=0 o plano IT.
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B 5.11.5 Criterio de Drucker-Prager.

Este criterio, formulado por Drucker y Prager en 1952, es considerado como una
aproximacion alisada del criterio de Mohr-Coulomb, pero la formulacién matematica surge
de una generalizaciéon del criterio de von Mises, para incluir la influencia de la presion, a
través del primer invatiante del tensor de tensiones /; y del dngulo de rozamiento interno ¢.
También depende del segundo invariante del tensor desviador de tensiones Ja,
despreciando la influencia del tercer invariante del tensor desviador de tensiones J3. Este
critetio depende de dos parimetros, el angulo de rozamiento entre particulas ¢ y la
cohesion c. Las diversas formas de expresar matematicamente este criterio son las
siguientes,

- En funcién de los invariantes del tensor de tensiones y su desviador,

F(1,57,5050)=0(0) ], ++/J, —K (1) =0 (B5.106)

- En funcién de coordenadas cilindricas,
F(p;&c:0)=A0)V6 &+p—+2 K (k50) =0 (B5.107)

siendo la variable dependiente de la presion &= V3 O, = NEY?: /3 =1, / V3, el radio
octaédrico p=+/3 T, =+2J, v las funciones de endurecimiento que luego de ser ajustadas
con el critetio de Mohr-Coulomb, resultan K (i;0) =6 ¢(k) cos¢/(3\/§ ++/3sen ) vy

6(¢)=2sen¢/(3\/§ +/3 sen¢). Estas dos funciones describen un cono inscrito en la

piramide de Mohr-Coulomb, coincidiendo ambos criterios en los meridianos de traccion.
En el caso en que el cono circunscriba la piramide de Mohr-Coulomb, se tiene coincidencia
en los meridianos de compresion de ambas superficies, y de ello resultan las siguientes

funciones K (k50) =6 (k) cosd/(3v3 —3send) y  @($)=2sen /(33 ~+/3sen¢p).
Ambos casos particulares describen dos comportamientos muy diferenciados.

El plano octaédrico representa un circulo, cuyo radio varia en funcién de la presion. De
la interseccion del plano meridiano de tracciéon (0=-mn/6), con la superficie de fluencia,
surge una recta de pendiente Ja, que corta el eje de tension tangencial octaédrica en
Py -2 K y el eje de presiones en &' =K / J3@. De la interseccion del plano meridiano de
compresion (0=+n/6), con la superficie de fluencia, resulta una recta con igual pendiente
que la obtenida para meridiano de tracciéon. En el plano principal ¢,,65,6, =0, representa

una elipse desplazada de su centro (influencia de la presién), cuyo eje mayor coincide con el
eje de tensiones G, =0j5.
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Figura B5.17 — Superficie de fluencia de Drucker-Prager: a) En el espacio de tensiones
principales, b) Segtn los meridianos de traccion y compresion Maxima, ¢) Segun el plano
octaédrico /1=0 o plano IT.
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B 5.12 Plasticidad Para Geomateriales.

En este apartado se presenta un modelo constitutivo general, muy apropiado para
representar el comportamiento de materiales ductiles y fragiles. Es habitual encontrar
modelos para el tratamiento de los materiales ductiles del tipo de los metales, pero no
siempre es posible conseguir modelos con la misma eficiencia para representar el
comportamiento de los geomateriales fragiles. Por este motivo, el modelo que a
continuacién se describe ha sido formulado inicialmente para materiales frégilesw’“, sin
embargo puede utilizarse para representar el comportamiento de materiales ductiles luego
de hacer algunas particularizaciones en los parametros que lo definen (Figura B5.19).
Dentro de los materiales fragiles se ha concentrado la atencién sobre aquellos denominados
“Materiales Friccionales” (ver Figura B5.18). Entre los materiales que encajan en esta
calificaciéon puede citarse todos los ceramicos, suelos constituidos por componentes
friccional como arena entre otros y el Hormigdn, sobre el cual serd harda mayor énfasis.

Materiales Friccionales son aquellos cuya relacion entre su resistencia y la presion, depende
del angulo de rozamiento interno. Exhiben dilatancia, es decir, cambio de volumen
aparente, cuando estan sujeto a tensiones tangenciales.

F
F

Material
Friccional

F

<
<

Figura B5.18 — Fenémeno de Dilatancia.

MECANICA DEL SOLIDO

PLASTICIDAD ,/

MATERIALES
DUCTILES

MATERIALES
FRAGILES

Figura B5.19 — Representacion simple de las teorias que contribuyen a la definicion del
“modelo de dafio plastico”.

10 Oller, S. (1991). Modelizacion de materiales friccionales. CIMNE No. 3. Barcelona.
1 Luccioni, B. (1993). Formutacion de un Modelo Constitutivo para Materiales Ortdtropos, Tesis Doctoral.
Universidad Nacional de Tucuman. Argentina.
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B 5.13 Bases del modelo de “dano-plastico”.

El nombre de modelo de dasio plistice’” se debe a la hipétesis que considera que el
comportamiento no-lineal inelastico que sufre un sélido cohesivo-friccional, es
consecuencia de la formacién y desarrollo de micro-fisuras. La posibilidad de utilizar la
teoria matemitica de la plasticidad para representar el comportamiento de un material friccional
fracturable, parte de suponer que la deformacién no recuperable, o deformaciéon por micro-
fisuracion en este caso, puede ser aceptada tal como se entiende en la plasticidad clasica,
aunque el significado fisico de este fenémeno plastico es distinto en uno y otro caso.

La teorfa matematica de la plasticidad clasica esta basada en una formulacién isétropa
para cada punto del sélido (ver apartados anteriores), lo que significa que la funcién de
fluencia plastica, o umbral de discontinuidad, esta sometida a un movimiento homotético

gobernado por la evolucién de la variable de endurecimiento plastico x” .

Aqui se entendera el vocablo dasio como sinénimo de deterioro, aunque mas adelante se
vera que su significado esta también asociado al fenémeno de pérdida de rigidez. la
interpretaciéon fisica de este dafio (deterioro) isétropo puede entenderse a partir del
fenémeno de dafio adireccional que sufre cada punto del sélido real cuando sobreviene la
fractura. Asi, en un primer analisis, el concepto de dafio adireccional resulta contrapuesto al
de dano macroscopico (fractura), debido a que este ultimo constituye un fendémeno
direccional (ver Figura B5.20).

Aproximando el comportamiento a fractura mediante una formulacién continua, se
puede ahora admitir como hipétesis que el dasio macroscipico direccional (fisura), proviene de
un comportamiento microscipico adireccional de los puntos situados en una cierta zona del
solido, que se denominara gona de daiio. Con base en esto, una fisura quedard definida por el
Ingar geométrico de los puntos que han sufrido un dasio adireccional (ver Figura B5.20).

La concentracién del dafio en un sélido cargado, dentro de una zona cuyas dimensiones
son reducidas respecto del tamafio total del mismo, se debe al fenémeno de localizaciéon o
concentracion de deformaciones que se desarrolla en dicha zona del soélido. En ésta, una
cierta cantidad de puntos se encuentran sometidos a un comportamiento tension
deformacién con endurecimiento negativo o ablandamiento, es decir con pérdida de
tensién y crecimiento de la deformacién (ablandamiento). Por el contrario, los puntos que
estan fuera de la zona de localizacion del dafno y que experimentan un proceso de descarga,
mantienen constante su nivel de dafio en caso de que haya ocurrido.

El modelo constitutivo de dafo-plastico es capaz de memorizar la macro-direccionalidad
del deterioro que ha sufrido el sélido durante todo el proceso de carga, aun admitiendo

condiciones de carga no-radial™.

En virtud de lo antes dicho, se considera que el fendmeno de localizacion de deformaciones
posibilita el uso de la teorfa de la plasticidad, y también otras teorias continuas, como base
para formular un “modelo constitutivo que representa el deterioro por micro-fisuras en los
materiales friccionales”. Esto ofrece, una herramienta que representa en buen modo los

12 Lubliner, J.; Oliver J.; Oller S. and Ofiate E. (1989). A Plastic-Damage Model for Concrete. International
Journal of Solids and Structures, Vol.25, No.3, pp. 299,326.
13 Oller S. (2001). Fracura mecinica — Un enfogue global. CIMNE — Ediciones UPC. Barcelona

» . . P . . .
Nota: Se dice que el comportamiento de un punto del sélido es “radial” o “proporcional”, si durante todo
el proceso de carga se cumple la relacién o,,/0?, =6, /0!, =---= 64, /c%, , entre las componentes del tensor

de tensiones en el estado actual y el estado inicial, respectivamente.
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mecanismos de dafio muchos materiales fragiles (ej.: el hormigén), y que cumple

. . .o , . , . . . 1
rigurosamente con los principios basicos de la mecanica de medios continuos'*.

El modelo de dafio plastico basa su formulacion en la wecinica de solidos, particularmente
en la feoria de la plasticidad y en la teoria de dasio continuo, y utiliza como vehiculo para la
resolucion del problema estructural el método de los elementos finitos y diversas técnicas numéricas

necesarias para controlar y garantizar la solucién del problema (ver Figura B5.21).

MICRO-DIRECIONALIDAD MACRO-DIRECIONALIDAD
DEL DANO EN CADA PUNTO DEL DANO

Direccidn del dafio
en un punto

Figura B5.20 — Micro y macro direccionalidad del dafio.

MECANICA DEL
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D LA TECNICAS NUMERICAS
PLASTICIDAD
Y DANO

Resolucion del Sistema de Ecuaciones
Control de Desplazamiento

Control de Plastificacién

Integracion de la Ecuacién Constitutiva

Formulacion

Implementacion

MODELO
DE DANO
PLASTICO

Figura B5.21 — Formulaciones de las que surge el modelo de dafio plastico.

14 Malvern, L. (1969). Introduction to the mechanics of continuons medium. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ.
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B 5.13.1 Hipétesis sobre el comportamiento del material a representar.

La formulacién de un modelo constitutivo, orientado a tratar el comportamiento mecanico
de un material en particular, debe hacerse luego de establecer algunas hipotesis
simplificativas en dicho material. Se trata entonces de crear un material ideal, tan cercano al
real como sea posible y practico. A continuacion se hace una enumeraciéon de alguna de
estas hipdtesis simplificativas que han sido consideradas dentro del modelo de dasio plistico a
modo de premisas.

e Admitir que el material friccional tiene un marcado comportamiento inelastico, que
da lugar a deformaciones permanentes que pueden interpretarse como micro
tisuras.

e FEn cada punto se produce un deterioro adireccional que se entendera como un
comportamiento isétropo local.

e El lugar geométrico de los puntos deteriorados, marca una direccion macroscépica
que sera interpretada como una fisura.

e Los puntos deteriorados se concentran en una zona delgada que se denominara
zona danada, cuya existencia se debe al fendmeno de localizaciéon de deformacion.
Esto da lugar a una anisotropfa inducida por el comportamiento no lineal del
solido.

e Durante el proceso inelastico el material puede tener un comportamiento de
cambio de volumen que puede identificarse con el fenémeno de dilatancia.

e Ja resistencia maxima, su evoluciéon y la deformaciéon ultima dependen de las
caracteristicas del proceso evolutivo de carga, traccion-traccion, —traccion-
compresion, compresion-compresion. Es decir, que la resistencia evoluciona con el
proceso mismo.

e Durante todo el proceso de carga cuasi-estatica y monotona creciente, incluido el
rango de comportamiento en el que las deformaciones son reversibles, se produce
una continua y creciente degradaciéon de la rigidez.

Como puede observarse, todos los item aqui nominados no son simples, pero si posibles,
de conseguir dentro de una formulacién mecanica.

B 5.13.2 Algunas Caracteristicas del Modelo de Dafo Plastico.

Establecer las caracteristicas mecanicas fundamentales que debe reunir un modelo
constitutivo, es otro de los pasos iniciales previo a establecer la formulacion. Es por ello
necesario decidir sobre la teoria basica sobre la que se fundamentara su formulacién y
también sobre el grupo de variables internas que precisaran los mecanismos a representar
en la formulacién.

La teorfa de la plasticidad proporciona una adecuada estructura fisico-matematica, que
permite formular el comportamiento de los materiales friccionales sometidos a estados de
carga. De la extension de sus principios basicos y de la reinterpretaciéon de sus variables
fundamentales, ha surgido el modelo de daiio plistico. Asi, a partir de la clasica variable de
endurecimiento plastico ®” definida en apartados previos, se ha formulado una nueva
variable de dafio plastico k”a modo de variable interna. Esta variable esta tratada como
una magnitud adimensional, normalizada a la unidad, que varfa entre 0<x” <1. Para
k” =0 no hay dafo plastico y para k” =1 se define el limite de dafio total del punto del
solido. Este estado dltimo puede ser interpretado como una pérdida total de la resistencia
en el punto del sélido, y desde un punto de vista fisico, como un desmembramiento de la
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masa del solido en el punto de analisis (discontinuidad fisica). A continuacién se hace una
breve presentacién, que para mayor detalle pueden consultarse las fuentes™'>".

El criterio de fluencia plastica presentado en apartados anteriores, es ahora tratado en
este modelo a través de una expresion matematica que puede ser escrita en la siguiente
forma general,

F(o,c)= f(0)-c=0 (B5.108)

donde f(0) es una funcién escalar homogénea de primer grado en las componentes del

tensor de tensiones, que permite definir la cohesién C, o una tensién uniaxial escalada,
como una funcién de endurecimiento plastico o como una variable interna dependiente de
la evolucién del proceso mecanico.

Los criterios de plasticidad de Mohr-Coulomb y Drucker-Prager, también pueden
representarse por una expresion similar a la ecuaciéon (B5.108), pero no aproximan
adecuadamente el comportamiento real de muchos de los materiales friccionales.
Numerosos criterios de fluencia plastica han tratado de mejorar esta aproximacion para los
materiales cohesivos-friccionales. Hay algunas funciones f(6) no-homogéneas y de grado

superior en las componentes del tensor de tensiones, caracteristica que impide definir una
funcién de endurecimiento plastico C con una interpretacion fisica directa.

El modelo constitutivo de dafio plastico puede utilizarse cualquier criterio de fluencia,
pero para mejorar la aproximacion del comportamiento particular del hormigén se pueden
definir criterios apropiados a cada caso'.

La cohesiéon C es tratada como una magnitud escalada con la resistencia inicial a
compresion uniaxial del hormigén c{. (umbral de discontinuidad tensional), que es el nivel
de tensiones para el cual la deformaciéon volumétrica g, es maxima. Consecuentemente se
define la cobesion inicial, o cohesién del material virgen, como c? occsg para x” =0,
situacion que establece la posicion inicial del criterio de fluencia, y la cobesion final, o
cohesion del material totalmente deteriorado, € =0 para ” =1, situacién que define la
posicion final del criterio de fluencia.

A diferencia de la plasticidad clasica con endurecimiento isétropo, la cohesiéon no es una
simple funcién de la variable de endurecimiento plistico C(k’), sino una variable interna que
depende de la evolucién del proceso elasto-plastico, gobernada por una ecuaciéon de
evolucion (ecuacion diferencial).

El angulo de rozamiento interno ¢ también podria definirse como una variable

interna a partir de una ley de evoluciéon que dependa del proceso elasto-plastico, pero dada
la evidencia del comportamiento fisico de este fenémeno en hormigones'’, sélo se plantea

una simple funcién explicita de la variable de dafio plastico ¢(k”). Con esta hipbtesis se

obtiene una friccién inicial nula ¢° =0 cuando atn la cohesién ¢c® no permite la
movilizacion de la friccién, y maxima al final del proceso elasto-plastico

15 Lubliner, J.; Oliver J.; Oller S. and Ofiate E. (1989). A Plastic-Damage Model for Concrete. International
Journal of Solids and Structures, Vol.25, No.3, pp. 299,326.

16 Oller, S.; Ofiate E.; Oliver, J. and Lubliner J. (1990). Finite Element Non-Linear Analysis of Concrete
Structures Using a *Plastic-Damage Model". Engineering Fracture Mechanics, Vol 35; pp 219-231.

17 Borst, R. De and Vermeer, P. (1984). Non associated plasticity for soils, concrete and rock. Heron. Vol. 29, Delf.
Netherlands.
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" =d(x” =1)=¢"™" . En este dltimo estado, cuando el hormigén se ha descohesionado, la

friccion coincide con la correspondiente a una arena.

El angulo de dilatancia y, que al igual que el angulo de rozamiento interno podria
definirse como una variable interna, también en este caso es suficiente expresarlo como una
funcién de la variable de dafio plastico y(x”), dado que con esta hipétesis también se ha
obtenido una buena aproximacion al comportamiento real del hormigén. Este angulo vale
y(k? =0)=y" =0 al iniciar el proceso plastico, y Y™ =wy(x” =1) al finalizar el proceso.

En resumen, para un proceso plastico sin degradacion de rigidez, e/ modelo de dario plastico

utiliza en su definicién el siguiente conjunto de variables internas q={e” x”.C}, cuyas

definiciones y reglas de evolucién seran presentadas a continuaciéon como parte de las
ecuaciones fundamentales que gobiernan el modelo,

1. Una descomposicién de la deformacién en una parte elastica y otra plastica,
e=e‘+e"=C':0+€” (B5.109)

Donde C es el tensor constitutivo elastico inicial.

2. Un criterio de fluencia plastica y potencial plastico analogo al definido por la
ecuacion (B5.108).

F(o,c)= f(0)-c=0 ; G(o)=g(0)-cte=0 (B5.110)

tal que f(0) y g(0) son dos funciones escalares de argumentos tensoriales,
denominadas funcién de fluencia y potencial plastico, respectivamente.

6. Una regla de flujo plastica no asociada y un grupo de variables internas,

» e’ Deformacion Plastica
& <.
q= {——} =k’ Variable de Dario Plastico (B5.111)
9o C Variable de Cohesion

todas ellas definidas mediante las siguientes ecuaciones de evolucién (ver apartado
de plasticidad clasica),

o
& oo £
d ) = . . oG .
c .
h.-h_:€”
hc .hK :@
0o

donde h, y A, es un tensor de segundo orden y una funcién escalar
respectivamente y que se definirin mas adelante, que dependen del estado actual de
la variable libre €° y del resto de las variables internas q. Como puede verse en la
ecuacion anterior, la variable interna fundamental es la deformacion plastica €” y a
partir de ella se obtienen las otras. El factor de consistencia plastica A se obtiene tal

como se ha mostrado en apartados anteriores, a partir de la condiciéon de
consistencia de la funcién de fluencia plastica.
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7. Una ecuacion constitutiva secante y tangente, definida en forma analoga a la
plasticidad clasica,

G:C:(s—s”)
c:C]o[ ] -
G=1C- g hd £ = 6=C":¢

—Cy

oF oG . . .aG{aF aGJ

i ——+hch i —+| —:C:——
on’ oo oc \oo oo

tal que la notacion utilizada puede consultarse en el mencionado en el apartado
dedicado a la plasticidad clasica y aquella que tenga una definicién particular sera
presentada a continuacion.

El modelo constitutivo que resulta de estas definiciones basicas, consigue una muy
buena respuesta durante el proceso de fractura. A modo de resumen puede decirse que el
modelo reune las siguientes caracteristicas,

e Definicién de una ley constitutiva que depende de las variables internas de cohesioén
y dafio plastico, permitiendo asi representar situaciones de carga complejas no-
radiales.

e Trata en forma unificada los estados complejos de tensiéon multiaxial.

e Admite que los materiales tiene distintos limites de resistencia maxima y de
deformacion dltima, dependiendo del proceso mecanica que este desarrollandose.

e Admite la posibilidad de considerar distintos criterios de fluencia plastica, no siendo
esta una caracteristica del modelo, sino una variable mas del mismo que necesita ser
preestablecida.

e Considera un flujo plastico no-asociado, que permite el control del fenémeno de
dilatancia.

e Permite obtener toda la informacién relacionada con el deterioro de un punto a
través de un post-proceso de la informaciéon mecanica del punto.

B 5.14 Variables fundamentales del modelo de
“dano-plastico”.

Las definiciones establecidas en el apartado anterior son muy generales y necesitan ser
precisadas con mas detalle. Para ello a continuacién se establecen las expresiones que
definen la regla de evoluciéon de las variables internas contenidas en aquellas definiciones
basicas.

B 5.14.1 Definicion de la variable de dano plastico.

La plasticidad clasica establece una variable de endurecimiento en funcién de la
deformacion plastica efectiva k” =¢€”, o también en funcién del trabajo plastico especifico
kK’ =0’ =ce” =0:€” (ver apartados sobre la plasticidad clasica). Estas definiciones son

apropiadas para materiales cuya deformacién ultima (estado de deterioro total en el punto),
es igual a traccidon que a compresion o para cualquier proceso mixto en general. En muchos
materiales esto no se cumple y es necesario encontrar una variable de endurecimiento
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plastico que contemple la posibilidad de tener una deformacién dltima diferenciada para
cada proceso en particular. Esto se consigue estableciendo una variable interna que define
una disipaciéon normalizada a la unidad, es decir que se trata de la relacién que hay entre la
densidad de energia disipada en un determinado instante del proceso respecto del maximo
que podria disipar el punto del sélido. Asi, puede decirse que la variable de dasio plistico es una
“medida relativa” de la energia disipada durante el proceso plastico. Por simplicidad y
orden en la presentacion, es conveniente definir esta variable para procesos uniaxiales
simples y luego generalizarla a procesos multiaxiales.

Definicion de la variable de dario plistico para estados de tension uniaxial.

De un ensayo experimental uniaxial a traccién y otro a compresion, se obtienen las
curvas que describen la evolucion de la tension vs. la deformacion en cada instante. A partir

de ellas puede deducirse las curvas 6—&” que encierran las energfas de fractura g7 y

aplastamiento g7, por unidad de volumen, respectivamente.

En funcién de estas curvas se obtiene la energia especifica disipada al final de un proceso
elasto-plastico cuasi-estatico, que en el caso de un proceso de traccion uniaxial resulta,

gl =" orehdt (B5.114)

donde o, esla tension uniaxial de traccion y € deformacion plastica uniaxial de traccion.
A partir de ésta ultima expresion, se define la variable de daso plistico para un proceso cuasi-
estatico de traccion uniaxial, como la disipacién plastica normalizada, acotada entre cero y
la unidad,

1 .
0< Kp=g—pj.:_06r8¥dt <1 (B5.115)
f

Resultando asi una variable normalizada con respecto a la energia especifica maxima a

traccién, con valores comprendido entre 0 <k” <1 para el inicio y fin del proceso plastico,

respectivamente. Con k” como variable puede ahora transformarse las curvas de respuesta
uniaxial de tensién-deformacion plastica en otras curvas que dependan de esta variable de
dafio plastico, en la cual que se cumplen los siguientes extremos, o,(k” =0)=c) y
o, (k? =1)=c¥™ en el intervalo [0,1].

En el problema de compresion uniaxial, al igual que en el problema de traccion, la
variable de dafio plastico resulta

1 .
0< szg—pfoccggdz <1 (B5.116)
C

00
siendo g¢ =I o €0 dt la energia disipada en el proceso de compresion. Al igual que en
8c=)_,0cétc 8 p p p gual q
el proceso de traccion pura, puede ahora definirse la respuesta uniaxial de tension-
deformacién plastica mediante otra curva que dependa del dafio plastico en lugar de la

deformacion plastica, en la cual que se cumplen los siguientes extremos, o (k” =0)=cp y

o (k? =1)=cU"™ en el intervalo [0,1] (ver Figura B5.22).
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oc(e?) oc @)
Ocl Kk

Gc curva de compresion G cf? ; N
:> curva de compresion
(0]
GrT GOT Q

curva de traccién

i
—p\u —pyu P
(er) (e7) I
a) Resistencia uniaxial en funcion de la deformacion pléstica b) Resistencia uniaxial en funcion de la variable de dafio plastica
C ﬁ
0 _
c’ = f(o), ,
cc(x”)

curva de compresion

) K’

c) Cohesion en funcién de la variable de dafio plastica

Figura B5.22 — Transformacion de la resistencia uniaxial medida en laboratorio en la
resistencia uniaxial utilizada en el modelo de dafio plastico.

La variable de dafio plastico es objetiva y evoluciona dentro de los mismos limites
cualquiera sea el proceso mecanico que se haya desarrollado. De esta forma, el dafio total

en un punto se alcanza cuando k” =1, pero la energia disipada serd g7 si se desarrolla un

proceso a traccion puray gf sies a compresion pura.

Definicion de la variable de danio plistico para estados de tension multiaxial.

De modo general, para un proceso de carga genérico, se define la variable de dano
plastico para un proceso mecanico multiaxial, como

Y. (B5.117)

donde h, es un tensor de segundo orden que, para los casos particulares de traccion y
compresion uniaxial da lugar a una variable de dafo plastico que cumple con las ecuaciones
(B5.115) y (B5.1106) respectivamente, y para los restantes casos es capaz de desarrollar una
magnitud de dafio consecuente con el proceso de carga. Para recuperar la variable de
endurecimiento plastico de la teoria clasica de la plasticidad, este tensor resulta igual al
tensor de tensiones h,, =0 y para materiales is6tropos en general puede ser definido como

una disipacién normalizada a la unidad,
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@+—l_r(o) L=

k” =h_ :€" = o | o (B5.118)
f C

donde =, =0:&"es la disipacién plastica y r(0)=2i:1<01>/2i:1|01| una funciéon
escalar que define los estado de comportamiento de un punto en funcién del estado
tensional, siendo <x> =0,5 [x+|x|] la funcién de McAully. Obsérvese los siguientes casos
particulares, #(0)=1 para problemas de tracciéon pura, #(0)=0 para compresion pura y
r(@)=0,5 para estado de corte puro. De esta manera, la disipacion plastica siempre estara

normalizada respecto de la maxima energfa correspondiente al proceso que esta realizando
en cada momento.

B 5.14.2 Definicién de la ley de evolucién de la cohesiéon c—«”.

Este modelo de dafio plastico, supone que la micro-fisuraciéon de los materiales
triccionales se debe a una pérdida de cobesion intergranular instantanea, producida por el
movimiento relativo entre granos, o particulas. Esta pérdida de cohesion intergranular se
inicia en los puntos cuya tension efectiva supera el umbral de la cohesion limite o cohesion
inicial (ver Figura B5.18). A medida que evoluciona el proceso de carga crece la cantidad de
particulas descohesionadas hasta llegar a conformar un lugar geométrico de dimensiones
considerables (fractura), que conduce a la ruptura de todo el sélido. Debido a este
mecanismo de fallo, se produce un ablandamiento, en el comportamiento tensién
deformacion, inexistente a nivel intergranular, que s6lo se manifiesta como un efecto
macroscopico provocado por el comportamiento promedio de un conjunto de particulas.

El modelo constitutivo de dafio plastico realiza un analisis numérico del comportamiento
de una regién de dimensiones finitas (punto de integracion de la ecuacidén constitutiva),
mediante la técnica de aproximacién funcional de los elementos finitos. Por esta razon,
cada punto en analisis representa infinitos puntos materiales contenidos en su area de
influencia. Por ello, a escala macroscopica si tiene sentido considerar al fenémeno de
ablandamiento por deformacién como una propiedad del material y en tal caso es necesatio
definir una funcion de endurecimiento pldstico que tenga en cuenta este fendmeno de conjunto, que
para este modelo constitutivo no es mas que la cohesion entre particulas. Esta funcion de
endurecimiento esta representada por la cohesion, escrita como una variable interna para
darle mayor generalidad, cuya ecuacion de evolucion para cualquier proceso de carga cuasi-
estatico se define como,

C=h, %" =h,-h,_:&” (B5.119)

donde 4,.(0,k”,C) es una funcion escalar del estado actual de la variable libre de tensiéon @

y de las variables internas k”y C. La expresion adoptada para la ley de evolucion de la
variable interna de cohesion resulta de elegir la siguiente expresion para A, ,

r(o) dc, +1—r(0‘) dc.
C, dx”’ C. dx’

h.=cC- (B5.120)
3 3 . .

donde 7(0) 221:1 <GI> / ZI:1|GI| es la funcién antes comentada que establece el tipo de

comportamiento (traccién o compresion o traccidon-compresion), que se desarrollo a cada

instante en un punto del solido. La funcién de cohesion C.(k”) (ver Figura B5.22) puede
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obtenerse en forma explicita y representa la evoluciéon de la cohesiéon durante un ensayo
uniaxial de compresion simple. La relacion entre cohesion y tension uniaxial de compresion
viene dada por la siguiente expresion

ce(k”) =%0‘C(Kp) (B5.121)

Tal que N es un coeficiente que depende del tipo de criterio de umbral de fluencia y
representa el factor de escala entre cohesién y tensién uniaxial de compresion'. A modo de

ejemplo para Tresca y von-Mises vale N =1, para Mohr Coulomb N=2,/R,,,. donde
R,-€8 1a relacion de resistencias (ver ecuacion 6.111), para Drucker-Prager inscrita en la
superficie de Mohr-Coulomb X =6cos¢/(sing—3) y para Drucker-Prager circunscrita en la
superficie de Mohr-Coulomb N =6cos¢/(3sind—3). Asi, para cualquier criterio umbral de
fluencia, debe definirse este coeficiente.

La funcién ¢, (x”) (ver Figura B5.22) puede obtenerse en forma explicita y representa la

evolucion de la cohesion durante un ensayo uniaxial de traccién simple. La relacién entre
cohesion y tension uniaxial de traccion viene dada por la siguiente expresion

0

cr(k?) :%GT(KP) (B5.122)

donde R’ = [fco /fTO]z [GC(KP = 0)/GT(KP = 0)] es la relacion entre resistencias uniaxiales.
A modo de ejemplo para Tresca y von-Mises vale R’/N=1, para Mohr Coulomb

R°/X=4R,,, /2 donde R,,, es la relacién de resistencias (ver ecuacién 6.111), para

Drucker-Prager inscrita en la superficie de Mohr-Coulomb R°’/N=(3+3sin¢)/6cosd y

para Drucker-Prager circunscrita en la superficie de Moht-Coulomb
R/N=3+sind)/6¢coso.

Algunos investigadores sostienen que las curvas de resistencia a traccién y compresion
simple del hormigén, que resultan de ensayos experimentales uniaxiales, tienen formas
andlogas'™"’, lo que equivale a afirmar que la relacion de escalas entre ellas es una constante
durante todo el proceso de carga cuasi-estatico, y viene dado por

o (k")

K= or(k”)

=cte. = R(k”)=R" (B5.123)
y en tal las funciones explicitas de la cohesioén a traccion uniaxial y a compresion uniaxial
coinciden.

B 5.14.3 Definicién de la variable ¢, angulo de rozamiento interno.

A medida que se aumenta la carga sobre un sélido cohesivo-friccional, en su interior
ocurren un movimientos entre particulas (micro-fisuracién), que conduce a una pérdida de
cohesion intergranular, haciendo que el sélido tienda a comportarse, cada vez mas, como
un simple material friccional no-cohesivo. Asi, la pérdida de cohesién implica una ganancia
de rozamiento interno, dando lugar a un comportamiento mas ductil a compresiéon debido

18 State of the art report on : Finite Element Analysis of Reinforced Concrete. ASCE (1982).
19 Tasuji, E.; Slate F. and Nilson A. (1978). Stress strain response and fracture of concrete. Journal of the
structural division. ASCE — 10/ 75, No 7, pp. 306-312.
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al incremento de la fuerza de rozamiento entre particulas y a una disminuciéon de la
resistencia a tracciéon por la pérdida de las fuerzas cohesivas. Esto conduce a un

crecimiento de la relacién entre resistencias uniaxiales R(k?)=o,(k” )/ o, (k”) a medida
que evoluciona el proceso plastico.

send
Sel’l(l) max
- Kp
c & «© “Zona donde Ia friccion esta
completamente movilizada y
ol la cohesion es nula
- KP

L
K

Figura B5.23 — Funcién que define la evolucion del angulo de rozamiento interno en
funcién de la variable de dafio plastico y su relacién con la cohesion.

En forma general se podria formular una variable interna de friccién, con una ley de
evoluciéon del tipo ¢=AH 4)(0';q): hy (0;q)- %7, que represente el mecanismo de
incremento de la friccion arriba mencionado. Sin embargo, hay evidencias

experimentalesl’2 0 que muestran que es suficiente proponer una simple funciéon de la
variable de dafio plastico para representar la evolucion del angulo de friccion interna,

K’k L
———sen ¢ ;V kP <k
send(k”)=9" «? + L ¢ ’ (B5.124)
sen ¢ 0V k? >t

. .. . . ~ o L
donde «” es la variable de endurecimiento, denominada variable de dafio plastico y k= es
el limite de dafio, a partir del cual la cohesion se anula y el rozamiento interno se mantiene

constante e igual a su valor maximo ¢™**, por lo tanto este limite coincide con el de dafio

total k” =k’ =1.

20 Borst, R. De and Vermeer, P. (1984). Non associated plasticity for soils, concrete and rock. Heron. Vol. 29, Delf.
Netherlands.
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Figura B5.24 — Movilidad del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb segin sus planos
meridianos. a) Movilidad is6tropa por evolucion de la cohesion. b) Movilidad anisétropa
por cambio en el rozamiento interno.

Utllizando la funcién de rozamiento interno expresada por la ecuacion (B5.124) y
suponiendo en un primer momento la hipdtesis de que la cohesion C=cte, se puede
observar que se desarrolla un proceso elasto-plastico que pasa de un estado inicial
d=¢" =0, donde la presion hidrostatica es despreciable, a otro final ¢=¢"* donde es
muy importante la influencia de la presion. Para ejemplificar la influencia del angulo de
rozamiento interno sobre el umbral de plasticidad, se adopta una superficie de fluencia del
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tipo de la de Mohr-Coulomb, en la cual puede verse una movilidad isétropa por efecto de
la evolucién de la cohesion y otra movilidad anisétropa provocada por el incremento del
rozamiento interno. Este ultimo fenémeno provoca un movimiento de acercamiento de la
caspide de la superficie hacia el origen, acompanada de un crecimiento de su base (ver
Figura B5.24 y Figura B5.25). Este efecto se presenta como un fenémeno de
endurecimiento para procesos de compresion y como un ablandamiento para procesos de
traccion.

N ~, —_——
N > 6

N corte puro

2c
~— 0;<0<0,

/ m, 9)_|o.
c, <0, <0 RZ(\)/Iohr :tan2£2+5j o

Cr

Figura B5.25 — Movilidad del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb cuando cambia la
friccion interna. a) Movilidad de la funcién en 3-D. b) Movilidad de la funcién en uno de
sus planos principales.

En materiales fragiles con alta cohesion inicial, como los hormigones, ceramicos, etc., es
posible utilizar durante todo el proceso plastico un angulo de rozamiento interno constante
y maximo sin que esto induzca a resultados insatisfactorios en la resolucion de problemas
multiaxiales.
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B 5.14.4 Definicion de la variable y, angulo dilatancia.

Un fendémeno que caracteriza a los materiales friccionales, es el cambio de volumen
inelastico debido a la desviacion plastica. Este fenémeno, denominado dilatancia, puede ser
atribuido al crecimiento de los mecanismos de micro-fisuraciéon que sufre el hormigén
durante el perfodo inelastico.

’ )é :  Parte volumétrica de la def. plastica (dilatancia)

8
(8” )p :  Parte desviadora de la def. pléstica

N :
N » /,
+ e? .
p E" \(‘E )p € '/'/ P _Fv

/
pz\/groct = V2‘,]2 4

meridiano de '\
T

\«

traccion — — - )
/" TRACCION
TOTAL
COMPRESION 0" = 2¢ /6 cos )
TOTAL t —(3 “send)
i \ - £, =~/3 ¢ cotgd
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Figura B5.26 — Representacion de la dilatancia en forma esquematica y su relacién con la
deformacion plastica en el plano meridiano.

Una forma apropiada de evaluar este fenémeno, es mediante el dngulo de dilatancia v , que
fue inicialmente introducido por B. Hansen™ y que representa la relacién que hay entre el
incremento de volumen plastico y la distorsion plastica.

2! Hansen, B. (1958). Line ruptures regarded as narrow ruptures zone — Basic equations based on kinematics
considerations. Proc. Brussels Conf. 58 on earth pressures problems.
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La dilatancia puede controlarse utilizando una plasticidad no-asociada, es decir cuando
ocurre que la funcién de fluencia plastica es distinta a la de potencial plastico
F(0;q) # G(0). En este caso, la orientacion del flujo plastico es normal a la superficie de
potencial plastico G(0), siendo esta la responsable del control de la orientaciéon de dicho

flujo (ver Figura B5.26). Asi pues, este flujo podtia tener componente desviadora y/o
volumétrica y por lo tanto es posible controlar estas componentes tanto como sea
necesario para ajustar la respuesta al problema en estudio.

Debido a que los solidos friccionales no exhiben un angulo de dilatancia constante
durante todo el proceso elasto-plastico, es necesario formular una funcién de evolucién de
esta magnitud. Esta evolucién también podria ser definido como una variable interna del
proceso inelastico, pero dado que su variaciéon puede ser descrita en forma simple y
satisfactoria, se adopta una funcién explicita, cuasi-empirica de la variable de dafio plastico

y(k").
Entre las posibles formas de definir la evolucién de la dilatancia se utiliza una

. ., ., 22 . .
modificacion de la ecuaciéon de P. Rowe™, que se adapta muy bien al comportamiento de
diversos geomateriales con cohesion.

oy .| sin¢(k”)—sind,, | “(sp )é”
y(k"”) =aresin I singG) sin . | atan H o pH (B5.125)

donde ¢(x”)es la funcién de rozamiento interno (ecuaciéon (B5.124)) y ¢,, el angulo de
rozamiento interno para dilatancia nula, cuya expresion es,

Sln (I)max _ Sil’l\l!max

1—sin¢™ siny ™

¢,, =arcsin (B5.126)

ax

siendo ¢"** la maxima friccion y y™* es la maxima dilatancia. Como valores otientativos,

para el hormigén estas magnitudes valen ¢”** =35° y " =13°,

B 5.15 Generalizacion del modelo de daiio
plastico con degradacion de rigidez.

B 5.15.1 Introduccion.

Los resultados experimentales muestran que los materiales cohesivos-friccionales tienen
una pérdida de rigidez aun en el campo de comportamiento elastico. Este efecto se
incrementa mucho mas cuando se produce la descohesion entre particulas y por lo tanto
cuando comienza el periodo plastico. Esta evidencia induce a pensar que hay dos
fenémenos de degradacion de rigidez que actian sobre el material. Uno que depende de la
energfa acumulada, que se denomina degradacion eldstica, y otro que depende de la
movilizacion de la friccién y que recibe el nombre de degradacion plistica. Basado en estos
dos fenémenos, se modificara en este apartado el mwodelo de dario plistico antes presentado.

22 Rowe, P. (1972). Theoretical meaning and observed values of deformation parameter for soil. Proc. Rascoe
Memorial Symp. on stress-strain behavior of soils. Cambridge.
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En la mayoria de las investigaciones llevadas a cabo se considera que la degradacion sélo
depende de la energfa total acumulada, pero en ningin caso se atribuye que parte de este
fenémeno esta motivado por la descohesion entre particulas, plasticidad en este caso.

La degradacion de rigidez, o dafio como se lo conoce en muchas referencias, ha sido
formulada por Kachanov y se basa en la representaciéon mecanica de una pérdida de
resistencia del material con deformaciones recuperables y disminucién de la rigidez del
material”>** (se presentari mis adelante las bases de este modelo). Es decir, toda la no
linealidad del problema se debe a la pérdida irreversible de las propiedades de rigidez (ver
Figura B5.27). Esto junto a la teorfa de la plasticidad ofrece una herramienta muy potente
que permite representar el comportamiento de una gran cantidad de materiales cohesivos-
friccionales y metales donde puede ocurrir también crecimiento de una porosidad interna.

Asi, el tensor constitutivo secante C(d;,d”) dependera en cada instante de las variables
internas de dafio elastico d; y de las variables internas de dafio plastico d/, cuyas reglas de
evoluciéon toman la siguiente forma,

df =, (k{ :€°)

5.127
dP =\ H, =k’ :€” (B>120)

A
G ’ Para comportamiento uniaxial simplificado,
Cdf =0,d? =0) > E , Estado inicial,
Cd;,dlYy—>E , Durante el proceso,
e Y C(df =1,d? =1)=0 > E=0 ,Estado final,
—~ |
e g g

Figura B5.27 — Evolucién de la resistencia uniaxial en un punto por efecto de la plasticidad
y la degradacion de rigidez.

donde “7’ representa el indice del mecanismo de dafio que se esta desarrollando y el
problema puede estar compuesto de un numero finito de mecanismos distintos. El tensor

- esimo

k; representa la direccién de degradacion elastica del mecanismo ™, ®, un escalar

positivo a definir y H, =k? :(6G/00) una funcién escalar elasto-plastica de argumentos

tensoriales que tiene en cuenta la direccion de degradacion k! inducida por la plasticidad.

> Kachanov, .M. (1958).Time Rupture Process under Creep Conditions, (in Russian). Izz.ARad.SSSKR

Teckh.Nank.,8 ,26-31.
24 Kachanov,.M. (1986 ). Introduction to Continuum Damage Mechanics. Martinus Nijho Publishers, Dordrecht.
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B 5.15.2 Ecuacidn constitutiva elasto-plastica con degradacion de rigidez.

El fenémeno de degradacion de la rigidez modifica la ecuacién constitutiva elasto-
plastica presentada para plasticidad con pequefias deformaciones. Para formular esta nueva
ecuacion constitutiva se partira definiendo una energia potencial libre a temperatura constante,
compuesta de una parte elastica y otra plastica,

P(e%,q,,q,) =Y (£°,d",q5) +¥"(q,) (B5.128)

Donde ¥*(q,) es una funcién de potencial plastico y ¥*(€°,d”,q,) una funcién de
potencial elastico o energfa libre. Ademis, la deformacion elastica €° es la variable libre del
proceso, q, las variables internas plasticas que incluyen la propia deformacién plastica €°
y q es el grupo de variables internas no-plasticas, entre las que se incluye la degradacion
producida por la plasticidad.

A partir de los principios basicos de la mecanica se escribe la disipacion mediante la
siguiente expresion simplificada de la desigualdad de Clausius-Duhem (ver capitulo 2).

E=0C:€-¥2>0 (B5.129)

Esta desigualdad expresa el balance de entropia para el continuo de Cauchy y es valida
para cualquier proceso de carga admisible. Sustituyendo la derivada temporal de la energfa
libre (B5.128) en la ecuacion (B5.129) resulta la siguiente expresion para la disipacion,

E:[o- 0 } 0 0 0 q; =20 (B5.130)

(€4 (€7 — q, —
OE® O€* oq,
Para garantizar el cumplimiento de esta desigualdad ante cualquier incremento de
deformaciones € para un proceso de carga no-degradable. Debe ocurtir que

oY .
o- >0 V€ 5.131
[ ae@} B5.131)
de donde se deduce que la tension vale,
o= or 5.132
ase (B ° )

tal que la energfa libre para un solido elasto-plastico con degradacion de rigidez puede ser
escrita en pequefias deformaciones, como

lP(E",qm,qﬁ):%(s—E"):C(aff,a?ip):(s—£‘°)+‘I’p(qm) (B5.133)

Sustituyendo esta ultima en la ecuacion (B5.132) queda expresada la ecuacion constitutiva
secante para un solido elasto-plastico con degradacion de rigidez, como

6 =C(d’,d"):(E—€P) (B5.134)

A partir de esta ecuacion se obtiene la variaciéon temporal de la tension,
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. oC oC ..
o= di +——dl |:(e-€")+C:(g-€° 5.135
> [ad; 0 } (€-€")+C:(E-E") (B5.135)

1

Se considera ahora un caso particular de dafio simple, con un unico mecanismo de dafio
(7=1), entonces las reglas de evolucion (B5.127) pueden simplificarse de la siguiente forma,

d¢ = <k€ :é>=q> <o:ée>
L_g» (B5.136)

C

dpzkp:é:pz{ hchK}:éf”

sustituidas estas ecuaciones en la (B5.135), resulta la siguiente evolucién temporal de la
tension (ver apartado B 5.14 y referencia'),

Cy =C(al@,a”’)—1 q)de (o®0)
6=C;(d*,d"):€-C{(d°,d"):€” - (B5.137)

C;’:C(de,d”)—h—C(o@hK)
C

donde @ se define constante durante todo el proceso y representa la maxima densidad de
energia elastica que puede acumular un punto del solido,

d°=0 o (B5.138)

La magnitud de ® resulta de un proceso de carga en el que se congela la variable de
degradacion plastica y se deja que sélo evolucione la degradacion elastica. Esto es,

0=C(d*):e°=(1-® 0°)-C":&° = & =€°:[1- D 0°)C°| :£&° (B5.139)

de donde puede obtenerse,

t - e t e ~0 _e
[—2 = [e:fc)ecar = at=wor=1-c @ CE)2 54
=0 (l_q)we) t=0

Conocida la ecuacién (B5.140) y la respuesta uniaxial tensién-deformacién obtenida en
laboratorio, se obtiene la magnitud de la constante ®:

E B e 0 e 2 E

——— In— 5.141
EO EO (89)2 EO (B )

donde E° representa el médulo de elasticidad inicial y E el médulo de elasticidad
secante para un nivel de deformacién €. Se considerard convencionalmente que en este
punto concluye el proceso de degradacion elastica.

La energia disipada durante este proceso con degradacion resultara de la ecuacion
(B5.129), es decir

o' =]
t

“dt=

[1]

1 @ ef:c’ g% 1 0
—|1-e -—€g°:C":€° 5.142
5 -3 35.142)
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Esta degradacion elastica puede también ajustarse mas a la realidad de algunos procesos
mecanicos, estableciendo una cuota de degradaciéon para comportamientos volumétricos y
otra distinta para el comportamiento desviador. Ejemplos de una formulacién de este tipo

Al
pueden verse en la referencia .

A O/ Limite elastico convencional
G A

Energia disipada o’

\

Figura B5.28 — Curva tensiéon-deformacion con degradacion durante el perfodo elastico.

B 5.15.3 Ecuacién constitutiva tangente para procesos con degradaciéon
de rigidez.
Siguiendo el mismo procedimiento establecido en la plasticidad clasica, se obtiene a
continuacién la ley constitutiva elasto-plastica con dafio tangente, sin movimiento
cinematico de la superficie de fluencia 6 =C7 :€. También se obtiene el parimetro de

consistencia plastica A a partir de la condicién de consistencia de Prager. Esto es,

F(o,c)= f(c)-c=0

. . . oF . .
P g:Feol o Eig_¢=o (B5.143)
00 oc oy
7

Sustituyendo en esta la ecuacion (B5.119) y la ecuacion (B5.137), resulta
%:[C?(de,d”):é—C;’(de,d”):é”]—hc (h,:£")=0

@:C;:é - @3C¥!@+hch,(:@ =0
oo oo oo oo

(B5.144)

Resultando de esta ultima expresion el factor de consistencia plastica A, que representa
una medida de la distancia que hay entre un estado tensional inadmisible, fuera del dominio
elastico, y la superficie de carga plastica. Esto es
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_ @:C§ 1€ .
A= ago F G con A=>0
{hc h, :}+[:(C¥ :j (B5.145)
oo 0o oo

A

donde 4 es el parametro de endurecimiento plastico. Sustituyendo la ecuacion (B5.69) en la
ecuacion constitutiva tangente (B5.137), se tiene la siguiente ley elasto-plastica tangente con

dafio,
[C? :8([1@{8&7:@;}
oo 0o

oG (6&?_@1,_6@)

o=<C7 - € = 0=CY:g

(B5.146)

hoh | e
oc |\ oo oG

donde C7 es el tensor constitutivo tangente continuo. Como puede observarse, se tendra
rigidez  tangente  simétrica si  se cumple la  siguiente  proporcionalidad,
» . 0G oF .. .
Ct :a— oc O_:CT . Con lo que puede verse que no es suficiente que se cumpla la
g ()

clasica regla de flujo asociada para garantizar dicha simettia.

B 5.15.4 Funciones de Fluencia particulares.

Como parte de la generalizacion de la clasica teorfa de la plasticidad, es necesario también
la formulacién de superficies de fluencia que se adapten mejor a distintos comportamientos
de los materiales. En este sentido se muestran a continuacion en forma breve la
modificacion de la clasica funciéon de Mohr-Coulomb y también la de Drucker-Prager. Otra
formulacién particular para hormigones puede consultarse en S. Oller'. En cada caso se
mostrara las limitaciones de las clasicas funciones y sus ventajas e inconvenientes.

B 5.15.4.1 Funcion de Mohr-Coulomb Modificada.

La funciéon de Mohr-Coulomb no es utilizable directamente en un matetrial cohesivo

friccional como el hormigén, el cual tiene un 4ngulo de friccién interna de $=32". Segtn la
formulacién clasica de Mohr-Coulomb, se obtiene para este angulo, una relaciéon de
resistencia limite entre un comportamiento a traccidbn y compresion uniaxial de

Ry = HG% /G(}H = tan[(n/4)+ ((I)/2)]=3,25 (ver (B5.30)). Esta magnitud esta muy lejos de
la que corresponde a un hormigén, Ry, = ”G% / (5‘;” =10,0. La opcién para solucionar este

problema de disociacién serfa aumentar el angulo de friccion, lo que provocaria un exceso
. . . . ., . . .. 1 . . , L .

de dilatancia, o bien formular una modificacién del criterio original’. Siguiendo éste ultimo

camino se obtiene la siguiente expresion

F(o,c,¢)= f(0,0)-c=0 (B5.147)

Donde la funcién de la tension se expresa como,
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f(o:0)=— {%K3+E{chos(6)—K2M} (B5.148)

B cosd

Siendo los invariantes ya definidos en apartados previos y los factores K, para la
funcién de Mohr-Coulomb clasica, los que a continuacion se presentan

Kl:ﬁ(aR;q)) _ K, =1
K, = fy(0: ) ——4T 51K, = (B5.149)
K, :f3(0‘R5¢) K, :sin(d))

donde a, =R'/R,,,, representa el cociente entre la relacion de resistencia requerida R' y

relaciéon de resistencia propia de la funcién clasica de Mohr-Coulomb R, ,, .

Esta nueva funcién de Mohr-Coulomb Modificada, permite entonces establecer
cualquier relaciéon de resistencias requerida por los distintos materiales, con la sola
modificaciéon de los K;, sin que esto experimente un incremento de la dilatancia (ver
aspecto de la funcién modificada en la Figura B5.31). A continuacién se puede ver las
expresiones que resultan de esta modificacion y la forma que adquiere la funciéon de Mohr
al modificar la relaciéon o, =R'/R,,,, .

A .
Oun ] | k— o Reduccion

) R
> c :a(a)r\/N_d)
GI 2
@) _,
o),
(©)c 1<a<R
R
T
2¢ /N

~ O; =0y

(E)T } depende de la

(©)e

friccién interna

Figura B5.29 — Evolucién de la funcién de Mohr-Coulomb en funcién de la relacion de
resistencias.

F(o;¢;0)= {1—311[@ s [Kl cos(0)- K, M}}—Ccos@)): 0 (B5.150)

donde
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i = [ Lee) i)
K, = :(”20‘)— (1_2“) sinl(d))} (B5.151)

Para mayores detalles en la obtencién de estos coeficientes, se recomienda consultar la
. . 1
referencia de origen .

Mohr-Coulomb Mohr-Coulomb

Modificado Standard
Ro
IR :tanz(EwLQj
1 4 2
1
I Equivalente a ¢ =10
7(60",: 14)
_ A
g *=216, S a=a,
.0 I
£ ! .
2 7 o=,
— / >
3 /
5 {8 /
= ] / o, > o,
e~ B /
6 ? (a5°,~6)
/
/
/7
§2
3 e
~ 7 (o)
Cod - -
1 |
\ \ \ \ >
25°30° 35° 45° 60° 90° (i)
4’{ }_(;
Dominio del
Hormigén

Figura B5.30 — Relaciéon de resistencias para Mohr-Coulomb standard y modificado.

Plano I1
S

Drucker-Prager

Mohr—CoulomK
o, >,
Mohr-Coulomb /

modificada

Gy

Linea de puro corte

6=0) (1,=0)
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S

Figura B5.31 — Aspecto de la funcién de Mohr-Coulomb inscrita en la de Drucker Prager.

B 5.15.4.2 Funcién de Drucker-Prager Modificada.

La funcién de Drucker-Prager en su forma standard tiene también limitaciones para su
utilizaciéon directa en aquellos materiales cuya relacion de resistencia entre el
comportamiento a traccion y compresion es mayor que 3 (ver Figura B5.32 y Figura B5.33).

La superficie de Drucker-Prager que circunscribe a la de Mohr-Coulomb, permite
alcanzar mayores relaciones de resistencia uniaxial, con angulos de rozamiento mas bajos,
pero presenta una indeterminacién en el plano ¢, —c,, para tensiones —G, =—C; con
angulos de rozamiento interno de ¢=arcsin(3/5)=36,8698.... Esta indeterminacion
produce un crecimiento desmedido de la superficie de fluencia en la zona de compresion
respecto de la de traccion'.

A
J =0 Vg
C1=Cu N¢=tan2(§+gj
oo (G)C —1+sin¢
2 cos¢
c (G)T 3+sin¢
-2 3cosd
[_cosh \_s. 1 (G)C 3+sind
: [—1+sin¢]_2 Ve R (G)T ( 3cosd j

Figura B5.32 — Forma de la funciéon de Drucker-Prager y relacion con los valores
caracteristicos de la funcién de Mohr-Coulomb.
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Drucker-Prager Mohr-Coulomb
A Standard
_ (E)COM
(©) ren — L I p= tan{E + 9)
R:atanz(ﬁ+$j ! 42
4 2 !
I Equivalente a ¢ =1,0
14 a=361 o021

[=) a=2,16 II
O
e 1
£ J /
S 10 /
— / >
3 / s,
ST 8 7
5 /

6 ? (45°,~6)

/
7
/
3- -7
-7 6oy
- - -
] ==~
\ \ \ \ >
25°30° 35°  45° 60° 90° [0}

Dominio del
Hormigén

Figura B5.33 — Relacion angulo de

friccion-relacion de resistencia.

Esta situaciéon puede verificarse si se analiza detenidamente la funcién de fluencia de

Drucker-Prager, cuya forma matematica es,

F(1,37,5¢30)=a(0) ], + T, —K (k:¢)=0

donde las funciones de endurecimiento ou(¢)
criterio de Mohtr-Coulomb, resultan

(B5.152)

y K (;¢), luego de ser ajustadas con el

Parametros —_ =
Aplicacion ¢ K
Para compresion triaxial 2sin(¢) tan(¢)
convencional \/5[3—6sin(¢)] :9 + 12tan2(¢)]1/2
Para estado plano 6Ccos(¢) 3c
de deformacion J3 [3—6sin()] :9 12 tan?( d))]l/z
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B 5.16 Daiio continuo isétropo - Introduccion®.

El dafio de un sélido continuo, en el sentido de degradacion de rigidez, es una alteracion
de las propiedades elasticas durante la aplicacion de la carga como consecuencia de una
disminucién del 4rea efectiva resistente”. Esta pérdida de 4rea efectiva es normalmente
causada por el crecimiento de vacios y/o micro fisuras.

El fenémeno de dafio soélo afecta a las propiedades elasticas del material, mientras la
plasticidad se desarrolla como consecuencia de un crecimiento irrecuperable en la
deformacién, deformacién plastica. Ambos fenémenos son complementarios y es normal
observar en los materiales una pérdida de resistencia motivada por el dasio —pérdida de
elasticidad—y por la plasticidad —crecimiento en la deformacion inelastica—.

La teorfa del Dafio Continuo fue presentada por primera vez por Kachanov™ en el afio
1958 en el contexto de problemas relacionados con la fluencia, pero ha sido aceptada con
posterioridad como una alternativa valida para simular el comportamiento de diversos
materiales. Entre las diferentes formulaciones posibles™ ™" , en este capitulo se
presenta un modelo de dafio simple con una variable interna escalar que permite
caracterizar el dafio local. Este modelo a pesar de ser simple, tiene una gran potencialidad
y puede utilizarse para representar el comportamiento no lineal de materiales metalicos y
geomateriales.

Este tipo de modelo permite simular el comportamiento de materiales en los que ocurre
una degradacion en la rigidez del material una vez superada el umbral de dafio del material.

B 5.17 Modelo de dano isétropo.

En los ultimos afios los modelos constitutivos conocidos como de dafio continuo han
sido ampliamente aceptados para simular el complejo comportamiento constitutivo de
muchos materiales que se utilizan en ingenierfa®>*". Estos modelo se caracterizan por su
simplicidad en la implementacion, versatilidad y consistencia, ya que estin basados en la
mecanica de dafio continuo.

®) Este apartado ha sido escrito con la colaboracién del Dr. Eduardo Car, investigador de la Universidad
Politécnica de Catalufia.

2> Maugin, G. A. (1992). The termodinamics of plasticity and fracture. Cambridge University Press.

26 Kachanov, L. M. (1958). Time of rupture process under creep conditions. Igvestia Akaademii Nauk; Otd Tech
Nauk, 8 26-31.

27 Lemaitre, ] and Chaboche, J. L. (1978). Aspects phénoménologiques de la rupture par endommagement. J.
Appl., 2, 317-365.

28 Chaboche, J. (1988). Continuum damage mechanics part I. General Concepts. Journal of Applied Mechanics
55, 59-64.

29 Chaboche, J. (1988). Continuum damage mechanics part 1. Damage Growth. Journal of Applied Mechanics 55,
65-72.

30 Simo, J. and Ju, J. (1987). Strain and stress based continuum damage models — I Formulation. Int. ]. Solids
Structures, 23, 821-840.

31 Simo, J. and Ju, J. (1987). Strain and stress based continuum damage models — II Computational aspects.
Int. ]. Solids Structures, 23, §41-869.

32 Oliver, J.; Cervera, M.; Oller, S. and Lubliner, J. (1990). Isotropic damage models and smeared crack
analysis of concrete. Second international conference on Computer Aided Analysis and Design of Concrete Structures.
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Kachanov (1958)* ha introducido el concepto de tensiones efectivas con el objetivo de
simular la rotura por fenémenos viscosos”. También se utiliza para representar el concepto
de fatiga™, fractura en materiales ductiles y fragiles™, etc.

Fisicamente, el proceso de degradacion de las propiedades de un material es el resultado
de la presencia y crecimiento de pequefias fisuras y micro vacios presentes en la estructura
de cualquier material. Este proceso de crecimiento se puede simular, en el contexto de la
mecanica de medios continuos, teniendo en cuenta la teoria de variables internas de estado,
introduciendo una variable interna de dafio representada por un escalar, vector o un tensor.
Esta variable interna de dafio caracteriza el nivel de deterioro del material y transforma el
tensor de tensiones real a otro tensor de tensiones efectivas de la siguiente forma,

6,=M"':0 (B5.153)

donde Mes el tensor de cuarto orden del modelo de dafio anisétropo. Para el caso del
modelo de dafio isétropo, la degradacion del material se desarrolla en todas las direcciones
por igual y sélo depende de una variable escalar de dafio d, con lo que el tensor Mse
reduce a M =(1-d)I yla ecuacién de dafio anisétropo (B5.153) queda:

o. = g
*(1-d)

(B5.154)

Espacio Real Espacio Efectivo

Yy @

/

\
Y

l

Y

Y

Y

Y

a) Solido real degradado b) Sélido equivalente no degradado

Figura B5.34 — Representacion esquematica de la hipétesis de tension efectiva.

donde d es la variable interna de dafio, @ es el tensor de tensiones de Cauchy y @ es el

tensor de tensiones efectivas, medido en el espacio “no-dafiado”. Esta variable interna es
una medida de la pérdida de rigidez del material y sus limites superior e inferior esta dado
por:

0<d<1 (B5.155)

33 Rabotnov, 1. (1963). On the equation of state for creep. Progress in Applied Mechanics. The Prager Anniversary
Volume. Pp 307-315.

3 Salomén, O.; Oller S.; Car E.; Ofiate E. (1999). Thermomechanical fatigne analysis based on continnum mechanics.
Acta del VT congreso Argentino de mecdnica compntacional.

3 Lubliner, J.; Oliver, J.; Oller, S. and Ofiate (1989). A plastic damage model for concrete. Int. ]. solids
Structures. Vol. 25, No.3, pp. 299-326.
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donde d=1 representa un estado del material completamente degradado y define la rotura
local completa y d=0 representa un material no dafiado. El concepto de tension efectiva se

formul6 por primera vez en conexién con la hipétesis de equivalencia de deformaciones
por Lemaitre-Chaboche’ en 1978 en la siguiente forma, “...]a deformacién asociada a un
estado dafiado bajo una tension aplicada @ es equivalente a la deformacién asociada con el
estado no dafiado sometido a una tension efectiva @, ”. En la Figura B5.34 se observa una

representacion esquematica de la hipotesis de tension efectiva.

B 5.18 Energia libre de Helmholtz y ecuacion
constitutiva.

La energfa libre de Helmholtz por unidad de volumen para el caso de un modelo de dano
isétropo a temperatura constante esta dada por:

lI’=‘P(§':‘.;pl.) con p; ={d}
¥ =¥(€d)=(1-d)¥(€) (B5.156)

donde W (€) es la energfa libre de Helmholtz elastica inicial del material no dafiado. En el

caso de pequefias deformaciones es suficiente caracterizar a la energfa libre a través de una
funcién cuadratica de las deformaciones del siguiente tipo,

lPO(.&:):%s:CO (€ (B5.157)

donde C; es el tensor constitutivo elastico del material en estado no dafiado. Para

problemas térmicamente estables es valida la siguiente forma de la desigualdad de Clausius-
Plank,

v . oY -
E=lo-2"|:e-Z-d>0 5.158
( 8&:) od (B5.158)

Esta expresion de la potencia disipativa permite hacer las siguientes consideraciones:

a. La inecuacion (B5.158) debe cumplirse para cualquier variacion temporal de la variable
libre €, con lo que el multiplicador € tiene que ser nulo (método de Coleman, ver
Maugin"). Esta condicién proporciona la ley constitutiva hiperelastica para el problema
de dafio escalar,

o= 2—\: , g—j =-¥,<0 = -Y¥, conjugada de d (B5.159)
b. Considerando la ley constitutiva, el valor de la disipaciéon del modelo de degradacion
resulta,

=W,d >0 (B5.160)

[1]

Teniendo en cuenta la ecuaciéon (B5.159) se obtiene la siguiente forma de la ecuacion
constitutiva

=(1-d)C, :€ B5.161)

oF
o-F _q_ayo
o€ £

0
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Esta es la ecuacién constitutiva secante del modelo de dafio y presenta la siguiente
caracteristicas:

1. el modelo de degradaciéon es isotropo ya que las propiedades mecanicas del material
estan solo afectadas por un escalar,

2. laintegracién de la ecuacion constitutiva es explicita,

3. la ecuacion (B5.161) se puede interpretar como una descomposicion aditiva de las
tensiones elasticas e inelasticas, esto es

o=(1-d)C,:e=[C,:€]-[dC, :€]=0,-0, (B5.162)

El modelo expresado en la ecuaciéon (B5.161) exige el conocimiento de la variable de
dafio en cada instante del proceso mecanico. Para ello es necesario definir la evolucién de
esta variable interna de dafio. En los apartados que a continuacion se presenta se hace un
detalle de los pasos necesarios para su evaluacion.

C C
A o L} o

o, G

Figura B5.35 — Representacion esquematica del modelo de dafio uniaxial.

B 5.19 Criterio umbral de dano.

El criterio de dafio distingue entre un estado de comportamiento elastico, que se
encuentra en el interior del dominio delimitado por esta funcién de dafio, y otro estado en
el cual se verifica el proceso de degradacion de las propiedades del material. Este criterio
depende del tipo de material y se define en la misma forma que para problemas de
plasticidad,

F(o:q)=f(0,)-c(d)<0 . con q={df (B5.163)

donde f(0,) es una funcién del tensor de tensiones 0, =C, :€ y c(d) es la funcién que

define la posicion del umbral de dafio. Esta funcion permite, ademas de establecer el inicio
del comportamiento no lineal de dafio, definir también los estados de carga, descarga y
recarga. Es una funcién escalar, debe ser positiva y para un estado indeformado debe ser

X

nula. El valor inicial del umbral de dafio ¢(d”) = ¢™* = 6™ es una propiedad del material y
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esta relacionado con su resistencia a compresion segin sea la funcién umbral de dafio que
se elija.

La ecuacion (B5.33) representa una superficie limite en el espacio de las deformaciones o
de las tensiones no dafiadas. El dafio en el material se verifica cuando el valor de f(0) es

max

igual o mayor que ¢"* =c™ por primera vez. Una expresion equivalente a la (B5.162)
esta dada por la siguiente expresion,

F(0,:q)=Gl/(0,)]-Gle(@)]<0 . con q=1d} (B5.164)

donde G[y] es una funcién escalar, invertible, positiva y de detivada positiva y monétona
creciente.

B 5.20 Ley de evolucion de la variable interna
de daiio.

En los problemas de la mecanica en los que interviene la teorfa de variables internas es
necesario definir la ley de evoluciéon de las mismas. En el problema de dafio, la ley de
evolucién de la variable interna esta dada por:

-y E@:a)_ oGl/(e,) B5.165

B CH N

donde p es un escalar no negativo denominado parametro de consistencia de dafio,

analogo al factor de consistencia plastico A, y se utiliza para definir las condiciones de
carga, descarga y recarga a través de las condiciones de Kuhn-Tucker,

n>0 ; F(o,:q)<0 ; n-F(o,;q)=0 (B5.166)

Las condiciones expresadas en la ecuacién anterior corresponden a problemas que
poseen restricciones unilaterales. Si el valor de F(0,;q)<0 el criterio de dafio no se
verifica y para que se cumplan las condiciones de Kuhn-Tucker necesariamente debe
ocurrir que [1=0. Esto lleva a deducir de la ecuacién (B5.165) que la variaciéon temporal

del dafio debe ser nula d =0 y por lo tanto el material no presenta fenémenos de dafio y se
esta ante un proceso mecanico elastico.

Al igual que en la teorfa de la plasticidad, la magnitud del factor de consistencia surge de
imponer la condicién de consistencia de dafio de I'ushim. De éstas y de las propiedades de
la funcién G[y], se obtiene,

_ 06l/(@,)] _ a6Ge(d)]
Fo:a)=0 = Glrloy]=0lld)] = slou)=cld) = oA

De la condicién de permanencia sobre la superficie umbral de dafio se deduce que,

aGl/(o,)] ;
= 8f(0'(:) f(oo)_

(B5.167)

F(0,:q)=0 dd)=0 = f(@,)=cld) (B5.168)
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Observando la variacion temporal de 3G[f(0,)]/6t=G[f(0,)] (ecuacién (B5.168)) y

haciendo una analogfa con la ley de evolucion de la variable interna d (ecuacién (B5.165)),
resulta el parametro de consistencia de dafio como,

oG[f(o,)]

G oNT T e ) ' 0
e 7(e:) e = d=G[f(0,)] = i=/(0,) (B5.169)
J—i oG[f(o,)]
alfle,)]
Desarrollando mas el parametro de consistencia, puede escribirse,
. 0 .0 .
u=f(00)=c'(d)=%o°)=oo=%;)=<€o=€ (B5.170)

Integrando en el tiempo la variacion temporal de la variable de dafio (ecuacion (B5.169)), se
concluye en la siguiente forma explicita para representar el dafio en un punto del soélido,

d=[d di=[G[f(e,)]dt =Glf(o,)] (B5.171)

Sustituyendo en la disipaciéon (ecuacion (B5.160)), resulta la expresion que describe la
evolucion temporal de la disipacion,

p 0l ¥(o,),
0 6f(00) 00,

De las definiciones previamente presentada se obtiene que el umbral de dafio ¢ en un
tiempo s =t, resulta,

E=%,G[f(0,)]= o€ (B5.172)

c=maxk™ max{f(0,) | ¥ 0<s<i (B5.173)

B 5.21 Tensor constitutivo de daino tangente.

El tensor constitutivo tangente de dafio se obtiene considerando la variacién temporal de
la ecuacién constitutiva secante (B5.161).

06=(1-d)C,:€-dC,:€ (B5.174)

Reemplazando en la ecuacion anterior la ley de evolucion de la variable interna de dafio

d dada por ecuacién (B5.165), se obtiene:

- . G[f(o,)]
c=(1-d)C,:e——F—fl0,)|C, : € 5.175
0 (0,)[C, : €] (B5.175)
Teniendo en cuenta que la variaciéon temporal de la funcién umbral se escribe como
: _ofle,) . of(Cy:E)
f(°°)_—aoo 16, =€ (B5.176)

Reemplazando en la ecuacién (B5.175) se tiene:

G=(1-d)C, : €~ a;zg:‘a])]{af(g; :€). e‘:}-[@o €] (B5.177)
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De la ecuacioén anterior se obtiene el tensor de dafo tangente como,

T 8G[f(00)] . Gf(CO :E)
C =(1—d)60-m[co.s]®{T} (B5.178)

B 5.22 Particularizacion del criterio de dano.

El tipo de ablandamiento a definir en el criterio de dafio general depende del problema a
resolver. Aqui se presenta un caso general y dos particulares, estos dos ultimos
corresponden a un caso con ablandamiento exponencial y otro con ablandamiento lineal.

B 5.22.1 Ablandamiento general.

La funcion escalar G[x] que define la evolucién del umbral de dafio debe ser monétona y
con un valor acotado entre 0 y 1. Una forma de expresar la evoluciéon del umbral de dafio

es a través de una variable auxiliar K, que se denominara variable de disipacion normalizada a la
unidad, y cuya expresion es analoga a la utilizada en plasticidad (ecuacion (B5.118))

(B5.179)

‘K@) 5. {r(oo) N l—r(oo)}_Em

gr 8gc

donde E, =¥, d es la disipacion de dafio y (@) = Ziq <GI > / Zi:1|01| una funcion escalar
que define los estado de comportamiento de un punto en funcién del estado tensional,
siendo (x)=0,5 [x+|x|] la funcién de McAully. Las magnitudes g, y g. representan la

maxima disipacién de un punto sometido a traccién y a compresion respectivamente. De
esta manera, la disipacion de dafio siempre estarda normalizada respecto de la maxima
energfa correspondiente al proceso mecanico que esté realizando en cada momento.

Utilizando la variable k como variable auxiliar, puede ahora definirse Gly] en la siguiente
forma general,

c(x)
f(o,)

En esta formulacién debe necesariamente cumplirse que el valor de f°(@,)=c"" y en

Gle(x)]=1- (B5.180)

este caso se obtiene el cumplimiento del criterio de dafio para el primer umbral de
degradacion. Por otro lado, y de acuerdo a la ecuacion (B5.169), (B5.171) la evolucion del

c(x)

/(o)

En la Tabla 5.2 se presenta el algoritmo para la obtencién de la tension a través de éste
modelo de dafio general, apropiado para cualquier funcién f (00) y c(k). Este modelo

umbral de dafio seri d = Gle(k)]=1-

general necesita ser integrado numéricamente.
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1. Calculo de la tension predictora y variables internas, para el tiempo actual “7 + At ", iteracion de
equilibrio “i ”, contador de convergencia del modelo constitutivo “4A =1"

[0_0 ]t+At — Co . [E]HAt

ki:‘ [q]t+At — i [q]t+At :i {K , d}t+At
2. Verificacion de la condicion umbral de dafo:

a. Si k—i [F((’o;q)]ﬁmzki [G[f(oo)]_ G[C(K)]]HN <0 ,
i [O]I+Al‘ — [00]1‘+AZ‘
la]™=ila]™

b Si: [Floy:a)l ™=, {6l )]- Gl ™ >0
entonces inicia la integracién de la ec. constitutiva

entonces { } y va a la SALIDA

3. Integracién de la ecuacion propiamente dicha,
Ta] =1 - e leeo] ™
K =

el
T oF(0,:9)]"™ e qem G[1(0,)] e i e
k[w]:iau—a[ f((’afﬂ S R
1

t+At
k[SE]:{lE:CO :s} [8d] = utilizando (B5.115): /[6x] ™ = K(6,)"*,[62]

[\

t+At
\PO

4. Actualiza la tension, el tensor constitutivo tangente, la variable interna auxiliar de disipacion
normalizada « y la disipacion normalizada =,

;[E]H—At :kii [E]t+At +/§ [E]HAt
kz [K]HAt :k_i [K]HAI +kt [K]HAZ
i [o.]t+At — (1_; [d]t+At ) [0_0 ]t+At

i[(CT]t*At:i|:(1—d)C0 -%[Co :£]®{%ﬂw

5. Hace k=k+1 yregresaal punto 2

Tabla 5.2 — Integraciéon de la ecuacion constitutiva de dafio general

B 5.22.2 Ablandamiento Exponencial.

La funcién escalar G[] que define la evolucion del umbral de dafio debe ser monétona y
con un valor acotado entre 0 y 1. En distintas publicaciones sobre el problema de dafio
escalar se encuentran diversas formas de representar el comportamiento tensional con
ablandamiento. Particularmente, en el trabajo de Oliver ez a/ (1990)°, se propone la
siguiente funcion,

Gle(d)]=1- e ) con 0<c™ <c(d) (B5.181)



DINAMICA NO LINEAL 5-75

o también puede expresarse como,

0( A(l fn(c”))
G[f(oo)]zl— j;(:o)) e (o) con fo(o'o):cma" (B5.182)

siendo 4 un pardmetro que depende de la energfa de fractura del material®. El valor de
f%0,)=c"" se obtiene a partir del cumplimiento del criterio de dafio para el primer
umbral de degradacion, situacién en que se cumple G[ (o, )]— G[cmax] =0 y también que
olr'(ey)]=cle™] =o.

En la Tabla 5.3 se presenta la algoritmia de este modelo ya integrado, siendo por lo tanto

mas simple su utilizacién, aunque menos general pues sélo utiliza un ablandamiento
exponencial.

1. Calculo de la tensidn predictora y variable interna de dario para el tiempo actual “¢ + Az ”,

iteracion de equilibrio “7”,
[0.0 ]t+At — (Co :[s]t+At

i[d]HAt : T:i [G[f(o_o)]]HAt
2. Verificacion de la condicion umbral de dafio:
a. Sii t—-1t™ <0
i [o.]HAt _ [0,0 ] t+At

i[d]l+Al ’ Tmax =1

entonces { }y va a la SALIDA
b. Sii 1—1t™ >0

entonces inicia la integracion de la ec. constitutiva

3. Integracion de la ecuacion propiamente dicha,
Tmax =1
i

At
i[d]H-At —1- fo(oo) eA(lfo(Uo)J

T

4. Actualiza la tension y el tensor constitutivo tangente
i [o.]t+At — (1_ i [d]t+At ) [0.0 ]t+At

i[(CT]t*At:i|:(1—d)(C0 '%[@) :£]®{@ﬂw

Tabla 5.3 — Integraciéon de la ecuacion constitutiva de dafio con ablandamiento
exponencial
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B 5.22.3 Ablandamiento lineal.

En este caso se realiza una nueva definicién de la funcién escalar G[x] que establece el

umbral de dafo. Al igual que en el subapartado anterior, esta funcién debe ser monétona
creciente y acotada entre 0y 1. Esto es,

max

[

1—

G[C(d)]: l—f(j) con 0<c™ <c(d) (B5.183)

o también puede expresarse como,
0
f (o))

dlrlo 2 pe,)= e

(B5.184)

siendo 4 un parametro que depende de la energia de fractura del material. El valor inicial
de f°(0,) se obtiene del criterio de dafio expresado en la ecuacion (B5.33) 6 (B5.164) para

el primer umbral de degradacion, situacion en que se cumple G[f 0(0'0)]— G[cmax] =0y

también que G[f0 (o, )]: G[cmaX ] =0.

B 5.23 Particularizacion de la Funciéon Umbral
de Tension.

B 5.23.1 Modelo de Simo y Ju.

Este modelo®’, formulado en el afio (1987) es uno de los mas difundidos, por lo que se
recomienda recurrir a las fuentes para profundizar sobre sus conceptos. Aqui sélo se
menciona la forma en que este modelo define la funcién umbral de dafio expresada en el
espacio de tensiones.

1= f(0,)=42¥,(€)=,/€:C,:€ (B5.185)

En este caso el tensor constitutivo tangente resulta teniendo en cuenta la ecuacion
(B5.178), esto es:

oG]
ot

C’ =(1-d)C, { %[(CO :s]} ®[C, : €] (B5.186)

B 5.23.1.1 Deduccién del parametro 4 para el modelo de Simo-Ju.

El parametro 4 se deduce a partir de la expresion de la disipacion dada en la ecuacion
(B5.160), particularizada para un proceso uniaxial bajo carga monétona creciente. Teniendo
en cuenta la funcién umbral de dafio ©= f(0,) propuesta por Simo y Ju (1987), se tiene en
el primer umbral:
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max

r=f(60)=J2‘Po(8)=\/SCOS=f/’C—O = o/ =1C, (B5.187)

donde o} es la tension en el umbral de resistencia a traccién. Reemplazando esto en la
expresion de la energia libre de Helmholtz (ecuacion (B5.157)) se tiene:

gL 0L o

La disipacion total se obtiene integrado la expresion de la disipacion y teniendo en cuenta
la ecuacion (B5.171) y (B5.172),

2 0G[t] -
ot

TEdtz T‘I’Oddt:]j%t (B5.189)

=0 =0
Teniendo en cuenta la definicién de G[f(0,)]=G[t]en forma exponencial dada por la
ecuacion (B5.181) y aplicando el concepto de integracion por partes, se tiene:

w] (B5.190)

donde t° = f°(0,) es el valor inicial del criterio de dafio (ecuacion (B5.33) 6 (B5.164)) para
el primer umbral de degradacion.

La maxima energfa disipada por cada punto serd g, y de aqui se tiene

(11 1
(10)[ ) g = A=—(—
2 4 g 1 (B5.191)

Para el caso en que G(t) sea una funcién lineal (ver ecuacion (B5.183)), el extremo

superior de la misma se obtiene teniendo en cuenta el valor maximo de la funcién (B5.171),
de donde resulta

= i

G[T—)oo]:lz(l+—14) = —_7

La disipacion total en este caso resulta entonces,
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TO

o T4
IEdtz I lrz—aG[T]a’ﬂ:
t=0 i 2 ot

0
0 T
T —

- A 0
Lol {55

o 1+ A4

(B5.193)

0 T

:BTZG[T]I}_le(g_TOTJ:
zlﬁf_of_%(lﬂp(fo)z 1

2 42 T4 2 4

De la misma forma que se hizo anteriormente, se admite que la maxima energfa a disipar
por un punto del solido serd g, por lo tanto igualando con la mixima disipacion

(ecuacion (B5.193)), se tiene
0 oy
) g, = A= Rl (B5.194)
2 4 2 g,

Considerando un comportamiento post-pico (para t>1") exponencial (ecuacién
(B5.181)) o lineal (ecuacion (B5.183)), el tensor constitutivo tangente para el modelo
propuesto por Simo y Ju (1987), ecuacion (B5.186), resulta

A(I—Tio) '+ A1

C'=1-d)C,-e [l[CO :8]} ®[C,:€] , Abland.Exponencial
T

2
. T1 (B5.195)
C’ =(1-d)C, —m {;[(CO :a]}@)[@o : €] , Abland. Lineal

Ambas formas del tensor constitutivo tangente son simétricas. La simetria de este tensor
depende de la norma 1= f(0,) .

B 5.23.2 Modelo de Lemaitre y Mazars.

El modelo de Lemaitre y Mazars difiere del anteriormente presentado (Simo-Ju) en la
forma en que se define la funcién umbral de dafo. Este modelo utiliza una norma basada
en el tensor de deformaciones dada por:

1= f(o,)=VE:& (B5.196)

Esta norma conduce a un tensor constitutivo tangente no simétrico, que para el caso de

un comportamiento post-pico (para t>1") exponencial (ecuaciéon (B5.181)) o lineal
(ecuacion (B5.183)), resulta
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A(I—Tio) '+ A1

C'=(1-d)C, —¢ 1 C,:€||®|€| , Abland. Exponencial
0 0
T

2
Lol (B5.197)
CT=(1-d)Cy-——r P [c, :s]} ®le] , Abland. Lineal
T (1+4) Lt

B 5.23.3 Modelo general para distintas superficies de dafo.

Este modelo ha comenzado a formularse con motivo de la Tesis Doctoral de B.
Luccioni® (1993) y se ha concluido con la forma que aqui se presenta en la Tesis Doctoral
de E. Car”” (2000). Su caracterfstica fundamental se basa en admitir como funcién umbral
de dafo a cualquier funcién escalar de argumentos tensoriales, homogénea y de primer
grado en las tensiones. Este es el caso de las funciones de fluencia utilizadas
frecuentemente en plasticidad. Ejemplo de ellas son las funciones de Rankine, von Mises,
Mohr-Coulomb, Tresca, Drucker-Prager y otras que se presentan en el apartado
correspondiente a la plasticidad clasica.

B 5.23.4 Deduccion del parametro 4

Al igual que para el modelo de Simé-Ju, presentado en el apartado anterior, el parametro
A se deduce a partir de la expresion de la disipacién dada en la ecuacién (B5.160),
particularizada para un proceso uniaxial bajo carga monoétona creciente. Teniendo en
cuenta una funcién umbral de dafio cualquiera, t= f(0,), se tiene en el primer umbral de
dafo:

= flo,)=0"" (B5.198)

donde o/ es la tensiéon en el umbral de resistencia a traccién. Reemplazando esto en la
expresion de la energfa libre de Helmhotz (ecuacion (B5.157)) se tiene:

max 2
¥, L C08=lcfmxs=l(6t )2 1) (B5.199)
2 2 2 ¢, 2,

La disipacion total se obtiene integrado la expresion de la disipacion en el tiempo, esto es
teniendo en cuenta la ecuacién (B5.171) y (B5.172),

()" act]
C, 0ot

TEdtz T\Poddtz

t=0 t=0

dt (B5.200)

L—— 8
N | —

Ademas, por la definicion de G[f(0,)]=G[t]en forma exponencial, dada por la
ecuacion (B5.181), y aplicando el concepto de integracion por partes, se tiene:

36 Luccioni, B. (1993). Formulacion de un modelo constitutivo para materiales ortotropos - Tesis Doctoral,
Universidad Nacional de Tucuman. Argentina.

37 Car, E. (2000). Modelo Constitutivo para el Estudio del Comportamiento Mecdnico de los Materiales
Compuestos. Tesis Doctoral, Universidad Politécnica de Catalufia. Barcelona. Espaiia.
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—{1QG[1]}
2 G o %o
N } . (B5.201)
(e ) %[7 Aopet) }
0 0 0 ) )
1 2_1 12_(10)2_(1:0)2 _(1:0)2 1+1
ol 2 4 _CO(EZj

donde 1° = £°(0,) es el valor inicial del criterio de dafio (ecuacion (B5.33) o (B5.164)) para

el primer umbral de degradacion.
Al igual que en los otros modelos, la méxima energia disipada por cada punto serd g, y

de aqui se tiene la expresion del parametro .4 que garantiza una disipacion controlada,

102(1 1} 1
c, \2 4 Cogy 1 (B5.202)
) 2

Para el caso en que G(t) sea una funcién lineal (ver ecuaciéon (B5.183)), el extremo
superior de la misma se obtiene teniendo en cuenta el valor maximo de la funciéon (B5.171),

de donde resulta al igual que en la ecuaciéon (B5.192),

1_”]
0 5.203
G[r—>oo]=1=—T = 1=-1 ® )
(1+4) A
La disipacion total en este caso resulta entonces,
o0 _L/;) 2
[zar= | 1) o6k]
2o w2 C oOrn
2 = _TT:
ST
N (B5.204)

—_—
S}

2 CO )

:lﬂ_l(“_/ﬁ (TO)Z - _ ; (Izoc)z

]
2 4°C, 2 A°C,

De la misma forma que se hizo anteriormente, se admite que la maxima energfa a disipar
por un punto del solido serd g, por lo tanto igualando con la maxima disipacion

(ecuacion (B5.193)), se tiene
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2 2
1 1
g s 4= (B5.205)
2 AC, 2g,C,
En este caso, el tensor constitutivo tangente se obtiene teniendo en cuenta que,
ot_ ot o6’ . oa’ (B5.206)
oe o0’ o ° oe '

De donde se obtiene el tensor constitutivo tangente considerando un comportamiento

post-pico (para t>1") exponencial (ecuacién (B5.181)) o lineal (ecuacion (B5.183)). Esto
es,

A-=) 1%+ 4 0
Ch=(1-d)C,-¢ ( ‘ )T * T[CO :E]@{CO a@%} , Abland. Exponencial

0

0 (B5.207)
CT =(1-d)Cy-—— [C, :s]@{@o .00 } , Abland. Lineal
) o€

T (1+ 4

Ambas formas del tensor constitutivo tangente son no simétricas.






B 6 Modelos
dependientes del
tiempo.

B6.1 Introduccion.

Se ha visto en los capitulos 3 y 4 que la no-linealidad en dindmica estd motivada por
cambios de orientacién en las fuerzas exteriores debido a grandes movimientos y por no
linealidades en las fuerzas interiores, causada por fenémenos independientes del tiempo,
estudiados en el capitulo 5, y también por fenémenos sensibles al tiempo, que sera
presentado en éste capitulo.

Uno de los comportamientos que provoca no-linealidad en la respuesta en el tiempo de
los materiales se debe a la viscoelasticidad, que estudia el comportamiento reolégico de los
materiales, es decir, aquellos comportamientos afectados por el transcurso del tiempo.
Existe un gran un trabajo extenso sobre este tema, que puede consultarse en libros
especialmente dedicados a estudiar la influencia del tiempo en los materiales'”.

En una primera parte de este capitulo, la presentacion se limitara a estados que pueden
ser descrito por una sola componente de tensiéon y deformacion, esta forma simplificada
permitird introducir el concepto y luego se extendera la formulacién al comportamiento
multiaxial. En estos modelos simplificados se hace un simil, tal que la fuerza representa la
tension y el desplazamiento representa la deformacion, y de esta forma se puede explicar en
forma simple el concepto fenomenoldgico que describe su ecuacién de comportamiento.

B6.2 Ecuaciones constitutivas basadas en ana-
logias “muelle-amortiguador”.

Hay dos familias de modelos de elasticidad dependientes del tiempo:

1. Una de ellas, en la cual la variable libre del problema es la tension, recibe el nombre de
modelos de elasticidad retardada o de fluencia en el tiempo, y representa fisicamente
lo mismo que el vocablo ingles “creep”. Un modelo representativo de esta familia
es el modelo viscoelastico de Kelvin (ver Figura B6.1).

1 G. Creus (1986). Viscoelasticity — Basic theory and applications to concrete structures. Ed. By C. Brebbia
and S. Orszag. Springer-Verlag. Berlin.
2 R. M. Christensen (1982). Theory of viscoelasticity. An introduction. Academic Press, Inc. N. York.
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2. La otra, cuya variable libre es la deformacion, recibe el nombre de modelos de relajacion.
Un modelo representativo de esta familia es el modelo viscoelastico de Maxwell
(ver Figura B6.2)

Estos modelos tienen leyes constitutivas no invertibles, pero cada uno de estos modelos
representan la forma inversa implicita del otro, es decir, que un modelo de elasticidad
retardada es la forma inversa de representar un modelo de relajacion.

B6.2.1 Modelo simplificado de Kelvin,

En este modelo de elasticidad retardada, o fluencia en el tiempo, se supone que la
variable libre es la tension. Por lo tanto, para escribir la ecuacion se parte de un modelo en
paralelo con compatibilidad de deformaciones y de alli se obtiene la ecuaciéon de gobierno
del problema. La tensién resulta entonces de la siguiente forma aditiva,

o(t) =6 (t) + 6" () = Ce(t) + £&(F) (B6.1)

donde 6°y o™ representan la tensién eldstica en el muelle y la tensién viscosa en el
amortiguador, respectivamente; € y €son la deformacién en el muelle y la velocidad de
deformacién en el amortiguador; C es la constante elastica del muelle y & la constante

viscosa del amortiguador. El campo de deformaciones en cada instante cumple con la
siguiente relacién (ver Figura B6.1),

e(t) = £°(1) =" (t) (B6.2)

siendo &° la deformacion elastica y €™ la deformacién viscosa. Una imposicién de tension
durante un tiempo, a partir del instante t, da lugar al siguiente campo de deformaciones
transitorio, obtenido a partir de la ecuacioén (B6.1),

o(0)-EE() _o() &
C Cc C

e(t)= e(t)=¢, —re() (B6.3)

Siendo ¢, la deformacién que tendra el modelo para tiempo infinito, o en estado de
régimen, y r el denominado tiempo de retardo, que como su nombre lo dice, es el tiempo
que se retrasa el modelo en responder por influencia de la viscosidad. Este retraso se lo

mide a partir de una respuesta instantanea que sufrirfa un material ideal sin viscosidad (ver
Figura B6.1).

La resolucion de esta ecuacion diferencial de primer orden (B6.3) da lugar a una integral
de convolucién que describe el siguiente campo de deformaciones,

£(t)=0 Vo ot<t,

g(t)= j ée_(m)/r o(s)ds ¥V t>1, (B6.4)

—00
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c’(t)=Ce°(¢)

W~

o C c
< *r—> e g
& A o’
o] A [ I Ie) Ie!
1] €y ? =
Gvis (t) — éévis (t)
0| |
> >
To 4 To  Tiempo de retardo ¢

Figura B6.1 — Forma simplificadas de representar el comportamiento viscosos del
modelo de Kelvin.

B6.2.2 Modelo simplificado de Maxwell.

Se denomina también a la formulaciéon de Maxwell modelo de relajaciéon y en el se
supone que la variable libre es la deformacion. Este modelo dispone en serie el muelle y el
amortiguador, situacion que hace que la deformacién total resulte de la composicion de una

parte elastica €°, mas una viscosa &',
' o (o(s)
=W+ (=g [ = d (B6.5)
tO

En tanto, y para garantizar la condicién de equilibrio en el punto, la tensiéon es tnica y
por lo tanto respeta la siguiente relacion,

o(t)=c°(t)=c"" (1) (B6.6)

La resolucion de la ecuacion (B6.5) da lugar a la siguiente expresion de la tension

o(t)=0 Vi<,

t 6.7
o(t)= IC e ()= g(s)ds Vixr, (B6.7)

Siendo esta, al igual que la ecuacién (B6.4), una convolucion en el tiempo, cuya solucion
exige un alto coste computacional.

En este modelo puede observarse que su respuesta se relaja en el tiempo si se mantiene
constante la imposicién de la deformacion (ver Figura B6.2). En este sentido aparece un
tiempo denominado de relajacién 7, cuya expresion es la misma que el tiempo de retardo
introducido en el modelo de Kelvin. Aunque no es evidente en la formulacién, como ya se
ha dicho en la introduccién, el modelo de Maxwell establece la forma mecanica inversa del
modelo de Kelvin, pudiéndose probarse esto numéricamente.
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c’(1)=Ce’(t)=c" () =E&(r)
c
Eé —
€ A , € , L
7~ 7
e &"=1[o(sds O

—)

GA Tiempo de relajacion

Figura B6.2 — Forma simplificadas de representar el comportamiento viscosos del
modelo de Maxwell.

B6.2.3 Modelo generalizado de Kelvin.

Este modelo resume las caracteristicas del modelo de Kelvin y Maxwell previamente
presentados. Su principal cualidad es su posibilidad de tender hacia el modelo de Maxwell
cuando C; >0 y hacia el modelo de Kelvin cuando C; o (ver Figura B6.3). Esta
peculiaridad del aqui denominado “modelo de Kelvin generalizado”, hace de este una
formulacion uatil y versatil para representar distintos tipos de comportamientos viscosos de
los solidos.

C, e (1)

o
—>

ge' (1)
| M2 4 |
| | |
Figura B6.3 — Modelo de Kelvin Generalizado.

El estado tensional en un instante cualquiera de tiempo se expresa como

(B6.8)

o(t)=C,e°(2) , respuesta inicial,con t —0
o(t)=C, &' (t) +EE (1)

Y la condiciéon de equilibrio requiere que ambas tensiones sean iguales en cualquier
instante de tiempo,

_ o(t)—C, (1) _ Coe’(t)-C,&'(¢)
g g

o(t) = Coc(t)= C, e (1) +EE (1) = & (1) (B6.9)
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Donde la deformacién inelastica &' puede considerarse como una variable interna del
modelo. Esta deformaciéon resulta de la solucion de la ecuacion diferencial (B6.9), para
una imposicion tensional o(f) a partir de un tiempo 21, . Esto es,

e (t)=0 vV t<1,

e’ (1) = jée =)/ -o(s)ds VYV 121, (86.10)

— 0

Que comparada con la ecuaciéon (B6.4), puede verse que el modelo clasico de Kelvin
representa ahora, convencionalmente, la parte inelastica de la deformacién de este modelo
mas general. Al igual que en aquella expresion, n, =&/ C, representa el tiempo de retardo.

La deformacion total resulta entonces,

e(t)=0 vV 1t<1,
—-s)/r 0.11
&(r) = g(0+s(n_00) j&e M osyds ¥ 121, (B6.11)

0 -0
Definiendo ahora la funcion uniaxial de fluencia J(t) como,
1 1 —t/r,
5= a1 |

O=c*C (B6.12)

0 1

Y realizando una integracion por partes en la ecuacion (B6.11), suponiendo ademas que
6(—0) =0, la deformacién total puede escribirse como,

e(t)=0 V 1t<1,

dG(S) (B6.13)

dO—IJU—)

vV 121

En el caso particular que la tensién impuesta o(f) cumpla con la siguiente simpli-ficacion
(ver Figura B6.4),

(B6.14)

c(t)=0 V t<1,=0
o(t)=o0, vV tzt,=0

la expresion de la deformacion inelastica (B6.10) y la total se reduce a la siguiente forma
simple,

&(t)=0 vV ot<t,

e i (¢ 1 —t/r
e(t)=¢ (t)+s(t)=(c+°+c—(l-e -0, vV o121, (B6.15)

0 1
—_—

e' (1)
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€
&
S A T
CO Cl /
. ) /
_<

(¢}
€= (C_O
0
> >
1, =0 4 To =0 Tiempo de retardo !

Figura B6.4 — Respuesta del modelo de Kelvin Generalizado para una tensiéon impuesta
constante.

B6.2.4 Modelo multiple de Kelvin generalizado.

Este modelo surge de una combinacién de modelos de Kelvin generalizados (ver Figura
B6.5), y permite un mejor control del comportamiento viscoso del material. En este

modelo, la deformacién inelastica total &' resulta de la suma de las deformaciones

inelasticas &, que ocurren en cada sub-modelo “a” de los “n”” modelos de Kelvin,

g (t)=0 VvV o1<1,

) n—Kelvin_ 6.16
el()= D el (1) Vo121, (B6.16)
a=1

Por analogia con las expresiones obtenidas previamente, en particular con la (B6.9), se
tiene la variaciéon temporal de la deformacién inelastica para un sub-modelo o cualquiera.
Esto es,

o(t) - C, &, (1)

o(1)=Coe()=C, e, (N +&, &, (1) = &, ()= : (B6.17)
C, & () C, &5(t) C, e,
C o
----- é” ——>
= = —
&, &1(0) &, &5(1) €, &,(0)
| e \ i ‘ i y N ol |
‘ G ‘ C.l ‘ 62 ‘ ‘ On ‘

Figura B6.5 — Representacion simplificada del modelo maltiple de Kelvin generalizado.

Resolviendo esta ecuacion diferencial resulta la expresion de la deformacién inelastica de
un sub-modelo o cualquiera,



DINAMICA NO LINEAL 6-7

el (1)=0 vV ot<1,
’ s)/r 6.18
8;(t)=JL6 (t )/“-G(s)ds V 1271 (Bo.18)
le, 0
Asi, la deformacion total tiene la siguiente expresion,

e(t)=0 vV o1t<T,
n—Kelvin. t | n—Kelvin (t—s)/ 7 6.19
e®)=c°(t)+ Zs;(t)z%t)+.|[ Z ée ¢ )/“]G(s)ds vV o121, (B6.19)

a=1 0 —0 a=1 o

Definiendo ahora la funcion uniaxial de fluencia J(t) para este problema general, como

J(t)_ 1 +n—Kelvin 1 [1 eft/raj| 6.20

0 a=1 o

y realizando una integraciéon por partes en la ecuacion (B6.19), suponiendo que 6(—©)=0,
la deformacion total puede escribirse como,

e(t)=0 Vo 1<7,

do(s) (B6.21)

ds vV o121,

e(t) = jJ(t—s)-

Puede verse que esta ecuacién coincide con la forma general de la ecuacion (B6.13), pero
que en este caso la funcién de fluencia J(¢) es distinta a aquella. En el caso particular que la

tensiéon impuesta 6(f) cumpla con la siguiente simplificacion,

c(?)=0 V o t<t,=0 620
o(t)=0, Vo ot>1,=0 (Bo.22)
se obtiene la siguiente forma simplificada para la deformacion total,
e(t)=0 vV o1<1, 623
e()=J(t)o, Vo ot>1, (B6.23)

B6.2.5 Modelo generalizado de Maxwell.

Al igual que el modelo generalizado de Kelvin antes descrito, este modelo presenta otra
forma general de resumir en una unica formulaciéon las caracteristicas de los modelos
simplificados de Kelvin y Maxwell previamente presentados. Asi pues, este modelo tiende
al modelo de Kelvin basico cuando C, - y se transforma en el modelo de Maxwell
basico cuando C, — 0 (ver Figura B6.3). Al igual que el modelo de Kelvin generalizado,
esta formulacion es util y apropiada para representar distintos tipos de comportamientos
viscosos de los sélidos. La formulacién inversa a esta que se presentara cae dentro de los

modelos tipo Kelvin, aunque no es exactamente el que se acaba de presentar en el apartado
B6.2.3.
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o C, o

< >
C, &

) ‘ ;!

C,e(t

e =¢g—¢g , € \
\ !

Figura B6.6 — Modelo de Maxwell Generalizado.

El estado tensional en un instante cualquiera de tiempo se expresa como

o ()=C, &)
l, . g (B6.24)
o'(=C, [e() &' (0)=¢, & (1)
La condicién de equilibrio requiere el cumplimiento de la siguiente relacion,
o(t) =o' (1) + 6" (1) =C, e(t)— &' (1)) + Ce(t) =&, &' (1) + C,&(1) (B6.25)

Denominando C, =C_ +C, y operando algebraicamente en la dltima ecuacién, resulta
la ecuacion de la tension, cuya expresion es

o(t) = Coe(t)— C, &' (£) (B6.26)

Mediante la utilizaciéon de la segunda ecuacion de las (B6.24), se obtiene la siguiente
ecuacion diferencial en la deformacion inelastica,

C,e(t)=C e () +&, (1) = it)zwhéi(t) (B6.27)
7; 7,

1 1

Imponiendo una deformaciéne(t), a partir de ¢>1,, esta Gltima ecuacién diferencial

puede ser resuelta para €' (f) como,

g'(t)=0 VvV o1<1,

—(1=s)/r 6.28
=s)im -g(s)ds vV ot2r1, ® )

g'(t)= jie

—o 'l

Sustituyendo esta ecuacién en la (B6.206), resulta la siguiente expresion para la tension

c(t)=0 vV 1t<1,

“ —(t=s)/r 2
cs(t):(COs(t)—Q [e U e(s)ds Vo121, (B6.29)
1

1 —o

Definiendo ahora la  funcion uniaxial de relajacion G(t), como la inversa de la funcién

uniaxial de fluencia,
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GOy =[] =c, +C,e " (B6.30)

Considerando la inversiéon de la funcion de relajaciéon para este modelo particular, se
obtiene la siguiente funcién de fluencia uniaxial,

e,
- 6.31
o (B6.31)

Y realizando una integraciéon por partes en la ecuacion (B6.29), la tensiéon puede
escribirse en la siguiente forma compacta,

c(t)=0 vV o1t<1,

ds(s) (B6.32)

c(t)—jG(t— 5)- Vo121,
La tension asi expresada es la funcién inversa de la deformacién obtenida en la ecuacion’
(B6.13), siempre que G(t)sea doblemente diferenciable y que G(t=0)#0. Esto es,

dcr(s)

ds = e@t)=[c)]" = j J(t=s)- = =ds (B6.33)

o(t) = jG(t - dz(s)

En el caso particular que la deformaciéon impuesta &(¢), cumpla con la siguiente
simplificacion (ver Figura B6.4),

g)=0 V t<1,=0 634
e(t)=¢, V t21,=0 (B6.34)
o
e A s(1=0)=(C, +C, )z,
)
A Coogﬂ ©
é_l =7
c.
> L >
T, =0 4 To =0 Tiempo de relajacion
Figura B6.7 — Respuesta del modelo de Maxwell Generalizado para una deformacion

impuesta constante.

la expresion de la tension (B6.11) se reduce a la siguiente forma simple,

o(t)=0 vV o1t<1,
G(t)z(Cer(Cleit/rl)so Vo121, (B6.35)

3Y. C. Fung (1965). Foudations of solid mechanics. Prentice-Hall international series in dynamics.
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B6.2.6 Modelo multiple de Maxwell generalizado.

Este modelo es el resultado de la participacion conjunta de varios modelos de Maxwell
generalizados (ver apartado B6.2.5). Al igual que el modelo de Kelvin generalizado, descrito
anteriormente, esta forma general de formular el modelo de Maxwell permite un mejor
control del comportamiento viscoso del material. En este modelo, la tension total resulta
de la composicion del aporte de cada cadena de Maxwell mas la tension en el muelle que da
la respuesta en tiempo infinito, o también siguiendo los pasos del apartado anterior para
una simple cadena (ecuacion (B6.26)). Esto es,

c(t)=0 vV o1<1,
o(0)=C.e)+ 3 Cule0)— el 0))= (B6.36)
_Celt)- SCLel (1) v o1t
a=1

. -M. ., .
Siendo C, =C_ + Zz=1 “"C, . Por otro lado la deformacién € es tnica para todas las

esima

cadenas de Maxwell y la deformacion inelastica en la cadena o es g€, , cuya expresion

resulta de la resoluciéon de la siguiente ecuacién diferencial (ver ecuaciéon (B6.27)) que
deriva del equilibrio en cada cadena de Maxwell,

o

: ¥ et) €. .,
C,e)=C_ e ()+&, €, (1) = Qz“—Jrs’ (1) (B6.37)
ra rot
siendo r, =&, /C,el tiempo de relajacién en la cadena o®™. La solucién de esta dltima
ecuacion diferencial conduce a la siguiente expresion para la deformacion inelastica,

el (1)=0 VvV o1<1,

t
. 1 —(t-s)/ 6.38
ag(t)zj—e =) r“'s(s)ds vV ot21, (B6.38)
Sustituyendo esta ecuacién en la ecuacion (B6.36), resulta la siguiente expresion para la
tension

o()=0 V t<1,
n—Maxw )
o()=Coe(t)— D C,e, ()= (B6.39)
a=1
n—Maxw L )/ r
=C,e(?) - Z C. Je =, -&(s)ds vV o121,
a=1 r] —00

Resultando la siguiente funcion uniaxial de relajacion G(t),

n—Maxw

Gy=[J)]'=C,+ > C.e

a=1

—t/r
o

(B6.40)

Y de aqui que la tension puede escribirse en la siguiente forma compacta,
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o(t) = j G(t-s)- %ds (B6.41)

C, &
Cief() ¢ éi(t)
C, &,

C, S,
W —~—i—
ef=¢g-¢ | ¢ \

Figura B6.8 — Modelo Multiple de Maxwell Generalizado.

Al igual que en los modelos previamente presentados, se tiene un caso particular de
respuesta si se impone una deformacion, €(f) que cumpla con la siguiente simplificacion,

g)=0 V t<1,=0 610
e(t)=¢, Vo t>1,=0 (B6.42)

De donde se obtiene la siguiente forma simplificada para la tensién total,

o(t)=0 VvV o1t<1,
o(t)=G(t)e, vV ot2>1, (B6.43)

B6.2.6.1 Evaluacion de la disipacion.

Este modelo resulta muy utilizado para la representacion del comportamiento
viscoelastico de diversos materiales y es por ello que en este apartado presentara un breve
estudio sobre la termodinamica del mismo y particularmente sobre su disipacion.

La energfa libre (ver Capitulo 2), puede definirse como,

n—Maxw ]2

‘P(g,g;,t) :%Cws(t)2 +— Z(Ca [s(t) - ag(t)
a=1

5 (B6.44)
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y de aquf, luego de aplicar la deduccién de Coleman® (ecuaciones B2.48 y B2.55), resulta la
siguiente ecuacion constitutiva secante,

(1) = W(Sa;j“t) —C_ () + mf%a ) - ¢ (0)]= f"!{a & (1) (B6.45)
oa=1 a=1

y también la disipacion de energia,

n—Maxw n—Maxw

2,0= Yo, 0= Y & ol =0 (B6.46)
a=1 a=1

Esta misma expresion puede obtenerse por otro camino, también a partir de la definicion

de la propia disipacion (Capitulo 2, ecuacion B2.51, para 0= cte). Esto es,

. n—Maxw )

= =o()i(t) - V() =c(t)ét) - N o) - or & (1)
58 a=1 88;'
oY | . R Coh
=lo(t)—— | &(t) - —&,(1)>0
[() a8}() ;68; (1)
0 (B6.47)
_ n—Maxw 8\{/ i n—Maxw ; .
S = gga(t):_ Z_(Ca (S(t)_gq(t)) So.(t)z
a=1 o a=1

n—Maxw n—Maxw

L= S e mEn= 3 & o] 20

a=1

[1]

Como puede verse, la expresion de la disipacién asi obtenida es la misma que la
expresada por la ecuacion (B6.46).

B6.3 Generalizacion multiaxial de las leyes
constitutivas viscoelasticas.

B6.3.1 Forma multiaxial de los modelos viscoelasticos.

Existe un camino riguroso para escribir la generalizacién de cualquier ley constitutiva
viscoelastica que haya sido obtenido a través de conceptos fenomenoldgico basados en la
analogfa “muelle-amortiguador”. Mas propiamente puede decirse que las leyes formuladas
en el apartado anterior, B6.2 , pueden perfectamente presentarse en forma multiaxial. Esto
se consigue utilizando la funcidn de fluencia J 5, ()= J(t) y de relajacion G, () =G(t) , ambas

definidas como un tensor de cuarto orden. Esto es,

{Jijk[(t) =JV(Z)(5g 6k1)+JD(t)(8ik S+, Sjk) (B6.48)

G (1) =G" (1) (81']' 8k1)+ G" (1) (Sik 5, +9, Sjk)

4 Malvern, 1. (1969). Introduction to the mechanics of continuons medium. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ.
5> Lubliner, J. (1990). Plasticity theory. MacMillan, New York.
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Donde §;es el “delta de Kronecker” y J " JP.G",G” son funciones escalares que

definen el comportamiento viscoso volumétrico (indice V) y desviador (indice D), del
material. En el caso de materiales isétropos, la definicién de los tensores de fluencia y
relajaciéon son analogos al tensor de elasticidad y por ello es que puede expresarse la
definicién de los mismos descompuestos en una parte desviadora y una volumétrica.

Definidas las funciones (B6.48), la ecuacién constitutiva para cualquier modelo
viscoelastico, ya sea formulado en tensiones o deformaciones, pueden escribirse como,

t
d;
G, ()= I Gt —s)- 8;;(3)@& : Modelo viscoelastico de relajacion
s
‘t°° 4o (s) (B6.49)
e, ()= I Sy (= 5) - L’;—lds : Modelo viscoelastico de fluencia
- s

—00

Como puede verse, esta definicion es muy general, pero es poco practica, puesto que
determinar las funciones de fluencia y relajacién para un material afectado por fenémenos
viscoelasticos no es una tarea facil. No obstante esto que se acaba de decir, existe un
camino alternativo basado en la experimentaciéon para la definicion de las funciones de
fluencia y relajaciéon. A continuaciéon y a modo de ejemplo se introduce la forma que
establece el “Comité Europeo del Hormigén” (CEB-1978) y la “Federacion Internacional
del Pretensado” (FIP-1978), para funcion de relajacion,

Ty (=04, ¢t -1t [ (B6.50)

Siendo 1.el tiempo inicial de referencia, (CEH el tensor constitutivo del hormigén y

B, una funcién que tiene en cuenta los efectos reoldgicos del material. La forma de esta

ultima es como se muestra en la Figura B6.9.

BaA

1

log(z,)
+ >
log(z)
Figura B6.9 — Funcién de respuesta en el tiempo para el hormigon, segun (CEB-FIP).

Desafortunadamente esta no es una funcién exponencial que haga facil la resoluciéon de
la integral (B6.49), siendo inevitable resolverlas a través de una integral de convolucion.

De la ecuacion (B6.50) se deduce que siempre es posible aproximar el problema
multiaxial mediante una funcién tensorial de fluencia, o de relajacién, que dependa de una
funcién escalar. En este sentido se puede practicar otra aproximacion basada en la
suposicion de un material isétropo, cuyo coeficiente de Poisson v—0. En este caso es
posibles definir una funcién de deformacién de fluencia unica para todas las direcciones.
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De esta forma puede formularse la deformacién en el tiempo multiaxial, la siguiente
aproximacion,

t
d
e,(0={C}, - C I %(S)ds (B6.51)
donde C es el médulo elastico o de Young. La tension en el tiempo resulta entonces,

! dc ; (s)
G, =(Cy.k,8k,(t)=C_|.J(t—s)-Tds (B6.52)

B6.3.2 Resolucion numérica de la integral y algoritmia.

Para obtener la solucién de los problemas viscoelasticos, normalmente es necesario
resolver integrales de convolucién del tipo de las ecuaciones (B6.49). Si en particular, las
funciones J,(f) o Gy, (t) cumplen con la propiedad del semigrupo’, es decir, las

funciones que estan en el integrando cumplen con la condicion,

fla+b)=f(a)- f(b) (B6.53)

se puede evitar la integral de convolucién, haciendo una integral en el tiempo de la
siguiente forma,

t t
1(t)= j F(t=s)-g(s)ds = I1(t—Af) + j F(t=s)- g(s)ds (B6.54)
—00 t—At
En cada paso se utiliza la integral del paso de tiempo anterior I(f — At) y sélo se integra
durante el intervalo de tiempo actual At.

Las funciones exponenciales que aparecen en los modelos viscoelasticos, basados en
analogfas muelle-amortiguador, dan como resultado funciones de relajacion y fluencia
exponenciales que cumplen con la propiedad del semigrupo. No es este el caso de los
materiales reales, como el hormigén cuya funcién es como aquella expresada en la ecuacion
(B6.50), tal que si se quiere utilizar esta propiedad para evitar la convolucion, es necesario
admitir una simplificacion.

Caso Multiaxial del Modelo Generalizado de Kelvin.

A modo de ejemplo, se presenta a continuacion la aproximacion al caso multiaxial de la
deformaciéon (B6.11), obtenida para el modelo de Kelvin Generalizado (B6.2.3). Esta
aproximacion se escribe considerando que para el tiempo ¢+ At, la funcién a integrar vale

f (t+At—s)=(C;,i, (C/e)e ™ % resultando de aqui la siguiente expresion para la

deformacion,

_ o CY ars)
Sij(t—i-At):(CWld oy (t+At) +(C(/'llcl_ j e S -5,/ (s)ds
—_—

“ (B6.55)

SL (t+A?)

& (t+A1)

¢ J. C. Simo, and T.J.R Hughes, (1998). Elastoplasticity and Viscoplasticity. Computational Aspects. Springer 1erlag.
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Tal que la integral de convolucién que define la deformacion inelastica, puede ahora
resolverse como,
; i —(At)/ r _ C —(t+At=s)/r
e (t+A) =€ (e +C,Aj}{,E [e .o, (s)ds (B6.56)
t
Aproximando la integral mediante la regla de Simpson, puede escribirse para
incrementos de tiempo muy pequefios, la siguiente expresion,
; ; —(A0)/r 4 C —(anrr
e (t+ANZ¢e)(1)e (an)in +<C,.J.,L,.Ee (a0)in -Gy (t+ At) - At (B6.57)

g

Un posible algoritmo para resolver este problema es el que se detalla en 1a Tabla 6.1.

1. Inicializacion

O[i]t+At_[i]t
Sij = Sij
0[ i]t+At_[ i]t
G = o,

2. Definicion del sub-incremento de tiempo

ot = Al ; Contadordepaso: a =1
m

3. Inicio del proceso de sub-incrementacion y calculo de las deformaciones inelésticas
af t+At~0L—1[ ; ]t+At —(5¢)/r a4 C ey t+(0-1)5¢
[gl'j] = g ¢ G e 't o]

i
a-1 [ ]t
Y]

4. Célculo de la tension
a 1+At At ol ;A
[Gij] Z(Cijkl'|:[8ij] - [gy] }

Si o<m Entonces a=a+1 , volvera 3.

5. Fin de la integracion y prosigue el calculo

Tabla 6.1 — Algoritmo para obtener la tension el modelo generalizado de Kelvin.

Caso Multiaxial del Modelo Generalizado de Maxwell.

Otro caso que resulta adecuado tratar es el algoritmo correspondiente al modelo de
Generalizado de Maxwell (B6.2.5). En éste modelo, la expresion multiaxial para la
tension, ecuaciéon (B6.29), se escribe en el tiempo ¢+ A¢ mediante la siguiente
aproximacion,

A At—s)/r,
o, (t+A0)=C,y sl.,(tmz)—(ﬁ: [ e A= e (s)ds (B6.58)
0 —0

En la cual las variables que participan son las ya definidas para el problema uniaxial,
apartado B6.2.5. La solucién de esta integral puede llevarse a cabo sin necesidad de hacer
una convolucién, para ello se la rescribe como,
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t

G, (t+AN=Ce;(t+A0) —| Cyy & je‘(”)”l &y (S)ds} -

COEJ —o0 <B6 59)
C i —(t+At=s)/ 7 ‘
~C _Colg [e g, (s)ds
t

Luego de integrar por la regla del trapecio el tercer término y reordenar las expresiones,
se escribe la tension como,

At)/r —(At)/r1

c,;t+An)=C, slj(t+At)—(Ci/kl-akl(t)-e_( '—o,()-e —

C —(At)/r At
—Cu F;ﬁ[e Pegy (D) —g, @+ At)]?

C, At
lg?}”LCWgkl(HAt)'{l__g_ +

c,;(t+A)==C,,e,(0)- e_(m)/r1 [1 +
0

+6(1)- e—(At)/r1

Un posible algoritmo para resolver este problema es el que se muestra en la Tabla 6.2.

1. Obtencion de la deformacion

[ ]t+At
Eij
2. Integracion de la tension,

+ —(At)/r, —(At)/r, C, At + C, At
[Gij:lt NZ[G:‘/'][‘G o -Cu [Skz]t'e ‘) 1|:1+(C1a7:|+(cijkl [Skz]t Al'[ _C_li?}
0 0

Tabla 6.2 — Algoritmo para obtener la tensioén el modelo generalizado de Maxwell.

Si se impone una fuerza que de lugar a una tensién constante, este modelo representa
correctamente el problema de fluencia en el tiempo, y si se impone un desplazamiento que
de lugar a una deformacioén constante se recupera el comportamiento por relajacion.

B6.4 El modelo de Kelvin en los problemas dina-
micos.

La viscoelasticidad es la que induce al fenémeno del amortiguamiento durante el
comportamiento dindmico de la estructura. Esto modelos viscoelasticos permiten
incorporar el concepto de amortiguamiento estructural de una manera racional,
fundamentado en las leyes de la mecanica. De esta forma, el amortiguamiento depende de
las propiedades del propio material sin necesidad de recurrir a formulaciones artificiales del
tipo de la introducida por Rayleigh’.

7 R. Clough and ]. Penzien (1977). Dynamics of Structures. Mc Graw-Hill - N. York.
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En lo que sigue se presenta la influencia del modelo multiaxial de Kelvin (B6.2.2), cuya
formulacion es sencilla y apropiada para representar el amortiguamiento estructural y a la
vez permite establecer una comparacion con el ya mencionado concepto de
amortiguamiento de Rayleigh.

Siguiendo la formulacion del modelo presentado en el apartado (B6.2.1), puede
sintetizarse su ecuacion constitutiva mediante las siguientes expresiones,

o(t)=c°(t)+c"™ (1) =Ce(t) + £&(t)=C {a(t) + %é(t)}
t (B6.61)
o) =5 (0 =" (0= 22 - Z500) - ) ée‘“‘”/’l o(s)ds

Donde c°yo™ representan la parte elastica y viscosa de la tension respectivamente,

£” =C"o(t) la deformacién estacionaria (en tiempo infinito), C el médulo de Young y &

la viscosidad. La extension al caso multiaxial, utilizando la aproximacion presentada en el
apartado B6.3 , conduce a las siguiente expresion,

c,;(t)=0;(t)+ G;[S (1)=Cy |:8kl () + %ékl (f)} (B6.62)

g

Siendo r = ol el tiempo de retardo ya definido en apartados previos.

La resoluciéon de este problema en dinamica, exige que se obtenga el campo de
desplazamientos y velocidades a partir de la solucién de la ecuacién del movimiento, y para
ello puede utilizarse el método de Newmark (ver capitulo B 3). Es decir, la algoritmia es
muy simple y se resume en el siguiente cuadro,

1. Obtencion de la deformacion y velocidad de deformacién a partir de los campos de
desplazamientos y velocidades obtenidos a partir del procedimiento de integracion de la ecuacion
del movimiento. En este caso particular se utiliza Newmark,

[ ]t+At S[ ]t+At
Ejj =Vilu;

[, ]t+At S[, ]t+At
€ =V, u;

2. Integracion directa de la tension,

[Gij]HAt :(Cijkl{ [Skl]H—At +E[ékl]t+m}

C

Tabla 6.3 — Algoritmo para obtener la tensién en problemas dinamicos a través del
modelo de Kelvin .
B6.4.1 Disipacion del modelo de Kelvin.

En el modelo de Kelvin generalizado al caso multiaxial, la energfa libre puede escribirse
en la siguiente forma cuadratica:

1
¥ ="t Cou e (B6.63)
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Obteniéndose a partir de la segunda ley de la termodinamica (capitulo 2), la siguiente
expresion para la disipacion por unidad de volumen,

. vis

E,=0;¢&; —‘Pz(csij -Cuu s,d) g, =0, &,;=6¢,;C ¢y (B6.64)

y la disipacién en todo el volumen, en el tiempo 4 resulta

E, =IUEde] dt (B6.65)

El campo de velocidades de deformacién resulta de la ecuacion &; =Vju; =V|N ij i

tal que la velocidad se obtiene directamente de la solucién por Newmark, de la ecuacion
diferencial del equilibrio dinamico (B2.68) o (B2.72) para el solido discreto.

B6.4.2 Ecuacion de equilibrio dinamico para el modelo de Kelvin.

Al escribir la ecuacién de equilibrio dinamico en funcién del estado tensional de Kelvin,
resulta en forma natural el termino de las fuerzas de amortiguacion.

Considerando la ecuacion de equilibrio dinamico discretizada para un dominio elemental
(B2.72) y luego extendiendo su formulacién a todo el dominio €, ensamblaje, resulta la ya
formulada ecuacion (B3.1),

0=Af, =M, U, (t+ A0+ f;™ (U, U1+ At) — [ (e + Ar) e

0=Af =M Ut + At)+ ™ (U, U,z + At) — £ (¢ + A1) e Q
i t+At i t+At i t+At
0=A | [p NyNyav | O[S +A| [0, V5N ar | A | §i,N, dS + [p b,N,dv
Q¢ e Q Q° e Qf e ¢
Vv \Y% N Vv
Q¢ Q¢ Q¢
Sustituyendo en esta ultima la ley constitutiva viscoelastica (B6.62),
i t+At
A =MyU;t+M)+ A | [0, VIN AV | = [ +A)=0
Q ve
Q@
int
fi (B6.66)
i t+At
Afy =M, Uj (t+Ap) +A I [Cimam +C,, %ém}Vande — [+ A)=0
Qe
VC
QE

y luego operando sobre el término de las fuerzas internas, se tiene la siguiente forma
conocida para la ecuacién de equilibrio
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i t+At

A =M, U, (t+A)+A j [Cimva.sjUj +C,, éVfNS/Uj }Vande -
‘ | e C ' (B6.67)
Qe
— [t +AD)=0
i t+At
0=4f, =M, Ut + A+ A |1 [ [C, VN, WENav tu)| |+
@ | | e
Qe
i t+At <B668)
E.a 5 ex
+§ _[ |:(Cinrs Evay v;ande U_j 0° _fk t(l(-i_At):O
Ve
Qe
Que en forma compacta se escribe,
0=Af, =M, U, (t+AD)+ K U (1 + At)+ DU (1 + Aty = £ (1 + A)= 0
o (B6.69)
0=Af =M Ut +A)+K Ut +At)+D Ut + At) - £ (t + Ar)
En resumen, las fuerzas elasticas y viscosa valen respectivamente,
t+At
£ (¢t + A = K- U(t + Af) = A[j B:C:BdV } -[U]gf’
o e o
(B6.70)

t+At
fviS(t_i_At):ID)-Ij(t-FAt):A{jB:(rC):BdV] [U];At
QE

ve 0°

En ésta dltima puede verse que la matriz de amortiguamiento para el modelo de Kelvin es
igual a la de rigidez inicial por el tiempo de retardo.

D=rK B6.71)

Asi, en el caso particular del amortiguamiento de Rayleigh con coeficientes
a=0 y B=r=¢&/C, conduce al amortiguamiento viscoso de Kelvin,

D=aM+BK —> D=rK (B6.72)

De esto resulta que la utilizacién del amortiguamiento de Rayleigh en las condiciones
citadas y el amortiguamiento viscoso de Kelvin, conducen a soluciones en desplazamientos,
deformaciones, velocidades y aceleraciones idénticas,

Kelvin con =% en: 0=Af =M Ut + At)+ £™ (U, U, 1 + At) — £ (¢ + A1)

Rayleighcona=0yp=r: 0=Af =M U@t +At)+ K U@t + At)+ D Ut + At)— £ (¢ + Ar)
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B6.4.3 Consideracion sobre la tensiéon. Rayleigh vs. Kelvin.

De lo que se ha visto en el apartado anterior se puede llegar a la conclusion de que la
utilizaciéon del amortiguamiento de Rayleigh en la ecuacién de equilibrio dinamico es
exactamente igual que utilizar el modelo de Kelvin. Esto es verdad sélo en el campo de los
desplazamientos y sus derivados, pero no en el campo de tensiones, pues en un caso se
trabaja con una ley constitutiva elastica lineal y el amortiguamiento se lo afiade como una
fuerza exterior al sistema, y en el otro se tiene un modelo constitutivo viscoelastico. De
esto resultan que ambos modelos dan tensiones distintas,

Cin e () para el modelo elastico

0 Cu [8 u (O + %s . (t)} para el modelo viscoelastico (B6.73)

Aqui se puede observar que la diferencia entre las tensiones es mas grande cuanto
mayor es el amortiguamiento y/o la velocidad.

Por otro lado, esta diferencia cobra importancia cuando se trata de evaluar la resistencia
de la estructura o cuando el material trabaja con un limite de resistencia acotado, que es el
caso de la fractura, del dafio o de la plasticidad.

B6.4.4 Consideracion sobre la disipacion. Rayleigh vs. Kelvin.

En este caso también se encuentran diferencias al utilizar una ecuacién de equilibrio con
amortiguamiento de Rayleigh u otra que incorpore en su fuerza interna un modelo

constitutivo de Kelvin. La ecuacién de equilibrio de potencias B2.32 (P, =P, —K) se

cumple en cualquiera de los casos. Sin embargo, en caso del amortiguamiento de Rayleigh
hay que forzar la condicién de equilibrio de potencia para garantizar su cumplimiento.

Disipacion en el caso viscoeldstico,
Post multiplicando por U(t + At) la ecuacién de equilibrio dindmico (B2.72), expresada
en el tiempo ¢ + At se obtiene

fim(ij,U)
0=[m I':J]-U+[fel‘“t(U) J;)fViS(U)]-fJ— |- u (B6.74)
K d

int

Donde la potencia deformativa se expresa sustituyendo en la anterior la ecuaciéon (B6.70),

PdZ{felaSt(U)}'ﬁz{K'U}'Uz A IB:C:BdV '[U]Q‘f U+
Q¢ ve e

Q

B6.75)

e} U={p. 0} U= Al [ B:(rC):Bar o] .0

ve 0°¢

Resultando naturalmente de esta ecuacion el término correspondiente a la potencia de
amortiguamiento.
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Disipacion en el caso del amortiguamiento de Rayleigh,
Post multiplicando por U(t + Af) la ecuacién de equilibrio dindmico (B2.72), expresada
en el tiempo ¢+ At se obtiene

£™(U,U)
0= 0] U+t )] U] 0 (B6.76)
A —
K Pd ])int

Donde la potencia deformativa se expresa sustituyendo en la anterior la ecuacion (B6.70),
con un tiempo de retardo r =0,

P, == )} U={K- U} U= P:[_[B:C:BdV} u] .0 (B6.77)

Donde no se tiene el término de la potencia de amortiguamiento y por lo tanto no hay
potencia disipativa en el sistema.. Para completar esta formulaciéon debe introducirse un
término disipativo al balance de potencia, pero debe quedar muy claro que es externo al
sistema y no proviene del propio material. Asf, la ecuacion (B6.76) se escribe,

disip — of

P = (U)}- U+ Bf, = K- U} U+ {D- U} U= A[JBI‘C‘B"’V] 0], U
e o (B6.78)
+ {[aM + BK]- [U]Qe } U

La diferencia fundamental entre la utilizacién de un modelo viscoelastico y la utilizacion
de un modelo elastico mas amortiguamiento estructural (ver ecuacion (B6.73)), se presenta
al evaluar la disipacién. En el primer caso la disipacién proviene del modelo constitutivo.
En el segundo caso de un término anadido. No obstante esto, debe cumplirse que para
toda la estructura, la energfa disipada en ambos casos sea la misma,

Edis(t)z.(i; é [ [ (Cim%VfNS_/ijNnde].Uj . é{Uk}Qe dtzi(]D):U)-I'Jdt B6.79)
ve 0°¢

En los ejemplos que a continuacion se muestran, puede notarse las consideraciones que
se han resaltado sobre los modelos de Kelvin y Rayleigh.

B6.4.5 Viga en voladizo

Este ejemplo consiste en una viga en voladizo sometida a un desplazamiento en su
extremo que luego es suspendido para que oscile libremente (Figura B6.10). En la misma
figura se han representado la variaciéon de los desplazamientos en el tiempo para el caso
elastico, viscoelastico con r=§/C=0,01 seg y amortiguamiento estructural con B=0,01
seg. En la Figura B6.11 se han representado las curvas de variacion de tension longitudinal

maxima en el extremo empotrado para las mismas situaciones. Puede verse que la respuesta
en desplazamientos es la misma no asi en tensiones.
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S0E-05 T ) P=4 25 kM
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-20E-05 7 ' L e Sin amortiguamiento
-40E-05 T ; E;:"'.:: :. r, —— Amortig. estructural
FOE05 L Tiempa [seq] m—dndelo viscoelastico

Figura B6.10 — Viga en voladizo. Desplazamientos vs. Tiempo para amortiguamiento

Tensiones[MFal

0.08 +

01 -

estructural con B=0.01 y modelo viscoelastico con r=0.01.

5. i Sin amaortig.
-008 + : P — Amaortig. estructural
P : —hiodelo viscoelastico
01 L v Tiempo [seqg]

Figura B6.11 — Viga en voladizo. Tensiones vs. Tiempo para amortiguamiento

estructural con B=0.01 y modelo viscoelastico con r=0.01.
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B6.4.6 Portico con dintel rigido y masa concentrada en el mismo.

En este ejemplo se analiza el comportamiento del portico de la Figura B6.12, sometido a
una fuerza F que varfa en el tiempo. En la misma figura se ha representado la variacion del
desplazamiento en el punto de aplicacién de la carga para el caso no amortiguado, modelo
viscoeldstico con t=n/E, =0,l4segyt=0,25seg y amortiguamiento estructural con
B=0,14segyP=0,25seg. Nuevamente puede verse que ambas formas de considerar el
amortiguamiento coincide en desplazamientos.

En las Figura B6.13 se ha representado la variacién de la tensién normal maxima en el
empotramiento  para el caso no amortiguado, modelo viscoelastico con
t=n/E, =0,l4seg y 1=025seg y amortiguamiento estructural con P=0,14seg vy
B=0,25seg. Puede notarse que ambas formas dan resultados diferentes para las tensiones
y la diferencia es mayor cuanto mayor es el amortiguamiento.

1a0cm

Tiempo [sed] 30cm 77y F(l)
3o . - 30cm ] R
D I : - - 300cm
B : E=2,110° MPa
g 20cm O 5=
= Z20cm
)
=
@
= )
© .
= 1
1 '
'
o d ':. .;' '5 _:' E“;_ini'amnrfiguamienh:l
: .I % ——,&ml:urt Estruc.
5l '." ——nitsil. ViS5 COEl.
Amart. Estiuc
—— Mod. Wiscosl.

Figura B6.12 — Pértico. Desplazamientos vs. Tiempo para: 1) La segunda y tercera
respuesta con amortiguamiento estructural con f=0.14 y modelo viscoelastico con
r=0.14, respectivamente. 2) La cuarta y quinta respuesta con amortiguamiento
estructural con B =0.25 y modelo viscoelastico con 7 =0.25, respectivamente.
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—Amaort. Estruc.
Mod. Wiscoel.
— Amaort. Estruc .
Mod. Wiscoel.

Tiempo [seq]

Figura B6.13 — Portico. Tensiones vs. Tiempo para: 1) La segunda y tercera respuesta
con amortiguamiento estructural con f=0.14 y modelo viscoelastico con r=0.14,

respectivamente. 2) La cuarta y quinta respuesta con amortiguamiento estructural con
B=0.25 y modelo viscoelastico con r =0.25, respectivamente.

B6.5 Viscoplasticidad.

La teorfa de la viscoplasticidad es un caso general de la teoria de la elasticidad y de la
plasticidad a la vez (ver Figura B6.14).

La viscoplasticidad, a diferencia de la elasticidad y la plasticidad, incorpora el parametro
de viscosidad & como variable del modelo. Esto hace que el modelo sea sensible al

tiempo. Como en los casos anteriores, el estudio que aqui se presenta se centra en la
solucién viscoplastica para pequefias deformaciones.

Las caracteristicas basicas del modelo viscoplastico en pequefas deformaciones son:

- Definicién de la deformacion total en forma aditiva
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E=€g°+€" (B6.80)

Donde € representa la deformacién total en el punto, €° y € las cuotas

elastica y viscoplastica que componen la deformacion total.

- Definicién de la evolucién de la variable interna viscoplastica mediante una
regla de normalidad o flujo viscoplastico del tipo de la que se utiliza en
plasticidad (ecuacion B5.45),

0G(0.q)
0o

gV =" =)\ g = dg" =\"gdt (B6.81)

Donde Ges la funcién de potencial viscoplastico, analoga a la funcién de potencial
plastico, que al considerar flujo viscoplastico asociado resulta igual a la funcién umbral de

fluencia G(0,q)=F(0,q). El paraimetro viscoplastico A" cumple una funcién andloga al
parametro de consistencia plastico utilizado en plasticidad, pero en este caso la definicion
del mismo es mas general,

o L OIF@.0)])
g

Donde ®[F(0,q)] es la “funcién de sobretension” introducida por Perzyna® (1963) y
F(o,q)= [ f(o)/ K ]—1 es la funcién de fluencia viscoplastica, analoga a la funcién umbral
de plasticidad (ecuacién B5.59). Los paréntesis de Mc Aully de definen como
(x)=05 [x+|x|] , v Kes la variable interna de endurecimiento que al igual que en

(B6.82)

plasticidad puede relacionarse con una resistencia uniaxial equivalente =K. La
evolucion de esta variable depende de una regla definida a partir de su variaciéon temporal y
puede ser lineal o cuadratica o seguir una forma asignada segin la experimentacion. La
funcién de sobretension se define como,

0 VvV F<0

®[F(0,q)] v F>0 (B6.83)

(®[F(o,9)])= {

dispositivo de friccion
c;Iim

—
Ce(1) —

(&) H O
R i T =
g
C II
—]
y & ) &= |

Figura B6.14 — Modelo viscoplastico.

A diferencia del problema elastopastico, en viscoplasticidad no se exige el cumplimiento
instantaneo de la igualdad entre la funcién de fluencia y la variable de endurecimiento. De

8 Perzyna P. (1963). The constitutive equation for rate sensitive plastic materials. Quart. Appl. Math., 20, 321-
332.
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hecho, y a diferencia de la plasticidad, aqui la funcién de fluencia viscoplastica puede ser
positiva F(0,q)>0 durante el proceso viscoplastico, no obstante esto, esta condicion
deberia coincidir con la de plasticidad en el infinito ¢ — oo (Figura B6.15). Asi, la condicién
equivalente a la de fluencia plastica en viscoplasticidad se puede escribir a partir de la
siguiente relacion,

o 0F@a))_ Bosh

g

estableciendo que durante el comportamiento viscoplastico ocurra siempre que ® >0, y
permitiendo que se cumpla en cada instante la siguiente relacién, cuyo cumplimiento
garantiza un estado de equilibrio viscoplastico:

o[F(0,q)]-& =0 (B6.85)

Tiempo de relajacion

A

o _Respuesta viscoplastica
K O
‘Respuesta plastica {—>00
>
S t

Figura B6.15 — Comportamiento viscoplastico de un punto.

En el resto de las definiciones la viscoplasticidad puede considerarse como una
generalizacién o mas bien como una regularizacion de la plasticidad, porque la viscosidad
permite una transicion del campo elastico al inelastico relajada en el tiempo.

B6.5.1 Estados limites de la viscoplasticidad.

La viscoplasticidad establece una formulacién que permite la transicién hacia dos teorfas
que establecen los limites viscoplasticos. Dependiendo de la magnitud de la viscosidad,
puede establecerse los siguientes extremos,

- Caso de viscosidad infinita (& — ), situacién en el que la viscosidad
tiende al “comportamiento elastico” (ver Figura B6.14). Esto es,
O|F(0,K
AP =1lim —< [ )]>

&0

=0 > €P=0 = € =¢€° (B6.86)

En esta situacion puede verse que el modelo resulta exactamente
coincidente con un modelo elastico lineal igual al modelo de Hooke,

- Caso de viscosidad nula (£ —0), situacién en que el modelo tiende a un
“comportamiento elastoplastico” (Figura B6.14). Eso es,
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o (RE@.K) . (9F©@.K)=0) _,
=) a £—>0 }:3

= E7 =g’ (B6.87)

En esta dltima expresion puede observarse la necesidad de imponer la
condicién de fluencia plastica F(0,K)=0 para que exista el limite buscado.
Siendo éste el unico camino para garantizar la existencia del parametro
viscoplastico, ahora con la forma de factor de consistencia plastica
AP dt=d)\, en el extremo de viscosidad nula. Desde el punto de vista de la

optimizacion, puede entenderse la viscoplasticidad como un problema
elastoplastico regularizado. Es decir, se relaja el problema elastoplastico
F(0,K)>0, con lo que se permite la existencia de una solucién fuera del

espacio convexo elastico, pero penalizada por el parametro de viscosidad .

Estas situaciones limites hacen del modelo viscoplastico una formulacién versatil para

abordar problemas comprendidos entre la elasticidad, plasticidad y la propia
viscoplasticidad.

B6.5.2 Funcion de sobretension.

La funcién umbral de fluencia permite establecer una transicion entre dos
comportamientos diferentes en el material,

f(0) <0 Estado elastico,
F(O,K)=|—=|-1 . . (B06.88)
K >0 Estado viscoplastico,
Esta funcién de sobretension, tiene basicamente dos formas de establecerse,
CD[IF(O,K)]z F"(0,K) Modelode Perzyna, (B6.89)
F(o,K) Modelode Duvaut - Lyons,

Donde “#” es un exponente a definir segin sea el tipo de material a representar en la
simulacion numérica. Una forma cémoda es elegir “#=1", con lo que se adopta en forma
implicita la funcién de sobretensién de Duvaut-Lyons’. De esta manera, la expresién para
la deformacién temporal viscoplastica queda expresada como,

gV = )\P. 8G(0a q) — |:<F(07K)>:|g

P e (B6.90)
Por lo tanto la tensiéon queda definida como,
: : . : F(o,K
o=C.° =(C.~(£—£Vp)=(C: €° —li%}-g (B6.91)

B6.5.3 Algoritmo de integracion de la ecuacion constitutiva viscoplastica.

Existen distintos caminos para realizar la integracion numérica de la ecuacion diferencial
(B6.38), pero un camino muy utilizado es a través del esquema de integracion en el tiempo

9 Maugin, G. A. (1992). The termodinamics of plasticity and fracture. Cambridge University Press.
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de Euler implicito, cuyas caracteristicas se detallan en el siguiente cuadro. En este algoritmo
el tiempo actual se define como “t+At” y la variable “7” representa el indicador de la
iteracion dentro del proceso de linealizacion,

1. Prediccion del estado tensional
a. |Inicializacién de la variable interna de deformacién viscoplastica y calculo de la tensién

predictora,
i1 (E vp )z+At _ (E vp )t

i-1 (o,)HAt _ C.’(E”A’ il (E - )rmz ]

b. Condicién de fluencia viscoplastica

i1 t+At
[F(o, K)] ™ = S — ((GP))HA, —1 ; donde € =4/y(g":€")
K[ 5" }

Si: '[F(e,K)]™™ <0, = comportamiento elastico, (a)** i(o*)tw r
al punto “f.”

Si: '[F(e,K)]™ >0  Entonces se tiene comportamiento viscoplastico
Hacer '[r]**='[(F(o, K))] "™

2. Integracion de la ecuacién viscoplastica,
c. Calculo del flujo plastico

i[kvp ]HAt :[é}tm; N i[AMVp]HAt:i[XVp ]t+At A

i[s Vp]t+At _ i-1 [svp]t+m+i [xvp]HAt ) ,-[g]HAt Atzi [AMVP]HAI ] i[g]t+At
d. Correccion de la tension

i(o,)t+At=i—l (G)HAI _C :("I:kvp ]“At . i[g]t+At AIJ

I[Auvp} 1AL [g]t+At

e. Verificacion de la convergencia (ec. (B6.85))

t+At

si [r]™= {— O[F(0,q)]+& %} > Tolerancia, i=i+1yluegoira "2"
t

f.  FIN de la integracion y continua el calculo

Tabla 6.4 — Algoritmo para obtener la tensién en problemas viscoplasticos.

B6.5.4 Caso particular del modelo de Duvaut-Lyon para un material visco-
plastico de von Mises.

Se supone un modelo viscoplastico de Duvaut-Lion en pequefias deformaciones, cuya
funcién de fluencia viscoplastica tiene la siguiente forma de von Mises,

J
o[F(0,q)]=F(0.q) {%} -1 {%} -1 (B6.92)
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siendoe™ =/ (€7 :€™) la deformacién plastica efectiva y K(g"™) una funciéon de
endurecimiento cualquiera, que en un caso general puede tomar la forma de una variable

interna de endurecimiento y por lo tanto definirse a partir de su variaciéon temporal.
Teniendo en cuenta que el segundo invariante del desviador puede escribirse como'”,

2 2 2 )
J, =lS:S=§r2 o también \/Zzﬂz (Sl T8 TS )A (B6.93)

2 2 oct \/5 \/5
donde s=0-1tr(0)I, 0 5; =06, — %GkkSij , es la tensién desviadora.

Considerando la ecuaciéon (B6.90) y una funcién de potencial viscoplastica asociada a la
funcién de fluencia, ecuacion (B6.92), se obtiene el siguiente tensor de flujo viscoplastico,

oG oG os
=—=——=5§

G(o,q)=J, —K(E" = = = =
(0.9)=J, -K(e™) 8= 5 s 20

(B6.94)

sustituyendo esta ultima en la ecuaciéon (B6.90), resulta la siguiente deformacion
viscoplastica,

7

N2
K™ 6.95
évpZKVP,GG(a,q){(F(G,K))}.g: I (B6.95)

00 3 €

Debido a que se propone un potencial viscoplastico del tipo von Mises, se escribe una
ley constitutiva apropiada para representar un comportamiento con desviacion dominante.
De esta forma, se tendra un comportamiento volumétrico elastico y sélo la parte
desviadora sufrira los efectos de la viscoplasticidad''. Por ésta razén sélo se describird e

integrara la ley constitutiva viscoplastica desviadora, pero es importante recordar que para
vol

obtener la tensién completa hay que anadir el comportamiento elastico voluméttico G,

La tension desviadora se escribe entonces,
§=2G(e —e®) = AS=2G(Ae —Ae™) (B6.96)
Ademas, 1a tension desviadora en el instante ¢ + Af valdra,

sl‘+At :sl‘ +Ast+At :sl‘ +2GAet+At _2G(Aevp)t+At

(S* )t+At

B6.97)

10S.Oller (2001). Fractura mecdinica — Un enfogue global. CIMNE — Ediciones UPC. Barcelona.
11 La ley constitutiva descompuesta en su patte volumétrica y desviadora se escribe como,

Gij Z}LLame 8;}( 8,] + 2uLame(8; _%SZk Sy)szame SZk 6!7 + 2“Lamee;
siendo las constantes de Lame A™™ = E/3(1-2v) y p™™ =G =E/2(1+V), donde E y Vson
respectivamente el médulo de Young y el coeficiente de Poisson. Debido a que el flujo de von Mises es
dominantemente desviador ( &} =0 :>él-vjp Eéijv-p = [<CD> / é]s ), la ley constitutiva anterior queda
patticularizada en la siguiente forma,

_ A Lame _vpy _ Vol
G, =A"" gy 0, +2G(e; —¢;")=0, —s;
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Y sustituyendo aqui la regla de flujo plastica se tiene,

< q)[Ft+At ]>
sl‘+At :(s*)t+At _ZG EJ st+At At, con (I)]FIJrAZ‘]E]FtJrAt :]F(s*)t+At (B6'98)
A partir de ésta puede despejarse el tensor de tension desviador en el tiempo actual st
sin que se cumpla la condicién de consistencia, propia de la plasticidad. Esto es,
st+At — (S* )t+At
1+ étzG(F(s*)”A’) (B6.99)

En esta ultima ecuaciéon puede verse las siguientes caracteristicas de comportamiento
viscoplastico,
1. S{ At—>o o &—0, para que haya solucion debe alcanzarse la condiciéon de

D[R ]: 0 y para ello hay que aplicar la condiciéon de consistencia plastica y por lo
tanto transformarlo en un problema elastoplastico (ver ecuacion (B6.84)).

2. 81 At—>0 o &— oo, ocurre que la tension buscada coincide con la predictora

s =(s")"*"", lo que implica que el comportamiento durante el intervalo A¢ ha
sido elastico lineal.
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