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Resumen Dado que las propiedades eléctricas y térmi-

cas del grafeno están influenciadas por la presencia de

defectos topológicos en el material y que éstos condicio-

nan aśı las futuras aplicaciones del grafeno como mate-

rial base de componentes nanoelectrónicos, es necesario

disponer de un modelo de comportamiento del grafeno

que permita incluir dichos defectos. En este trabajo se

ha obtenido un modelo de fuerzas interatómicas a partir

del potencial AIREBO (Adaptive Intermolecular Reac-

tive Empirical Bond-Order), desarrollado por Stuart et

al. [1], que incluye interacciones atómicas hasta veci-

nos de orden cuarto. Se presentan, tanto expresiones

expĺıcitas de las derivadas del potencial, como los valo-

res de las constantes de fuerza. Hemos verificado que el

modelo de fuerzas cumple con las simetŕıas del cristal y

las curvas de dispersión de fonones del correspondien-

te modelo dinámico presentan un buen acuerdo con las

obtenidas por otros autores. Además, hemos verifica-

do que las interacciones con vecinos terceros y cuartos

no modifican, ni la estructura del campo de desplaza-

mientos alrededor de los núcleos de dislcocación, ni sus

correspondientes enerǵıas de formación que se predicen

a partir de la teoŕıa discreta de dislocaciones de Ariza

y Ortiz [2].
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Escuela Tècnica Superior de Ingenieŕıa
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FORCE CONSTANTS MODEL FOR

GRAPHENE FROM AIREBO POTENTIAL

Summary In view of the influence that topological

defects have on the thermal and electrical properties

of graphene, and given the pivotal role that such pro-

perties play in potential applications of graphene as a

building block for nano-electronic components, models

of graphene behavior that allow for the consideration of

such defects are of the essence. In the present work, we

have obtained an atomic force-constant model from the

AIREBO potential (Adaptive Intermolecular Reactive

Empirical Bond-Order), of Stuart et al. [1], that ac-

counts for interatomic interactions up to fourth neigh-

bors. We present explicit expressions of the potential

derivatives as well as the force-constant values. We ha-
ve verified that the force-constant model is invariant

under the crystal symmetries and that the phonon-

dispersion curves of the corresponding dynamic model

are in good agreement with those obtained by other

authors. In addition, we have verified that the third-

and fourth-neighbor interactions affect neither the dis-

placement field in the vicinity of dislocation cores nor

the corresponding formation energies predicted by the

theory of discrete dislocations of Ariza and Ortiz [2].

1. Introducción

El grafeno es un cristal bidimensional de átomos de

carbono organizados en forma hexagonal [3,4]. Sus pro-

piedades, tanto mecánicas, como magnéticas y eléctri-

cas, son excepcionales y han despertado un interés ge-

neral por su estudio y el desarrollo de aplicaciones muy

prometedoras en diversos campos [5,6,7], principalmen-

te en el área de los componentes nanoelectrónicos. Sin
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embargo, dichas propiedades pueden verse modificadas

por la estructura geométrica de la lámina y la presen-

cia de defectos topológicos en el material [8,9]. Por lo

tanto, resulta necesario disponer de un modelo del com-

portamiento mecánico del grafeno y sus defectos [10].

Además, dado que el tamaño de los dispositivos eléctro-

nicos se hace cada vez más pequeño, el estudio de la es-

tabilidad térmica de la estructura atómica y la movili-

dad de los defectos en la red, adquiere mayor relevancia

dado el acoplamiento térmico-eléctrico [11].

Los materiales con base de carbono, en general, y

el grafeno, en particular, se han estudiado utilizando

cálculos basados en primeros principios y una gran va-

riedad de potenciales interatómicos [12,13,14,15,16,17,

18,1,19]. Los potenciales más sencillos son lineales y se

definen en términos de constantes de fuerza [16,18,12,

19]. Los potenciales interatómicos dependientes del or-

den de los enlaces más generales incluyen el potencial

REBO (Reactive Empirical Bond-Order) desarrollado

por Brenner en 1990 [17] para hidrocarburos. Éste fue

modificado posteriormente [1] para incluir efectos de

torsión, dispersión y repulsión entre átomos más aleja-

dos que los primeros vecinos, dando lugar a un nuevo

potencial denominado AIREBO (Adaptive Intermole-

cular Reactive Empirical Bond-Order).

En relación con las constantes de fuerzas interatómi-

cas, una cuestión debatida ampliamente ha sido ¿cuál

es el número mı́nimo y necesario de interacciones a te-

ner en cuenta en las nanoestructuras de carbono? La

respuesta más ampliamente aceptada ha sido: es ne-

cesario considerar interacciones hasta vecinos cuartos

[15,12]. Sin embargo, en un trabajo previo [10] hemos

estudiado y predicho adecuadamente las estructuras al-
rededor de los núcleos de dislocación en grafeno y sus

enerǵıas, basándonos en un modelo de constantes de

fuerzas con interacciones hasta segundos vecinos obte-

nido a partir del potencial lineal en diferencias de des-

plazamiento desarrollado por Aizawa et al. [18]. Poste-

riormente, hemos analizado la estabilidad de los defec-

tos [11] añadiendo a los resultados del modelo discreto

cálculos de dinámica molecular de relajación a distintas

temperaturas, usando el código LAMMPS que tiene im-

plementado el potencial AIREBO completo. Cabe pre-

guntarse si el hecho de utilizar en primer lugar la parte

lineal de un potencial, considerando además interaccio-

nes hasta vecinos segundos, y en segundo lugar un po-

tencial completo distinto, con además interacciones de

largo alcance, es o no adecuado. Los resultados de este

trabajo resuelven esas posibles dudas y demuestran que

en una primera aproximación es suficiente considerar

interacciones hasta vecinos segundos y que además la

linealización de ambos potenciales son totalmente equi-

valentes.

En este trabajo, se presenta un modelo de fuerzas

interatómicas para el grafeno que incluye interacciones

atómicas hasta vecinos cuartos y que se ha obtenido por

linealización de los términos del potencial AIREBO. Se

presentan, tanto expresiones expĺıcitas de las deriva-

das del potencial, como los valores de las constantes

de fuerza. En el apartado 2 describimos brevemente al-

gunos elementos básicos de la teoŕıa discreta de redes,

necesarios para ilustrar la construcción de modelo de

fuerzas en el apartado 3. Por último, en el apartado 4

hemos validado el modelo, verificando que el modelo de

fuerzas cumple con las simetŕıas del cristal y las cur-

vas de dispersión de fonones del correspondiente mode-

lo dinámico presentan un buen acuerdo con resultados

experimentales, las correspondientes a cálculos basados

en primeros principios y las obtenidas previamente por

los autores. Además, hemos verificado que las interac-

ciones con vecinos terceros y cuartos no modifican ni

la estructura del campo de desplazamiento alrededor

de los núcleos de dislcocación, ni sus correspondientes

enerǵıas de formación que se predicen a partir de la

teoŕıa discreta de dislocaciones de Ariza y Ortiz [2].

2. Teoŕıa discreta de redes y complejo de red

para el grafeno

Con anterioridad a este trabajo, los autores hemos

desarrollado una teoŕıa general discreta de dislocacio-

nes en redes cristalinas [2] y la hemos extendido al gra-

feno [10,11]. Presentamos en este apartado los elemen-

tos básicos de dicha teoŕıa y el complejo de red del

grafeno.

1 2 1

2

3

1

Figura 1. Celdas-0, 1 y 2 del grafeno agrupadas por
tipo

Siguiendo [2], consideramos la red de grafeno como

una colección de celdas C de distintas dimensiones, do-

tadas con operadores diferenciales discretos y una in-

tegral discreta. En concreto, el complejo para el gra-

feno (Figura 1) es bidimensional y consta de: átomos,

o celdas-0, enlaces atómicos, o celdas-1, y celdas hexa-

gonales, o celdas-2. Para facilitar la notación, llama-

mos Ep(C) el conjunto de todas las celdas de dimensión

p = 0, 1, 2 en el complejo de celdas C en el grafeno.
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Estas celdas proporcionan el soporte para la definición

de funciones, o formas, de distintas dimensiones. De

esta forma, a las funciones definidas sobre los átomos

las llamamos una forma-0, a las funciones definidas so-

bre los enlaces atómicos las llamamos una forma-1 y

las funciones definidas sobre las celdas hexagonales las

llamamos una forma-2. Aśı, las formas proporcionan el

instrumento para describir el comportamiento de la red

del grafeno, tanto desplazamientos, como autodeforma-

ciones y densidades de dislocación.

Para definir los operadores diferenciales discretos de

la red, es preciso empezar definiendo la orientación de

todas las celdas (Figura 1). Supongamos que ω es una

forma-0 definida en los átomos de la red y eab es un

enlace atómico definido entre los átomos a y b, véase 2.

Además, supongamos que eab está orientado desde a

hasta b. De esta forma, el diferencial dω(eab) de ω en

eab es

dω(eab) = ω(ea)− ω(eb). (1)

Supongamos también que ω es una forma-1 definida

en los enlaces atómicos y sea eabcdef una celda hexago-

nal con los enlaces atómicos eab, ebc, ecd, ede, eef and

efa a lo largo de su contorno, véase 2. Entonces, el di-

ferencial dω(eab) de ω en eabcdef es

dω(eabcdef ) = −ω(eab) + ω(ebc)

+−ω(ecd) + ω(ede)

+−ω(eef ) + ω(efa)

(2)

Por último, si ω es una forma-2 definida en las celdas

hexagonales, entonces su diferencial es el vector

dω =
∑

e2∈E2(C)

ω(e2) (3)

Por lo tanto, el operador diferencial extiende: formas-

0, definidas en los átomos, a formas-1, definidas en

los enlaces atómicos; formas-1, definidas en los enlaces

atómicos, a formas-2, definidas en las celdas hexagona-

les; y formas-2, definidas en las celdas hexagonales, a

vectores. Los operadores diferenciales discretos pueden

entenderse como los equivalentes discretos del grad, rot

y div del cálculo vectorial. En concreto, el diferencial

de formas-0 es el equivalente discreto del operador grad,

el diferencial de formas-1 es el equivalente discreto del

operador rot y el diferencial de formas-2 es el equivalen-

te discreto del operador div del cálculo vectorial. Puede

comprobarse a partir de la definicón de los operadores

discretos [20] que

d2 = 0 (4)

que representa el equivalente discreto de las identidades

rot ◦ grad = 0 y div ◦ rot = 0.

Agrupando por tipos las celdas C de la red de gra-

feno, podemos ver que dentro de un mismo tipo las cel-

das son traslaciones unas de otras y tienen los mismos

vecinos, por lo tanto forman redes de Bravais simples

[11]. Grafeno tiene dos tipos de átomos, tres tipos de

enlaces atómicos y un tipo de celda hexagonal (Figu-

ra 2). Consecuentemente es posible aplicar al estudio de

las formas discretas que hemos descrito anteriormente

la Transformada Discreta de Fourier (TDF) y sus pro-

piedades, que incluyen la identidad de Parseval discreta

y un teorema de convolución discreto (véase para más

detalles [21,2]).

ba

cf

e d

ba

Figura 2. Diagrama para la definición de los operado-
res diferenciales discretos en grafeno

Aśı, la transformada discreta de Fourier de una forma-

p ω es

ω̂(θ, α) =
∑
l∈Z2

ω(l, α)e−iθ·l (5)

donde l ∈ Z2 son las coordenadas enteras de la red de

Bravais y α puede tomar los valores 1 o 2 para formas-

0, 1, 2 o 3 para formas-1 y 1 para formas-2. Igualmente,

la TDF del diferencial dω es

d̂ω(θ, α) =

Np∑
β=1

Q

(
θ

α β

)
ω̂(θ, β) (6)

donde los coeficientes Q
(

θ
α β

)
representan la estructura

diferencial de la red. Para la estructura diferencial del

grafeno definida en (1) y (2) tenemos

Q1(θ) =

 1 −eiθ2

1 −1

1 −e−iθ3

 (7a)

Q2(θ) =
(
eiθ3 − 1, 1− eiθ1 , eiθ1 − eiθ3

)
(7b)

siendo

θ3 = θ2 − θ1, (8)
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que definen las representaciones en el dominio de Fou-

rier de los diferenciales de formas-0 y formas-1, respec-

tivamente.

En el contexto de los operadores discretos y dada la

invariancia de la enerǵıa de un cristal frente a traslacio-

nes, la enerǵıa de una red perfecta puede escribirse en

término del diferencial del campo de desplazamientos

du y unas constantes de fuerza entre enlaces atómicos

B, en lugar de la representación clásica en término del

campo de desplazamientos u y unas constantes de fuer-

zas entre átomos A. De esta forma tenemos

E(u) =
1

2

∑
e1∈E1

∑
e′1∈E1

Bij(e1, e
′
1)dui(e1)duj(e

′
1)

≡ 1

2
〈Bdu, du〉 (9)

donde Bij(e1, e
′
1) representa la enerǵıa de interacción

dado un diferencial de desplazamiento unidad en la di-

rección de la coordenada j en el enlace e′1 y un dife-

rencial de desplazamiento unidad en la dirección de la

coordenada i en el enlace e1. Dado que el operador di-

ferencial es lineal, la enerǵıa (9) puede escribirse alter-

nativamente como

E(u) =
1

2

∑
e0∈E0

∑
e′0∈E0

Aij(e0, e
′
0)ui(e0)uj(e

′
0)

≡ 1

2
〈Au,u〉 (10)

donde Aij(e0, e
′
0) representa la enerǵıa de interacción

dado un desplazamiento unidad en la dirección de la

coordenada j en el átomo e′0 y un desplazamiento uni-

dad en la dirección de la coordenada i en el átomo e0.

Además, por la invariancia ante traslaciones de la

red, podemos escribir Bdu y Au en forma de convo-

lución y tras aplicar la indentidad de Parseval pode-

mos obtener la representación de la TDF de la enerǵıa

armónica como

E(u) =
1

(2π)2

∫
[−π,π]2

1

2
〈Ψ̂(θ)d̂u(θ), d̂u

∗
(θ)〉 d2θ (11a)

E(u) =
1

(2π)2

∫
[−π,π]2

1

2
〈Φ̂(θ)û(θ), û∗(θ)〉 d2θ (11b)

Las representaciones anteriores indican que los cam-

pos de constantes de fuerzas entre enlaces atómicos, Ψ ,

y entre átomos, Φ, están relacionados por

Φ̂ij = QT1 Ψ̂ijQ
∗
1 (12)

En este punto es fácil disponer de la enerǵıa de un

cristal con dislocaciones sin más que incluir en la ex-

presión (9) las autodeformaciones [22] correspondientes

a deslizamientos en el cristal

E(u) =
1

2
〈B(du− β), (duβ)〉 (13)

donde β representa el campo de autodeformaciones defi-

nido en los enlaces atómicos. Minimizando la enerǵıa

(13) con respecto a los desplazamientos podemos obte-

ner la enerǵıa almacenada en el cristal y el campo de

desplazamientos debidos a la presencia de dislocaciones

en el cristal [10].

3. Modelo de fuerzas interatómicas

La utilización de potenciales tipo Tersoff [16] se ha

convertido en un método muy popular de modelizar

computacionalmente materiales con base de carbono,

entre otros muchos. El potencial REBO [17] forma par-

te de este tipo de potenciales y, aunque no es válido para

estudiar cualquier hidrocarburo, sucesivas modificacio-

nes han permitido utilizarlo con éxito para modelizar

por ejemplo, grafito y fulereno. Sin embargo, no con-

sidera efectos de torsión de los enlaces ni interacciones

entre átomos no enlazados, necesarias para modelizar

adecuadamente el comportamiento del grafeno. El po-

tencial AIREBO [1], basado en el potencial desarrollado

por Brenner, incluye estos últimos efectos añadiendo al

potencial original dos nuevos términos,

EAIREBO = EREBO + ELJ + Etors (14)

un potencial Lennard-Jones, ELJ , tipo 12 − 6 y un

término de torsión, Etors, que depende de los ángulos

diedros. En este apartado describimos brevemente los

términos del potencial AIREBO

E =
1

2

∑
i

∑
j 6=i

EREBOij + ELJij +
∑
k 6=i,j

∑
l 6=i,j,k

Etorskijl


(15)

particularizados para el grafeno y la linealización del

mismo con el fin de obtener un modelo de constantes

de fuerza en la forma descrita en el Apartado 2. Hemos

considerado interacciones hasta vecinos de orden cuarto

(Figura 3), aunque los términos ELJ y Etors describen

interacciones a partir de vecinos terceros.

3.1. Potencial AIREBO

El término EREBO incluye efectos de repulsión y

atracción, asociados a los términos V Rij y V Aij , respecti-

vamente

EREBOij = V Rij (rij) + bijV
A
ij (rij) (16)

donde bij es función del tipo de enlace entre los átomos

i y j y sus vecinos,

bij =
1

2

[
pσπij + pσπji

]
+ πrcij + πdhij (17)
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Figura 3. Modelo de vecinos hasta orden cuarto en
grafeno. Hay dos tipos de átomos en grafeno, átomo de
referencia y segundos vecinos (◦) y vecinos primeros,
terceros y cuartos (•)

es decir, depende del ángulo que forman los vecinos de

los átomos i y j con el enlace ij, y es una función

monótonamente decreciente con el número de coordi-

nación N , de la forma b ∼ N−1/2.

El término repulsivo depende únicamente del tipo

de átomos i y j

V Rij = wij(rij)

[
1 +

Qij
rij

]
Aije

−αijrij (18)

a través de los parámetros Qij , Aij y αij (Tabla 1).

Obsérvese como la repulsión tiende a infinito cuando la

separación entre átomos tiende a 0. Por otra parte, el

término de atracción V Aij

V Aij = −wij
3∑

n=1

B
(n)
ij e

−β(n)
ij rij (19)

disminuye su efecto con la distancia entre átomos me-

diante la función wij

wij(rij) = S′(tc(rij)) (20)

donde S′(t) se expresa como

S′(t) = Θ(−t) +
1

2
Θ(t)Θ(1− t) [1 + cosπt] (21)

y tc(rij) es función de unas distancias máxima y mı́nima

entre átomos (Tabla 2).

tc(rij) =
rij − rminij

rmaxij − rminij

(22)

Tabla 1. Parámetros AIREBO para los términos de
atracción, repulsión, LJ y torsión

Parámetro CC

Qij 0.313460 Å
αij 4.7465391 Å−1

Aij 10953.544 eV

B
(1)
ij 12388.792 eV

B
(2)
ij 17.567065 eV

B
(3)
ij 30.714932 eV

β
(1)
ij 4.7204523 Å−1

β
(2)
ij 1.4332132 Å−1

β
(3)
ij 1.3826913 Å−1

εij 0.00284 eV

σ
(2)
ij 3.40 Å

εiccj 0.3079 eV

Tabla 2. Parámetros de corte. Enlaces CC

Parámetro Mı́n Máx

rcc(Å) 1.7 2
Nc 3.2 3.7

N 2 3

s 0.1 0.1
r′cc(Å) 1.7 2

rLJ
cc (Å) σcc 21/6σcc
bcc 0.77 0.81

Los términos pσπij y pσπji de la ecuación (17), introdu-

cen en el modelo la interacción entre enlaces covalentes.

El primero es función de los enlaces del átomo i distintos

del ij, mientras que el segundo depende de los enlaces

del átomo j distintos del ji. Para el grafeno tenemos

pσπij =
1√

1 +
∑
k 6=i,j

wk(rk)gi(cos θjik) + Pij(NC
ij )

(23)

pσπji =
1√

1 +
∑
l 6=i,j

wl(rl)gi(cos θijl) + Pji(NC
ij )

(24)

siendo gi una función de penalización para enlaces muy

próximos entre si, que toma la siguiente forma

gC(cos θjik) = g
(1)
C (cos θjik)

+S′(tN (Nij))
[
g
(2)
C (cos θjik)− g(1)C (cos θjik)

]
(25)

θjik y θijl se corresponden con los ángulos formados

por los vectores (ri, rk) y (ri, rl), respectivamente (Fi-

gura 4)

cos θjik =
ri · rk
rirk

(26)

cos θijl =
ri · rl
rirl

(27)
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i

j

r
jlr

i

r
j

l

k

r
ik

θ
jik

θ
ijl

Figura 4. Convenio de ángulos adoptado

Tabla 3. Valores de la función gC y sus derivadas

cos θ gi ∂gi/∂ cos θ ∂2gi/∂(cos θ)2

-1 -0.010000 0.104000 0.000000

-2/3 0.028207 0.131443 0.140229

g
(1)
c -1/2 0.052804 0.170000 0.370000

-1/3 0.097321 0.400000 1.98000

1 1.00000 2.83457 10.2647

-1 -0.010000 0.104000 0.000000

-2/3 0.028207 0.131443 0.140229

g
(2)
c -1/2 0.052804 0.170000 0.370000

-1/3 0.097321 0.400000 1.98000

1 8.00000 20.2436 43.9336

El factor de escalado tN (Nij) de la ecuación (25)

tN (Nij) =
Nij −Nmin

ij

Nmax
ij −Nmin

ij

(28)

es función del número de coordinación local, Nij , y de

unos valores máximos y mı́nimos del mismo que depen-

den del material. Para el caso particular del grafeno se

tiene

Nij = NC
ij =

∑
k 6=i

δkCwk(rk)

− δjCwi(ri) (29)

Los valores g
(1)
C (cos θjik) y g

(2)
C (cos θjik) y sus deriva-

das primera y segunda respecto del ángulo que aparecen

en (25) son valores conocidos (Tabla 3).

El tercer término en la ecuación (17), πrcij , depen-

de de los números de coordinación atómicos y es nu-

lo para la red de grafeno con condiciones de contorno

periódicas. Por último, el cuarto término πdhij de (17),

está vinculado con los giros de torsión de los enlaces

πdhij = Tij(Nij , Nji, N
conj
ij )

∑
k 6=i,j

∑
l 6=i,j

(1− cos2 ωkijl)

w′ik(rik)w′jl(rjl)Θ(sin θjik − smin)

Θ(sin θijl − smin) (30)

con

w′ij(rij) = S′(t′c(rij)) (31)

y

t′c(rij) =
rij − rminij

rmax
′

ij − rminij

(32)

En este caso wkijl define el ángulo entre los planos

formados por los vectores (rji, rik) y (rij , rjl)

cosωkijl =
rji ∧ rik
rjirik

.
rij ∧ rjl
rijrjl

(33)

Las interacciones de largo alcance entre pares de

átomos se tienen en cuenta en el término ELJij del po-

tencial

ELJij = S(tr(rij))S(tb(b
∗
ij)) (34)

+ [1− S(tr(rij))]C
LJ
ij (rij)V

LJ
ij

donde V LJij no es más que un potencial de Lennar-Jones

tipo 6-12

V LJij = 4εij

[(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
]

(35)

y S(t) son funciones de corte

S(t) = Θ(−t) +Θ(t)Θ(1− t)
[
1− t2(3− 2t)

]
(36)

que dependen de las distancias entre pares de átomos

i y j, y de unos parámetros elegidos de forma definen

la región en la que ELJij es distinto de cero y además

garantizan que sus segundas derivadas son continuas.

Las expresiones de ti y CLJij , aśı como los parámetros,

pueden consultarse en [1].

Por último, el término Etors de 14 tiene en cuen-

ta las interacciones de largo alcance tipo torsión como

función del ángulo diedro ωijkl entre los átomos i, j, k

y l

Etorsij =
∑
k 6=i,j

∑
l 6=i,j,k

wij(rij)wjk(rjk)wkl(rkl)V
tors
ijkl (37)

donde

V torsijkl = εijkl

[
256

405
cos10

(ωijkl
2

)
− 1

10

]
(38)
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3.2. Linealización del potencial AIREBO

Como demostramos en el Apartado 2, la enerǵıa de

un cristal puede expresarse en términos de constantes

de fuerzas entre enlaces Ψij o constantes de fuerza in-

teratómicas Φij . Las primeras podemos obtenerlas por

linealización de un potencial y las segundas a partir de

las primeras mediante la relación (12). En general, dado

un potencial E, se tiene que

Ψij

(
l − l′

ab cd

)
=

∂2E

∂dx(l, ab)i∂dx(l′, cd)j
(39)

siendo dx(l, ab)i la componente i del vector correspon-

diente al enlace atómico ab con etiqueta de red l

dx(l − l′, ab) = x(l, b)− x(l′, a) (40)

definido desde el átomo a hasta el átomo b. Es preciso

obtener las derivadas segundas de todos los términos

del potencial AIREBO con respecto a los vectores co-

rrespondientes a las direcciones de los enlaces entre los

átomos cuyas interacciones estamos teniendo en cuenta

(Figura 5). Es decir, interacciones entre primeros y se-

gundos vecinos para el término REBO e interacciones

hasta cuartos vecinos para los términos LJ y torsión. En

el Apéndice se han incluido algunas expresiones anaĺıti-

cas de estas derivadas segundas.

(l,b)(l',a)

dx(l - l',ab)

Figura 5. Vector dx(l − l′, ab)

Conocidas las constantes de fuerza entre enlaces has-

ta vecinos de orden cuarto Ψij
(
l
αβ

)
en el espacio real,

es posible determinar a partir de (5) la matriz de cons-

tantes de fuerza entre enlaces en el dominio de Fourier,

Ψ̂ , y a su vez mediante la relación (12), la matriz de

constantes de fuerzas interatómicas, Φ̂.

En general, la simetŕıa del cristal nos permite a su

vez determinar la forma que deben cumplir las matrices

de constantes de fuerza interatómicas Φi(l) entre veci-

nos de orden i. Para el grafeno, el modelo hasta vecinos

de orden cuarto es el siguiente

Φi = −

αi 0 0

0 βi 0

0 0 δi

 (41)

Φj = −

 αj γj 0

−γj βj 0

0 0 δj

 (42)

para i = 1, 3 y j = 2, 4. Los valores de los parámetros

αi, βi, γi y δi obtenidos a partir de la linealización del

potencial AIREBO se presentan en la Tabla 4 junto con

los obtenidos por Ariza y Ortiz [10] para interacciones

hasta vecinos segundos a partir del potencial de Aiza-

wa, por Tewary y Yang [19] a partir de un potencial

parametrizado construido a partir de un potencial tipo

Tersoff más un término de enerǵıa de interacción radial

y por Wirtz y Rubio [12] a partir de cálculos basados

en primeros principios.

Tabla 4. Parámetros de los modelos de constantes de
fuerzas hasta vecinos segundos obtenidos por Ariza y
Ortiz [10] y hasta vecinos cuartos obtenidos por Tewary
y Yang [19], Wirtz y Rubio [12] y en este trabajo

[10] este trabajo [19] [12]

α1 364.0 527.7 409.7 399.0

β1 247.0 68.1 145.0 135.7

δ1 100.5 118.3 98.9 292.8

α2 -30.8 5.8 - 40.8 -79.6

β2 72.3 32.7 74.2 67.8

γ2 -17.8 26.7 -9.1 39.2

δ2 -11.5 -16.9 -8.2 0.9

α3 0.0 - 33.2 0.0

β3 0.0 50.1 0.0

δ3 3.7 5.8 -34.3

α4 0.0 10.5 0.0

β4 0.0 5.0 0.0

γ4 0.0 2.2 0.0

δ4 -1.8 - 5.2 17.1

4. Validación del modelo

Una forma convencional de demostrar la estabili-

dad y validez de los modelos de constantes de fuerza

es compararlos con curvas de dispersión de fonones ob-

tenidas experimentalmente. En este sentido, los valores

experimentales disponibles en la literatura para el gra-

feno se han representado en la Figura 6, junto con las

curvas de dispersión de fonones correspondientes al mo-

delo de constantes de fuerza obtenido en este trabajo y

al obtenido previamente por los autores a partir del po-

tencial de Aizawa [10]. Estos últimos fueron validados

en su momento mediante una segunda comparación con

curvas de dispersión obtenidas a partir de cálculos ba-

sados en primeros principios [12]. Por lo tanto, en aras

de la claridad no hemos considerado necesario incluir

aqúı esta otra comparación de nuestro nuevo modelo

de fuerzas interatómicas.



112 M.P. Ariza, C. Ventura, M. Ortiz

0

5 0 0

1 0 0 0

1 5 0 0
 P o t e n c i a l  A i z a w a
 P o t e n c i a l  A I R E B O
 E x p e r i m e n t o s

GKM
 

 

w (
cm

-1 )

G

Figura 6. Comparación entre los valores puntuales de dispersión de fonones experimentales (obtenidos por Sieben-
tritt et al. [23] (triángulos vaćıos), Oshima et al. [24] (cuadrados llenos), Nicklow et al. [25] (cuadrados vaćıos) and
Yanagisawa et al. [26] (triángulos llenos)) y las curvas de dispersión de fonones calculadas a partir del potencial
de Aizawa et al. [18] y las calculadas a partir del potencial AIREBO [1]

0

5 0 0

1 0 0 0

1 5 0 0

 v e c i n o s  c u a r t o s
 v e c i n o s  s e g u n d o s

GKM  

 

w (
cm

-1 )

G

Figura 7. Comparación curvas de dispersión de fonones a partir de modelo de constantes de fuerza con interac-
ciones hasta vecinos segundos y cuartos

En la Figura 6 puede verse que el modelo de cons-

tantes de fuerza obtenido linealizando el potencial AI-

REBO reproduce aproximadamente en su conjunto la

estructura de los datos de dispersión de fonones experi-

mentales. Por otro lado, la comparación con la curvas de

dispersión obtenidas del modelo de constantes de fuerza

a partir del potencial de Aizawa, muestra que los va-

lores de frecuencias de vibración son bastante similares

salvo los tramos entre los puntos M y K. Las discre-

pancias en estos tramos son habituales en las curvas de

dispersión de fonones que se encuentran en la literatura

espećıfica. Una segunda confirmación de la estabilidad

del modelo de fuerzas y de que, en particular, la velo-

cidades de los fonones están bien definidas para todas

las longitudes de onda puede verse en la Figura 7. Se

han representado en esta figura las curvas de dispersión

para un modelo de constantes de fuerzas con interac-

ciones hasta vecinos segundos y otro con interacciones
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hasta vecinos cuartos. Puede verse que las diferencias

son mı́nimas para todas las curvas y longitudes de onda.

La mecánica discreta de redes presentada brevemente

en el Apartado 2, representa de forma exacta la elastici-

dad lineal de redes. Por lo tanto, es importante compro-

bar la capacidad de la teoŕıa de predecir las estructuras

de los núcleos de defectos. Esta habilidad de la teoŕıa

discreta ya ha sido demostrada por los autores ante-

riormente para el caso del grafeno [10]. En este trabajo

comparamos la estructura de los núcleos que se obtie-

nen a partir del modelo de constantes de fuerza actual

y la obtenida previamente [10] para una distribución

periódica de dipolos de dislocación. El campo de desli-

zamientos, definido en los enlaces de la red, adecuado

para generar una configuración de dipolos puede con-

sultarse en [10]. Las Figuras 8 y 9 presentan una gran

similitud en la estructura del núcleo del defecto, conte-

niendo ambas el anillo heptágono-pentágono (7-5-5-7)

conocido como defecto Stone-Wales (SW). El campo de

desplazamientos obtenido a partir del modelo de fuerzas

del potencial AIREBO es más relajado que el obtenido

a partir del modelo de fuerzas del potencial de Aizawa.

Estas diferencias son razonables y motivadas por el he-

cho de que el potencial de Aizawa es lineal en diferencias

de desplazamientos atómicos mientras que el potencial

AIREBO es más completo y contiene interacciones de

mayor orden. La Figura 10, en la que se comparan los

campos de desplazamiento obtenidos a partir de ambos

potenciales para un dipolo de mayor longitud, confirma

la observación anterior.

Figura 8. Estructura del núcleo correspondiente al di-
polo de menor longitud obtenido a partir del modelo de
constantes de fuerza del potencial AIREBO, represen-
tado sobre la red sin defectos

Figura 9. Estructura del núcleo correspondiente al di-
polo de menor longitud obtenido a partir del modelo de
constantes de fuerza del potencial de Aizawa, represen-
tado sobre la red sin defectos

Figura 10. Campos de desplazamientos alrededor de
un dipolo, obtenidos a partir del potencial AIREBO
(negro) y del potencial de Aizawa (gris)

5. Conclusiones

Hemos obtenido un modelo de constantes de fuerza

interatómicas para el grafeno a partir de la linealización

del potencial AIREBO (Adaptive Intermolecular Reac-

tive Empirical Bond-Order), desarrollado por Stuart et

al. [1]. El modelo cumple con las simetŕıas del cristal y

las curvas de dispersión de fonones del correspondiente

modelo dinámico se ajustan razonablemente tanto a los

resultados experimentales, como a las correspondientes

a cálculos basados en primeros principios. Se han com-

parado favorablemente las estructuras de los núcleos

de defectos, obtenidos a partir del modelo actual y el
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presentado en [10], para distintas longitudes de dipo-

los de dislocación contenidos en celdas con condiciones

de contorno periódicas. Igualmente, se ha confirmado

la presencia del anillo heptágono-pentágono (7-5-5-7)

como fruto de una dislocación.

La equivalencia entre el modelo actual, que consi-

dera interacciones hasta vecinos cuartos, y el modelo

de fuerzas obtenido previamente por Ariza and Ortiz

[10] que inclúıa interacciones hasta vecinos segundos,

ha quedado demostrada.
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Apéndice

Derivadas primeras de Eij

Eij = V Rij + bijV
A
ij (43)

∂Eij
∂ri

=
∂V Rij
∂ri

ri
ri

+
∂V Aij
∂ri

ri
ri
bij + V Aij

∂bij
∂ri

(44)

∂Eij
∂rkm

= V Aij
∂bij
∂rkm

(45)

Derivadas segundas de Eij

Derivadas segundas en ri

∂2Eij
∂r2i

=

(
∂2V Rij
∂r2i

+
∂2V Aij
∂r2i

bij

)
ri
ri
⊗ ri
ri

(46)

+
1

ri

(
∂V Rij
∂ri

+
∂V Aij
∂ri

bij

)(
Iii −

ri
ri
⊗ ri
ri

)

+
∂V Aij
∂ri

ri
ri
⊗ ∂bij
∂ri

+
∂V Aij
∂ri

∂bij
∂ri
⊗ ri
ri

+ V Aij
∂2bij
∂r2i

∂2Eij
∂ri∂rkm

=
∂V Aij
∂ri

∂bij
∂rkm

⊗ ri
ri

+ V Aij
∂2bij

∂ri∂rkm
(47)

∂2Eij
∂ri∂rln

=
∂V Aij
∂ri

∂bij
∂rln

⊗ ri
ri

+ V Aij
∂2bij
∂ri∂rln

(48)

Derivadas segundas en rk

∂2Eij
∂rkm∂ri

=
∂V Aij
∂ri

ri
ri
⊗ ∂bij
∂rkm

+ V Aij
∂2bij

∂rkm∂ri
(49)

∂2Eij
∂rkm∂rkp

= V Aij
∂2bij

∂rkm∂rkp
(50)

∂2Eij
∂rkm∂rln

= V Aij
∂2bij

∂rkm∂rln
(51)

Derivadas segundas en rl

∂2Eij
∂rln∂ri

=
∂V Aij
∂ri

ri
ri
⊗ ∂bij
∂rln

+ V Aij
∂2bij
∂rln∂ri

(52)

∂2Eij
∂rln∂rkm

= V Aij
∂2bij

∂rln∂rkm
(53)

∂2Eij
∂rln∂rlq

= V Aij
∂2bij

∂rln∂rlq
(54)

Derivadas primeras de bij

∂bij
∂ri

=
1

2

(
∂pσπij
∂ri

+
∂pσπji
∂ri

)
+
∂πdhij
∂ri

(55)

∂bij
∂rkm

=
1

2

∂pσπij
∂rkm

+
∂πdhij
∂rkm

(56)

∂bij
∂rln

=
1

2

∂pσπji
∂rln

+
∂πdhij
∂rln

(57)

Derivadas segundas de bij

Derivadas segundas en ri

∂2bij
∂r2i

=
1

2

(
∂2pσπij
∂r2i

+
∂2pσπji
∂r2i

)
+
∂2πdhij
∂r2i

(58)

∂2bij
∂ri∂rkm

=
1

2

∂2pσπij
∂ri∂rkm

+
∂2πdhij
∂ri∂rkm

(59)

∂2bij
∂ri∂rln

=
1

2

∂2pσπji
∂ri∂rln

+
∂2πdhij
∂ri∂rln

(60)
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Derivadas segundas en rkm

∂2bij
∂rkm∂ri

=
1

2

∂2pσπij
∂rkm∂ri

+
∂2πdhij
∂rkm∂ri

(61)

∂2bij
∂rkm∂rkp

=
1

2

∂2pσπij
∂rkm∂rkp

+
∂2πdhij

∂rkm∂rkp
(62)

∂2bij
∂rkm∂rln

=
∂2πdhij

∂rkm∂rln
(63)

Derivadas de pσπij

Derivadas primeras de pσπij

∂pσπij
∂ri

= −1

2

(
pσπij
)3 ∑

α=1,2

wkα
∂gckα

∂ cos θkα

∂ cos θkα
∂ri

(64)

∂pσπij
∂rkm

= −1

2

(
pσπij
)3 [∂wkm

∂rkm
gckm

+wkm
∂gckm

∂ cos θkm

∂ cos θkm
∂rkm

]
(65)

Derivadas segundas en ri

∂2pσπij
∂r2i

=
3

4

(
pσπij
)5 [ ∑

α=1,2

wkα
∂gckα

∂ cos θkα

∂ cos θkα
∂ri

]2

− 1

2

(
pσπij
)3 ∑

α=1,2

wkα
∂2gckα
∂cos θ2kα

∂ cos θkα
∂ri

⊗ ∂ cos θkα
∂ri

− 1

2

(
pσπij
)3 ∑

α=1,2

wkα
∂gckα

∂ cos θkα

∂2 cos θkα
∂r2i

(66)

∂2pσπij
∂ri∂rkm

=
3

4

(
pσπij
)5 [

gckm
∂wkm
∂rkm

+wkm
∂gckm

∂ cos θkm

∂ cos θkm
∂rkm

]
⊗
[
wk1

∂gck1
∂ cos θk1

∂ cos θk1
∂ri

+ wk2
∂gck2

∂ cos θk2

∂ cos θk2
∂ri

]
−

− 1

2

(
pσπij
)3 [ ∂gckm

∂ cos θkm

∂wkm
∂rkm

⊗ ∂ cos θkm
∂ri

+wkm
∂2gckm
∂cos θ2km

∂ cos θkm
∂rkm

⊗ ∂ cos θkm
∂ri

]

− 1

2

(
pσπij
)3 [

wkm
∂gckm

∂ cos θkm

∂2 cos θkm
∂ri∂rkm

]
(67)

Derivadas segundas en rkm

∂2pσπij
∂rkm∂ri

=
3

4

(
pσπij
)5 [ ∑

α=1,2

wkα
∂gckα

∂ cos θkα

∂ cos θkα
∂ri

]

⊗
[
∂wkm
∂rkm

gckm + wkm
∂gckm

∂ cos θkm

∂ cos θkm
∂rkm

]
− 1

2

(
pσπij
)3 [ ∂gckm

∂ cos θkm

∂ cos θkm
∂ri

⊗ ∂wkm
∂rkm

+wkm
∂2gckm
∂cos θ2km

∂ cos θkm
∂ri

⊗ ∂ cos θkm
∂rkm

]

− 1

2

(
pσπij
)3 [

wkm
∂gckm

∂ cos θkm

∂2 cos θkm
∂rkm∂ri

]
(68)

∂2pσπij
∂rkm∂rkp

=
3

4

(
pσπij
)5 [∂wkp

∂rkp
gckp

+wkp
∂gckp

∂ cos θkp

∂ cos θkp
∂rkp

]
⊗
[
∂wkm
∂rkm

gckm + wkm
∂gckm

∂ cos θkm

∂ cos θkm
∂rkm

]
(69)

∂2pσπij
∂r2km

=
3

4

(
pσπij
)5 [∂wkm

∂rkm
gckm

+wkm
∂gckm

∂ cos θkm

∂ cos θkm
∂rkm

]2
− 1

2

(
pσπij
)3 [∂2wkm

∂r2km
gckm +

∂gckm
∂ cos θkm(

∂wkm
∂rkm

⊗ ∂ cos θkm
∂rkm

+
∂ cos θkm
∂rkm

⊗ ∂wkm
∂rkm

)]
− 1

2

(
pσπij
)3 [

wkm
∂2gckm
∂cos θ2km

∂ cos θkm
∂rkm

⊗ ∂ cos θkm
∂rkm

]
−

− 1

2

(
pσπij
)3 [

wkm
∂gckm

∂ cos θkm

∂2 cos θkm
∂r2km

]
(70)
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