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RESUMEN

El propésito del presente articulo es seguir la evolucidn de las formulaciones de elementos
finitos mds conocidas para el estudio de la no linealidad geométrica®-** haciendo hincapié en el
paralelismo entre estos métodos y los métodos explicitos tradicionalmente usados en el anélisis
de estructuras de barras {coeficientes de estabilidad, matriz geométrica y P-delta) y mostrando
las simplificaciones que éstos introducen.

SUMMARY

The purpose of this article is to follow the evolution of the most well known finite element
formulations in order to study their nonlinear geometrical aspects, paying particular attention to
the paralelism between these methods, and the explicit methods traditionally used on structural
analysis of bars (stability coefficients, geometrical stiffness matrix and P-Delta) and to show
the simplifications that the former methods introduce.

INTRODUCCION

El hecho de que la bibliografia existente sobre la no linealidad geométrica sea
extraordinariamente abundante®**?1*% implica varios riesgos:

1) Imposibilidad de acceder a todos los articulos, incluso para los especialistas.

2) Retraimiento por parte de los no especialistas a introducirse en un terreno en
ocasiones complejo, lo que se debe, al menos parcialmente, a la formulacién
matematica que la no linealidad conlleva.

Esto es debido a que los métodos no lineales se han desarrollado plenamente a
partir de la irrupcién del método de los elementos finitos en ingenieria y las diferentes
formulaciones utilizadas, asi como la generalidad de las mismas, origina que, en muchos
casos, no sea evidente la aplicacién inmediata de sus procedimientos para los no
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iniciados. Esta circunstancia, unida a aspectos practicos en relacién con el uso de
pequeiios ordenadores (ahorro de memoria y tiempo de calculo, fundamentalmente),
hace que sigan siendo validos diferentes métodos que se desarrollaron con anterioridad al
método de los elementos finitos (funciones de estabilidad) o simultdneamente al mismo,
introduciendo simplificaciones diversas, (matriz geométrica, P-delta), todos ellos ttiles
en el estudio de las estructuras modelizables por medio de barras.

Los articulos en que se analizan y emplean estas formulaciones son numerosos,
pero no son menos numerosos aquellos articulos en los cuales se utilizan con evidente
desconocimiento del fundamento teérico que las sustenta. Hablaremos aqui del
paralelismo existente entre todas ellas y de sus limitaciones y posibilidades, realizando
una breve revisidn histérica de las lineas de desarrollo mas conocidas, haciendo hincapié
en los aspectos anteriormente citados.

En las formulaciones explicitas y para una mayor sencillez nos cefiiremos a las
expresiones de pértico plano, aunque son perfectamente generalizables al caso espacial.

ALGUNOS ASPECTOS DE LA TERMINOLOGIA

Antes de entrar en la evolucién histérica, es importante aclarar algunos aspectos de
la terminologia estrechamente ligados a la formulacién de los problemas de estructuras
considerando la no linealidad geométrica.

Pequenas deformaciones y grandes movimientos.

En la elasticidad bidimensional la relacién entre las deformaciones y los corrimientos
viene expresada por el tensor de deformaciones de Green:

_bu  1i/bu 2 N
f2 = 5:c+2 (5:c) +(5.7:) l (1)
v _fu, b jbubu uge
== 5 "5 5z sy +63:6y’
Si los términos de segundo orden (productos de derivadas) son despreciables frente
a los de primer orden, cabe utilizar sélo los términos lineales y se dice que se trabaja
en teoria lineal. Por contra, si se utiliza la expresién anterior o una simplificacién de la
misma no lineal estamos en el caso de pequefias deformaciones y grandes movimientos.
Si los corrimientos (u,v) y sus gradientes son pequefios la aproximacién es
lineal siempre valida, sin embargo pueden existir grandes corrimientos con pequefas
deformaciones como ocurre, por ejemplo, con un giro de sélido rigido.
No debe olvidarse que esta simplificacién implica, en el caso de una barra recta,
despreciar la influencia que tiene el corrimiento en el sentido transversal (v) sobre la
deformacién en el sentido longitudinal (e, ).
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Pequerios giros.

La hipétesis de pequenos giros consiste en aceptar como vélida la aproximacién:
0=tg b6 ==send
cosf=1

Lo que conduce a la conocida simplificacién para la curvatura: C = y11, aceptada en
la mayoria de las formulaciones de barras, como ocurre en la expresién de la deformacién
de una viga con grandes desplazamientos debida a Washizu®®, con lo cual, si existen
grandes giros, las formulaciones obtenidas a partir de la misma son sélo aproximadas®”.

No linealidad geométrica.

En muchas ocasiones en el estudio de las estructuras, es aceptable la hipétesis de
que se comportan linealmente, esto es, que los desplazamientos ¢ son una funcién lineal
de las fuerzas aplicadas, (llamando desplazamientos a los corrimientos (u,v) y los giros
en los extremos del elemento). Esto es completamente admisible si los corrimientos son
pequenos, de tal forma que puede aceptarse que la geometria de los elementos no varia
durante la actuacién de las fuerzas exteriores y las deformaciones pueden aproximarse
de forma lineal y asimilarse a infinitésimos de primer orden. En caso contrario se dice
que la estructura presenta no linealidad geométrica.

La no linealidad geométrica es un fenémeno dnico que, de acuerdo con Powell?¢, se
debe fundamentalmente a:

a) La relacién que liga los desplazamientos de un elemento y las deformaciones del
mismo es no lineal. Esto es lo que Powell llama compatibilidad geométrica (Figura
1).

b) Al considerar el equilibrio del elemento, se observa que la relacién entre las fuerzas
y los desplazamientos es no lineal y depende de dichos desplazamientos (Figura
5.a.).

¢) El equilibrio debe plantearse en la posicién deformada.

Ahora bien, si el fendmeno es 1nico, en cuanto al andlisis pueden obviarse o
simplificarse algunos de los puntos anteriores, en cuyo caso la solucién obtenida sera
s6lo aproximada.

La utilizacién de una formulacién tangente permite linealizar las relaciones antes
citadas, de ahi el interés y la utilidad del uso de dicha formulacién. Por supuesto, no
debe olvidarse que lo verdaderamente importante es el equilibrio y la compatibilidad de
los elementos en la posicién deformada, sin importar el proceso analitico efectuado para
llegar a la solucién. Por tanto, el uso de la formulacién tangente “exacta” sélo es preciso
cuando se realiza un célculo incremental (sin verificar el equilibrio y la compatibilidad),
pues en ese caso existe una cierta garantia de que si los incrementos son pequefios y
el problema no presenta un caracter marcadamente no lineal, ]Ja solucién asi obtenida
se aproximara a la solucién real de una forma aceptable (Figura 2). Las formulaciones
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COMPATIBILIDAD GEOMETRICA
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Figura 1. Formulacién de la compatibilidad geométrica y simplificacién lineal
habitualmente utilizada

de tipo tangente son las mas ampliamente utilizadas y bésicamente nos cefiiremos a
ellas, aunque en muchos casos se utilizan de un modo secante, aproximacién que en la
practica suele ser admisible (Figura 3).

FUNCIONES DE ESTABILIDAD

La causa mas importante de la aparicién de fendémenos no lineales en una barra es,
sin duda, la presencia de un axil que actie sobre la misma. Si este axil es de compresién,
puede llevar a la ruina de la pieza debido a un fendmeno de inestabilidad (pandeo).
Es légico, por tanto, que los primeros trabajos sobre no linealidad se centraran en el
pandeo de barras (Euler, 1744) y sélo mas tarde, en el comportamiento no lineal de los
elementos en presencia de un axil. Dicho efecto es incluido en la relacién que liga las
fuerzas y los desplazamientos en los extremos de un elemento por Manderla en 1880, por
medio de unas expresiones analiticas que dependian del axil y que en forma matricial
pueden expresarse:

P=K(¢)-q (2)

donde las ¢ reciben el nombre de “funciones de estabilidad”. En su forma actualmente
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Figura 2. Curva Fuerza-desplazamiento y aproximacién tangente en un fenémeno
altamente no lineal

mas utilizada®*** se deben a James (1935) y a Ludquist y Kroll (1944). (Citado en
referencias 1, 9, 20).

Sin entrar en detalle en el proceso analitico seguido para la obtencién de las
mismas®®??; si creemos importante recordar que para su obtencién:

— se parte de la barra recta sometida a un axil.

— se incluye el efecto de dicho axil en la ecuacién diferencial que liga los esfuerzos y
los corrimientos.

— la integracién de dicha ecuacién diferencial al imponer un determinado
desplazamiento en los extremos de la barra permite obtener las funciones de
estabilidad buscadas.

Por lo tanto, al utilizar este procedimiento de célculo, hay que tener en cuenta:

— el método garantiza el equilibrio de la pieza en la posicién deformada.
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Para un desplazamiento de los extremos de la
barra, Al' aparece una fuerza de compatibilidad de
valor P. Al (efecto P-delta). En un calculo secante, si
el desplazamiento se incrementa (AZ)' la fuerza de
compatibilidad aumenta de forma lineal, siendo P'(Al’
A,) (fig.l.c), mientras que, si el proceso es tangente,
actualizando coordenadas, el desplazamiento y las
acciones hay que referirlo a la posicién alcanzada en
la etapa precedente; el axil varia, y el resultado no
coincide con el anterior (fig.2.c¢)

Figura 3. Estudio del comportamiento de una barra biarticulada, sin actualizar
(secante) y actualizando coordenadas (tangente)

-~ es un proceso tangente en el que se parte de la barra recta (sin deformaciones
previas) sometida a axil constante. Si los corrimientos son pequefios y el axil no
varia sensiblemente a lo largo del proceso, es totalmente admisible el utilizar dicha
formulacién como secante y aceptar como solucidn al problema la directamente
obtenida del calculo matricial.

ELEMENTOS FINITOS

Desarrollo histérico.

En 1960, Turner et al** dan un importante paso en el estudio de la no linealidad
al introducir una nueva matriz en las ecuaciones de equilibrio para tener en cuenta los
efectos de segundo orden: la matriz geométrica.

De esta forma, la ecuacién de equilibrio queda:
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P=(Ko+K,)- q (3)

Siendo Ky la matriz de rigidez lineal y K, la matriz geométrica, que depende del
esfuerzo axil.

A partir de este trabajo aparecen una larga serie de articulos en los cuales la
formulacién no lineal va adquiriendo pleno desarrollo #1422,

En 1968 Mallett y Marcal®® plantean con absoluta generalidad la resolucién de los
problemas de no linealidad geométrica al abordar su resolucién tanto a nivel energético,
resolviendo la ecuacién de la energia potencial, como a nivel de resolucién directa o
por un proceso incremental, obteniendo en los tres casos unas expresiones claramente
coincidentes.

La ecuacién obtenida es de la forma:

Energia potencial: I = T [%K + %Nl + il-z-Nz] q-q7P
Equilibrio: [K +IN; + };Nz]q -P= {0}
Incremental: [K 4+ N; + Nz} Aq—- AP = {0}

Las matrices K,N; y N, son simétricas y, respectivamente, lineales, de primer
y segundo orden; es decir, K es la matriz eldstica convencional; N; depende de los
desplazamientos y N3 de los desplazamientos al cuadrado.

En las férmulas anteriores K, N1 y Ny tienen siempre la misma expresién analitica,
pero mientras en los dos primeros casos las incégnitas aparecen en Ny y N, dificultando
asi la resolucién del sistema de ecuaciones, en el método incremental N; y N, son
funcién de los desplazamientos calculados en la etapa de célculo precedente, con lo cual
el sistema resultante es lineal. :

Hay que recordar que Mallett y Marcal utilizan una descripcién lagrangiana del
movimiento e indican que en el caso de actualizar coordenadas serian nulos algunos de
los términos obtenidos en las matrices N; y No.

Posteriormente, Rajasekaran y Murray®® ponen de manifiesto que la pretendida
igualdad entre las matrices Ny y N3 en los diferentes casos no es inmediata, pues
dichas matrices cabe obtenerlas a partir de diferentes expresiones analiticas. En su
trabajo, hallan las expresiones a utilizar para que la igualdad se mantenga.

Por su parte, en 1971, Zienkiewicz y Nayak {citado en la referencia 34) desarrollan
una formulacién paralela a la anterior con la cual obtienen una matriz de rigidez
tangente del tipo:

Kr =Ko+ Ky + Ko (5)

Siendo Ky la matriz de desplazamientos iniciales (“geometric effect”) y Kg la
matriz de deformaciones iniciales (“initial strain”).
Wood y Schrefler** demuestran posteriormente que esta expresién es idéntica a
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la obtenida por Mallett y Marcal pero agrupando de forma diferente los términos que
forman las distintas matrices, pues tanto Kz como Kg dependen de los desplazamientos
lineal y cuadriticamente. :

Por tltimo indicar que Oliver y Ofiate®, replanteando el problema con absoluta
generalidad a nivel de desplazamientos y deformaciones, introducen los grandes giros
en la formulacién de Zienkiewicz.

Algunas observaciones.

La ventaja de utilizar la formulacién propuesta por Zienkiewicz y Nayak con
relacién a la de Mallett y Marcal reside en que la primera diferencia claramente los
efectos no lineales, debidos a los corrimientos previamente existentes en la pieza (Kp),
en relacién a los esfuerzos de segundo orden (Kg).

Ese primer efecto no lineal es lo que se llama “grandes desplazamientos”. La
matriz Kz depende de los desplazamientos habidos en etapas precedentes y en ella se
incluye el cambio de posicién del elemento en el espacio en las sucesivas etapas. Por
supuesto, si se utiliza una formulacién lagrangiana actualizada, este efecto no cabe
volver a incluirlo en la matriz Kz que de esta forma se simplifica. Si a esto se une que
los corrimientos en el interior de la pieza no adquieren gran importancia (piezas poco
esbeltas, fundamentalmente) esta matriz puede suprimirse en el calculo.

La matriz K, considera los esfuerzos de segundo orden, es decir, los esfuerzos que
aparecen en una determinada etapa del célculo debidos a los previamente existentes en
etapas precedentes. Esta matriz depende del estado tensional del elemento y tiene en
cuenta el equilibrio del mismo en la posicién deformada.

Por la relacién existente entre tensiones y deformaciones, la matriz K, cabe
expresarla en funcién de la variacién de los corrimientos, con lo cual K7 y K, estarian en
funcién de los corrimientos existentes en la pieza. Es por ello por lo que a estas matrices,
de forma conjunta, se les llama “matriz geométrica”, pues dependen de la geometria de
la pieza en la etapa precedente, aunque la mayoria de los autores reservan la expresién
“matriz geométrica” para referirse a K, y emplean “matriz de deformaciones iniciales”
para referirse a K.

Posteriormente veremos un método explicito basado en el desarrollo de la matriz
K, y que por ello, recibe el nombre de “método de la matriz geométrica”, siendo
necesario situarse en el contexto para saber si se habla del método mas general o del
método explicito.

FORMULACION EN COORDENADAS INTRINSECAS

Un desarrollo muy diferente en relacién al tratamiento de la no linealidad
geométrica aunque incluye aspectos tomados de los elementos finitos, es la linea
iniciada por Jennings'®, quien parte de la relacién no lineal entre deformaciones y
desplazamientos referida a los ejes locales de la pieza (compatibilidad geométrica), y
diferenciando, calcula la matriz tangente que liga ambos conjuntos de valores (matriz
D).

Aplicando el principio de los trabajos virtuales obtiene que la matriz que relaciona
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las fuerzas en cada elemento y sus esfuerzos es la traspuesta de la matriz tangente
previamente hallada y, diferenciando dicha matriz traspuesta, llega a una relacion entre
el incremento de fuerzas en el elemento y los incrementos de esfuerzos y desplazamientos.
Por la relacidn existente entre esfuerzos y desplazamientos (relacién donde se introducen
las ecuaciones constitutivas del material que forma el elemento, que para Jennings es
elastico lineal; y en la cual se hipotetiza una deformada de la pieza, empleando una
técnica de elementos finitos), se obtiene la matriz de rigidez tangente del elemento.

Siguiendo la misma linea se encuentra el ya citado trabajo de Powell?s, en el
cual se plantean los fenémenos fisicos: compatibilidad geométrica; no linealidad de
la relacién fuerza-desplazamiento y equilibrio de los nudos en la posicién deformada;
para posteriormente, por derivacién llegar a una formulacién tangente. Powell recalca
el sentido de herramienta que toda formulacién tangente posee, insistiendo en que
el comportamiento real del elemento lo recogen (o intentan recogerlo) las férmulas
previamente desarrolladas. Al obtener de una manera explicita la matriz tangente
llega a'los mismos valores que Jennings (salvo alglin coeficiente numérico).

La formulacién de Baron y Venkatesan’ sigue a las anteriores e introduce las grandes
deformaciones en el sentido longitudinal.

El tratamiento de la no linealidad del material de una forma claramente compatible
con la formulacién matematica citada aparece ya resuelto en el trabajo de Backlund®.

En 1978 Grelat '* integra la formulacién de la no linealidad mecdnica y el trabajo
de Jennings, con lo cual el problema de la no linealidad queda plenamente resuelto.

Debido a que en esta formulacidn la referencia a los ejes locales de la pieza es
constante se habla de una formulacién en coordenadas intrinsecas o, como indica Irles,
de una formulacién “lagrangiana actualizada puesta al segundo” (en paralelismo con
las formulaciones “puestas al dia”)*®.

FORMULACIONES EXPLICITAS DERIVADAS DE
LOS ELEMENTOS FINITOS

Es evidente que el desarrollo de los elementos finitos llevé aparejados unos métodos
explicitos en relacién con la teoria de barras: de una parte, muchos de los resultados
obtenidos se deben a la visién de los problemas fisicos y el proceso cientifico seguido fue
el paso de lo particular (barra recta) a lo general. De otra parte, el cdlculo matricial de
estructuras formadas por barras es bastante anterior al M.E.F., lo que hacia necesaria
la obtencién de formulaciones explicitas para contrastar la bondad de los resultados
que iban obteniéndose.

Asi, por ejemplo, el ya citado articulo de Turner et al’? corresponde al caso de
una barra biarticulada y la matriz geométrica por ellos obtenida es la conocida matriz

P-delta.

El método P-delta.

Cuando una barra recta biarticulada con un esfuerzo axil experimenta un
desplazamiento transversal relativo entre sus extremos, se ve sometida a unas fuerzas
de equilibrio en sentido normal al axil; es lo que se llama efecto P-delta.
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Para considerar dicho efecto en la formulacién de estas barras basta tener en cuenta
la matriz:

P
Ko =T

[« I e i an i an i ew B o)
O = O O O
OO O O oo
OO O o oo
O = O O O
[en B en B e B an i an I @o |

matriz que puede obtenerse de maneras muy diferentes: a partir de consideraciones
basicamente geométricas, como en el citado trabajo de Turner®?; integrando la energia
de deformacién®"?°; desarrollando explicitamente la matriz K, de Zienkiewicz y Nayak
para el caso de la barra recta®; etc.

Aunque el método P-delta sélo es exacto cuando se trabaja con barras biarticuladas,
también se ha utilizado en el caso de barras con momentos en sus extremos, lo que es
admisible si la causa mas importante de no linealidad es, precisamente, el efecto P-
Delta, como ocurre en estructuras traslacionales de edificacién. Dicha simplificacién
ha sido justificada por algunos autores®®, aunque lo cierto, es que la formulacién no es
consistente'® porque presupone una deformada diferente en el calculo de la matriz de
rigidez y de la matriz que considera los esfuerzos de segundo orden.

El método de la matriz geométrica.

Este método aparece al desarrollar explicitamente la matriz K, para el caso de
una barra recta sometida a un esfuerzo axil cuando se supone que su deformada es un
polinomio de tercer grado.

La matriz geométrica tiene la expresidn:

O 0 00 0 0

6 l 6 !

O B I

_PJ10 % 350 -% %
G=710 0o o0 0 0 (7)

{ 6 {

0 % -3 0 -% T5

y puede obtenerse por diferentes procedimientos, siendo los mads habituales el ya
indicado o el método energético'®!®1",

Por dltimo, no debe olvidarse que al aproximar la deformada del elemento por un
polinomio de tercer grado en presencia de un esfuerzo axil, no se cumple el equilibrio
interno del mismo.
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CONSIDERACIONES SOBRE LOS METODOS EXPLICITOS

Previamente hemos visto unos métodos explicitos para el estudio de las barras
rectas: de una parte, las funciones de estabilidad y de otra, la matriz geométrica y el
método P-Delta, siendo posible deducir estos ultimos a partir de ]a formulacién general
utilizada con los elementos finitos.

Paralelismo existente entre los métodos explicitos.

En todos los casos, estos métodos estudian los esfuerzos de segundo orden debidos
a la presencia de un axil que actia sobre los elementos de las estructura, por tanto, ya
que intentan aproximar el mismo fendmeno fisico, deben ser procedimientos analogos.

Algunos autores parecen ignorar que los métodos explicitos citados son basicamente
coincidentes en su planteamiento y la inica diferencia entre ellos es la ley de corrimientos
utilizada para el cdlculo de las matrices de rigidez: mientras las funciones de estabilidad
no presuponen ninguna deformada “a priori”, sino que imponen el cumplimiento de la
ecuacién diferencial que relaciona la curvatura con el momento, con lo cual se llega a
una solucién tedricamente exacta; la matriz geométrica aproxima la deformada por un
polinomio de tercer grado; y, el método P-Delta supone que la deformada es una recta
en lo que al célculo de los esfuerzos de segundo orden se refiere (Figura 4).

En relacién a la matriz geométrica, ya Hartz'® indicé que la matriz de rigidez
elastica y la matriz geométrica constituye los dos primeros términos (matrices) del
desarrollo en serie de la matriz de las funciones de estabilidad. El tercer término lo
presenté el propio Hartz y aparece en la referencia 25.

Respecto a la matriz P-delta, cabe obtenerla por condensacién estitica a partir de
la matriz geométrica, imponiendo que los momentos en los extremos del elemento son
nulos. Es fécil ver que la matriz G puede descomponerse: G = KA + K'A, donde
K’y tendria en cuenta la flexién de la pieza. Siguiendo este planteamiento, algunos
autores'? llaman Ko = K, lo que puede llevar a confusiones en la formulacién, pues
esta matriz no se corresponde con la Ky de Zienkiewicz.

Un aspecto importante y comiin a todos los métodos es que las diferentes
formulaciones se han desarrollado en la hipdtesis de axil constante durante todo el
proceso. Siendo el axil la causa de los efectos de segundo ordén, es evidente que si
es constante las formulaciones tangente y secante coinciden, siempre que trabajemos
en teoria de pequefios desplazamientos (despreciando Ky ) con lo cual el analisis es
completamente equivalente al caso lineal: basta modificar las matrices de ngldez eldstica
de los elementos en funcién del axil actuante.

Esta es la base de la utilizacién del método P-delta en estructuras de edificacidn,
pues en éstas las variaciones de axiles son pequefias y puede admitirse el aproximar la
respuesta de la estructura considerando exclusivamente el efecto P-delta a partir del
estado permanente.

Un estudio comparativo de los métodos explicitos con las formulaciones en
coordenadas intrinsecas nos permite ver que el efecto P-delta se incluye en la
compatibilidad geométrica (matriz D de Jennings'®, en su expresién simplificada) al
pasar a una formulacién de tipo tangente, mientras el efecto del axil en la rigidez a
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Las matrices a utilizar al emplear los métodos expliclitos,
cabe obtenerlas a partir de la energia de deformacion del elemento y
aplicando el teorema de Castigliano. La diferencia entre ellos
estriba en la hipotesis empleada para aproximar la deformada, que
es:

a) Punciones de estabilidad

b) Matriz geométrica

y=axa+b12+u+d

c) P-delta

y=ax+b
Figura 4. Comparacién de los métodos explicitos

flexién, tal como se presenta en la matriz geométrica ( ’A) aparece al considerar la
relacidén no lineal entre fuerzas y desplazamientos en el elemento.
Aspectos que conternplan los métodos explicitos.

Las posibles causas de no linealidad geométrica dentro de la propia pieza, es decir,
que originan esfuerzos de segundo orden, son®:

a.— Influencia del axil en la rigidez a flexién de la pieza.

b.~  Efecto P-Delta producido por el desplazamiento transversal del elemento.
c.~ Cambios de longitud del elemento debidos a la flexién y al giro del mismo.
d.—~ Deformacién por cortante.

Un procedimiento analitico “exacto” deberia contemplar todas estas causas de no
linealidad aunque siempre son admisibles simplificaciones cuando los efectos de una de
ellas son poco importantes.

Todos los métodos explicitos indicados contemplan (b) y en las funciones de
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estabilidad y la matriz geométrica se tiene en cuenta (a), al menos de una forma
simplificada, pues en ninguno de ellos se consideran las deformaciones previas de la
barra (grandes desplazamientos. Matriz (Kz)).

La influencia del cortante es siempre posible introducirla en las distintas
formulaciones utilizadas?®?*?°.

La variacién en la longitud del elemento debido a la flexién y al giro, suele ser poco
importante en problemas préacticos y su formulacién esta ligada con la consideracién
de grandes giros en la pieza (Figura 5). Su inclusién en la formulacién de barras puede
verse en referencia 1, mientras Flemming'' utiliza una matriz con las funciones de
estabilidad en la cual incluye el cambio en la longitud del elemento debido a la flexién.

Por tanto, puede decirse que los métodos explicitos contemplan exclusivamente, en
principio, la no linealidad debida a los esfuerzos de segundo orden y partiendo siempre
del elemento en la posicién sin deformar y sometido a axil constante.

Limitaciones de los métodos explicitos.

Por otra parte ya se ha citado que las matrices geométrica y P-delta cabe
obtenerlas directamente de la formulacién de Zienkiewicz(5), siendo dichas matrices
la K, expresadas en funcién del axil existente en la pieza. Por tanto, para obtener
una formulacién explicita “completa” en las estructuras de barras hay que considerar
K7, lo cual no se ha hecho hasta el momento. Es decir, no se ha tenido en cuenta ni
la deformada previa de los elementos ni el posible desplazamiento de los mismos como
solido rigido.

Los métodos explicitos se han utilizado en numerosas ocasiones exclusivamente
para resolver problemas de estabilidad, con el fin de obtener las cargas criticas de
pandeo de determinadas estructuras??%*42?2% 1o que puede conducir a la idea de que
la validez de estos procedimientos se ve limitada a estos casos. Zienkiewicz®® sefiala el
uso y abuso que se ha hecho del calculo de las cargas criticas a partir de calcular los
valores propios del determinante de la matriz (Ko + K, ), lo que sélo es vilido cuando
las deformaciones obtenidas usando la solucidn lineal (Kp), conduzcan a que la matriz
Ky sea idénticamente nula, o sea, en los casos de bifurcacién de equilibrio. Lo cierto es
que estos sistemas pueden emplearse en el anélisis no lineal, sin necesidad de referirnos
estrictamente al cdlculo de las cargas criticas, en la medida que K, sea despreciable.
En caso contrario se hace necesario incluir K7 en la formulacién.

Es evidente que el nimero de elementos a utilizar para obtener el mismo grado
de precisién en el anilisis es mayor cuanto menos exacto sea el campo de corrimiento
utilizado. Asi, si se desean obtener las cargas criticas de pandeo a partir de estos
métodos!®!®, Allen y Bulson' indican que el error cometido al emplear la matriz
geométrica en vez de las funciones de estabilidad es inferior al 1% siempre que la relacién
entre el axil y la carga critica de Euler sea menor a 0,45. Por tanto, para valores de dicha
relacién que se prevean superiores debe subdividirse el miembro en varios elementos.
Si el axil es de compresién, tres elementos como maximo serdn suficientes®!, mientras
pueden no serlo si el axil es de traccién.

En relacién a una posible eliminacién de la matriz Ky, ya sabemos, que los
problemas de grandes dedplazamientos cabe abordarlos utilizando una descripcién
lagrangiana total del movimiento o una descripcién lagrangiana actualizada.
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(a) La relacién entre el esfuerzo axil a que se encuentra sometido un

elemento y las deformaciones del mismo, es no lineal y puede expresarse :

=EA|S + L (2¢2 ?
P-EAI_L ‘5 (2¢“-¢u¢“+2¢“)

si el elemento se deforma segun un arco de circunferencia, en ausencia de

axil, se cumple :

®pp=©

&5, = -0

y el acortamiento aparente debido a la flexién es :

82
]

N

(b) El acortamiento aparente de un elemento que experimenta un giro de

86lido rigido, medido paralelamente a la direccién inicial del mismo, es:

Figura 5. Acortamiento total de un elemento debido al acortamiento real y al
acortamiento aparente, flexién y giro como sélido rigido

Aqui resulta interesante citar el trabajo de Stricklin et al*® quienes a partir de la
energia de deformacién para una barra recta y por medio del teorema de Castigliano,
hallan de una forma explicita las matrices necesarias para trabajar con una barra
biarticulada; en su desarrollo, ademds de la matriz de rigidez y del efecto P-delta,
obtienen una tercera matriz que no es mas que la matriz de paso de la barra de su
posicién inicial a la posicién deformada: la matriz K.

Dicha matriz no aparecia en el trabajo de Turner®®, pues éste utilizaba un
sistema de coordenadas actualizadas. Igualmente, Argyris? ya habia indicado que
para pequenos corrimientos, la matriz de rigidez del elemento es la misma que la
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utilizada en el caso eldstico y lineal, siempre que se considere el giro desde la posicién
deformada a la posicién sin deformar. Es decir, mientras Turner utilizaba coordenadas
lagrangianas actualizadas, Stricklin, utilizando una formulacién lagrangiana total,
sefiala la necesidad de incluir K en la formulacién.

Hibbit'? recalca la importancia de la matriz de desplazamientos iniciales e indica
que esta matriz se ha aproximado en ocasiones por una actualizacién de coordenadas,
lo que sélo es estrictamente correcto si la deformacién dentro del elemento es constante,
cosa que ocurre para la barra biarticulada.

Bathe y Bolourchi®, posteriormente, demuestran que es completamente equivalente
el utilizar una formulacién lagrangiana o lagrangiana actualizada, pues de hecho la
utilizacién de la matriz Kz, y el referir las funciones de interpolacién a los ejes originales
de la barra equivalen a la actualizacién de coordenadas y a la consideracién del campo de
corrimientos. En resumen: el usar la matriz K es equivalente a actualizar coordenadas
y tener en cuenta los corrimientos previamente existentes en el elemento.

De lo anterior se deduce que en el caso de las formulaciones explicitas para
considerar los grandes desplazamientos deben actualizarse las coordenadas, lo cual
es exacto en el caso de las barras biarticuladas y sélo una aproximacién en el caso
mas general, pues no se estdn teniendo en cuenta las deformaciones previas en el propio
elemento. Esto es as{ porque las matrices obtenidas con los métodos explicitos parten de
la hipétesis de barra recta sometida a axil constante y ninguna considera la posibilidad
de corrimientos previos en la barra y el giro de la misma, cosa que no ocurre cuando
para su obtencién se parte de la formulacion de Zienkiewicz, a partir de la que se obtiene
K;.

Creemos necesario el remarcar la importancia “antagdnica” que presentan los
efectos de grandes desplazamientos y de segundo orden: ambos consideran la no
linealidad geométrica pero bajo puntos de vista diferentes. En una formulacién de
elementos finitos en que la discretizacién es importante, los esfuerzos de segundo orden
dentro del elemento, (K, ), pueden, en muchas ocasiones, despreciarse®?®.

APLICACION PRACTICA DEL PRESENTE TRABAJO

Para realizar un estudio sobre el comportamiento no lineal de los puentes
atirantados®® y a partir de las conclusiones del estudio precedente, optamos por utilizar
una formulacién explicita (la matriz geométrica), incluyendo en el programa numérico
preparado al efecto, la posibilidad de considerar la deformacién por cortante y el cambio
aparente de longitud en los elementos debido al giro como sélido rigido. Todo ello, junto
a la utilizacién de coordenadas actualizadas, permite tratar con el méximo rigor, como
hemos visto, los aspectos relativos a la no linealidad geométrica de barras. En cuanto a
la no linealidad geométrica de los tirantes, desarrollamos una formulacién especifica®®,
que serd objeto de otro articulo.

A modo de ejemplo, puede verse en la Figura 6 uno de lgs casos estudiados: se
trata de un puente de hormigén de 140 4+ 350 + 140 m de longitud (por simetria,
representamos sélo medio puente), en la hipdtesis en la cual, la no linealidad de
los tirantes influye muy poco. Para la misma, se representa la ley de momentos
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LI AN Caso (1) Referencia 1:386 m*
Caso (2) ---—~ 138674 -0.97 m*
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Figura 6. Ejemplo: Comportamiento de un puente atirantado con sobrecarga en el
vano central. Momentos flectores para ¢ = 400K p/m?

cuando el tablero tiene una inercia de 3,86m* y cuando dicha inercia se reduce a
0.965m* (25%), apareciendo en la Figura 7 el desplazamiento que experimenta la
seccién mas solicitada del vano lateral debido a un aumento progresivo de la sobrecarga.
Puede verse como éste aumenta de forma no lineal, de manera tanto mdis acusada,
cuanto menor es la inercia del tablero, como cabria esperar; aunque la no linealidad
s6lo alcanza verdadera importancia para estados avanzados de carga, que pueden
considerarse teéricos (superiores a 1000K p/m?).

CONCLUSIONES

Para poder comprender plenamente el alcance y las limitaciones de las
formulaciones explicitas tradicionalmente empleadas en el estudio de las estructuras
formadas por barras, hemos procedido a una revisidn de sus diferentes formulaciones,
prestando especial atencién a sus puntos de partida y contrastando las distintas
formulaciones entre si y con el método de los elementos finitos, lo que nos ha permitido
llegar a las siguientes conclusiones:

Los métodos explicitos (funciones de estabilidad, matriz geométrica, P-delta):

1) son equivalentes entre si. Las diferencias de formulacién se deben a la exactitud del
campo de corrimientos utilizado para considerar los esfuerzos de segundo orden.

2) las matrices utilizadas son la K¢ de la formulacién de Zienkiewicz.

3) la utilizacién de estos métodos es una aproximacién suficientemente exacta en el
caso de axil constante (o que varie poco) y pequefios desplazamientos.

4) para tener en cuenta los grandes desplazamientos hay que proceder a actualizar
coordenadas, lo que equivale a emplear la matriz K1 de Zienkiewicz y sélo es
exacto en el caso de las barras biarticuladas

5) estos procedimientos no consideran los cambios aparentes en la longitud de un
elemento debidos al giro o a la flexién del mismo, aunque estos efectos es posible
introducirlos en la formulacién empleada. '

6) los grandes desplazamientos, considerados en K,, y los esfuerzos de segundo
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Figura 7. Ejemplo: Evolucién de la flecha en la seccién A con la sobrecarga. Puede
observarse la respuesta marcadamente no lineal para el caso del tablero mas
esbelto ‘

orden, introducidos en la matriz K¢, tienen una importancia “antagénica”; ambos
consideran la no linealidad geométrica, pero bajo puntos de vista diferentes. Cuanto
mayor es la discretizacidén realizada para modelar la estructura, mds importante es
la consideracién de Ky, (o, lo que es equivalente, la actualizacién de coordenadas),
frente a Kg.

Por otra parte, puede verse cémo las formulaciones en coordenadas intrinsecas
aclaran las explicitas, indicando qué fendémenos fisicos consideran éstas y cudles no
tienen en cuenta en su desarrollo.
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