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SUMARIO

A formulacio direta do método direto dos elementos de contorno é aplicada aos operadores
diferenciais de placas semi-espessas, incluindo os termos de acoplamento flexdo-membrana. As
equagdes integrais para flexdo gometricamente nio-linear de placas sdo entao obtidas, incluindo
os efeitos de deformacdo cisalhante. Uma linearizacdo destas equagdes leva & uma formulagdo
integral para a andlise de estabilidade linear eldstica de placas. Nao sao utilizadas derivadas
numéricas do deslocamento transversal, caracterizando uma formulagdo hipersingular, devido a
diferenciagao de integrais contendo nucleos de Cauchy. Diversos casos de geometria, condigbes
de contorno e carregamento sio analisados utilizando a formulagdo apresentada.

SUMMARY

The direct boundary element method formulation is applied to moderately thick plates
differential operators, including the membrane-bending coupling terms. All integral equations
for the geometrically non-linear plate bending are then obtained, accounting for the shear
deformation effects. A further linearization of these equations leads to an integral formulation
for linear elastic stability analysis of plates. Numerical derivatives of the transversal
displacement are not used, characterizing an hypersingular formulation, in view of the
differentiation of integrals with Cauchy kernel. Several types of geometry, boundary conditions
and loading are analized using the standard BEM procedure.

INTRODUCAO

Durante as dltimas décadas, o método dos elementos de contorno (MEC) tem
consolidado sua aplicabilidade para uma variada gama de problemas lineares elasticos
encontrados em situagoes praticas. Em alguns destes casos, o MEC leva a resultados
melhores que o método dos elementos finitos (MEF). No entanto, um grande esforco no
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sentido de um desenvolvimento maior do método é observavel em diversos institutos de
pesquisa, devido as dificuldades numéricas e matematicas que ainda sdo encontradas
em certos casos, e tém impedido uma aplicagao mais geral do método, especialmente
para a solugdo de problemas dindmicos e nao-lineares.

Este trabalho esta voltado para um destes casos: a anélise de estabilidade de placas
semi-espessas. As teorias de placa que consideram a deformacao cisalhante ao longo da
espessura foram incluidas no contexto dos problemas geometricamente ndo-lineares no
final da década de setenta, para elementos finitos. Entretanto, poucos artigos tém sido
publicados sobre o assunto, utilizando elementos de contorno, desde o trabalho pioneiro
de Weeén (Van der Weeén'®, Xiao-Yan et alli '7).

O presente trabalho descreve suscintamente as equagdes integrais para analise de
estabilidade linear elastica de placas finas e semi-espessas, utilizando as teorias de
placa de Mindlin e de Reissner. Como a aplicacao do MEC néo leva ao aparecimento
do fenémeno de locking (Westphal e Barcellos’®), a presente abordagem pode ser
aplicada igualmente tanto para placas finas quanto semi-espessas. Na andlise de
problemas de placa geometricamente nao-lineares, torna-se necessario o cilculo de
derivadas do deslocamento transversal, para computo dos termos de acoplamento
flexdo-membrana. Ao invés de se utilizar derivadas numéricas, foi obtida uma equacgio
integral hipersingular auxiliar para cilculo de tais termos, onde um termo convectivo
aparece (Brebbia et alli). As integrais definidas sobre o contorno da placa séo
discretizadas utilizando-se a metodologia padrdo do MEC, mas na presente formulagao é
necessario integrar a influéncia do carregamento de membrana no dominio interno. Isto
¢é realizado através do emprego de células de dominio, ja que ndo foi empregado qualquer
método de reciprocidade dual ou multipla. A formulagdo matricial segue trabalhos
anteriores de flambagem de placas finas (Costa e Brebbia®, Manolis et all’), levando
a um problema cldssico de autovalores e autovetores de onde podem ser extraidas as
cargas de flambagem e os respecitvos modos. Estas variaveis sao entao utilizadas para
o célculo das demais varidveis sobre o contorno, bem como os deslocamentos em pontos
internos.

FORMULACAO INTEGRAL

Através da utilizacdo do método dos residuos ponderados, é direta a obtengao
das equagbes integrais correspondentes aos operadores diferenciais dos problemas de
membrana e flexdo. Se os termos de grandes deslocamentos sdo mantidos nos conhecidos
operadores de membrana e de von Karman, as seguintes identidades de Somigliana sao
obtidas (os indices ardbicos variam de 1 a 3 e os gregos de 1 a 2):

us(P)+ [ "Tapla, PYus(@)dTy = [ ™Vas(a, P)tola) AT+

(1a)
+ [ "Ues(Q P)as(@) 0% ~ | "Vas,, (@, P)NE,(Q) d0%
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Ui(P)+Afﬂj(Q»P)uj(Q)qu =/FfUij(an)tj(Q)qu+/Q Uis(@, P)-

(1)
~¢7U;;, 0(Q,P)] 0,(Q) 4 = [ TUi, 5(Q, P)Nag(Q)us, o(Q) d0g

onde o sufixo m indica os termos relacionados ao problema de membrana e o sufixo f
os relacionados ao problema de flexdo. Na equagdo (1b), £ é o fator de modelo, aqui
utilizado para unificar os modelos de placa de Mindlin e de Reissner na formulagao
integral (Westphal e Barcellos'®):

v .
para o modelo de Reissner

£E=0 para o modelo de Mindlin.

Os tensores fundamentais U e T utilizados como estado auxliar sdo os mesmos
apresentados por Van der Weeén (Van de Weeén'®), mas sem qualquer simplificacdo
(Westphal e Barcellos'®). Note-se que as equagOes integrais acima sdo o ponto de
partida para qualquer formulagdo incremental de andlise de pds-flambagem de placas.
N é uma matriz contendo os termos lineares e nio-lineares dos esforcos de membrana,
retirados de qualquer ponto sobre a trajatéria de equilibrio primaria. O ltimo termo do
lado direito das equagdes (1) representam o acoplamento flexdo-membrana. O vetor q
contém o carregamento distribuido. Aplicando-se a propriedade do trago as equagdes (1)
obtém-se as seguintes equagoes integrais definidas sobre o contorno I" (para o problema
de membrana e de flexdo, respectivamente):

C(P)u(P) + [ T(q, Pulg)dry = [ Ulg, P)t(a) Ly +

N (3a)
+ [ U@ P)a@)d% - [ T(@. PIN"(@)d2

C(P)u(P)+ [ T(a, Pu(@)dTy = | Ulg, P(a)dT, +
~ A (3b)
+f [U(Q,P)—éU(Q,P)} 4(Q)d2 - [ V(@ PYNQW(@) dskq

onde C contém os termos de salto dos tensores T. As primeiras integrais do lado
esquerdo das equagdes (2) devem ser interpretadas no sentido do valor principal de
Cauchy, devido a existéncia de termos singulares (1/r) em seus nucleos, enquanto as
demais integrais sdao apenas fracamente singulares. O vetor w contém as derivadas
cartesianas do deslocamento transversal da placa (que também est4 presente na matriz
N™). Para o célculo destes termos, algumas técnicas como o0 MEF geralmente utilizam
derivadas numéricas de fu3, mas no presente caso j4 se dispde de uma equagio exata
para o deslocamento transversal, e a terceira das equagoes (1.b) pode ser utilizada para
deduzir uma outra equagdo integral onde u3 , s@c as varidvies. Entretanto, tendo
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em vista a singularidade do termo contendo U, isto deve ser realizado utilizando a
férmula de Leibnitz (Brebbia et alli?). Este procedimeno leva & uma equagio integral
da seguinte forma:

us,, (P) _/FfT3i,a(q,P)ui(Q) dly = _/FfUSi,u(QaP)ti(Q) dlg+

(5)
40 [ TUs0,,(Q P)Nyp(Q)us,(Q) dg +w N (P (P)Lag(P)

onde

)

Iop = _ﬁNWﬁ(P) (6)
é o chamado termo convectivo, que resulta da aplicagdo da férmula de Leibnitz (nos
experimentos numéricos, este termo se mostrou de pouca influéncia em relagao aos
outros, ao contrario do que ocorre em problemas de plasticidade). Na equagao (3),
a integral do lado esquerdo possui um nicleo hipersingular (1/r2) e as integrais do
lado direito possuem nicleos de Cauchy (1/r, 1/r? e 1/r?, respectivamente). Os
demais nicleos sdo quase-singulares. Reescrevendo as equagdes (1-3) em termos de
incremento de deslocamentos, é possivel obter uma descri¢ao Lagrangeana de problemas
de flexdo nao-linear de placas, considerando o cisalhamento. No presente trabalho,
o interesse estd na flambagem linear de placas de Mindlin/Reissner. Neste caso, o
estado pré-flambagem da placa é completamente caracterizado pelo carregamento de
membrana (na auséncia de imperfeigdes iniciais), e entdo é possivel escrever as cargas
de flambagem em termos de qualquer estado sobre a trajetéria de equilibrio primaria da
placa, N* = wN. Além disso, é assumida a inexisténcia de carregamento transversal,
q = 0. Com efeito, isto é equivalente ao uso das equagdes de von Karman linearizadas.

IMPLEMENTACAO NUMERICA

Como uma primeira abordagem para a solucdo de problemas de flambagem de
placas semi-espessas através do MEC, foram utilizados apenas elementos de contorno
e células de dominio constantes. Deve ser salientado que a presente formulagdo é
realmente hipersingular, mas a utilizagdo de células constantes desabilita o carater
hipersingular da formulacdo porque nenhum né funcional das células estard sobre o
contorno da placa. Assim, as integrais sobre I' da equagdo (3) serdo, no maximo,
quase-singulares.

Utilizando o procedimento padrio do MEC, as equagdes (2-3) levam, apds o
processo de colocagio, as seguintes equagdes algébricas:

Hu = Gt — wBwW (7)
% + Fu = Dt + wEW ®8)
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onde u e t sao os deslocamentos e tragdes sobre os nés do contorno, e W é um vetor
contendo as derivadas do deslocamento transversal nos pontos internos. A aplicagdo das
condigdes de contorno do problema as equagoes (5-6), obtém-se as seguintes equagoes,
onde x sio as varidveis desconhecidas sobre o contorno:

Ax = —wBw (9)
W+ Qx = wEw (10)

A substituigdo do vetor x da equagao(7) na equagdo (8) origina o seguinte problema
classico de autovalores e autovetores:

[QAT'B+E|w = év_v (11)

onde o inverso dos autovalores sdo utilizados para calculo das cargas de flambagem,
e os autovetores W permitem o calculo de suas extensGes sobre o contorno através da
equagao {9). Se desejado, estes resultados podem ser substituidos na equagéo (1b) para
obtencio dos deslocamentos internos, para cada modo de flambagem.

Como mencionado, o uso de elementos de contorno e células de dominio
constantes evitam a necessidade de integracdo numérica de nucleos hipersingulares,
apesar das precisas quadraturas existentes para estes tipos de nicleos. Entretanto,
deve ser salientado que o uso de células muito pequenas pode acarretar perda na
precisdo dos resultados, se nio for utilizado algum método adequado para calculo
das integrais quase-singulares. Isto ocorre porque neste caso alguns pontos de
integracdo estardo excessivamente proximos do contorno da placa. Na implementagao
numeérica do presente trabalho,, foi utilizada uma transformacéao cibica (Telles'®) para
integrais fracamente singulares (Inr) definidas sobre contornos unidimensionais ou
bidimensionais. Para nicleos de Cauchy (1/7) integrados em dominios unidimensionais,
foram implementadas a quadratura de Kutt (Kutt®) e a bem conhecida técnica de
imposigao de movimentos de corpo rigido. As integrais singulares bidimensionais (1/r?)
do dltimo termo integral & direita da equacdo (3) foram integrados analiticamente.
A Tabela I resume as técnicas de integracdo utilizadas. Na realidade, alguns
outros métodos de integracdo também foram implementados a titulo de comparacao
(Marczak''), mas ndo serdo aqui comentados.

Matriz (niicleo) Técnica utilizada
H (Cauchy 1D) Movimento de corpo rigido
Quadratura de Kutt
G (sing. fraca 1D) Transformacao cuibica
B (sing. fraca 2D) Transformagao cibica
E (Cauchy 2D) Integragao analftica

Tabela I. Técnicas de integracdo utilizadas
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Todas as demais integracoes foram realizadas utilizando-se quadratura gaussiana.
Deve ser destacado que o uso da quadratura de Kutt reduz significativamente o tempo
computacional da andlise, em comparagao com a técnica de movimento de corpo rigido.
A maior dificuladade do uso da quadratura de Kutt reside no fato de ser exigido o
isolamento da singularidade. A integracdo analitica da integral de dominio da equagio
(3), no caso singular, é algo complicada para ser ilustrada aqui, e pode ser encontrada,
em Marczak'!.

RESULTADOS NUMERICOS

Alguns exemplos numéricos sdo apresentados para mostrar o desempenho da
formulagdo proposta. Inicialmente, a presente formulagdo é comparada com outras
solucoes do MEC e do MEF para flambagem de placas quadradas finas. Exceto quando
especificado, os dados utilizados sdo aqueles ilustrados na Figura 1. Os casos de
carregamento analisados estdo representados na Figura 2.

2x2 %3
T _
]
]
E=20'10 L
v =030 ' .
=5
4x4 5x5 6x6
ha=0.001 —
a=1.00

Figura 1. Discretizagdes utilizadas para placas quadradas
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Figura 2. Casos de carregamento considerados

Os resultados estao mostrados graficamente nas Figuras 3 e 4. Em todos os casos
a convergéncia é obtida com o nimero total de elementos por lado da placa no eixo
horizontal e a carga critica normalizada (Timoshenko e Gere') no eixo vertical. Por
simplicidade, foi utilizado um nidmero de células de dominio coincidente com o nimero
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de elementos de contorno por lado. A Figura 3 mostra o desempenho da formulagao
para placas quadradas sob o caso 2 de carregamento com lados simplesmente apoiados
(Figura 3a) e engastados (Figura 3b). A Figura 4a apresenta os resultados para
placa quadrada simplesmente apoiada sob os casos 1 {(Figura 4a) e 3 (Figura 4b) de

carregamento. Em todos os casos, N é calculado por:

A
N = numerico
,y e
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Figura 3. Resultados para o caso 2 de carregamento
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Figura 4. Resultados para os casos 1 e 3 de carregamento

(10)
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O caso analisado a seguir trata de uma placa retangular apoiada com razao de
aspecto a/b = 2, carregada sob compressao nos seus lados menores. Foram utilizados
os mesmos dados das placas quadradas, exeto a = 2.0 e h = 0.03. A Tabela II
apresenta os resultados da formulagao para trés malhas distintas e o erro percentual
correspondente em relacao & solugdo analitica (Brush e Almroth®). Note-se que ndo ha
necessariamente um aumento do erro com o incremento do modo de flambagem, como
ocorre em formulacdes de elementos finitos de deslocamento.

Modo Malha

12x5 A% 15x5 A 16 x4 A% Analitico
1x1 194.50 -0.37 194.82 0.99 196.63 0.77 195.223
2x1 231.38 -0.20 230.64 0.67 232.69 0.73 229.116
3x1 307.40 0.72 307.28 1.56 311.17 2.01 305.036

Tabela II. Resultados para placa retangular fina (a/b = 2.0)

A fim de verificar a performance da formulagdo para placas semi-espessas, foram
analisados alguns casos de placas quadradas com diferentes razdes h/a. As Tabelas III.
a VI ilustram os resultados normalizados na forma de um fator adimensional x:

N*a
= 11
K 7T2D ( N )
Formulagéo h/a
0.001 0.010 0.050 0.100 0.200
Presente (6 x 6) 3.9671 3.9646 3.8977 3.7694 3.5766
Elasticidade 3D 4.000 - 3.911 3.741 3.150
Finite Strip 4.000 - 3.929 3.731 3.126
MEF (Cheung et alli*) - 4.100 - 3.758 -

Tabela III. Resultados para placa quadrada apoiada. Caso 1 de carregamento

Formulagao h/a

0.010 0.100
Presente (6 x 6) 1.9841 | 1.8818
MEF 8SE (8 x 8 - Cheung et alli*) 2.030 1.880
MEF 17SE (3 x 3 - Cheung et alli¥) | 2.000 | 1.870

Tabela IV. Resultados para placa quadrada apoiada. Caso 2 de carregamento
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Formulagéo hfa

0.010 0.050 0.100 0.200
Presente (6 x 6) 10.5690 10.4290 10.0194 8.3339
Rayleigh-Ritz (Dawe e Roufaeil®) 10.080 9.515 8.084 5.002
Finite Strip (Dawe e Roufaeil®) 10.076 - 8.043 -

Tabela V. Resultados para placa quadrada engastada. Caso 1 de carregamento

Formulagdo h/a

0.010 0.100
Presente (6 x 6) 5.5799 5.5138
Rayleigh-Ritz (Dawe e Roufaeil®) 5.539 4.456
Rayleigh-Ritz (Dawe e Roufaeil®) 5.297 4.420

Tabela VI. Resultados para placa quadrada engastada. Caso 2 de carregamento

A fim de ilustrar a qualidade dos autovetores obtidos, a Figura 5a mostra o segundo
modo de flambagem de uma placa simplesmente apoiada sob cisathamento (caso 3 de
carregamento), enquando a Figura 5b ilustra um modo de flambagem de uma placa
retangular. A malha mostrada foi utilizada apenas para interpolar os deslocamentos.
A malha de elementos de contorno esta indicada na legenda.

(a) (b)

Figura 5. Modos de flambagem de a) placa quadrada apoiada sob cisalhamento
(malha 6 x 6) e b) placa retangular sob compressao uniaxial (malha 8 x 4)
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CONCLUSOES

As equagoes integrais para andlise de flexdo ndo-linear de placas de Mindlin e
Reissner foram apresentadas na sua forma mais geral. As curvaturas foram calculadas
através de uma equagao hipersingular auxiliar contendo um termo convectivo. Um
linearizacao destas equagdes leva a um problema de autovalores e autovetores do qual
podem ser extridas as cargas de flambagem e os respectivos modos. Apenas elementos
de contorno e células de dominio constantes foram utilizados, por simplicidade. Os
resultados mostraram boa aplicabilidade da formulac¢ao, em alguns casos melhores que
alguns elementos finitos. As tabelas 3 a 6 mostram que as cargas obtidas para placas
com razao h/a maiores que 0.1, apesar de eventualmente aceitdveis, nao convergiram
bem para outras solugoes. Isto pode ser explicado por dois aspectos:

(a) A malha utilizada (6 X 6), ndo é refinada o suficiente para levar a bons resultados,
quando do uso de elementos de contorno e células de dominio constantes.

(b) Todos os tensores envolvidos no problema de flexao sao fungoes de um pardmetro
z = Ar (ao invés de apenas r), onde A2 = 12x2/h? e k é o fator de corre¢io das
tensoes cisalhantes (Westphal e Barcellos’®). Entdo, o carater hipersingular da
presente formulagao se torna mais significativo a medida que a espessura da placa
aumenta. Isto se deve ao fato de nao ter sido tomado nenhum cuidado especial na
integracao das matrizes F e D da equagao (10), que sdo quase-singulares.

Finalmente, apesar dos resultados provarem a possibilidade de andlise de
flambagem de placas semi-espessas via MEC. deve ser salientado que as fungoes de
interpolagao constantes sdo a representagdo mais pobre que se pode utilizar para
as varidveis. O uso de elementos lineares ou de ordem mais alta devem melhorar
os resultados. Este é o objetivo de um outro artigo.
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