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A formulacáo direta do método direto dos elementos de contorno é aplicada aos operadores 
diferenciais de placas semi-espessas, incluindo os termos de acoplamento flexáo-membrana. As 
equacóes integrais para flexáo gometricamente náo-linear de placas sáo entáo obtidas, incluindo 
os efeitos de deformacáo cisalhante. Uma linearizacáo destas equacóes leva A uma formulacáo 
integral para a análise de estabilidade linear elástica de placas. Náo sáo utilizadas derivadas 
numéricas do deslocamento transversal, caracterizando uma formulacáo hipersingular, devido A 
diferenciacáo de integrais contendo núcleos de Cauchy. Diversos casos de geometria, condicóes 
de contorno e carregamento sáo analisados utilizando a formulacáo apresentada. 

SUMMARY 

The direct boundary element method formulation is applied to moderately thick plates 
differential operators, including the membrane-bending coupling terms. Al1 integral equations 
for the geometrically non-linear plate bending are then obtained, accounting for the shear 
deformation effects. A further linearization of these equations leads to an integral formulation 
for linear elastic stability analysis of plates. Numerical derivatives of the transversal 
displacement are not used, characterizing an hypersingular formulation, in view of the 
differentiation of integrals with Cauchy kernel. Severa1 types of geometry, boundary conditions 
and loading are analized using the standard BEM procedure. 

Durante as últimas décadas, o método dos elementos de  contorno (MEC) tem 
consolidado sua aplicabilidade para urna variada gama de  problemas lineares elásticos 
encontrados em situacoes práticas. E m  alguns destes casos, o MEC leva a resultados 
melhores que o método dos elementos finitos (MEF). No entanto, um grande esforco no 
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sentido de um desenvolvimento maior do método é observável em diversos institutos de 
pesquisa, devido As dificuldades numéricas e matemáticas que ainda sao encontradas 
em certos casos, e tem impedido uma aplicas50 mais geral do método, especialmente 
para a soluqao de problemas dinamicos e nao-lineares. 

Este trabalho está voltado para um destes casos: a análise de estabilidade de placas 
semi-espesas. As teorias de placa que consideram a deformasao cisalhante ao longo da 
espessura foram incluídas no contexto dos problemas geometricamente nao-lineares no 
final da década de setenta, para elementos finitos. Entretanto, poucos artigos tem sido 
publicados sobre o assunto, utilizando elementos de contorno, desde o trabalho pioneiro 
de Weeen (Van der Weeen15, Xiao-Yan et alli 17). 

O presente trabalho descreve suscintamente as equaqoes integrais para análise de 
estabilidade linear elástica de placas finas e semi-espessas, utilizando as teorias de 
placa de Mindlin e de Reissner. Como a aplicaqao do MEC nao leva ao aparecimento 
do fenomeno de locking (Westphal e B a r c e l l ~ s ~ ~ ) ,  a presente abordagem pode ser 
aplicada igualmente tanto para placas finas quanto semi-espessas. Na análise de 
problemas de placa geometricamente nao-lineares, torna-se necessário o cálculo de 
derivadas do deslocamento transversal, para computo dos termos de acoplamento 
flexao-membrana. Ao invés de se utilizar derivadas numéricas, foi obtida uma equasao 
integral hipersingular auxiliar para cálculo de tais termos, onde um termo convectivo 
aparece (Brebbia et alli2). As integrais definidas sobre o contorno da placa s5.o 
discretizadas utilizando-se a metodologia padrao do MEC, mas na presente formulaciio é 
necessário integrar a influencia do carregamento de membrana no domínio interno. Isto 
é realizado através do emprego de células de domínio, já que nao foi empregado qualquer 
método de reciprocidade dual ou múltipla. A formulaq5.o matricial segue trabalhos 
anteriores de flambagem de placas finas (Costa e Brebbia5, Manolis et alli9), levando 
a um problema clássico de autovalores e autovetores de onde podem ser extraídas as 
cargas de flambagem e os respecitvos modos. Estas variáveis sao entao utilizadas para 
o cálculo das demais variáveis sobre o contorno, bem como os deslocamentos em pontos 
internos. 

Através da utilizaqao do método dos resíduos ponderados, é direta a obtensao 
das equaqoes integrais correspondentes aos operadores diferenciais dos problemas de 
membrana e flexiio. Se os termos de grandes deslocamentos s5o mantidos nos conhecidos 
operadores de membrana e de von Kárman, as seguintes identidades de Somigliana sao 
obtidas (os índices arábicos variam de 1 a 3 e os gregos de 1 a 2): 



onde o sufixo m indica os termos relacionados ao problema de membrana e o sufixo f 
os relacionados ao problema de flexáo. Na equaciio (lb),  5 é o fator de modelo, aqui 
utilizado para unificar os modelos de placa de Mindlin e de Reissner na formulaciio 
integral (Westphal e Barcellos16): 

v 
5 = para o modelo de Reissner 

(1 - v)X2 

para o modelo de Mindlin. 
(2) 

( = O  

Os tensores fundamentais U e T utilizados como estado auxliar sáo os mesmos 
apresentados por Van der Weeen (Van de Weeen15), mas sem qualquer simplificacás 
(Westphal e Barcellos16). Note-se que as equacoes integrais acima sáo o ponto de 
partida para qualquer formulaciio incremental de análise de pós-flambagem de placas. 
N é uma matriz contendo os termos lineares e nao-lineares dos esforcos de membrana, 
retirados de qualquer ponto sobre a trajatória de equilíbrio primária. O último termo do 
lado direito das equacoes (1) representam o acoplamento flexáo-membrana. O vetor q 
contém o carregamento distribuído. Aplicando-se a propriedade do traco as equacoes (1) 
obtém-se as seguintes equacoes integrais definidas sobre o contorno r (para o problema 
de membrana e de flexáo, respectivamente): 

onde C contém os termos de salto dos tensores T. As primeiras integrais do lado 
esquerdo das equacoes (2) devem ser interpretadas no sentido do valor principal de 
Cauchy, devido A existencia de termos singulares ( l l r )  em seus núcleos, enquanto as 
demais integrais sáo apenas fracamente singulares. O vetor w contém as derivadas 
cartesianas do deslocamento transversal da placa (que também está presente na matriz 
Nn). Para o cálculo destes termos, algumas técnicas como o MEF geralmente utilizam 
derivadas numéricas de fu3, mas no presente caso já se dispoe de uma equaciio exata 
para o deslocamento transversal, e a terceira das equaqoes (1.b) pode ser utilizada para 
deduzir uma outra equacáo integral onde u3,, sáo as variávies. Entretanto, tendo 
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em vista a singularidade do termo contendo U, isto deve ser realizado utilizando a 
fórmula de Leibnitz (Brebbia et alli2). Este procedimeno leva A uma equaciio integral 
da seguinte forma: 

onde 

1-IoB = - N (P) 
D ( l -  v)X2 îB 

é o chamado termo convectivo, que resulta da aplicaciio da fórmula de Leibnitz (nos 
experimentos numéricos, este termo se mostrou de pouca influencia em relacáo aos 
outros, ao contrário do que ocorre em problemas de plasticidade). Na equaciio (3), 
a integral do lado esquerdo possui um núcleo hipersingular (l/r2) e as integrais do 
lado direito possuem núcleos de Cauchy (llr, l/r2 e l / r2 ,  respectivamente). Os 
demais núcleos sáo quase-singulares. Reescrevendo as equacoes (1-3) em termos de 
incremento de deslocamentos, é possível obter uma descriciio Lagrangeana de problemas 
de flexáo nao-linear de placas, considerando o cisalhamento. No presente trabalho, 
o interese está na flambagem linear de placas de MindlinlReissner. Neste caso, o 
estado pré-flambagem da placa é completamente caracterizado pelo carregamento de 
membrana (na ausencia de imperfeicóes iniciais), e entiio é possível escrever as cargas 
de flambagem em termos de qualquer estado sobre a trajetória de equilíbrio primária da 
placa, N* = wN. Além disso, é assumida a inexistencia de carregamento transversal, 
q = O. Com efeito, isto é equivalente ao uso das equacoes de von Kárman linearizadas. 

Como uma primeira abordagem para a solucáo de problemas de flambagem de 
placas semi-espessas através do MEC, foram utilizados apenas elementos de contorno 
e células de domínio constantes. Deve ser salientado que a presente formulacáo é 
realmente hipersingular, mas a utilizacáo de células constantes desabilita o caráter 
hipersingular da formulaciio porque nenhum nó funcional das células estará sobre o 
contorno da placa. Assim, as integrais sobre r da equacáo (3) seráo, no máximo, 
quase-singulares. 

Utilizando o procedimento padráo do MEC, as equacoes (2-3) levam, após o 
processo de coloca~áo, As seguintes equacties algébricas: 



onde u e t sáo os deslocamentos e tracoes sobre os nós do contorno, e W é um vetor 
contendo as derivadas do deslocamento transversal nos pontos internos. A aplicacáo das 
condicoes de contorno do problema As equacoes (5-6), obtém-se as seguintes equacoes, 
onde x sáo as variáveis desconhecidas sobre o contorno: 

A substituicáo do vetor x da equacáo(7) na equacáo (8) origina o seguinte problema 
clássico de autovalores e autovetores: 

onde o inverso dos autovalores sáo utilizados para cálculo das cargas de flambagem, 
e os autovetores W permitem o cálculo de suas extensoes sobre o contorno através da 
equacáo (9). Se desejado, estes resultados podem ser substituídos na equacáo (lb) para 
obtencáo dos deslocamentos internos, para cada modo de flambagem. 

Como mencionado, o uso de elementos de contorno e células de domínio 
constantes evitam a necessidade de integracáo numérica de núcleos hipersingulares, 
apesar das precisas quadraturas existentes para estes tipos de núcleos. Entretanto, 
deve ser salientado que o uso de células muito pequenas pode acarretar perda na 
precisáo dos resultados, se nao for utilizado algum método adequado para cálculo 
das integrais quase-singulares. Isto ocorre porque neste caso alguns pontos de 
integraciio estará0 excessivamente próximos do contorno da placa. Na implementacáo 
numérica do presente trabalho,, foi utilizada uma transformacáo cúbica (Telles13) para 
integrais fracamente singulares (lnr) definidas sobre contornos unidimensionais ou 
bidimensionais. Para núcleos de Cauchy (llr) integrados em domínios unidimensionais, 
foram implementadas a quadratura de Kutt (Kutt8) e a bem conhecida técnica de 
imposicáo de movimentos de corpo rígido. As integrais singulares bidimensionais ( l / r2)  
do último termo integral A direita da equacáo (3) foram integrados analiticamente. 
A Tabela 1 resume as técnicas de integras50 utilizadas. Na realidade, alguns 
outros métodos de integraciio também foram implementados a título de comparacáo 
(Marczakl1), mas nao seráo aqui comentados. 

Tabela 1. Técnicas de integracáo utilizadas 

Matriz (núcleo) 

H (Cauchy ID) 

G (sing. fraca 1D) 
B (sing. fraca 2D) 
E (Cauchy 2D) 

Técnica utilizada 

Movimento de corpo rígido 
Quadratura de Kutt 
Transforma~áo cúbica 
Transformacáo cúbica 
Integracáo analítica 
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Todas as demais integrasoes foram realizadas utilizando-se quadratura gaussiana. 
Deve ser destacado que o uso da quadratura de Kutt reduz significativamente o tempo 
computacional da análise, em comparaq50 com a técnica de movimento de corpo rígido. 
A maior dificuladade do uso da quadratura de Kutt reside no fato de ser exigido o 
isolamento da singularidade. A integras50 analítica da integral de domínio da equasao 
(3), no caso singular, é algo complicada para ser ilustrada aqui, e pode ser encontrada 
em Marczakl1. 

RESULTADOS NUMÉRICOS 

Alguns exemplos numéricos siio apresentados para mostrar o desempenho da 
formulas50 proposta. Inicialmente, a presente formulas50 é comparada com outras 
solu~óes do MEC e do MEF para flambagem de placas quadradas finas. Exceto quando 
especificado, os dados utilizados s5o aqueles ilustrados na Figura 1. Os casos de 
carregamento analisados est50 representados na Figura 2. 

............ 
........ 

1 . 1  

4x4 5x5 6x6 

-.. .-. .............. 
..... ...... ..... 

, < ,  .......................... 
..... . . . . .  

.... ... 

Figura 1. Discretizacóes utilizadas para placas quadradas 

Caso 3 

Figura 2. Casos de carregamento considerados 

Os resultados est5o mostrados graficamente nas Figuras 3 e 4. Em todos os casos 
a convergencia é obtida com o número total de elementos por lado da placa no eixo 
horizontal e a carga crítica normalizada (Timoshenko e Gere14) no eixo vertical. Por 
simplicidade, foi utilizado um número de células de domínio coincidente com o número 



de elementos de contorno por lado. A Figura 3 mostra o desempenho da formulaciio 
para placas quadradas sob o caso 2 de carregamento com lados simplesmente apoiados 
(Figura 3a) e engastados (Figura 3b). A Figura 4a apresenta os resultados para 
placa quadrada simplesmente apoiada sob os casos 1 (Figura 4a) e 3 (Figura 4b) de 
carregamento. Em todos os casos, N é calculado por: 

Figura 3. Resultados para o caso 2 de carregamento 

Figura 4. Resultados para os casos 1 e 3 de carregamento 



R. J. MARCZAK 

O caso analisado a seguir trata de uma placa retangular apoiada com razáo de 
aspecto a l b  = 2, carregada sob compressáo nos seus lados menores. Foram utilizados 
os mesmos dados das placas quadradas, exeto a = 2.0 e h = 0.03. A Tabela 11 
apresenta os resultados da formulac5.0 para tres malhas distintas e o erro percentual 
correspondente em relacáo soluqáo analítica, (Brush e Almroth3). Note-se que náo há 
necessariamente um aumento do erro com o incremento do modo de flambagem, como 
ocorre em formulacoes de elementos finitos de deslocamento. 

Tabela 11. Resultados para placa retangular fina (alb = 2.0) 

A fim de verificar a performance da formulacáo para placas semi-espessas, foram 
analisados alguns casos de placas quadradas com diferentes razoes h la .  As Tabelas 111. 
a VI. ilustram os resultados normalizados na forma de um fator adimensional K :  

Tabela 111. Resultados para placa quadrada apoiada. Caso 1 de carregamento 

Formulaqáo h / a  

0.010 0.100 
Presente (6 x 6) 1.9841 1.8818 
MEF 8SE (8 x 8 - Cheung et alli4) 2.030 1.880 
MEF 17SE (3 x 3 - Cheung et alli4) 2.000 1.870 

Tabela IV. Resultados para placa quadrada apoiada. Caso 2 de carregamento 



Tabela V. Resultados para placa quadrada engastada. Caso 1 de carregamento 

Formulacáo 

Presente (6 x 6) 
Rayleigh-Ritz (Dawe e Roufaei16) 
Finite Strip (Dawe e Roufaei16) 

Tabela VI. Resultados para placa quadrada engastada. Caso 2 de carregamento 

h / a  

Formulacáo 

Presente (6 x 6) 
Rayleigh-Ritz (Dawe e Roufaei16) 
Rayleigh-Ritz (Dawe e Roufaei16) 

A fim de ilustrar a qualidade dos autovetores obtidos, a Figura 5a mostra o segundo 
modo de flambagem de uma placa simplesmente apoiada sob cisalhamento (caso 3 de 
carregamento), enquando a Figura 5b ilustra um modo de flambagem de uma placa 
retangular. A malha mostrada foi utilizada apenas para interpolar os deslocamentos. 
A malha de elementos de contorno está indicada na legenda. 

0.010 
10.5690 
10.080 
10.076 

Figura 5. Modos de flambagem de a) placa quadrada apoiada sob cisalhamento 
(malha 6 x 6) e b) placa retangular sob compressao uniaxial (malha 8 x 4) 

h / a  

0.050 
10.4290 
9.515 

- 

0.010 
5.5799 
5.539 
5.297 

0.100 
5.5138 
4.456 
4.420 

0.100 
10.0194 
8.084 
8.043 

0.200 
8.3339 
5.002 
- 
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As equacoes integrais para análise de flexiio nao-linear de placas de Mindlin e 
Reissner foram apresentadas na sua forma mais geral. As curvaturas foram calculadas 
através de uma equaciio hipersingular auxiliar contendo um termo convectivo. Um 
linearizaciio destas equacoes leva a um problema de autovalores e autovetores do qual 
podem ser extrídas as cargas de flambagem e os respectivos modos. Apenas elementos 
de contorno e células de domínio constantes foram utilizados, por simplicidade. Os 
resultados mostraram boa aplicabilidade da formulaciio, em alguns casos melhores que 
alguns elementos finitos. As tabelas 3 a 6 mostram que as cargas obtidas para placas 
com raziio h l a  maiores que 0.1, apesar de eventualmente aceitáveis, niio convergiram 
bem para outras solucoes. Isto pode ser explicado por dois aspectos: 

(a) A malha utilizada (6 x 6), nao é refinada o suficiente para levar a bons resultados, 
quando do uso de elementos de contorno e células de domínio constantes. 

(b) Todos os tensores envolvidos no problema de flexiio sao funcoes de um parametro 
z = Xr (ao invés de apenas r), onde X2 = 1 2 ~ c ~ / h ~  e K é o fator de correciio das 
tensoes cisalhantes (Westphal e Barcellos16). Entao, o caráter hipersingular da 
presente formulaciio se torna mais significativo medida que a espessura da placa 
aumenta. Isto se deve ao fato de nao ter sido tomado nenhum cuidado especial na 
integras50 das matrizes F e D da equaciio (lo),  que siio quase-singulares. 

Finalmente, apesar dos resultados provarem a possibilidade de análise de 
flambagem de placas semi-espessas via MEC. deve ser salientado que as funcoes de 
interpolacao constantes siio a representacao mais pobre que se pode utilizar para 
as variáveis. O uso de elementos lineares ou de ordem mais alta devem melhorar 
os resultados. Este é o objetivo de um outro artigo. 
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